Kapitola 2

GRAFY A DIGRAFY

2.1 Zakladné definicie

Definicia 2.1 Grafom G nazveme usporiadani dvojicu G = (V, H), kde V je
neprdzdna, konecnd mnoZina a H je mnoZina neusporiadanych dvojic typu {u,v},
kde u,v € V a u # v. Prvky mnoZiny V nazgyvame vrcholy a prvky mnoziny H
hrany (zapisujeme wv) grafu G. Oznacujeme n = |V (G)| a m = |H(G)|.

Definicia 2.2 Digrafom 8 nazveme usporiadant dvojicu 8 = (V,H), kde V
je neprdzdna, konecnd mnozina a H je mnoZina usporiadangch dvojic typu (u,v),
kde u,v € V a u # v. Proky mnozZiny V nazgvame vrcholy a prvky mnoZiny
H orientované hrany (zapisujeme ul) digrafu a. Oznacujeme n = |V(8)| a

m=|H(G)|.

Majme graf G = (V, H), resp. digraf G = (V, H). Mnozinu V nazyvame vrcholova
mnozina grafu G, resp. digrafu a mnozinu H zase hranovi mnozina grafu

G, resp. digrafu G'.

Graf a digraf st najjednoduchsie grafové Struktury, v ktorych nie sti dovolené
hrany typu vv, nazyvané tiez slucky. V grafe, resp. digrafe moze pre kazda dvojicu
u,v € V existovat najviac jedna hrana typu ww, resp. ud. Poznamenajme, ze v
grafe je hrana wv totozna s hranou vu, kym v digrafe b a vl si to dve rozne
orientované hrany.

Graf casto reprezentujeme graficky. Prislusny obrézok volame diagram grafu.

Definicia 2.3 Diagram grafu G = (V,H) v nejakom priestore P je mnoZina
bodov B a mnoZina suvislyjch c¢iar S v priestore P takijch, Ze:

e KaZdému vrcholu v € V' zodpovedd prave jeden bod b, € B a kaZdému bodu
b € B zodpovedd prdve jeden vrchol v € V, teda (Yu,v € V) : u # v < b, #
by .



2 KAPITOLA 2. GRAFY A DIGRAFY

e KaZdej hrane h € H zodpovedd prdve jedna ciara s, € S a kaZdej ciare s € S
zodpovedd prdave jedna hrana h € H, teda: (Vg,h € H) : g # h < s, # sp,.

e Ak h = wv € H, potom ciara s, md koncové body b,,b,. Okrem koncovych
bodov Ziadna c¢iara neobsahuje Ziaden bod typu b, € B, w # u,v.

o (Casto sa Ziada, aby bol diagram nakresleny tak, Ze Ziadna ciara samu seba
nepretina a dve ciary maji najviac jeden priesecnik.

Velmi ¢asto sa za priestor P berie rovina. Skiimaju sa vSak aj diagramy grafov na
gulovej ploche, anuloide, M6biovej ploche ¢i v trojrozmernom Euklidovskom pries-
tore. Podobne ako diagram grafu mozno definovat diagram digrafu, ak namiesto
¢iar pouzijeme orientované Ciary, resp. Sipky.

Definicia 2.4 Diagram grafu, resp. digrafu v rovine nazveme rovinny, ak sa jeho

hrany nepretinaji nikde inde okrem vrcholov. Graf G = (V, H), resp. digraf 8 =
(V, H) nazveme plandrny, ok k nemu existuje rovinny diagram.

V teorii grafov treba striktne rozliSovat medzi grafom a jeho diagramom. Graf je
dvojica mnozin vrcholov a hran, diagram grafu je obrazok", ktory istym sposo-
bom koreSponduje s prislusnym grafom. Ak je dany diagram grafu, graf je urceny
jednoznac¢ne. K jednému grafu vSak mozno nakreslit lubovolné mnozstvo roéznych
diagramov, o ktorych na prvy pohlad ani nemusi byt zrejmé, Ze su diagramami
toho istého grafu.

Teoria grafov vsak studuje i zlozitejsie utvary ako je graf a digraf. V tychto struk-
tarach st dovolené viacnasobné hrany (multihrany), slu¢ky a dokonca i oba typy
hrén naraz. Pre tieto Struktiry uz definicie grafu a digrafu nepostacuja, a preto
sa pouzivaju zlozitejsie matematické modely. Jedna sa o Struktary ako multigraf,
pseudograf, migraf a iné.

Definicia 2.5 Nech G = (V,H) je graf a nech u,v € V, pricom h = uwv € H.
Vrchol u nazijvame incidentny s hranou, ak je jednym z koncovijch vrcholov hrany
h. V tomto pripade hovorime, Ze vrcholy u,v su susedné.

%
Definicia 2.6 Nech G = (‘i)H) je digraf, w,v € V a h =ub € H. Potom hovo-

rime, Ze orientovand hrana h wvychddza z vrcholu u (vrchol u je zaciatocny vr-
chol orientovanej hrany h) a orientovand hrana h vehddza do vrcholu v (vrchol
v je koncovy vrchol orientovanej hrany h). Orientovand hrana h je incidentnd s
vrcholmi u, v.
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Obr. 2.1: Diagramy réznych zlozitejsich grafovych struktur.

Budeme pouzivat nasledujice oznacenia:
e H*(v) ... mnoZina vSetkych hran digrafu 8 vychéadzajucich z vrcholu v,
e H~(v) ... mnozina vSetkych hran digrafu a vchadzajucich do vrcholu v,
H(v) = H"(v)UH (v),
e V7 (v) ... mnoZzina koncovych vrcholov vSetkych hran z H(v),
e V7~ (v) ... mnozina zaciato¢. vrcholov vSetkych hran z H~ (v),
V(v) =V w)uV~(v).

Definicia 2.7 Nech G = (V, H) je graf a nech uw € V. Stupen vrcholu u (ozn.
dega(u)) je pocet hrdn s ktorymi je vrchol u incidentny.

Definicia 2.8 Nech 8 = (V, H) je digraf a nech u € V. Vonkajsi (vistupny)
stupeti vrcholu u ( ozn. odegg(u), resp. deg,(u)) je pocet hran vystupugicich
z vrcholu w. Analogicky vnitorny (vstupny) stupeti vrcholu u (ozn. idegg(u),
resp. deg_(u)) je pocet hrdn vstupugicich do vrcholu w.

Definicia 2.9 Virchol grafu G(V, H), ktory md stupen 0, nazijvame izolovany vrchol.

Vrchol digrafu 8 = (V, H) nazgvame izolovany, ak je jeho vstupny aj vystupny stu-
pen, rouny 0.

Definicia 2.10 Nech G = (V,H) a G* = (V*,H*) su dva grafy. Hovorime, Ze
graf G je izomorfny s grafom G* (G = G*) ak existuje také bijektivne zobrazenie
f:V=V*zZe Vu,oeV)iuw e He f(u)f(v) € H.
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Jednou z moznosti, ako zistit, ¢i su dva grafy s n vrcholmi izomorfné, je postupne
preskisat vSetky bijekcie medzi ich vrcholovymi mnozinami. Takychto bijekcif
moze byt az n!, preto tento postup nie je efektivny. Nie je vSak pravda, ze kazdy
algoritmus musi preskusat vSetkych n! moznosti. Problém izomorfizmu grafov patri
do triedy NP.

Veta 2.1 (Prva matematicka veta-Euler) Nech G = (V,H) je graf. Potom
sucet stupriov vSetkych vrcholov sa rovnd dvojndsobku poctu hrdan, t.j. > dega(v) =

veV
2|H|.
Dosledky Eulerovej vety:

Dosledok 2.2 Nech G = (V, H) je digraf. Potom Y idegg(v) = > odega(v) =
veV veV
|H].

Dosledok 2.3 Nech G = (V, H) je graf s aspoti dvoma vrcholmi. Potom V' obsa-
huje aspon. dva vrcholy rovnakého stupna.

Doékaz. Nech G = (V,H) a |[V| = n. Stupen kazdého vrcholu musi patrit do
mnoziny {0,1,2,...,n—1}. Ak v8ak graf obsahuje vrchol stupnia 0, neméze zaroven
obsahovat vrchol stupfia n — 1. V jednom grafe teda moze existovat nanajvys n —1
roznych stupnov vrcholov. Z Dirichletovho principu vyplyva, ze v GG existuju aspon
dva vrcholy rovnakého stupna. O

Déosledok 2.4 Pocet vrcholov nepdrneho stuptia v lubovolnom grafe G = (V, H)
je pdrny.

2.1.1 Zakladne typy grafov
Nech G = (V, H) je graf, potom G nazyvame:

1. trivialny, ak pozostéva z jedného vrcholu (V' = {u}).
2. diskrétny, ak H = (). Ak |V| = n, oznacujeme graf D,,.

3. k-regularny, ak kazdy jeho vrchol je stupna k. Ak k = 3, graf nazyvame
kubicky.

4. kompletny graf na n vrcholoch, ak |[V(G)| = n a (Yu,v € V,u # v) :
wv € H. Ozn. K,

5. bipartitny, ak V = V3 UV, pricom ViNVo =0 a (Vuv € H) : u € V] a
v e V.
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6. kompletny bipartitny, ak je bipartitny a navyse (Vu € V;) a (Yv € V%)
existuje hrana uv € H. Ak |Vi| = n a |V,| = m, oznacujeme graf K, ,.

V niektorych zdrojoch sa v definicii grafu pripasta aj prazdna vrcholovd mno-
zina V = (. Graf G = (0, () sa potom nazyva prazdny graf.

Definicia 2.11 Nech G = (V,H) a G* = (V*, H*) si dva grafy. Hovorime, Ze graf
G je komplement grafu G*, akV =V* a (Yu,v € V;u #v) :uv € H < uv ¢ H*.

Definicia 2.12 Graf G = (V, H) sa nazjva autokomplementdrny, ak je izo-
morfny so svojim komplementom.

Definicia 2.13 Nech G = (V,H) je graf, |V| = n a V = {v1,v9,v3,...,0,}.
Postupnost stuptiov vrcholov degg(v1), dega(ve), dega(vs), - . ., dega(v,) nazgvame
grafovd postupnost grafu G.

Veta 2.5 (Havel-Hakimi) Nerastica postupnost (dy,ds, ..., d,) nezdpornijch ce-
lych cisel pre n > 2, je grafovd prdve vtedy ked postupnost
(dy —1,ds —1,...,dgy+1 — 1,dg,42,dg, 13, - .., dy) je grafovad.

Priklad 2.1 Mdme 6 serverov v datovom centre. Kvéli redundancii md byt kaZdyj
server priamo prepojeny s uréitym poctom dalSich serverov. PoZiadavky si dané v
tabulke:

Server | Poc¢et priamych spojeni
S1 4
S2
S3
S4
S5
S6

NN W

Tabulka 2.1: Pozadovany pocet priamych spojeni jednotlivych serverov.

Je mozné navrhnit fyzickd siet tak, aby kaZdy server mal prdave poZadovaniyj po-
cet priamych spojeni? Ddtové centrum budeme modelovat neorientovanym grafom
G = (V,H). Kazdému serveru priradime jeden vrchol grafu a kaZdému priamemu
obojsmernému spojeniu medzi dvoma servermi priradime jednu hranu. Vrcholovd
mnozina je V. = {S1,5, 53,54, 55, S¢}. Stuperi vrcholu predstavuje pocet serve-
rov, s ktorymi je prislusny server priamo spojeny. PoZiadavkdm zo zadania preto
zodpovedd nerastica postupnost (4,4,3,2,2,1). Na overenie, ¢i je tato postupnost
grafovd, pouzijeme Havelovu-Hakimiho vetu.

Odstranime prvy clen 4 a od nasledujicich Styroch ¢lenov odcitame cislo 1. Dosta-
neme
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(4,4,3,2,2,1) — (3,2,1,1,1).
Odstrdnime prvy ¢len 3 a od nasledujicich troch clenov odcitame ¢islo 1. Dosta-
neme postupnost

(3,2,1,1,1) — (1,0,0,1).
Po jej opatovnom usporiadani do nerasticeho poradia dostaneme

(1,1,0,0).
Odstranime prvy ¢len 1 a od nasledujiceho clena odcitame cislo 1:

(1,1,0,0) — (0,0,0).
Dostali sme nulovi postupnost. Podla Havelovej-Hakimiho vety je teda pévodnd
postupnost (4,4,3,2,2,1) grafovd. PoZadovani fyzicki siet preto mozno vytvorit.
Jedna z moznosti zapojenia vznikne priamo pocas vykondvania Havelovho-Hakimiho
algoritmu. Server Sy, ktory poZadugje Styri spojenia, spojime so servermi Ss, S3, Sy
a Ss. Serveru Sy potom zostdvajiu tri poZadované spojenia, preto ho spojime so ser-
vermi Sz, Sy a Ss. Nakoniec spojime server Ss so serverom Sg. Hranovd mnozina

Uy’sledného gT‘CLfU moze byt’ H = {5152, 5153, 51547 5155, 5253, 5254, 5255, S3S6}-

Nerastuica grafova postupnost vznikne usporiadanim prvkov grafovej postup-
nosti neklesajuco. V dalsom budeme pracovat len s neklesajicimi grafovymi po-
stupnostami a v kratkosti budeme slovicko ,, neklesajica ” vynechévat. Najmensie
¢islo v grafovej postupnosti nazyvame minimalny stupen grafu (ozn. §(G)) a
najvacsie ¢islo zase maximalny stupen grafu (ozn. A(G)).

Definicia 2.14 Nech G = (V,H) a G* = (V*, H*) si grafy. Hovorime, Ze graf
G* je podgrafom grafu G (G* C G), ak V* CV a H* C {uww € H; u,v € V*}.
Hovorime, Ze graf G* je faktorovy podgraf grafu G ak plati: V* =V a H* C H.
Hovorime, Ze graf G* je indukovany podgraf grafu G na mnoZine V*, ak G* je
maximdlny podgraf grafu G s mnozinou vrcholov V*.

Analogicky definujeme pojmy poddigraf, faktorovy poddigraf a indukovany
poddigraf digrafu. Pri indukovanom poddigrafe ponechédme vSetky orientované
hrany povodného digrafu, ktorych oba koncové vrcholy patria do zvolenej mno-
ziny vrcholov.

Definicia 2.15 Graf G = (V,H) (resp. a = (V,H)) nazveme hranovo
ohodnotenym, ak kazdej hrane (resp. orientovanej hrane) h € H je priradené
redlne cislo ¢(h) nazgvané cena hrany h alebo tieZ ohodnotenie hrany h. Za hra-
novo ohodnoteny graf budeme teda pokladat usporiadani trojicu G = (V, H, c)

(8 = (V,H,c)), kde V je mnozina vrcholov, H mnoZina hrin a ¢ : H — R je
redlna funkcia definovand na mnozZine H.

Podobne mozno definovat vrcholovo ohodnoteny graf, resp. digraf ako usporia-
danu trojicu G = (V, H,d), resp. 8 = (V,H,d), kde V' je mnozina vrcholov, H
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Obr. 2.2: Diagramy hranovo ohodnoteného grafu a hranovo ohodnoteného digrafu.

mnozina hran a d : V — R je redlna funkeia definovana na mnozine V. Cislo d(v)
nazveme ohodnotenie vrcholu v alebo tiez cena vrcholu v.

Graf, resp. digraf, ktory je stcasne hranovo aj vrcholovo ohodnoteny, mézeme
reprezentovat usporiadanou Stvoricou G = (V, H, ¢, d), resp. 8 = (V,H,c,d), kde
c¢: H — R je ohodnotenie hran a d : V' — R je ohodnotenie vrcholov.

Ohodnotenie — cena hrany moéze predstavovat nejaky ¢iselny parameter hrany
— napr. dlzku, kapacitu, nosnost, atlm signalu. Podobne ohodnotenie vrcholu. Pri
grafovych modeloch realnej dopravnej siete sa stretneme s grafmi, ktoré budua aj
vrcholovo aj hranovo ohodnotené. Bezné su aj priklady viacerych ohodnoteni hran,
resp. vrcholov. Ak hrana modeluje cestny tusek, tento moze byt charakterizovany
svojou dizkou, sirkou, polomerom zakrut, svetlou vyskou atd.

2.2 Reprezentacia grafov v pocitaci

Existuje viacero sposobov ako zadavat graf do pocitaca. Niektoré sit vhodné na
ilustrovanie niektorych pojmov a niektoré sa pouzivaju pri ukladani grafovych
struktur do paméte pocitaca. Rdzne spdsoby maju roznu paméatovi zlozitost a cas
pristupu k ziadanej informacii. Graf vieme reprezentovat nasledujicimi spdsobmi:

1. Reprezentacia diagramom. Je vhodné na znézornenie vlastnosti grafu,
no nie je vhodné na préacu s pocitacom.

2. Reprezentacia zoznamom vrcholov a hran. V pocitac¢i mozeme repre-
zentovat mnozinu vrcholov ako jednorozmerné pole V[i] a mnozinu hran re-
prezentujeme dvojrozmernym polom H[j, k], kde kazdy riadok zodpoveda
jednej hrane. V neorientovanom grafe su H[j, 1] a H|[j, 2| koncové vrcholy
j-tej hrany. KedZe hrany wv a vu su totozné, mdzeme pouzivat jednotny
sposob zapisu a pozadovat H[j, 1] < H]j,2|. Tato podmienka neurcuje po-
radie hran v zozname, ale iba poradie koncovych vrcholov v zépise jednej
hrany. V digrafe je H|[j, 1] zaciatoény vrchol a H|[j, 2] koncovy vrchol j-tej
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orientovanej hrany. V tomto pripade podmienku H[j, 1] < H|[j, 2] pouZit ne-
mozeme, pretoze poradie vrcholov urcuje orientaciu hrany. Ak pracujeme s
grafom s ohodnotenymi hranami, moézeme pridat dalsie jednorozmerné pole
c[j], kde si budeme ukladat hodnoty hran, alebo mézeme pracovat s dvojroz-
mernym polom s troma stipcami, kde H[j, 3] je ohodnotenie hrany j. Tento
sposob reprezentécie grafu je paméatovo nenarocny. Pamétova zlozitost tejto
reprezentacie je O(n + m), pripadne O(m), ak si vrcholy oznacené ¢islami
a nemusime ich ukladat samostatne. Vyuziva sa pri algoritmoch zalozenych
na postupnom prehladévani v8etkych hran grafu. Nie je to vSak vhodné pre
algoritmy, kde pre ndhodne vrcholy u, v potrebujeme zistit existenciu hrany.
V tomto pripade pre kazdu odpoved potrebujeme prehladat cely graf, ¢o je
¢asovo velmi narocné. Casové zlozitost takejto operéacie je preto O(m).

’]resp.z‘\1‘2‘3‘4\5‘6‘7‘ ’]resp.zH1\2‘3\4‘5\6‘7\8‘
H[j,1] | 1122|3345 H[j,112|2]3|3|4|5|6|6
H[j,2] | 2|5]6|4|6[6]|6 H[j,2] | 1|6]4|5|3[2[4]|5
H[7,3]|5|1]3]2|2]3|4 H[j,3]|2|3]1]|1|2]1[4|8

L virf2]sf4]s]6] | [ VE[1][2[3[4]5]6] [ |

%
Obr. 2.3: Reprezentacia grafu G, a digrafu G, na obrazku 2.2 mnozinami vrcholov
a hran.

3. Reprezentacia maticou susednosti M = (m; ;). Ak graf G = (V, H) ma
n vrcholov, jedna sa o $tvorcova maticu typu n x n. Pamétova zlozitost je

O(n?). Plati:

m . — 1, ak’l]inEH,
b 0, inak.

V pripade digrafu plati m; ; = 1 prave vtedy, ked existuje orientovana hrana
171}5, teda hrana vychadzajtica z vrcholu v; a vchadzajica do vrcholu v;.
Tato matica je pre grafy symetrickd podla hlavnej diagonaly. Pre digrafy
to neplati. Hodnoty 0 a 1 sa daju nahradit aj inymi hodnotami (true, false
00, ... ). Pri hranovo ohodnotenom grafe mézeme namiesto hodnoty 1 ulozit
ohodnotenie prislusnej hrany. Neexistujicu hranu potom oznac¢ime Special-
nou hodnotou, napriklad oo, aby sme ju vedeli odlisit od existujicej hrany
s nulovym ohodnotenim. Matica susednosti umoznuje zistit existenciu hrany
medzi dvoma vrcholmi v ¢ase O(1). Je preto vhodné najmé pre husté grafy,
teda grafy s velkym poc¢tom hran. Na prehladanie vSetkych susedov jedného
vrcholu musime skontrolovat cely prislusny riadok matice, ¢o trva O(n). Pre
riedke grafy je preto zvycajne vhodnejsia reprezenticia pomocou zoznamov
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Obr. 2.4: Reprezentacia grafu GG; a digrafu G, na obrazku 2.2 pomocou matic
susednosti.

susedov. Pri multigrafe moze prvok m, ; obsahovat pocet hran medzi vrcholmi
Vi & vj.

4. Reprezentacia zoznamov vrcholov okolia kazdého vrcholu grafu.
Nech G = (V, H) je graf. Kazdému vrcholu v € V' priradime mnozinu V (v),
¢o predstavuje zoznam susedov daného vrcholu. Pre digrafy rozlisujeme dva
druhy zoznamov: V*(v) je zoznam koncovych vrcholov hran vychadzajucich
z vrcholu v a V™~ (v) je zoznam zadiato¢nych vrcholov hran vchadzajtcich do
vrcholu v. Tieto zoznamy zodpovedaju vystupnej, resp. vstupnej hviezde vr-
cholu v. Pre neorientované grafy je kazda hrana ulozena dvakrat. V pocitaci
tito Strukttru vieme reprezentovat jednorozmernym polom V|. Do pola
najprv zapisujeme susedov vrcholu vy, potom susedov vrcholu vy a takto po-
kracujeme. Zaroven vyuzijeme pole smernikov S[], kde zapisujeme poziciu
prvého suseda i-teho vrcholu. Koniec zoznamu susedov vrcholu v; je uréeny
hodnotou S[i + 1]. Na pozicii S[n + 1] je uloZena pozicia prvého nepouzi-
tého miesta v poli V. Ak mame ohodnoteny graf, mézeme sic¢asne s polom
V' udrziavat pole C' ohodnoteni hran. Jej pamétova zlozitost je O(n + m).
Tato struktira je vhodnéa pre algoritmy kde mame prehladavat okolie vr-
cholu. Hodi sa pre grafy s malym poc¢tom hran a taktiez pre multigrafy. Jej
paméatova zlozitost je n + m.

Vel2[1]5[6]4]6[3]6][2[6]2[3]4]5]
(C:l5]5]1[3]2[2]2[3]1[4][3[2[3[4]
| S:[1[2]5]7]9[11]15]

Obr. 2.5: Reprezentacia grafu GG; na obr. 2.2 zoznamom vrcholov.
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Obr. 2.7: Reprezentacia digrafu G na obrazku 2.2 zoznamom vstupnych hviezd.

5. Reprezentacia maticou incidencie B = (b;;). Ak graf G ma n vrcholov
a m hran, jedna sa o maticu typu n x m. Pamétova zloZitost je O(nm). Plati:

b 1, ak vrcholv; je incidentny s hranou h;
b 0, inak

Ak sa jedna o digraf, pribudnii nam hodnoty —1.

1, ak vrchol v; je zaciatocny vrchol hrany h;
b;j; = —1, ak vrchol v; je koncovy vrchol hrany h;
0, inak

Tento spodsob reprezentécie je vhodny aj pre multigrafy a migrafy, pretoze
jednotlivym hranam vratane viacnasobnych hran zodpovedaji samostatné
stlpce matice. V migrafe maju orientované hrany hodnoty 1 a —1, zatial
¢o neorientované hrany maju pri oboch koncovych vrcholoch hodnotu 1. Ak
st povolené slucky, neorientované slucka mé v prislusnom riadku hodnotu
2, pretoze je s danym vrcholom incidentné dvakrat. Pri orientovanej slucke
zaciatocny a koncovy vrchol splyvaji, a preto sa hodnoty 1 a —1 navzajom
vyrusia. Prislusny stlpec by bol nulovy, takze orientované slucky nemozno
pomocou tejto inciden¢nej matice jednoznacne zachytit.

Incidencna matica plytva miestom, jej rozmer je n X m, pricom pocet ne-
nulovych prvkov je 2m. Napriek svojej priestorovej naroc¢nosti inciden¢na
matica vrcholov a hran nepontika ziadne ¢asové tspory. Prave naopak. Preto
jej praktické vyuzitie je velmi zriedkavé. Napriek velkej pamétovej naroc-
nosti ma inciden¢né matica vyznamné vyuzitie v algebraickej teorii grafov,
pri rieSeni uloh sietovych tokov a pri formulovani optimaliza¢nych tloh.

Doteraz uvedené reprezentacie grafov a digrafov zdaleka nevycerpavaju vsetky
moznosti. V zéavislosti od vlastnosti grafu a rieSeného problému mozno pouzit aj
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1000000 -1 0 o0 0 0 0 0 0
1110000 1 -1 1 0 O O 0 O
B, - 000110060 B, — o o0 o 1 -1 1 0 O
0001O0T1P0 o o0 o0-1 1 0 -1 0
0100001 o 1 0 0 0 -1 0 -1
00101T11 o o-1 0 0 0 1 1

_>
Obr. 2.8: Reprezentacia G; a GGy na obrazku 2.2 pomocou incidenénych matic.

dalsie reprezentacie, napriklad maticu vzdialenosti, Laplaceovu maticu alebo re-
prezentacie zalozené na stromovych datovych strukturach. Pri implementécii gra-
fovych algoritmov sa pouZivaju aj dalSie pomocné datové Struktury, napriklad
zasobnik, rad, prioritny rad alebo disjunktné mnoziny. Vyber reprezentacie a da-
tovych struktir moze vyrazne ovplyvnit ¢asovi aj pamétovi zlozitost algoritmu.

2.3 Ulohy

1. Dokazte, nésledujtce tvrdenia:

(a) Sucet stupnov vSetkych vrcholov v grafe G sa rovna dvojnasobku poctu
hran.

(b) V kazdom grafe je pocet vrcholov neparneho stupia vzdy parny.
(c) Neexistuje kone¢ny graf, ktorého stupne vrcholov st navzajom rozne.

(d) Ak ma graf prave dva vrcholy rovnakého stupia, tak obsahuje izolovany
vrchol, alebo vrchol susediaci so vSetkymi vrcholmi v grafe.

(e) Ak n—vrcholovy graf pozostava z k komponentov (n > k > 1), tak

: - k1 )
obsahuje naviac (” 2+ ) hréan.

(f) Dokizte, Ze pre kazdy graf G je 6(G) < 3 < A(G).

(g) V skupine aspon Siestich Iudi vzdy existuju aspon traja Tudia, ktori
sa navzajom nepoznaji, alebo aspon traja Iudia, ktori sa navzajom
poznaju.

(h) Ak graf G neobsahuje K3 ako podgraf, tak |V (G)| > A(G) + 6(G).
(i) Ak G je bipartitny graf, tak |H(G)| < M,

(j) Ak §(Q) > %1, tak graf G je sivisly. Je mozné dant hranicu nahradit
¢islom |
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Zistite, ¢i néasledujice postupnosti st grafové. Ak ano, nakreslite asponn dva
neizomorfné diagramy prisluchajice k tymto postupnostiam.

6,6,5,4,3,3,3,3,2,1,0,0,0)
7.6,5,4,4,3,2,1)

o

(a) (4,4,3,2,1,0)
(b) (3,3,2,2,2,2,1,1,0)
(c) (7,4,3,3,2,2,2,1,1,1,0)
(d) (4,4,4,4,3,3,2)
(e) (5,5,5,5,5,4,4,3)
(f) (6,6,6,6,5,4,3)

) (

(

—~ —

h)
Nakreslite vSetky suvislé 4-vrcholové grafy.

Dokéazte, ze existuje prave 11 navzajom neizomorfnych grafov na 4 vrcholoch.
Nakreslite ich.

Néjdite najmensi graf (t.j. s minimalnym moznym poé¢tom vrcholov) so Sies-
timi vrcholmi stupna 3, ostatnymi vrcholmi stupia najviac 2 a s 12 hranami.

Nech G je graf s 9 vrcholmi, pricom kazdy vrchol ma stupen 5 alebo 6.
Dokéazte, ze G mé aspon 5 vrcholov stupna 6 alebo aspon 6 vrcholov stupna
5.

Zostrojte vsetky 5-vrcholové grafy, ktoré

(a) neobsahuju graf K » ako podgraf.
(b) neobsahuju graf K 5 ako indukovany podgraf.

Popiste vSetky grafy, ktoré s nadgrafmi grafu K, a sticasne podgrafmi
grafu G = (V, E),V ={a,b,c,d, e}, E = {ab, bc, ac, bd, cd, de}.

Najdite vSetky bipartitné grafy, ktorych komplementy su tiez bipartitné.

Néajdite najmensi mozny priklad (t.j. s minimalnym po¢tom vrcholov) dvoch
suvislych neizomorfnych grafov s rovnakou postupnostou stupniov vrcholov.

Néajdite vSetky navzajom neizomorfné kubické grafy na 8 vrcholoch.

Ak n—vrcholovy graf obsahuje n — 1 réznych stupnov vrcholov, ktory z nich
sa opakuje?

Urcte vSetky dvojice (k, n) prirodzenych &isel, pre ktoré existuje k—regularny
graf na n vrcholoch.
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14. Kolko existuje roznych n—vrcholovych grafov?

15. Zistite ¢i grafy na obrazku st izomorfné.

2.4 Matlab

Definicia grafov:

e G=graph vytvori prazdny graf G bez vrcholov a hran.

e G=graph(A) Vytvori graf, kde A je $tvorcové, symetrickd matica sused-
nosti. Ak matica pozostava len z nil a jednotiek, vytvori graf, ktory nemé
ohodnotené hrany.

e G=graph(A,nodenames) Vlozi $pecidlne nézvy vrcholov (G = graph(A, abcd)).

e G=graph(A,’omitselfloops’) Ignoruje prvky na diagonale. Vrati graf bez
sluciek.

e G=graph(s,t) Vytvori graf s hranami, kde zac¢iatok hrany je vrchol prvého
vektora a koniec hrany je tej istej pozicii ako zaciatok v druhom vektore.

G = graph(s,t,weights) Vlozi vahy hran.

G = graph(s,t,weights,nodenames) Vlozi nézvy vrcholov.

G = graph(s,t,’omitselfloops’) Vrati graf bez sluciek.

Zakladné funkcie:



14

KAPITOLA 2. GRAFY A DIGRAFY

addedge vlozi novu hranu

rmedge vymaze hranu

addnode vlozi novy vrchol

rmnode vymaze vrchol

flipedge zmeni orientaciu hrany
findedge najde hranu

findnode néajde vrchol
numedges vrati pocet hréan
numnodes vrati pocet vrcholov
edgecount vrati pocet hran medzi dvoma vrcholmi

reordernodes zmeni poradie vrcholov

subgraph vrati podgraf

G.Edges. Weight(findedge(G,1,3))

vrati vahu hrany

N=neighbors(G," B’)

vrati susedov vrcholu B




