Kapitola 1

Zakladne pojmy

1.1 Zaklady matematickej logiky

Vyrok je gramaticka veta, ktora je pravdivé, alebo nepravdiva. O jej pravdivosti
vieme jednoznacne rozhodnut. Vyrok musi byt oznamovacia veta.

Kazdému vyroku vieme priradit jeho pravdivostni hodnotu. Ak je vyrok prav-
divy, priradime mu hodnotu 1 a ak je nepravdivy, hodnotu 0. Z vyrokov vieme
vytvarat nové vyroky pomocou logickych spojok medzi ktoré patri negacia, kon-
junkcia, disjunkcia, implikicia a ekvivalencia. Takto vytvoreny vyrok nazyvame
zloZzeny vyrok.

Nech A, B st vyroky, potom pre oznacenie logickych spojok pouzivame nésledujtce
oznacenia:

1. NEGACIA: —A, A, A’ (éitame: Nie je pravda, ze A.) Negovany vyrok nado-
bida opa¢nu pravdivostni hodnotu, ako vyrok povodny.

2. KONJUNKCIA: A A B (Citame: A a B.)
3. DISJUNKCIA: AV B (Citame: A alebo B.)
4. IMPLIKACIA: A= B (éitame: Ak A, tak B. resp. Ked A, potom B.)

5. EKVIVALENCIA: A< B (éitame: A prave vtedy, ked B. resp. A vtedy a
len vtedy, ked B).

Pri tvoreni novych matematickych vyrokov je doélezité upozornit na dva fakty:

e V hovorovej re¢i chadpeme spojku alebo vo vyluc¢ovacom zmysle, no v mate-
matike sa chépe disjunkcia v nevylu¢ovacom zmysle. Napr. vetu - ,, Zajtra o
13:00 budem doma, alebo v praci.” - chapeme tak, ze moze nastat len prave
jedna z moznosti. Nemdzeme byt na oboch miestach sticasne. Jedna sa teda o
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vyrok pravdivy, ak plati prave jeden z elementérnych vyrokov. V matematike
sa vSak spojka alebo chape v nevyluc¢ovacom zmysle. To znamené, ze pred-
pokladame, ze moézu nastat aj oba elementarne vyroky stucasne. Disjunkciu v
matematike teda povazujeme za pravdivi, ak je aspon jeden z elementarnych
vyrokov pravdivy.

e Matematika chape implikiciu doslova. To znamené, Ze sa jedna o vyrok prav-
divy v pripade, ak:

— platia oba vyroky A aj B sucasne, alebo

— ak vyrok A neplati. V tomto pripade hovorime, ze implikicia plati tri-

vialne.
Ako priklad si vezmime vetu - ,, Ak bude zajtra pekné pocasie, p6jdem na
taru.” - O situacii, ked zajtra pekne pocasie nebude, nehovorime ni¢. Ak

nastala situécia, ze pekné pocasie nie je, trividlne predpokladame, Ze sme
neklamali a vyrok je pravdivy.

Nech A, B st vyroky a nech A = B. Pre symbol implikicie vieme pouzit niekol'ko
vyrazov. Dany vyrok mozeme precitat nasledovne:

1. A implikuje B, alebo

2. B vyplyva z A, alebo

3. A je postacujica podmienka pre vyrok B, alebo
4. B je nutna podmienka pre A.

Vyrok, ktory je vzdy pravdivy nazyvame tautolégia. Vyrok, ktory je vzdy neprav-
divy nazyvame kontradikcia. Ak existuje aspon jedna moznost, kedy je vyrok
pravdivy hovorime, Ze vyrok je splnitel'ny.

Dalsou moznostou ako vytvarat nové vyroky su kvantifikatory. Pozname dva zé-
kladne kvantifikatory:

1. Symbol 3 nazyvame existen¢ny kvantifikator (¢itame: existuje).
2. Symbol V nazyvame vSeobecny kvantifikitor (¢itame: pre vsetky).

V praci dalej budeme pouzivat aj Specidlny typ existenéného kvantifikitora. Jedna
sa o symbol 3!, ktory ¢itame ako existuje prave jeden. Poznamenajme, Ze negaciou
existen¢ného kvantifikatora ziskame kvantifikitor vSeobecny a naopak.

Nech A, B a nech A = B je implikacia dvoch elementéarnych vyrokov. Nazvime
vetu A = B, veta v8eobecna. Potom vetu:
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1. B' = A’ nazyvame veta obmenena.
2. B = A nazyvame veta obratena.
3. AN B’ nazyvame negacia vety.
Veta vSeobecna a veta obmenené nadobidaju rovnaké pravdivostné hodnoty.

Definicia 1.1 Nech A je vijrok a nech mnozZina M je neprdzdnou mnozZinou vij-
rokov. MnoZinu vyrokov M nazyvame splnitelnd prdve vtedy, ked existuje také
ohodnotenie vijrokov, pri ktorom je pravdivy kaZdy vyrok z mnoziny M. Ak mno-
Zina vyrokov M nie je splnitelnd, nazijva sa nesplnitelnd. Hovorime, Ze

vyrok A vyplyva z mnoZiny vyrokov M (A je sémantickym désledkom M ) prave
vtedy, ked A je pravdivy pri kaZdom ohodnotent vijrokouvijch premennijch, pri ktorom
je pravdivy kazdy viyrok z mnoZiny M.

1.1.1 Ulohy

1. Rozhodnite, ktoré z nasledujicich viet st vyroky. Ak sa jedna o vyrok, roz-
hodnite, ¢i je pravdivy, alebo nepravdivy.

(b) Cislo 20 je nepérne
(c) Dnes je piatok.

(d) Pocitaj!

(e) g =

(f

A, B je os tsecky AB.
2. Utvorte negécie nasledujtcich vyrokov:

(a) Cislo 3 je prvodislo.
(b) 3 < 5.
(c) T=2.
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(d) Nie vsetky ¢isla st kladné.
(e) Cislo 75 je delitelné &islom 15.
(f) Vltava je dlhsia ako Dunaj.

3. Vyjadrite symbolmi logiky. Pre vetu - Pride matka. - pouzite symbol M a
pre vetu - Pride otec. - pouzite symbol O.

(a) Ak pride otec, tak nepride matka.
(b) Pride aspon jeden z rodicov.
)
)

(c

(d) Pride préave jeden z rodic¢ov.

Pride najviac jeden z rodicov.

4. Dané st vyroky: Kreslim (K). Pisem (P). Tancujem (T). Symbolicky zapiste
nésledujuce zlozené vyroky:

(a) Ked spievam, nekreslim.
(

)
b) NepiSem, alebo netancujem, prave vtedy, ked kreslim.
(c) Netancujem, piSem.
)

(d) Ak nespievam a nekreslim, piSem.

5. Nech A, B st vyroky. A : Cislo konéf nulou. B : Cislo je parne. Utvorte
vyroky:

(a) A= B.
(b) A= B
(c) B= A.
(d) B' = A'.

a rozhodnite, ktory vyrok je pravdivy a ktory je nepravdivy.

6. Jozo povedal: ,, Ak dopoludnia napisem dobre pisomku z matematiky, vecer
pojdem do kina. ” St Styri moznosti:

(a) Jozo napisal pisomku dobre, vecer Siel do kina.
(b) JoZo napisal pisomku dobre, vecer nesiel do kina.
(c) Jozo nenapisal pisomku dobre, vecer Siel do kina.

(d) JoZo nenapisal pisomku dobre, vecer nesiel do kina.
V ktorych pripadoch dodrzal Jozo slovo?

7. V dielni st tri stroje, ktoré pracuju na zaklade tychto troch podmienok:



1.1. ZAKLADY MATEMATICKEJ LOGIKY 5

10.

11.

12.

(a) Ak pracuje prvy stroj, pracuje aj druhy stroj.
(b) Pracuje druhy, alebo treti stroj.
(c) Ak nepracuje prvy stroj, nepracuje ani treti stroj.

Rozhodnite, aké st moznosti pre pracu tychto troch strojov.

Zistite pravdivost zlozeného vyroku: ,, Dnes je pondelok, alebo sa hra futbal.”,
ak v ¢ase vypovedania vyroku :

(a) je pondelok aj sa hra futbal.
(b
(c

(d) je streda a futbal sa nehré.

je pondelok a futbal sa nehra.
nie je pondelok a futbal sa hra.

)
)
)
)

Nech M, B, P, R ozna¢uju vyroky: Murujem (M ). Beténujem (B). Polievam
(P). Rozmyslam (R). Symbolicky zapiste nasledujtce zlozené vyroky:

a) Ked murujem, nepolievam.

()
(b)
)
)

Nepolievam prave vtedy, ked murujem alebo beténujem.

(c

(d) Ak rozmyslam a polievam, tak betéonujem.

Nebetonujem, murujem.

Dvaja studenti ¢akaji na troch spoluziakov (Ivan, Peter a Monika), ktori
st na skuske. Prvy hovori: ,, Ak skasku urobi Ivan a Peter, urcite ju urobi
aj Monika.” Druhy hovori: ,, Ja si zase myslim, ze ak sktsku urobi Ivan a
Monika nie, tak Peter sktisku nespravi.” Tvrdia obaja to isté?

Olinka tvrdi: ,, Ked pijem kavu, dam si aj ¢okoladu. Ak nejem kolac¢, nejem
ani cokoladu.” Vyplyva z uvedenych tvrdeni, ze:

(a) Ak Olinka je kola¢, tak nepije kavu?

(b) Ak pije kavu, tak je aj kolac?
Tri obchody s otvorené podla tychto pravidiel: Otvoreny je prvy obchod,
alebo druhy nie je otvoreny. Ked nie je otvoreny treti, prvy tieZ nie je otvo-
reny, ale druhy je. Ak nie je pravda, Ze je otvoreny prvy, alebo treti, tak je
urcite otvoreny druhy. Rozhodnite, ktory z nasledujtcich vyrokov vyplyva z
uvedenych pravidiel.

(a) Ak je treti obchod otvoreny a druhy nie, tak prvy je otvoreny.

(b) Ak je otvoreny druhy obchod, st otvorené aj zvysné dva.
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(c) Ak nie je otvoreny prvy, ani druhy obchod, tak je otvoreny obchod treti.

13. Urcte predpoklady a tvrdenia nasledujtcich viet:

(
(

a) Sudin dvoch po sebe néasledujicich parnych ¢isel je delitelny ¢islom 8.

(c) Pre pravouhly trojuholnik so stranami a, b, ¢ plati: a® + b* = 2.

(d) V trojuholniku je kazda strana mensia ako sucet a vicsia ako rozdiel
ostatnych dvoch stréan.

)

b) Ked v trojuholniku je jeden uhol pravy, ostatné dva st ostré.
)
)

14. Zistite, ktoré z predpokladov st nutnymi a ktoré postacujicimi podmien-
kami:

(a) Suc¢in dvoch ¢isel sa rovna nule, ak aspon jeden z ¢initelov sa rovna
nule.

(b) Ak celé ¢islo konéi ¢islicou 5, tak celé ¢islo je delitelné ¢islom 5.
15. Napiste v symbolickej forme (pomocou znakov logickych spojok):

(a) Nielen A, ale aj B.

(b) A anie B.

(c

(d) Ani A, ani B.

Hoci nie A, predsa B.

(e) Nie je pravda, ze A a sucasne aj B.
(f) Alebo nie A, alebo nie B.
g) Nie je pravda, ze A alebo B.

)

)

)

)

)

()

(h) Alebo nie A, alebo B.
(i) B predpokladajuc, ze A.

(j) Nie A, ak nie B.

(k) Ak A, tak nie B.

(1) Nie je pravda, ze ak A, tak aj B.

(m) Ak A, tak B, ale ak nie A, tak nie B.
(n) Ak A, tak nie B, ale ak nie A, tak B.

16. Utvorte negacie nasledujucich vyrokov:

(a) Niektoré Zeny, maju rySavé vlasy.

(b) Vsetky banany su zlté.
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Kazdy student sa usilovne uci.
V kazdom roc¢niku FEI je student, ktory je usilovny.

V nasej kniznici je kniha, ktord ma na kazdej strane tlacovi chybu.

)
)
)
f) Vsetky skoly v nasom okrese maju nekvalifikovaného ucitela.
) V niektorej rodine su vSetci jej ¢lenovia vodiéi.
) Kazdému sa niekedy nie¢o nepadi.

)

Vsetky Skoly v naSom okrese maju triedu, v ktorej si vSetci Studenti
usilovni.

(j) Existuje kniznica, ktorej v8etky knihy maju na niektorej strane tlacovi
chybu.

(k) Je nemocnica, v ktorej kazda sestricka este nejakého pacienta nevidela.

(1) Existuje galaxia, v ktorej ma kazda slne¢né sustava planétu, ktorej
vSetky satelity su vacsie ako nas mesiac.

(m) V niektorych knizniciach st v kazdom oddeleni nejaké knihy, ktoré maju
na kazdej strane tlacovii chybu.

17. Utvorte negécie nasledujtcich vyrokov:

Dana rovnica ma aspon dva realne korene.
Najviac styria ziaci ziskali vyznamenania.

Aspon jeden ziak riesi olympiadu.

V tejto zahrade je aspon dvadsat jabloni.

Kazdy den je dovod na radost.

Nebol ani doma, ani v praci.

)

)

)

)

)

)

g) Dnes stihnem aj pracu, aj zabavu.

) Bol som tam aspon raz.

) Kazdé celé ¢islo je su¢inom dvoch prvocisel.

) Niekto z nas tam nebol.

) Nikdy nikto ni¢ nevie.
) Kazdy trojuholnik mé aspon jednu vpisant kruznicu.
)

Kazdy trojuholnik mé prave jednu vpisani kruznicu.
18. Utvorte negacie nasledujicich vyrokov:

(a) (Ja €R) (a*+1<0),
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1.2 Matematicky doékaz

Axiéma je vyrok, ktory povazujeme za pravdivy. Nedokazujeme ho.

Platnost (pravdivost) matematickych viet sa overuje (dokazuje) pomocou definicii,
axiom a uz dokdzanych viet. Budeme rozlisovat 5 typov matematického dékazu a
to:

1. dokaz priamo,

2. dokaz nepriamo,

3. dokaz sporom,

4. dokaz matemnatickou indukciou,

5. dokaz rozborom vSetkych moznosti.

Doékaz priamo: Nech A = B je vyrok. Vytvarame postupnost vyrokov A, Ao,
Az, A kde A= A = Ay = A3 = - = A, = B. Vyroky A; = A;.4, pre
i€{l1,2,3,...,n—1} st bud axiémy, definicie, alebo uz dokazané vety. Ak veta nie
je v tvare implikacie, ¢asto ju vieme na tvar implikicie preformulovat. Napriklad
vetu - Druh& mocnina prirodzeného, nepérneho ¢isla je prirodzené, neparne ¢islo.
- vieme preformulovat na vetu - Ak n € N je neparne, tak n? € N a je neparne.

Priklad 1.1 Dokdzte ndsledujice tvrdenie priamo: Druhd mocnina prirodzeného,
nepdrneho c¢isla je prirodzené, nepdrne c¢islo.

Danii vetu preformulujeme tak, aby sme dostali tvrdenie v tvare implikdcie. Do-
stavame tordenie: (Vn € N) : n je nepdrne = n? je nepdrne. Zacneme vytvdrat
postupnost virokov:

e A= A(0):n €N je nepdirne <

e A(1):n=2k+1,keNU{0} &

e A2):n*=(2k+1)* ke NU{0} &

o A(3):n? =4k +4k+1,keNU{0} &

o A(4):n*=2(2k* +2k)+ 1,k e NU{0} &
o A(B):n?=20+1,1=2k*+2k e NU{0} &

e A(6) : n? je nepdrne cislo = B
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Doékaz nepriamo: Nech A = B je vyrok. Z vyroku vytvorime obmenenu vetu
v tvare B’ = A’. Tuto vetu dokazujeme priamo. Vyuzijeme fakt, Ze pravdivostné
hodnoty oboch viet st rovnakeé.

Priklad 1.2 Dokdzte ndsledujiice tvrdenie nepriamo: Ak n? je prirodzené, pdrne
cislo, tak aj n je prirodzené, pdrne cislo.

Nagprv si vytvorime matematicky zdpis daného tvrdenia: (Vn € N) : n? je pdrne
= n je pdrne. Ndsledne z daného tvrdenia vytvorime obmeneni vetu : (¥n € N) : n
je nepdrne = n? je nepdrne. Dostdvame rovnaké turdenie ako v predchddzajicom
priklade, ktoré dokazujeme rovnako - priamo.

Dokaz sporom: Nech A = B je vyrok. Z vyroku vytvorime negovany vyrok v
tvare A A B’. Tento vyrok dokazujeme priamo. Na rozdiel od dékazu priamo, na
konci déjdeme k sporu, teda k tvrdeniu o ktorom vieme rozhodnit, Ze urcite nie
je pravdivé. To znamend, ze dokazovana negacia vety neplati a teda musi platit
povodna veta.

Priklad 1.3 Dokdzte nasledujice turdenie sporom: Druhd mocnina pdrneho ¢isla
je ¢islo pdrne.

Najprv si vytvorime matematicky zdpis daného tvrdenia: (Vn € N) : n je pdrne
= n? je nepdrne. Ndsledne z daného tvrdenia vytvorime negdciu vety : (In € N) :

n je pdarne A n? je nepdrne. Toto tvrdenie dokazujeme priamo. T.j. vytvdrame
postupnost vyrokouv:

e A= A(0):n €N je pirne <

e A(l):n=2k,keN&

e A2):n?*=(2k)*keN&

e AB):n?*=4k>keN&

o A(4):n*=2(2k*),keN&
o AB):n?=21=2k*cN&

o A(6) : n? je pdrne ¢islo = B', ¢o je v spore s dokazovanou veta. Negdcia vety
neplati, plati povodne turdenie.

Doékaz matematickou indukciou (MI) je metéda dokazovania matematickych
viet a tvrdeni, ktorda sa pouziva, ak chceme ukézat, Zze dané tvrdenie plati pre
vSetky prirodzené ¢isla, pripadne int, dopredu dant nekone¢nii postupnost. Pred-
pokladajme, Ze chceme dokéazat platnost vyroku A(n) pre kazdé n € N také, ze
n > ng. Dokaz matematickou indukciou pozostava z dvoch casti:



1.2. MATEMATICKY DOKAZ 11

1. Dokazeme platnost tvrdenia pre n = 1, resp. pre najmensi prvok z uvazovanej
mnoziny n = ng. Toto nazyvame _baza indukcie. Z prvého kroku vyplyva, ze
existuje aspon jedno také n = ng, pre ktoré tvrdenie plati.

2. Ak existuje aspon jedno také n. mozeme predpokladat, Ze tvrdenie A(n) plati
pre Vn < k. Toto nazyvame indukény predpoklad (IP).

3. Ukazeme, Ze z platnosti tvrdenia pre n = k (IP) vyplyva platnost tvrdenia
pre n = k+ 1. Na tuto ¢ast dokazovania mozeme pouzit uz iné typy dokazov.

T.j. Pre kazdé n € N plati: z indukéného predpokladu - platnosti A(n) dokazeme,
ze plati aj A(n + 1). Tym je tvrdenie A(n) dokdzané. Dostavame: Ak plati A(1)
tak plati aj A(2), ak plati A(2) tak plati aj A(3) , ..., a teda A(n) plati Vn € N.

Priklad 1.4 Dokdzte ndsledujice tvrdenie matematickou indukciou: Siucet prvych

n po sebe idiucich prirodzengjch cisel je rovny cislu %
1. Nechn =1, potom 1 = @ =1 ... turdenie plati pre najmensie n.

2. Predpokladdme, Ze veta plati pre vsetky n,n < k. Je potrebné dokdzat, Ze
plati aj pren =k + 1:
E(k+1)+2k+1) (k+1)(k+2)

k+1) = =
+(+1) ) )

k(k+1)

424k (h+) = =

o je tordenie V (k4 1).

Dokaz rozborom vietkych moznosti: Tento sposob dokazu je Gastokrat zdlhavy,
komplikovany a u matematikov nie velmi obltubeny.

Poznamenajme, Ze ak je veta v tvare implikacie A < B, tak ju dokazujeme v dvoch
Castiach: A = B a zaroven B = A.

1.2.1 Ulohy

1. K nésledujicim vetam napiSte obmenené, obratené vety a negicie.

(a) Ak je trojuholnik ABC' pravouhly, tak pren plati Pytagorova veta.

(b) Pre kazdé celé ¢islo x plati: Ak je ¢islo z delitelné deviatimi, tak je
delitelné troma.

(c) (Vx €R) (Vy € R) : 2|z A2ly = 2|(x +y)
(d) (VzeR) (VyeR): (z>0Ay>0)=2y >0
(e) VzeR) (VyeR): ((z>0Ay>0)V(x<0Ay<0)=ay>0
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(f) VxeR) (VyeR): (ay=0Ax#0)=y=0
(g) Ak sac¢in dvoch ¢isel je parny, tak nie si obidve ¢isla neparne.

(h) Ak funkcia f ma v kazdom bode intervalu (a,b) kladnt derivaciu, tak
funkcia f je na intervale (a,b) rastuca.

2. Dokazte nasledujice tvrdenia:

(&) VT+VT>14+7T—T

(b) V11 ++/10 < 1++/11 —+/10
(¢) VV8+vV6 <2+ V86
(

d (VxE]R).H4§1
(e) (Vz,y € R): —1<i2§<1
(f) Sucin dvoch neparnych ¢isel je nepéarne ¢islo.

)

)

)

)

)

)

(g) Sucet dvoch parnych ¢isel je parne &islo.

(h) Sucet dvoch neparnych &isel je parne &islo.

(i) Sucet parneho a neparneho ¢isla je neparne ¢islo.
)
)
)
)
)

(j

(k) Sucin dvoch Tubovolnych parnych ¢isel je delitelny Styrmi.

Sucin dvoch po sebe idtucich prirodzenych &isel je vzdy delitelny dvoma.

(1) Ake ¢ AUB=x¢ ANz ¢ B.
(m) Ake ¢ ANB=ac¢ AV ¢ B.

(n) Kvadratickd rovnica az? +bx + ¢ = 0, kde a # 0 mé aspoii jeden realny
koren rovny 0 prave vtedy, ked ¢ = 0.

(o) (Vz,y € R) : 2? + y* > 2xy.

(p) Sucet kladného realneho ¢isla a jeho prevratenej hodnoty nie je mensi
ako 2. Je mozné, aby sa rovnal dvom?

(q) Ak celé &islo x nie je delitelné troma, tak 22 — 1 je delitelné troma.
3. Pomocou matematickej indukcie dokazte néasledujtice tvrdenia pre Vn € R:

(a) 14345+--+2n—1)=

w)P+22+y+~~+n2:@ﬂn+ngn+1y

(¢) P4+32+5>+---+(2n—1)* = gn(2n — 1)(2n + 1).

(d) 1-2+2-3+3-4+---+n(n+1)=3nn+1)(n+2).
)
)

1 1 . n
e Tttt e T e

| W
— =
no

2 n(n+1)

9 n _
f Tttt 2n—1)(2n+1) — 20@2n+1)"

(
(

w
-
F d

1
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1 1 1 1 _ n(n+3)
(2) 123 taga T 3as T F nn+)(n+2)  An+1)(n+2)"
(h) 11)(2%t 4 31n=2).
(i) 30[(74"tt — 7).
(j) 48[(7*" — 1)

1.3 Dirichletov princip

Dirichletov princip (niekedy tieZ oznacovany ako zasuvkovy princip, priehradkovy
princip alebo princip holubnikov) je matematické tvrdenie z teérie mnozin, pri-
padne kombinatoriky. Na rozdiel od typov dokazov v predchadzajicej kapitole
nam tento princip dava iba odpoved ANO/NIE. Nedava konkrétne riesenie.

Veta 1.1 (Jednoducha verzia) Nech n,k € N. Ak n je pocet holubov a k je
pocet klietok, pricom k < n, tak po rozmiestneni vsetkijch holubov do klietok si
aspon v jednej klietke aspon dva holuby.

Veta 1.2 (V8eobecna verzia) Nech n,m € N. Ak je viac ako mn holubov roz-
delenyjch do n klietok, tak aspon v jednej klietke je viac ako m holubov.

Veta 1.3 (Zlozitejsia verzia) Nech f je funkcia z konecnej mnoZiny X do ko-
necnej mnoZiny Y (f : X — Y). Nech |X| =n, |Y| = m a k = [2]. Potom
existuje aspon k hodndt ay,as, . ..,ar € X takych, Ze f(a1) = f(ag) = -+ = f(ax).

Dokaz. Nech f : X = Y, |[X| =n, [Y| = mak = [2]. Oznatme Y =
{y1,y1, .-, Ym}. Dokaz vykoname sporom. Predpokladajme, Ze tvrdenie vety nie
je pravdivé. To znamen4, ze pre kazdé i = 1,2, 3, ..., m existuje najviac ak (k—1)
prvkov z € X takych, ze f(z) = y;. To ale znamena, ze defini¢ny obor hodnot
funkcie f obsahuje najviac ak m(k — 1) hodnot, teda | X| < m(k —1).

Z predpokladu k =[] vyplyva, Ze k —1 < . Potom

m(k—1)<m£:n,
m
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¢o je v spore s tym, Ze | X| = n. Pravdivé je teda pdovodné tvrdenie a teda existuje
asponn k hodnoét xq,xs, ...,z takych, ze

f(@r) = flaz) = = flag).

O

Priklad 1.5 Konferencie sa zicastnilo 70 delegdtov, ktori hovoria 11 réznymi ja-
zykmi. Jednym jazykom hovori najviac 15 delegatov. Organizacny vybor rozhodol,
Ze za oficidalny bude povaZovat taky jazyk, ktorym hovori najmenej 5 delegdtov.
Dokdzte, Ze na konferencii boli aspon 3 oficidlne jazyky.

KedZe delegdtov je 70 a hovoria 11 jazykmi, iste jednym jazykom hovori nie meney,
ako 5 delegdtov. Teda existuje jeden oficidlny jazyk, nazvime ho jazyk A. Jazykom
A hovort najviac 15 delegdtov, t.j., ostatngmi 10 jazykmi hovori aspon 55 delegd-
tov. Medzi tymito 10 jazykmi sa musi ndjst jazyk (oznacme ho B), ktorym hovori
najmenej 5 delegdtov. To je druhy oficidlny jazyk. Jazykom B hovori najviac 15
delegdtov, teda dalsimi 9 jazykmi hovori aspon 40 delegdatov. Zasa podla Dirichle-
tovho principu mozZno spomedzi tyjchto 9 jazykov vybratl jeden oficidlny. FExistenciu
Styroch oficidalnych jazykov nie je mozné dokdzat.

1.3.1 Ulohy

1. V pivnici mame 4 fTaSe ¢erveného a 2 bieleho vina. Prisli hostia a priali si
Cervené vino ochutnat. BohuZzial flaSe st tmavé, bez oznacenia a v pivnici
je tma. Kolko flia§8 musime vziat, aby medzi nimi bola aspon jedna flasa
¢erveného vina? (A ak by sme cheeli aspon dve flase ¢erveného vina?)

2. Do obchodu priviezli 25 debniéiek jablk troch druhov (v debnigke bol vzdy
len jeden druh). D4 sa tam urcite najst 9 debniciek toho istého druhu?

3. Neporiadny student ma v zasuvke pat parov roznych ponoziek. Kolko kusov
ponoziek musi po tme vybrat, aby si bol isty, Ze medzi nimi budu dve rovnakej
farby.

4. Na skole je 1000 ziakov a 30 tried. D4 sa dokézat, ze aspon v jednej triede
bude aspon 34 ziakov?

5. V triede je 33 ziakov. Jeden ziak urobil v diktate 15 chyb. Nikto nemal viac.
Maju aspon traja ziaci taky isty pocet chyb? A Styria Ziaci?

6. V zasuvke je 10 ¢ervenych, 8 zelenych, 8 modrych a 4 zlté pastelky. Pastelky
vyberame so zatvorenymi ocami. Kolko ich musime vziat, aby medzi nimi

boli
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

(a) aspon Styri tej istej farby?
(b) aspon jedna z kazdej farby?
(c) aspoii Sest modrych?

Za 23 dni mame prijimacie skusky a chceme eSte prepocitat 93 tloh. Dopliite
spravne vyrok: ,, Musime v aspon jeden den vyriesit aspon ... tloh."

Kol'ko musi byt v skupine Tudi, aby sme mohli povedat, Ze aspon dvaja

(a) sa narodili v rovnakom dni v tyzdni.
(b) sa narodili v rovnakom mesiaci.

(¢) maju narodeniny v rovnakom dni v roku?

Moézeme povedat, Ze na svete su aspon dvaja Iudia, ¢o se narodili v tej istej
minuite? (Predpokladajme, Ze nikto nie je starsi ako 120 rokov.) A v tej iste]
sekunde?

Kol'ko musi byt v skupine I'udi, aby sme mohli uréite tvrdit, Ze v niektorom
mesiaci v roku ma aspon pat z nich narodeniny?

Hadzeme dvoma kockami. Kolkokrat treba hodit, aby sme mali zarucené, ze
dvakrat padol rovnaky sicet na kockach?

Kol'kokrat treba hodit troma kockami, aby aspon Styrikrat padol ten isty
sucet.

Kol'kokrat treba hodit dvoma kockami, aby trikrat padla té ista dvojica ¢isel.

Na konferencii sa ztucastnilo 40 delegatov, z 13 krajin. Dokazte, ze delegécia
aspon jednej krajiny mala aspon troch ¢lenov.

Konferencie sa zucastnilo 70 delegatov, ktori hovoria 11 réznymi jazykmi.
Jednym jazykom hovori najviac 15 delegatov. Organizac¢ny vybor rozhodol,
ze za oficidlny bude povazovat ten jazyk, ktorym hovori najmenej 5 delegétov.
Dokazte, ze na konferencii boli aspon 3 oficidlne jazyky.

V pravidelnom dvadsatuholniku je 9 vrcholov vyznacenych zlatou farbou.
Dokéazte, ze aspon tri z nich tvoria rovnoramenny trojuholnik.

V rovine je danych 17 bodov. Z nich Ziadne tri nelezia na tej istej priamke.
Body st spojené tseckami zltej, Gervenej a modrej farby. Dokazte, ze tak
vznikne aspoii jeden ,jednofarebny trojuholnik“ (t.j. jeho strany su usecky
rovnakej farby).
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.
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Méame §tvorec so stranou dlzky 10 metrov. V fiom je 101 bodov. Dokazte, ze
existuje trojuholnik s obsahom 1 m?, v ktorom st dva body.

V kocke s hranou 19 cm je 1332 bodov. Dokazte, Ze st medzi nimi aspon 2
body, ktoré majia vzdialenost mensiu nez 3.

Vecer pred dazdom nam do chalupy nalietalo vela komarov. Spocitali sme
tie, ¢o sa usadili na posteli s rozmermi 180cm x 90cm. Bolo ich 145. Bolo
by aspon teoreticky mozné, aby sme jednou ranou s placackou s rozmermi
15cm x 15c¢m zasiahli aspon tri z nich?

V priestore je 9 bodov s celo¢iselnymi stiradnicami. Dokéazte, ze vieme z
nich vybrat aspon 2 body tak, ze stred nimi urc¢enej tisecky mé celociselné
sdiradnice.

Dokazte, ze zo 100 prirodzenych ¢isel vieme vzdy vybrat niekolko takych, ze
ich sucet je delitelny 100.

Je danych n + 2 I'ubovolInych kladnych celych ¢isel. Dokazte, Ze medzi nimi
existuju dve, ktorych rozdiel je delitelny ¢islom 2n, alebo dve, ktorych sucet
je delitelny ¢islom 2n.

V rovine vyberame niekolko bodov s celo¢iselnymi suradnicami. Spojime ich
useCkami a uréime stredy tychto useciek. Kolko musime vziat bodov, aby
aspon jeden stred tsecky mal celo¢iselné siradnice?

Dokazte, ze z 50 Iubovolne zvolenych navzajom réznych prvocisel vieme vzdy
vybrat 13 prvocisel tak, Ze rozdiel kazdych dvoch je delitelny piatimi.

Dokazte, ze ku kazdému prirodzenému ¢islu n existuja prirodzené ¢isla r # s
také, ze 3" — 3° je delitelné ¢islom n.

Cestovna kancelaria skimala podmienky Siestich miest a zistila, ze kazdé dve
z nich maji medzi sebou bud autobusové alebo vlakové spojenie (ale nikdy
nie obe). Mézeme z toho usudit, Ze aspon tri z tychto miest s vzajomne
prepojené rovnakym druhej dopravy?

Dokéazte, ze v kazdej skupine Siestich Tudi st bud aspon traja Iudia, ktori sa
navzajom poznaju, alebo aspon traja Iudia, ktori sa navzajom nepoznaju.

Dokazte, ze v kazdej skupine aspon dvoch Tudi existuju aspon dvaja ludia,
ktori maju rovnaky pocet znamych v danej skupine.

Majme 20 navzajom rozne prepojenych procesorov. Ukézte, Ze aspon dva
procesory st spojené s rovnakym poc¢tom inych.
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1.4 Algoritmy

Pod pojmom algoritmus rozumieme postupnost jednoduchych a jednozna¢nych
krokov, ktora nas dovedie k ziadanému rieseniu konkrétneho problému.
Ziada sa, aby algoritmus mal tieto vlastnosti:

e elementarnost — algoritmus sa sklad4 z jednoduchych (elementérnych) kro-
kov, ktoré su pre vykonavatela (pocitac, ¢lovek) zrozumitelné.

e determinovanost (jednoznacnost) — kazdy krok algoritmu musi byt jedno-
znacne a presne definovany. V kazdej situécii musi byt tplne zrejmé, ¢o a ako
sa mé vykonat. Uvedenu vlastnost budeme pozadovat od deterministickych
algoritmov. Pri rovnakom vstupe vykona deterministicky algoritmus vzdy
rovnaki postupnost krokov a poskytne rovnaky vysledok. Existujia vsak aj
nedeterministické algoritmy.

4 b 2 . , Pa . N v
e konecnost — vykonavanie procesu opisaného algoritmom skoné¢i vzdy po
kone¢nom pocte krokov.

e rezultativnost — po skonceni algoritmus poskytne vysledok zodpovedajtci
zadanému problému.

e hromadnost — ma byt pouzitelny na celi triedu (vstupnych) pripadov tlohy
svojho typu.
Pri navrhu algoritmu sa navyse snazime o jeho

e efektivnost — algoritmus mé zabezpecit riesenie problému, v ¢o najkratSom
Case pouzitim ¢o najmensieho poc¢tu prostriedkov.

Algoritmus mozno zapisat slovne, pomocou pseudokédu, vyvojového diagramu
alebo programovacieho jazyka. V tejto uc¢ebnici budeme pouzivat najmé pseudo-
kod. Zapis algoritmu pomocou pseudokédu ma mat tieto vlastnosti:

e jednoznacnost. Musi byt jasny a presny,

e pouzivame Standardné klucové slova (WHILE, DO, FOR, ELSE, ...),
e blokova struktura (viditelnost z dialky),

e 1 veta = 1 riadok,

e premenné pomenuvame tak, aby bol ich vyznam zrozumitelny.

Pre ten isty problém mozno spravidla navrhnut viacero roznych algoritmov.
Aby sme si z viacerych spravne fungujucich algoritmov mohli vybrat ten najvhod-
nejsi, potrebujeme mat nejaké kritérium, podla ktorého by sme mohli algoritmy
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porovnavat. Algoritmy je mozné hodnotit z réznych hladisk. Napriklad podl'a toho,
aké Tahké je pre nés takyto algoritmus napisat. Kritéria, ktoré sa obycCajne pou-
zivaja pri hodnoteni kvality algoritmov, sa nazyvaju ¢asova a pamétova zlozitost
(alebo tiez efektivita) algoritmov.

Pamitova zlozitost algoritmu definujeme ako zavislost paméatovych néro-
kov algoritmu na velkosti rieSeného problému. Vyjadrujeme ju ako pocet premen-
nych, resp. paméatovych miest, ktoré algoritmus pri vypocte so zvolenymi vstup-
nymi tdajmi potrebuje. Pamétova zlozitost algoritmu A je teda funkciou, ktora
velkosti vstupnych udajov prirad uje potrebny pocet pamétovych miest, ktoré bude
algoritmus A pri vypocte s tymito tdajmi vyuzivat.

Casovu zlozitost algoritmu moézeme definovat ako zavislost ¢asovych né-
rokov algoritmu na velkosti konkrétneho rieSeného problému alebo konkrétnych
vstupnych tdajov. Neudavame ju vSak v ziadnych beznych casovych jednotkach,
pretoze skuto¢né doba vypoctu programu realizujiceho navrhnuty algoritmus zé-
visi tiez na mnoZstve ¢isto technickych parametrov, ako je napriklad rychlost pro-
cesora pouzitého pocitaca, zatial ¢o my chceme charakterizovat rychlost prace al-
goritmu samého. Budeme preto ¢asovu zlozitost vyjadrovat po¢tom elementérnych
operacii.

Budeme hovorit, ze algoritmus vyriesi dant tlohu U v ¢ase T, ak na jej

vyrieSenie potrebuje T elementarnych krokov. Za dlzku tlohy budeme povazovat
mnozstvo vstupnych dat prislusnej tlohy. S istym zjednodusenim mozno za mnoz-
stvo dat povazovat pocet ¢isel, ktorymi je tloha charakterizovana (bez ohladu na
ich velkost). Tak napriklad graf mozno zadat n vrcholmi a m hranami, preto dlzka
kazdej ulohy o grafe bude (n+m). V grafovych struktarach budeme oby¢ajne brat
za dlzku tlohy (n +m) aj ked pojde o ohodnotené grafové struktiry.

Funkcia 7'(n) vyjadruje hornt hranicu poc¢tu krokov algoritmu pre najhorsi pri-

pad tlohy s dlzkou n. Nie je teda prilis dolezité, aké ma algoritmus ¢asové naroky
pre malé hodnoty vel'kosti vstupnych adajov, pretoze malé idaje bude takmer vzdy
mozné algoritmicky spracovat v rozumnom ¢ase. Podstatné je, ako sa chové fun-
kcia vyjadrujuca ¢asova zlozitost algoritmov pre rastice hodnoty. Hovorime preto
niekedy aj o asymptotickej ¢asovej zlozitosti. Casova zlozitost algoritmu byva
oby¢ajne rasttiicou funkciou. Z dvoch algoritmov budeme teda za ¢asovo vyhodnejsi
a efektivnejsi povazovat ten, ktorého funkcia ¢asovej zlozitosti s rastticou hodnotou
rastie pomalsie.

Priklad 1.6 Napiste pseudokdd pre algoritmus INSERT Sort a vypocitajte jeho
casovi a pamdtovi zloZitost.

Algoritmus Insertion Sort na usporiadanie prvkov pola A = (ay,as, ..., a,) do
neklesajice postupnosti - InsertionSort:

o Krok 1. Poloz i := 2.
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e Krok 2. Ak i > n, STOP. Pole A je usporiadané. Inak pokracuj Krokom 3.

e Krok 3. PoloZx:=a; aj:=1i—1.

Krok 4. Ak j > 1 a zdroveri a; > x, poloZ aji1 := aj, j := j — 1 a zopakuj
Krok 4. Inak pokracuj Krokom 5.

Krok 5. Poloz ajy1 = .

o Krok 6. Polozi:=1i+ 1 a chod na Krok 2.

Algoritmus postupne spraciva prvky na pozicidch 2,3, ..., n. Prvok na pozicii i
porovndva s prvkami, ktoré sa nachddzaji pred nim. Pocet vykonangch porovnani
preto zdvisi od povodného usporiadania pola.

e Nayjlepsi pripad nastane, ked je vstupné pole uz sprdavne usporiadané. Aktu-
dlny prvok porovndme iba s jeho bezprostrednym predchodcom a zistime, Ze
ho netreba presivat. Pre kaZdy z n — 1 spracuvanich prvkov vykondme 1 po-
rovnanie. Celkovy pocet porovnani je teda n—1. Casovd zloZitost v najlepsom
pripade je preto T'(n) = O(n).

e Najhorsi pripad nastane, ked je vstupné pole usporiadané zostupne. KaZdy
novy prvok je mensi ako vsetky prvky pred nim, a preto ho musime presunut
aZ na zaciatok usporiadane) casti. Pri spracovani druhého prvku vykondame
1 porovnanie, pri spracovani tretieho prvku 2 porovnania a pri spracovani
posledného prvku n—1 porovnani. Celkovy pocet porovnani je 1+2+434---+
(n—1). PouZitim vzorca pre sucet prugch n— 1 prirodzenych cisel dostaneme
1424+ (n-1)= @ a po rozndsobent dostaneme ") — L;"

Pri urcovani asymptotickej zloZitosti ponechdvame ¢len s najvyssou mocninou a
zanedbdvame konstantny ndsobok. Casovd zloZitost v naghorsom pripade je preto
T(n) = O(n?).

Insertion Sort usporadiva prvky priamo vo vstupnom poli. Okrem pola pouZiva iba
niekolko pomocnijch premennych, napriklad premenni (x) pre aktudlny prvok a
jeho poziciu. Pocet pomocnijch premenngch nezdvisi od velkosti vstupu. Pomocnd
pamdtovd zloZitost je preto M(n) = O(1). Ak do pamdtovej zloZitosti zapocitame
aj vstupné pole s n prvkami, celkovd pamdtovd zloZitost je O(n).

Definicia 1.2 Nech g(n), h(n) si dve nezdporné funkcie definované na mnoZine
prirodzengch cisel. Budeme pisat g(n) = O(h(n)) a hovorit, Ze funkcia h(n)

asymptoticky dominuje funkcii g(n), ak ezistuje konstanta k € N a prirodzené
¢islo ng € Ny také, Ze g(n) < k- h(n) pre Vn > ng. Hovorime, Ze algoritmus A
md zloZitost O(f(n)), ak pre horny odhad T'(n) poctu krokov algoritmu A a tlohu
dlzky n plati T(n) = O(f(n)). Skrdtene hovorime o O(f(n)) algoritme. Specidlne
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ak f(n) < n* pre nejaké konstantné k € N hovorime, Ze A je polynomidlny
algoritmus. Hovorime, Ze problém md zloZitost nanajvys O(f(n)), ak pren existuje
O(f(n)) algoritmus.

Majme problém P;, ktory chceme vyriesit, a problém P,, ktory uz riesit vieme.
Vstupné data D; problému P; najprv transformujeme na vstupné data D, prob-
lému P,. Nésledne vyriesime problém P, a ziskame rieSenie R,. Ak vieme rieSenie
Rs previest na spréavne rieSenie Ry pévodného problému P, hovorime o vhodnej
transformécii problémov.

Transformaciu mozeme schematicky znézornit nasledovne:

transforméacia vstupu rieSenie problému P» transformaécia rieSenia,

D, > Dy > Ry > Ry.

Ak transforméciu vstupu D; na vstup Dy a nasledny prevod rieSenia Ry na rie-
Senie Ry dokdzeme vykonat v polynomialnom ¢ase vzhladom na velkost vstupu,
hovorime o polynomidlne;j transformdcii alebo o polynomzidlne; redukcii
problému P; na problém P,. Tuto skuto¢nost zapisujeme

P <, P,

Zapis P, <, P» znamena, Ze problém P; nie je vypoctovo tazsi ako problém Ps.
Ak pozname polynomiélny algoritmus na rieSenie problému P», potom pomocou
uvedenej transformécie ziskame polynomialny algoritmus aj pre problém P;.

Pri redukcii je dolezity jej smer. Zapis P, <, P, znamend, Ze inStancie prob-
lému P, transformujeme na inStancie problému Ps, nie naopak.

Priklad 1.7 UvazZujme nasledujice dva problémy:

e P, — OPAKUJUCI SA PRVOK: Zistit, ¢i sa v danom poli nachddza hodnota,
ktord sa v nom vyskytuje aspon dvakrdt.

e P, — USPORIADANIE: Usporiadat prvky daného pola vzostupne.

UkdzZeme, ako moéZeme problém Py vyriesit pomocou algoritmu pre problém P,.
Nech vstupom problému Py je pole A = {ay,as,...,a,}. Pole A odovzddme ako
vstup algoritmu na usporiadanie. Vysledkom bude usporiadané pole

B ={by, b, ..., b}, pre ktoré plati by < by < --- < b,.

Ak sa miektord hodnota v pévodnom poli vyskytovala aspon dvakrdt, potom sa jej
vyskyty budi v usporiadanom poli nachddzat vedla seba. Staci preto skontrolovat,
¢ existuge index i € {1,2,...,n — 1}, pre ktory plati b; = b;41.

Cely postup mozZeme schematicky zapisat ako

7

A usporiadanie B kontrola susednyjch prokoy {dno, ak €$i$tUj€ 1 také, ze bz = bi+1,

nie, inak.
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Vstupom problému zistovania opakujicich sa prvkov je pole A. Toto pole mo-
zeme priamo pouzit ako vstup problému usporiadania. Ak by sme potrebovali vy-
tvorit jeho kopiu, trvalo by to O(n) casu.

Riesenim problému usporiadania je usporiadané pole B. Z neho ziskame rie-
sente povodného problému tak, Ze postupne skontrolujeme vsetkyjch n — 1 dvojic
susednyjch prvkov. Tych je n — 1. Tdto kontrola trva O(n) casu.

Transformdcia vstupu aj prevod ziskaného riesenia teda vyZaduji najviac line-
darny cas. KedZe linedrny cas je polynomidlny, ide o polynomidlnu redukciu prob-
lému zistovania opakujicich sa prvkov na problém usporiadania.

V priklade 1.7 sme ukézali, ze pomocou algoritmu na USPORIADANIE prvkov
vieme vyriesit problém zistovania OPAKUJUCICH sa hodnét. Plati teda

OPAKUJUCI SA PRVOK <, USPORIADANIE.

Redukcia méa urcéeny smer. Uvedeny zapis znamené, zZe pomocou riesenia prob-
lemu USPORIADANIE vieme ziskat rieSenie probléemu OPAKUJUCI sa prvok. V
opa¢nom smere v8ak uvedeny postup nefunguje. Odpoved na otézku, ¢i pole ob-
sahuje opakujuci sa prvok, nam neposkytuje dostatok informécii na usporiadanie
celého pola. Z existencie redukcie P, <, P, vo v8eobecnosti nevyplyva existencia
redukcie P, <, P;. Kazdy smer redukcie sa musi navrhnat a dokdzat samostatne.
Predpokladajme, ze P, <, P». Ak existuje polynomidlny algoritmus na rieSenie
problému P, potom existuje polynomialny algoritmus aj na rieSenie problému P;.
Opac¢né tvrdenie vo vSeobecnosti neplati. Ak pozname polynomialny algoritmus
pre problém P;, zo vztahu P, <, P, nemdzeme usudzovat, Ze existuje polyno-
mialny algoritmus aj pre problém P,. Ak plati redukcia v oboch smeroch, teda

P <, P a P, <, P,

problémy P; a P, nazyvame polynomialne ekvivalentné. Tuto skuto¢nost
mozeme zapisat ako

Plzppz.

V takom pripade existencia polynomialneho algoritmu pre jeden z problémov
implikuje existenciu polynomialneho algoritmu aj pre druhy problém. Treba vsak
zdoraznit, Ze nie kazdy polynomiélny algoritmus je prakticky pouZzitelny. Algorit-
mus s ¢asovou zlozitostou napriklad O(n!?) je sice z teoretického hl'adiska polyno-
midlny, ale uz pre pomerne malé vstupy moze byt prili§ pomaly. Pri praktickom
hodnoteni algoritmu preto nestaci rozliSovat iba medzi polynomiélnou a nepolyno-
mialnou zlozitostou. Dolezity je aj stupen polynomu, konstantné faktory a velkost
spracovavanych vstupov.
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Trieda NP, z anglického Nondeterministic Polynomialtime, je trieda rozho-
dovacich problémov, pri ktorych mozno spravnost kladnej odpovede overit v poly-
nomialnom c¢ase pomocou vhodného certifikatu.

Definicia 1.3 Problém P nazjvame NP-tazky, ak mozno kaZdy problém z triedy
NP polynomidlne redukovat na problém P. Problém P nazgvame NP-lahky, ak
mozno problém P polynomidlne redukovat na niektory problém z triedy NP. Prob-
lém P nazyvame NP-uplngj, ok je siucasne NP-tazky, NP-lahky a patri do triedy
NP.

Plati:

e NP-tazky: vietky problémy z NP sa redukuji na P. V probléme obchod-
ného cestujuceho je dana mnozina miest a cena cesty medzi kazdou dvoj-
icou miest. Ulohou je najst okruzna cestu, ktora navstivi kazdé mesto prave
raz, vrati sa do pociatocného mesta a ma najmensiu mozni celkovi cenu.
Tento problém je NP-tazky. Neoznacujeme ho vSak za NP-uplny, pretoze NP-
uplnost sa Standardne definuje pre rozhodovacie problémy. Jeho rozhodovacia
verzia sa pyta, ¢i existuje okruzna cesta s cenou najviac k. Tato rozhodovacia
verzia patri do triedy NP a zaroven je NP-tazka, preto je NP-tiplna.

e NP-Tahky: problém P sa redukuje na problém z NP. Problém existencie
cesty s dlzkou najviac k mozno riesit v polynomialnom ¢ase. Patri preto do
triedy P, a teda aj do triedy NP. Ak plati P # NP, tento problém nie je
NP-tazky.

e NP-uplny: problém P patri do NP a je NP-tazky. Rozhodovaci problém
Hamiltonovskej kruznice patri do triedy NP a zaroven je NP-tazky.

NP-aplné problémy tvoria podtriedu triedy NP. Kazdy NP-tuplny problém patri do
triedy NP, ale nie kazdy problém z triedy NP musi byt NP-uplny. Vsetky NP-tuplné
problémy st navzajom polynomialne ekvivalentné. Ak by sme nasli polynomiélny
algoritmus pre jediny NP-tiplny problém, potom by platilo P = NP. Doteraz sa
podarilo pre stovky tloh dokézat, ze st NP-uplné. Pre dalsie sa podarilo dokazat,
ze su NP-tazké. Pre ziadnu NP-uplnu tlohu sa doteraz nepodarilo najst polyno-
mialny algoritmus. Nepodarilo sa vS8ak ani dokézat, Ze polynomialny algoritmus
pre tieto tlohy neexistuje. Najdenie takého algoritmu pre jedind NP-tplnt tlohu
by znamenalo existenciu polynomialneho algoritmu pre vSetky tlohy z triedy NP,
teda platnost rovnosti P = NP. Vseobecne sa predpoklada, ze P # NP, toto tvrde-
nie v8ak zatial nebolo dok4zané. Predpokladana vypoctova naro¢nost niektorych
matematickych problémov sa vyuziva aj pri navrhu kryptografickych systémov.

Vzhl'adom na to, ze mnohé optimaliza¢né tlohy st NP-tazké, vznikaju aproximacéné
algoritmy a heuristiky. V praxi nam totiz ¢asto staci dobré rieSenie, ktoré sice ne-
musi byt optimélne, ale je blizke optiméalnemu. Aproximacné algoritmy poskytuji
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urcitu zaruku kvality najdeného rieSenia, zatial ¢o heuristiky takiuto zaruku spra-
vidla neposkytuji. Niektoré NP-tazké problémy mozno riesit v polynomidlnom
case, ak vhodnym spdsobom obmedzime ich vstupy. Vo vSeobecnosti mozno he-
uristiky rozdelit na konstrukéné a zlepsovacie.

Konstrukéna heuristika postupne vytvara riesenie tak, Ze za¢ne najjednoduch-
$im objektom, napriklad prazdnou mnozinou vrcholov, a potom tento objekt roz-
siruje podla pravidla, ktoré dava nadej, ze vysledné rieSenie bude blizke optimél-
nemu. Jednou z moznosti je rozsirit objekt o prvok, v tedrii grafov najcastejsie o
vrchol alebo hranu, ktory sa v danom okamihu javi ako najvyhodnejsi z hladiska
cielovej funkcie. Takyto postup nazyvame pazravou metoédou (angl. greedy met-
hod). Pazravad metdda nemusi byt vzdy iba heuristikou, pretoze pri niektorych
problémoch vedie k optimalnemu rieSeniu.

Zlepsovacie heuristiky vychadzaji z existujiceho pripustného rieSenia a sna-
Zia sa z neho jednoduchymi operaciami ziskat susedné riesenie s lepsou hodnotou
cielovej funkcie. Takto pokracuju dovtedy, kym nedospeju k rieSeniu, ktoré nema
ziadne lepsie susedné rieSenie. Takéto rieSenie nazyvame lokdlnym optimom a uve-
deny postup lokdlnym prehl'adavanim (angl. local search alebo neighborhood
search). Lokéalne prehladévanie moZno spustit z niekol’kych nahodne vytvorenych
pociatocnych rieseni a za vysledok vybrat najlepSie z najdenych lokalnych opti-
maélnych rieseni.

Algoritmy mozno casto dalej upravovat s cielom znizit ich ¢asova alebo pamé-
tovua zlozitost pripadne zlepsit ich prakticka efektivnost. Medzi zakladné moznosti
optimalizacie algoritmov patria:

e predspracovanie vstupnych tdajov,

e predpocitanie casto pouzivanych hodnot,

e ukladanie uz vypocitanych vysledkov do pamaéte,

e vypocet novych hodnot pomocou predchadzajicich vysledkov,
e odstranenie opakovanych a nepotrebnych vypoctov,

e pouzitie vhodnejsich datovych struktir,

e nahradenie rekurzie iteraciou, ak je to vyhodné.



