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DIFERENCIALNY POCET FUNKCIE VIAC
PREMENNYCH

Viazané extremy funkcie dvoch premennych

Nech je dana funkcia z = f (x,y) definovana na M a nech L je mnoZina vSetkych bodov z
M, pre ktoré plati g (x,y) = 0.

Viazany lokalny extrém - lokalny extrém funkcie z = f (x,y) na mnozine L

Funkciu g (x,y) = 0 — nazyvame vazba

UrCenie viazanych extrémov:

1. Ak sa da vyjadrit z vazby jednoznacne niektora premenna - dosadime ju do funkcie,
dostaneme funkciu jednej premennej, viazany extrém hladame ako lokalny extrém
jednej premennej

z”, alebo z”,, > 0 — viazané lokalne minimum
z”, alebo z”,, < 0 — viazané lokalne maximum



2. Ak sa z vazby neda jednoznacne vyjadrit niektora premenna zostrojime
Lagrangeovu funkciu

L(,y)=fxy) +1g(xy)

Stacionarny bod sa urci zo sustavy

L',=0
L, =0
gx,y) =0

viazany extrém sa urci ako pri lokalnych extrémoch




Pr. 1 — 93/ 7: Najdite viazané extrémy funkcie

z=x"+y" —4x+4y+8,ak x+y=0

1. Vyjadrime z vazby niektoru premennu, dosadime ju do funkcie, dostaneme
funkciu jednej premennegj

2. Uréime stacionarne body (derivujeme funkciu podfla x alebo y) a dame
derivaciu rovnu nule, druhu suradnicu stacionarneho bodu uréime z vazby

3. Vypocitame parcialnu derivaciu druhého radu

4. Urcime A,(A) = z”, alebo z”,, a zistime, Ci funkcia ma viazané lokalne extrémy



Pr. 2 — 93/ 15: Najdite viazané extrémy funkcie

z=2xy—2x*—4y*,ak x+2y =38



Pr. 3 —93/ 10: Najdite viazané extrémy funkcie
z=46—-x"—4y" +2xy,ak x—2y =0 lok. max. v [0,0]

1. Vyjadrime z vazby niektora premennu, dosadime ju do funkcie z = f(x, y),
dostaneme funkciu jednej premennej

x—2y=0-x=2y z =46 — (2y)? —4y2 + 2(2y)y
Z =46 —4y% — 4y? + 4y? = 46 — 4y*

2. Urcime stacionarne body (derivujeme funkciu z = f(x, y) podla x alebo y) a
dame derivaciu rovnu nule, druhu suradnicu stacionarneho bodu urc¢ime z
vazby

z,=—8y=0->y=0
x=2y=20=0 SB:A[0,0]
3. Vypocitame parcialnu derivaciu druhého radu pre funkciu z = f(x, y)
ZJ’,, =—28
4. Urcime A (A) = z”, alebo z”,, a zistime, Ci funkcia ma viazané lokalne extréemy

A(A) =2z,=-8<0 > vbode Ama funkcia viazané lokalne maximum



Pr. 4 — 93 / 13: Najdite viazané extrémy funkcie

z=x"+y +3xw+2,ak y—x=0



Pr. 5 - 93/ 12: N3jdite viazané extrémy funkcie

_ : 1
z=x 48y —6xv+1,ak 2y—x=0 lok. min. v [IE]

lok. max. v [0,0]

x—2y=0-x=2y z=(2y)3+8y3 —6(2y)y + 1
z=8y3+8y3—12y2+1=16y3 —12y* +1
Zj’, = 48y2 — 24—y Z:;/ = 48y2 — 24y =0
24y2y—1)=0 —-24y=0,2y—-1=0

y = y=3
$B:A[0,0],B[1; 0, 5] x=20=0 x=2%:1
Z; =96y — 24
A(A) = Z; = 96.0 — 24 = —24 < 0 - v bode A ma funkcia viazané lokalne maximum

A (B) = Z)’/’ = 96.0,5 — 24 = 24 > 0 — v bode Bma funkcia viazane lokalne minimum



Pr. 6 — 93 / 22:Najdite viazané extrémy funkcie

z=8-2x—-4y,ak x> +2y* =12

1. Z vazby sa neda jednoznacne vyjadrit’ niektora premenna zostrojime
Lagrangeovu funkciu

Lx,y)=fx,y) +4g(xy)

2. Derivujeme Lagrangeovu funkciu podfaxay

3. Uréime stacionarne body zo sustavy L,=0
L',=0
gx,y)=0

4. Vypocitame parcialne derivacie druhého radu Lagrangeovej funkcie a ich
hodnoty pre stacionarne body

5. Urcime A, (A) a A;(A) pre vSetky stacionarne body a zistime, Ci funkcia ma
viazané lokalne extrémy



Pr. 7 —94 [ 28: Najdite viazané extrémy funkcie

] ] | |
z:—+—,ak —9+—j:2
X oy x° oy’



Pr. 8 — 94 / 24: Najdite viazané extrémy funkcie
z=x-2y+3,ak x> +y* =5

lok. min. v [-1,2]
lok. max. v [1,— 2]

1. Z vazby sa neda jednoznacne vyjadrit’ niektora premenna, zostrojime
Lagrangeovu funkciu L (x,y) = f(x,y) + A g(x,y)

L(x,y)=x—2y+3+A(x*+y*-5)

2. Derivujeme Lagrangeovu funkciu podfax ay

3. Uréime stacionarne body zo sustavy

1+2Ax =0
2Ax = —1
B 1
=792

—2422y =0
2y =2
_1

Y=2

L, =1+ 2Ax
L'y =—-2+22y
L,=0
L'y=0
gx,y)=0
x?+y?—5=

I

N =



1 1
A=1 x=-—=-1 y=g=2 SB: A [-1,2], B[1,—2]
2 21 1
2 2
.1 B
A:—E: x__z(_l) 1 y_j__
2 2

4. Vypoc€itame parcialne derivacie druhého radu Lagrangeovej funkcie aich
hodnoty pre stacionarne body

Al == |B:dA=—=
L'xx =24 1 -1
L'yy =0 0 0
L'y, =0 0 0
L'y, =221 1 -1

5. Urcime A, (A) a A;(A) pre vSetky stacionarne body a zistime, Ci funkcia ma
viazané lokalne extrémy

1 0 77
AZ(A):|O =150 M@=1"n@W=1>0
v bode A ma funkcia viazané lokalne minimum
_1 O rs
A2(3)=|0 _1|=1>0, AB)=L",,(B)=-1<0

v bode B ma funkcia viazané lokalne maximum



Pr. 9 — 94 / 25: N3ajdite viazané extrémy funkcie

z=y-x+3,ak x* +y’ = L lok. min. v [i,—l]

2

1
2 r

]

lok. max. v [—

b | —



Du: str. 94/ 8, 14, 21, 22, 23, 27, 29



Instrukcie k 2. zapoctovej pisomke
Streda 21. 5. 2025, 9:00, ZP4

cas: 70 minut, 6 prikladov, 35 bodov, tetria 15 bodov (z prezentacii z prednasok na
stranke predmetu)

Okruhy:

urcity integral — substitucia, per partes

plocha elementarnej oblasti

objem elementarnej oblasti rotujucej okolo osi x

parcialne derivacie prvého radu funkcie o dvoch premennych, dotykova rovina ku
grafu funkcie v danom bode

lokalne extrémy funkcie

lokalne viazané extrémy funkcie

oW =

o o

Doniest: dvojharok s vytlacenou hlaviCkou, ISIC, pisacie potreby



