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Nech A C RxR. Zobrazenie A — R, ktoré kazdému [x,y] € A
priradi prave jedno redline Cislo z = f(x, y) nazyvame funkciou
advoch premennych.
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limita funkcie 2 premennych

Euklidovska metrika

vzdialenost (p(A, B)) 2 bodov A = [a1, ao], B = [by, bo] v RxR

\/(b1 —ay)?+ (b — a)?

Definicia
Hovorime, Ze

|

lim  f(x,y)=¢

[x.yl—la1,a2]

prave vtedy, ak

p([x, y], a1, @]) — 0 potom |f(x,y)—¢| — 0.
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lie bodu, vnatorny bod mnoziny

e -ové okolie bodu A: O.(A) = {[x, y], p([x, y], A) < €}

@ Mnozina M C RxR sa nazyva otvorena, ak pre kazdy bod
A € M existuje také okolie O.(A), ktoré celé lezi v mnozine
M.

@ M c RxR sa nazyva uzavreta, ak jej doplnok
MC = R? — M je otvoren& mnozina.

@ Bod Z € M sa nazyva hranicny bod (bod uzaveru) mnoziny
M, ak kazdé jeho okolie obsahuje bod, ktory patri M, aj
bod, ktory nepatri do M.

@ Hranica mnoziny je mnozina v§etkych hraniénych bodov.
@ Ak hranica mnoziny € M, tak M je uzavreta mnozina.

@ Ohranicena mnozina je taka, ktora sa da vlozit' do kruznice
s kone¢nym polomerom.



Spojitost’ funkcie 2 premennych

Funkcia f(x, y) sa nazyva spojita v bode Alay, az] ak

lim  f(x,y) = f(ay, a).

[Xay]_>[a1 aaZ]

Poznamka:

Ak je funkcia f(x, y) spojita na uzavretej, ohrani¢enej mnoZine,
tak nadobuda minimalnu aj maximalnu hodnotu.

Analdgia s funkciou 1 premennej: spojita funkcia f(x) na
uzavretom intervale nadobdda minimum aj maximum.
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rcialne funkcie

Uvazujme funkciu f(x, y) definovanu na okoli O(A) bodu
A=|a,b].

Parcialne funkcie definujeme nasledovne
g(x) = f(x, b) funkcia 1 premennej x

h(y) = f(a,y) funkcia 1 premennej y




parcialne funkcie
Uz

g(x) = f(x,b)

h(y) = f(a, y)




parcialne derivacie

Definicia

Nech parcialna funkcia g(x) ma derivaciu v bode a. Tuto
derivaciu nazyvame parcialna derivacia funkcie f(x, y) podfa
premennej x v bode A = [a, b]. Zapisujeme

A _ i) fim S =0@) _ . 7(x.b) — a.b)

15)'¢ X—a X —a Xx—a X —a
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parcialne derivacie

Definicia
Nech parcialna funkcia h(y) ma derivaciu v bode b. Tuto
derivaciu nazyvame parcialna derivacia funkcie f(x, y) podla
premennej y v bode A = [a, b]. Zapisujeme

of(A)

i o hly) —h(b) . f(ay) —f(ab)
A vl Sy

@ vypocet parcialnych derivacii—platia vSetky pravidla ako
pre derivovanie funkcie jednej premennej
@ parcialne derivécie vysSich radov
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eometricky vyznam parcialnych derivacii

Uvazujme funkciu f(x, y) definovanu na okoli bodu A = [a, b].

Q
o=
=

Dotykova rovina ku grafu funkcie z = f(x, y) v bode
Ala,b, f(a, b)]

9f(A) 9f(A)

0: Z—f(A):W(X—a)er(y—b)




lokalne extrémy funkcie dvoch premennych

Hovorime, Ze f(x, y) definovana na okoli bodu A = [a, b]
(O(A)) ma v bode A lokalne maximum, ak

V[x,y] € O(A) plati f(x,y) < f(A) =f(a,b).

Hovorime, Ze f(x, y) definovana na okoli bodu A = |a, b]
(O(A)) ma v bode A lokalne minimum, ak

V[x,y] € O(A) plati f(x,y) > f(A) = f(a, b).
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lokalne extrémy funkcie dvoch premennych

Nutna podmienka existencie lokalneho extrému!!!

Nech f(x, y) ma v bode A lokalny extrém. Nech existuju ag(f),
‘9“") . Potom
of(A)
ox 0,
of(A)
W O.

Poznamka: Bod A nazyvame stacionarny bod funkcie.
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Ine extrémy funkcie dvoch premennych

Postacujuca podmienka existencie lokalneho extrému

Nech A je stacionarny bod funkcie f(x, y). Nech f ma na O(A)
spojité parcialne derivacie prvého a druhého radu. Potom ak
(A 1 (A)
A (A)

v bode A lokalne minimum.

f// (A) f/l (A)

o fl(A)<O0OAD=| X Xy

A A A
v bode A lokalne maximum.

o f(A)>0AD=

‘ > 0, tak funkcia f ma

‘ > 0, tak funkcia f ma

A 1"
o D= ?ffgﬁ; ?2’%; ‘ < 0, tak funkcia f neméa v bode A
yx y
extrém.

@ Ak D— 0, tak nevieme rozhodnut' o existencii extrému.



iazané extrémy

Uvazujme funkciu f(x, y) definovand na mnozine M.
Nech Nc M, N ={[x,y] € M, g(x,y) =0}.

Lokalne extrémy funkcie f(x, y) na mnozine N nazyvame
viazané extremy funkcie f s vazbou g(x, y) = 0.




Viazané extrémy-vypocet

Ak z rovnice vazby g(x, y) = 0 vieme vyjadrit jednu premennu
pomocou druhej, napr.

y = 9(x),
alebo

X =P(y).
Potom dostavame

f(x, 6(x)),
resp.

f((y), y)

Funkcia f(x, y) sa stava funkciou jednej premennej a hfadame
lokalne extrémy funkcie jednej premennej.
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Viazané extrémy-vypocet

Ak z rovnice vazby g(x, y) = 0 nevieme vyjadrit jednu
premennu pomocou druhej, pouzijeme Lagrangeovu funkciu L

L(x,y) =f(x,y)+Ag(x,y), X\ je parameter

Ak funkcia L(x, y) ma lokalny extrém v bode Ala, b], tak funkcia
f(x,y) ma bode A viazany extrém s vdzbou g(x, y) = 0.
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