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zlepSeniu textu tejto ucebnice.
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1 FUNKCIA
1.1 Defini €ény obor funkcie

Pri hradani defininého oboru funkcie je potrebné tegtejSie vziado Gvahy, Ze:
* menovaté zlomku sa nesmie rovtiaule,
e vyraz pod parnou odmocninou musft’mezaporny,
» logaritmicka funkcia je definovand len pre kladmguament,
ak a>1, potomlog, x> Oprave vtedy, ak>1,

ak O0<a<1, potomlog, x> Oprave vtedy, ak O0x< |1
» funkcie y = arcsinx a y = arcco:x su definované prel<s x< .1

X+1

Priklad 1 Najdime defintny obor funkcie fy = —————.
X°—5x+6

RieSenie: Ked’Ze vyraz v menovateli musi Hhydzny od nuly, plati
x> -5x+6%0
(x-2)(x-3)#0
x#20x#3
Odtia’ vyplyva, zeD(f)=(-%,2) 0 (23) 0 (3») aleboD(f)=R-{23}.

Priklad 2  Najdime definfny obor funkcie fiy=v2-x-x?.

RieSenie:  Vyraz pod druhou odmocninou musithiyezaporny, potom plati
2-x-x*20
x*+x-2<0
(x+2)(x-1) <0

Definiény obor funkcie jeD(f ) =(-21).
Priklad 3  Najdime definfny obor funkcie fiy =In(4x-8) .
RieSenie: Logaritmus je definovany len pre kladéigla, preto musi hy

4x-8>0
X>2

Definicny obor funkcie jeD(f)= (2,).
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eX

X—2

Priklad 4  Najdime definfny obor funkcie fiy =

RieSenie:  Z podmienky, Ze menovditsa nesmie rovitanule plati

NX=2#%0
a z podmienky, Ze vyraz po parnou odmocninou m@gddam nezaporny plati
x—-220.
Z obidvoch podmienok vyplyva
X>2.

Definiény obor funkcie jeD(f) = (2,).
Priklad 5  N&jdime definfny obor funkcie fiy = \/log;(3x +2) .
RieSenie:  Z podmienok pre vyraz pod parnou odmocninou a pgyeraent logaritmu pri

zakladea = 5vyplyvaju tieto nerovnice
log;(3x+2)20 - 3x+221

Defini¢ny obor funkcie jeD(f ) = <—%,oo).

Priklad 6  N&jdime defininy obor funkcie fiy = /Iog1 Bx+2) .
2

RieSenie:  Z podmienok pre vyraz pod parnou odmocninou a gyeraent logaritmu pri

z&kladea = % vyplyvaju tieto nerovnice

log, Bx+2)=20 < 0<3x+2<1
2
RieSime sUstavu nerovnic
3x+2>0 L[ 3x+2<1

x>—g 0 x<-
3

wlk

potom definény obor funkcie jeD(f) = (—%—%> .

Priklad 7  N&jdime defininy obor funkcie fiy = arcsin? .
RieSenie: Funkciay = arcsint je definovana pré na intervale(— 1,1> , preto

2X-5
4

-1< <1
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1
< x<
2

N ©

Definiény obor funkcie jeD(f )= <% g> .

Priklad 8  Najdime definfny obor funkcie f.iy =+25-x - 3Iog_—2 :
X

RieSenie:  Vyraz pod druhou odmocninou musitthyezaporny a sasne vyraz pod
logaritmom musi btykladny, teda plati
2B-x20 O —2>0
X ,

xs25 O X<0
prienik tychto intervalov je defitihy obor D(f)=(-,0).

V uloh&ch 1 — 62 néjdite defitrié obory funkcii:

Vysledky:
Ly 2FX _
1 fry=>"—7 R-{2}
1
2 f:y= R-123
Y X°—5X+6 { }
X% —3x+2
3. f:y= R -
y W2 — 2y +1 {1}
4. fry=4x+3 (-3,0)
5. fry=+vx®-x-2 (~0,-1) 0 (2,00)
6. fry=v2+x-x (-12)
x+1
7. f.y=
N (L)
8.  fiy=——~ (-0.-3)0(-22)
X2 +5x+6
9 fry= x—4 (- 0,-2)0(2,0)
X2 =x—2
o 3
10. fry= - (4,00)
Ly- X3 o —
1L fiy= (-o0,-4)0(3 )
2 _
12.  f:y= _x (- o0,-2) 0 (1)
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13.

14.

15.
16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.
34.

y=

Ly =Xt -3x+2+

y=|lo 91

'y =

ry=2
sy =104

x? -1
x> —5X+6

=In(x-5)

:y =In(x* +4x)

cy=log,Vx? - x-2
cy=log,vV2-x-x?

4

_ 3
.y-W/Iog2
:y—wflog2

N3+ 2x - X2

Ty = \/I g, (xX* —2x+1)

3

75+3
—‘x —7x+14
2x+3

»

X
X5

cy=extl

\/x +5x+6



MATEMATIKA |

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41].

42.

43.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

y= arccosl—

B 24X+2

Y= 32x+l
. 1-2x
. y = aI’CSInT

:y = arcsink® —3)

3X+2

Y= arccosT

2X
+ X

x-1
Y= arCth

X—=2

.y =arccotq|——
Y 3

X+

) X
:y =arcsin(log—
y n( 910)

:y:\/§+3/ 1 —log(2x-3)
X—2
1
Ty =A/X+S +In(2x -3
y=+x ‘/2x—5 (2x-3)

(Y =+43-X +arcsin%

:y =+/sinx +19- x?
:y:W/X_?’ +V4-x%°
X+2
X—-3

y=3 ;2 -3log(x® + 4x + 4)
X

:y =log,,(@x +6) +X* —4x +3

=—InX3+\/6x—x2—9

X_

cy=log(Wx—4++/6-X)

-y =log(l-log(x* - 5x +16))

y=— 1 iigx—va-x2

arctgi — ;[)

y= arcsinx—:lL +,/log(x+2)
X

y=In(x* —4x+3) + arccos)(%4
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56. f:y:In(xz—x—12)+2arcsin2—)é <—2—3?,—3)D(4,2—3?>
X 11
57. f.y= —arccoq3x+10 -—= -
Y \N2x+8 % ) < 3 >
2 _y_ —
58. f:y= XI X 2+arcsin1£ <2,§>
nx 4 2
In(3x+2
I (-79)3 (00 (12)0 (2)
. In(3—-2x) [ 3)
60. fry=——=— —o, =5 1—
Y VX2 +4x-5 ) 2
Inx—-5
61. fiy=——tf - 02)0 (3
N (02)0(30)
2 —
62. f.y="XFITO orctget+2) —oo,—5>D(L§j
In(3—2x) 2

1.2 Inverzna funkcia

Algoritmus Hadania inverznej funkcig™ = f'l(x) k funkcii y= f(x) je takyto:
» zistime, na akom intervale je funkcid prosta, teda kde k nej inverzna funkcia
f existuje,
* vymenimex zay a naopak,
e vyjadrimey pomocoux.

Priklad 1 K funkcii f : y=2In(x+5) najdime inverznu funkciu.

RieSenie: Funkcia f je prosta na celom svojom definom oboreD(f ) = (-5 ), preto
k nej existuje inverzna funkcia na celom defiram obore.

y=2In(x+5),
vymenime navzajom ay
x=2In(y+5),
osamostatnime vyraz obsahujicj
X
—=In(y+5),
5 (y+5)
aby sme vyjadriliy , pouzijeme inverznu funkciu k logaritmickej funka@xponencialnu funkciu
X
e2=y+5
x
y=e2-5

Inverzna funkcia kf je f*:y=e2 -5,
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Priklad 2 K funkcii f :y=3+5ar<:cossz_3 najdime inverznu funkciu.

RieSenie: Funkcia f je prosta na celom svojom definom oboreD(f ) = <— l4>, preto
k nej mdéZzeme Fada’ na celom defiinom obore inverznu funkciu.

y=3+ 5arccoszx5—_3 :
vymenime navzajom ay
X=3+ 5ar(:00825—_3 :

osamostatnime vyraz obsahujicj

aby sme vyjadriliy , pouzijeme inverznu funkciu k funkcy = arcco:x
c0°X_3 _2y-3

5 5
3+ SCOSX—_3
y= >
2
3+ 5cosx—_3
Inverzna funkcia kf je f™*: y=f5

X

Priklad 3 K funkcii f :y=u najdime inverznu funkciu.
12-3[4"

RieSenie: Funkcia f je prosta na intervalg-/1) a na intervalgl,c )preto k nej mézeme
hrada’ inverznua funkciu len na jednotlivych zazeniachidighého oboru.

yo X2
12-34*’
vymenime navzajom ay
_ -2
X=
12-3(4Y
osamostatnime vyraz obsahujici
g 1242
3x+1

aby sme vyjadriliy , pouZijeme inverznu funkciu k funkcii = 4

y=log (12x+ 2)
A 3x+1 )’
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Inverzna funkcia kf je f™:y= Iog{lszrzj.

3x+1

V Uloh&ch 1 — 23 néjdite k danym funkcidm inveraungkcie:

Vysledky:
1. foy=i"X gr1=17X
1+x 1+x
2. f y:3X_1 f_1:5x+1
4x+5 3-4x
X_
3. f:y=log,(2x+2) f'1:222
3_2X 1 3_4)(
4. fiy= f~=lo
Y =4 SR
25%—4 . 4+ 2x
5. f.:y= f~=lo
Y3552 9553
6. f:y=7log(2-2") ft= Iogz(2—107j
3x+1 2c0{3;Xj—1
7. f :y=3—2arcco{ X j f™t=
2 3
8. f:y=5+y4+e* f‘lzéln(x2—10x+2])
9.  f:y=1+sinXt g1 o Lrarcsink—1)
x+1 1-arcsink-1)
10.  f;y=3?rarcco f ™ = cotg(2-log, )
x+2
11. f:y=Ine? ft=2x-2
2% —1 1+ 3tgx_2
12. f:y:2+7arcth ft= 5 7
13, f:y=sin@x-1) f'lzw
. . X_l -1 .
14. f.y=1+ arcsmT f " =1+2sin(x-1)
15. f:y=+42+3 f ™ =logy(x* - 2)
16. f:y= cosg f ! = 3arcco
: x-4 -1
17. f .y:1—arccoth f==4+2cotgL- x)

18.  f 1y =30 f ™t = arccos(log x)



12

MATEMATIKA |

19. f :y=2><7+1
20. f
21. f:y=In(1-2x)
22, f:y=g3nixl
3
23. fiy= Ux
2-3x

.y =3+ 4arccog2x -1)

1.3 Parnost a neparnos t’ funkcie

* Funkciuy=

f(-x)=-f(x).

Graf

neparnej

funkcie

je

stredovo

y =X, Yy =sinx, y =arcsinx, y =tgx,...).

Priklad 1

RieSenie:

Pretozef (-

Priklad 2

RieSenie:

Pretozef (-

Priklad 3

RieSenie:

VySetrime parnas resp. neparnasfunkcie f :
D(f)=(-,0)0(0,) a pre kazdé aj - x z D(
=f

) —sinx _sinx _
- X

VySetrime parna$ resp. neparna§unkcie f 1y = >

f(-x)=

~—

sin(-

f -1 1+ e2(|ogg x-1)

f_]_:( 2X jg
1+x

f(x) nazyvame parnou, ak pre kazeéaj — x z jej D(f) plati f(-x)=
« Funkciu y= f(x) nazyvame nepérnou, ak pre kazdé aj —x zjej D(f)

sinx
y_—
X

) je

- X
x) = f(x), funkcia je parna.

f
(x

v

2*+1
_1'

D(f)=(-,0)0 (0,0) a pre kazdé aj —x z D(f) je

f(-x)=

VySetrime parnasresp. neparnasfunkcie f 1y =

D(f)=R apre kazdé aj —x z D(f) je

1, 1+
21 1 _q 1- 2 2*-1
2" 2%

x) = - f(x), funkcia je neparna.

3sinx.

f(x).

plati

Funkcia, ktora nedpa ani jednu z prechadzajlcich vlastnosti nie jgpama ani neparna.
Graf parnej funkcie je osovo simerny pad, (napr.y = X2, y=COSX, y = |x|)
sumerny ligod bodu O = [0,0]

(napr.
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f (_ X) — 3sin(—x) — g7sinx 1

- 3sinx

¢i(x).

Pretozef (- x) # % f(x), funkcia nie je ani parna ani neparmna.
2

Priklad 4  VySetrime parnasresp. neparnas funkcie f :y:X—l.
X —

RieSenie:  D(f)=R-{l} apreto neplati, 2e pre kazdé je aj —x z D(f) funkcie.
Napriklad, kéislu x =-1 , ktoré patri do defigdného oboru funkcie, neexistuslo op&né,
Cizecislo x = 1, ktoré by tiez patrilo do defitimého oboru funkcie. Na zaklade toho je zrejmé, Ze

nie je splnena nutna podmienka pre to, aby mohidunkcia parna alebo nepéarna.
2
X . o : )
1 nie je ani parna ani neparna.
X —

Teda funkcia, funkciaf :y =

V uloh&ch 1 — 16 vySetrite parnpsesp. neparndésunkcii na intervaloch, kde je funkcia prosta

Vysledky:

1. fry=x"-x neparna

X—2 o . .
2. fiy= ani parna ani neparna

X+2
3. f .y =sinx+cosx ani parna ani neparna
4. f:y= cosx neparna

X
2-X
5. f:y=lo neparna
y =log >+ x p

6. f :y=cos x-sin®x parna
7. f:y=x?+sinx? parna
8. f :y= 2sinxcosx neparna
9. f.y= 1_0—252)( parna
10.  f:y=xlogx neparna
11. f 1 y=5"+cosx ani parna ani neparna
12.  f:y=x*-cosx? parna
13. f:y=cos( - X) parna
14. f:y=sin(m+Xx) neparna
15. f:y= 1 r:osl neparna

X X

16. f:y=x+sinx neparna
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2  LIMITA FUNKCIE

2.1 Vypo €et limity funkcie

Pri patitani limit postupujeme takto:
o zistime typ neutitosti (typ limity),
* vhodnou Upravou odstranime nétost,
» dosadenim limitu vyptitame.

2 _
Priklad 1 Vypor“l’tajmelimw.
x-2x°=12x+ 2C

RieSenie: Po dosadenix =2 do funkcie zistime, Ze sa jedna o rgost typu % to

znamena, Zecislo x = 2 je kore&iom polynomu Witateli aj v menovateli. V takomto pripade
predelime afitate’a aj menovat@a vyrazom(x-2), potom

_ X*-Bx+6 _ . (x-2)(x-3) _,. x-3 _-1_1
lim——————=Iim =lim ===,
x-2xX°=12x+20 x-2(x-2)(x-3) x-2x-10 -8 8

Priklad 2  Vypaitajme lim

X
x-04/1+3x -1

RieSenie: Po dosadenk = @o funkcie zistime, Ze sa jedna o rgost’ typu % ale pri

pocitani takejto limity je vhodna Uprava tzv. rozSieefpvhodnou jednotkou®, v naSom pripade
J1+3x+1
V1+3x+1

v menovateli.
. X V1I+3x+1 . x[v1+3x+1) . J1+3x+1_
lim E lim 3 = lim 3 =
X

x-0+1+3X =1 J1+3x+1 x-0

v tvare . Tato uprava vyuzitim ¥ahu (a—-b)(a+b) = a? —b? odstrani odmocninu

2
5

x-0

1-cosx

X2

Priklad 3  Vypaitajme Iirrl)
X -

RieSenie: V pripadoch, ké& potitame limitu funkcie, v ktorej vystupuje goniomek@
funkcia a typ neuiitosti % , VyuZijeme zvéSa vzore( Iin})w =1.

x-0 X
Nasou ulohou je funkciu najprv vhodne uprariozSirt’ ,vhodnou jednotkou*), aby sme mohli
uvedeny vzorec powZi
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. . 2
1-cosx J+cosx _,. 1-cosx _ . sin® x _.m[smxj L

= = m = -
x~0 X 1+cosx x-0x*(1+cosx) x-0x*(Ll+cosx) x-o{ X

Vypaitajme lim ﬂ
x-o3x> +6X+2
RieSenie: Patitame limitu neutitosti typu f, kde sa n&pstejSie vyuziva Uprava ,delenie
(00]

Citatela aj menovat@ x-om s najvysSou mocninou menovate
V tomto pripade je v menovateli najvy$$ou mocninduPreto

,_5
. 2x*-5 2 _ 2-0 _2
lim — = lim = =—.
x-23x° +6x+2 x-wo, 6,2 3+0+0 3
X X?

] . 2X*-5
Priklad 5  Vypcitajme lim ———.
x—e0 3X" +6X+ 2

RieSenie:  Postupujeme podobne ako v predchadzajucom prikédeesitate’a a menovata
funkcie delimex®.

2 5
2 _ N -
fim X =2 = jjm ¢t 970
x-=3x' +6Xx+2 x-wq, 6 2 3+0+0
x* x*
6 2
Priklad 6  Vypaitajme lim LSOX”’
x-0 10Cx" -2

RieSenie:  Tak, ako v oboch predchadzajucich prikladoch, ajrig§ime limitu funkcie

. 00 .. \ . .
S neutitostou —, alecitatela a menovat&a funkcie delimec.

(00]
23+L0+é
Iim2x6+10x2+5—l' T @ _0+0+0 _
LT 0 = ——=
x-o 1005 =2 X o0 100_% 100-0
X

Priklad 7  Vypasitajme lim x (v X% +1- X) .

X -

RieSenie: Pri limite s newtitostou typu o —oc funkciu rozSirime ,vhodnou jednotkou®,

VX2 +1+X

teraz v tvarez— a potom poéitame podobnym postupom ako v Prikladoch 4, 5, 6.
X“+1+Xx
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Im1mex +1-X)——— X tlvx = lim

X2 +1+X

X — 00

X — 00

10.

11.

12.

13.

14.

15.

xmx +1-X) _

X 1
lim = |lim —=

X—e Jx +1+X

x-1 X3 =X

lim x> -3

xﬂﬁx +x2+1
X2 —4x+3
Imm7r—————
x-3X°—=7Tx+12
lim x2 -1

xqﬂx +6Xx+5
X2 +2x-8
Imm7r—————
X-2X"+4x—-12
lim
x-=2 X2 —X—-6

(x DVZ X

x-.l x -1

2 e
X +1+1 X \/14.

X3 +3x% + 2x

X*""Jx +14+x X- /x2+1+1
2
X

Vysledky:
9

3
4

Slw
N

INGI I b‘<j I N~
N - alN

NG
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16. I|m3 - —E
41-4/5 3
17, fimX */— 3
X1 \/;—1
18, fim 3 3
X-0 X
19.  lim9%X 5
x>0 X
20.  lim 3N2X 2
x-0SIN3x 3
21 |imw 1
x-0 Sin3x 3
22, lim 9% 2
x-08IN5x 5
23, lim & >
x-0 tg6X 6
24,  lim 12 COS2X 2
x~0 X.SinX
25. lim xcotgx 1
X-0
26. |im(_i—ij 0
x-0 SinX  tgXx
27, lim 90X =005 1
x-0 X
28, ji SiNX—Cosx _Q
LI 1-tgx 2
4
3
29. lim— > X 0
x-o x4 —3x% +1
30. |mﬂ 0
x-0]10x—=3x+1
2_
31. lim x -1 1
X - 00 2x +1 2
a3
32, lim 2TX7 -1
x-o1+ X+ 3X
X3
33. lim - X 0
x—-o| X% +1
34.  lim (Vx=2-+/x) 0
X _ 00
35, lim (VX2 +1-+x2-1) 0
X _ 00
36.  lim (VX2 -2x—-1-+/x% - 7x +3) g
X _ 00



18 MATEMATIKA |

2.2 Vypo ¢et limity postupnosti

s e s . . iy , . . 00 o P
Pri limitach postupnosti sa rajstejSie stretavame s n&@twstami typu —, o —c0, 17, ktoré
(00]

pocitame analogicky ako pri limite funkcie.

3 2 _
Priklad 1  Vypaitajme lim 4n3+—2nl .
n-o 3n°-5n+2

Ly . L, . (o] , . A
Riesenie: Jedn& sa o netitost’ typu —, vtomto pripade postupujeme tak ako pri limite
(00]

funkcie, ¢iZe ¢itatePa a menovatia predelimen®, kdek je najva&si mocnité menovatéa.

1
_An*+2n* -1 n _4+0-0_4
Im ——=1im 5

n
neo 3n°=5n+2 n-mg 5
n2

+273-0+0 3
n

Priklad 2  Vypaiitajme lim (\/n2 +2n-1- \/n2 +2).
n- oo

RieSenie:  Tato limita je typuc —c0 a znova postupujeme podobne ako pri limite funkcie
s touto neufitostou, teda vyraz rozsSirime ,vhodnou jednotkou®, potdostaneme netitost

typu ® adalej postupujeme tak ako v predchéadzajucom priklade
(0]

2 _ 2 _
Iim(\/n2+2n—1—\/n2+2)D\/n +2n-1+n *2 _ lim 2n-3 =
n-e VnZ+2n-1+yn2+2 M=oy n2+2n-1+n2 +2
3
i “"h ___2-0  _
=lim _J N =1
- \/1+2_12+\/1+22 1+0-0++1+0
n n n

3n-2

n - o

4n-3
Priklad 3  Vypaitajme Iim(snﬂj :

RieSenie: Po dosadeni zistime, Ze tato limita je typu. Pri paitani takychto limit je

X
dolezité poznavztah lim (11 1) =e*,

X — 00 X

NaSou ulohou je teda uprawyraz v limite tak, aby sme mohli potdivedeny vzorec.

4n-3
3+ (mn-2+3Y"° (3n-2 3 "
lim =lim| ——— = lim + =lim| 1+
n-w\ 3n—2 n-ol 3n-2 n-o\ 3n—2 3n-2 N oo 3n-2

3
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3
§ - P e L)
30253 an-3) 3n-2 I3n-2

3 32 3
1 fim 3403
=lim| 1+ =lim|| 1+ —g-= 312 —pgt
n-o 3n-2 n-c 3an-2

3 3

| |
Priklad 4  Vypaitajme lim (n+3)i+(n+4). :

RieSenie: Najprv potrebujeme vyraz ditateli a menovateli uprat¥itak, aby sme odstranili
faktorialy. V&Sie vyrazy s faktoriallom upravime pomocou mensighazov, ktoré budeme
vybera’ pred zatvorku, aby sme ich mohli krati

lim (n+3)!+(n+4)! _ lim (n+3)!+(n+4)(n+3)! _ lim (n+3)!(n+5)
oo (N+5)!  now (N+5QN+4)(N+3)! n-w(n+3)!(n+5)(n+4)
(n+5)  _ . 1 _o

n-o(N+5)(N+4) n-wn+4

1+2+3+---+n

Priklad 5  Vypatitajme lim 5

n- oo n

RieSenie:  V tomto pripade je nutné potizhajprv vzorec pre @t n ¢lenov aritmetickej

. +
postupnostis, =—n(a12 2n)
niL+n) 1+1
. 1+243+---+n _ . 2  _ . n“+n_ . n_1+0 _1
lim 5 = lim >— = lim 5= lim ——=——=7.
n- o n noo N n-o 2N noo 2 2 2

Priklad 6  Vypaitajme lim n[ln(n—2)—|n(n+1)].
n- oo

RieSenie: S vyuZitim vZahov, ktoré platia pre logaritmy upravime vyraz pladitou
a dostaneme sa k néitosti typu1”, s ktorou sme sa stretli v Priklade 3.

lim n[in(h-2) -In(n+1)] = lim |n(”;ijn = In{ lim (”_Zﬂ = In[e—3]: -3.

noo noo n+ noo\ N+1

V uloh&ch 1 — 40 vypatajte limity postupnosti:
Vysledky:

1. lim (2—3j 2
n- oo 5n
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im (N D(+2)(n+3)

2. lim T 0
3. lim Y2 +3 4
n- o
10
4. Iim(1+gj 1
n- o n
5 Jim2N*o 2
noeo 3n—1 3
. (n+1)? 1
6. r!l_r,noo o2 E
7 jim 4n° =5n+2 2
' n-o  2n®+3
g, limunr2nl 1
' n- o 3n+2 3
3/..2
9. lim YN 0
n.o nN+1
]_0 ||m3n4;nz+10 00
' n- oo n-1
5
et
11. lim 2= oo
”*“\/F—n+2
3 _3
1o, jim 323N 0
n- oo n
2 _ (a2
13.  lim 2n” +1-n” -1 1
n- o n
14.  lim Y3n 1
n - oo
15.  limYn® 1
N - oo
3n+1
16.  lim 46n-5 2
n - oo
2n2 -1
17.  lim 3n°# 9
N - oo
. 1
18. rI]lir:olog N3 IogE
2
19.  fimin2*2 0
n-o  3n°-1
. n
20. l‘ﬁ'l'og2§ )

2 n
21. lim (1+—j e’
n- o n+3
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n-1
22.  lim 1—ij e
n-oo n+1
2n
23, lim[1-—2 j et
n- oo 2n+2
n
24. lim ”+1j e?
noo\ N+2
n
25.  lim ”—1j e
noo\ N+1
n-1
26. lim[1*2 e
noo\ N+1
2
2 n<+1
27.  lim| = zlj et
n-ol n
n
. n-3)\2 1
28. lim|—> —
oo n—2j Je
n
29. lim ”+5j 0
n-o\ 2N-1
n-1
30.  lim 2”_3j 0
n-wo\ 4n—3
n
31, lim 3”+2j %0
n-wo\ 2N
n+l
2 _ 3
32, fim| 2020 0
n-eo 2n° -1
33.  lim(/n+1-n) 0
n- oo
34.  limJ/n(/n+1-n) %
n- oo
35. lim n[Inn—In(n+1)] -1
n- o
36.  lim n[in(n+2)-In(n+1)] 1
n- oo
37. lim n[ln(n—l)—ln n] -1
n- o
|
38, lim—" 0
n-w(n+1)!-n!
| |
30. lim (n+2)!+(n+1)! 0
| |
40. im (n+2)!+(n+1)! 1

now (N+2)!-(n+1)!
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3  DERIVACIA FUNKCIE

3.1 Vypo €et derivacie funkcie

Nech funkcie f(x) a g(x) maju v bodex, derivacie f'(x, )a g'(x,), nechcOR. Potom
funkcie cf, f +g, fg a akg(x)# 0O tak aj 1‘unkciai maju derivacie v bode, pre ktoré
g

plati:

(cf)' (%) = cf'(%) ,
(f+9) (%) = F'(%) +9' (%),
(fa) (%) = (%) 9(%0) + T (%) 9'(%0) »

f | _ F00)90%) = T (%) (%)
(9) 0o) l90)[

Zakladné vzorce pre vypet derivacie platné na mnozine, kde derivacie eyist

(C) = O, clR (Cotgx)' - '_;I'
sin® x
(x*) =ax*!
. 1
(arcsinx)’ = >
() =a*lna,a>0az%1 1-x
() =¢" (arcco)’ = 1
1-x
(log, X)) =———,a>0,a#1

1
arctgx)' =
(arctgx) ==

(Inx)':l, x [ (0, )
X

-1
arccotgx)’ =
(arccotgy' =

(sinx)' = cosx
(cosx)' = -sinx [f (a0 = f'(a(x) '(x)

o 1< ]
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7
Priklad 1  Vypaitajme derivaciu funkcief (x) = x° + x3 - 2.

RieSenie:

7_ 4
f'(x)=55<5‘1+g5<3 T_0=5x"+ 3x3 =5x% + 7J_

Priklad 2 Vypaitajme derivaciu funkcief (x) = 3/x + e + 5[4* - log, x

RieSenie:
1 _ia 1 1 -2 1
f'(x)=0k +e*+5@ Ond4-———="x 3+ +5@* [In4-———=
3 xIn2 3 xIn2
1 +e*+5@A In4- 1

T xin2’

Priklad 3  Vypaitajme derivaciu funkcief (x) = e* [3inx.

RieSenie: Funkcia f je v tvare sdinu

I I
f'(x) = (€*) Binx+e*[{sinx) = e*sinx+eX cosx = e*(sinx +cosx) .

Priklad 4  Vypaiitajme derivaciu funkmef( ) arctgx
X
RieSenie:  Funkcia f je v tvare podielu
f'(x)= (arctgx) x - arctgx [QX) _1+x? x-aretgx 1 _x—(@+ x?) [Aarctgx
x* X2 X2+ x%)

Priklad 5  Vypaitajme derivaciu funkcief (x) = vx? +1.

1
RieSenie: Funkciu vyjadrime v tvaref (x) = (x2 +1)2 a potom pouzijeme vzorec pre
derivaciu zloZzenej funkcie

X

VX2 +1

' 1 5 S 2 1., -
f(x)=E(x +1) 2 T{x2 +1) :E(x +1) 2[2x=
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Priklad 6  Vypasitajme derivaciu funkcief(x)=arccotgx—+:1L.
X —

RieSenie:
R [éx+1j':_ 1 E(x+1)'Eﬂx—1)—(x+1)Eﬂx—1)':
1+(x+1j2 x-1 2(x* +1) (x-1)?
x-1 (x-1?

(x-1)? Kol-x-1_ 1
2(x3+1)  (x-1)?*  x*+1

Priklad 7  Vypaitajme derivéciu funkcief (x) = sin? x°.

RieSenie: Funkciu upravime na tvarf(x):(sinx5)2 aznova pouzijeme vzorec pre
derivaciu zlozenej funkcie

f'(x) = 2(sinx®) 2’1Eﬂsinx5)' = 2(sinx) (cosx®) Eﬂxs)' = 2(sinx’) (cosx>) 5x”* =
= 2(sinx’) (cosx®)Bx* =10x"(sinx’) (cosx®) .

Priklad 8  Vypaitajme derivéciu funkcief (x) = Inarctgy/ (1+2x)* .
3
RieSenie: Funkciu upravime na tvaf (x) =Inarctg(l+ 2x) 2 a znova pouZijeme vzorec pre

derivaciu zlozenej funkcie

I I

' 3 1 3 1 1
f (x)= Inarctg@+2x) 2 | = s Warctg(l+2x) 2 | = 2 Ei (1 > )3 ]
arctg(L+ 2x) 2 arctg(L+ 2x) 2 tex
3 , 1 ' 3/
Q+2x)2 | = L g 1 Paeaxege = 1 gvivex
5 1+@A+2%)° 2 arctgy (1+2x)° 1+(1+2x)

arctg(l+2x)
Priklad 9  Vypasitajme derivaciu funkcief (x) = (x? +1)S"%

Riegenie:  Funkciu upravime na tvaf (x) = ™0 ) 3 derivujeme ju ako zlozend
funkciu

( ) smxﬂh(x +1) [[smxtﬂn(x +1)]

= gm0 [siny) [n(x? +1) + sinx [{In(x? +1)) ]:
_(X +1)S'nx|:COSXD]n(X +1)+5|an|—2 }
X2 +1
2xsmx}
X< +1

=(x% + 1)5'”X{cosx On(x? +1) +
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V tlohach 1 — 35 zderivujte funkciti(x)
Vysledky:

1. f(x)=x°>-7x*+3x-5

2. £(x)=3/x* +5%-Inx

f'(x)=5x* -14x +3

1"(x)=§§/§+5xln5—1

X

3. f(x) = (x* — x+1) cosx f'(x) = (3x2 —1)cosx—(x3—x+1)sinx
1
4. f(x)=2 (%) = 2¥
(x)=2"log, x f'(x)=2 (InZEI]ogzx+ xlnzj
5. f(x)=x10~ f'(x) =107 (1- x In10)
_sinx (o _ (X—=1)cosx —sinx
. flx)=—— f =
o )= ()= = oost
_t—X ! = 1 _tg_X
! fx)= X i) XCO¥ X X
X2 +5x+2 15-2x —10x°
8. fiX)=———— frix)=—"22 2
) x? —5x +1 ) (x* -5x+1)?
9 f(x) = Insin2x f'(x) = 2cotgex
10, f(x)=In2342X Frx) =23
3+ 7x B+7x)(5+4x)
1
11. f(x) =41+ 2t f'(x)=
() =y1+ 219 ) cos x\/1+ 2tgx
COS*
12. f(x):wfsing
3
13, f(x):%tgzx+x+tgx f'(x)= tgxz(c);z)zsix+1
1+ 32
14.  f(x)=siny1+x? +sin(sinx) f'( )—%+cosx [Cos(Sirx)
1+x
15.  f(x)=arcsirf x f'(x)= 2arcsin
1-x°
16.  f(x)=arcsim/x f'(x)= 2&11_)(
3x-1 -3
17. f(x)=arccos—— f'(X)=——
) 4 ) V5+2x - 3x?



26 MATEMATIKA |
18.  f(x)=arctgx —V1+ x?) f'(x)= 1 >
2+2x
19.  f(x)=arctgtgx) f'(x)=1
_ X+1 oy —1
20. f(x)= arctg — f'(x)= T
21.  f(x)=xarcsinx ++1-x? f'(x) = arcsinx
22. f(x) = xarccosx —v1- x? f'(x) = arccosc
23.  f(x)=In*sinx+In(x* -2x) f'(x) = 4In3sinx [cotgx + 22X_22
X% — 2x
cotg>
24, f(x)=3Insin> f'(x):lEli2
2 6 312 cir X
1/In sin—
2
25.  f(x)=x f'(x)=x*(1+Inx)
26.  f(x)=x" f'(x)= exxex(ln x+§j
27.  f(x)=x" f'(x)= xs”‘x(cosxln x+wj
X
28.  f(x)=(sinx)®° f'(x) = (sinx)cosx(Lszx—sinxln sinx}
sinx
29.  f(x)=x"x f'(x) = 2x"*In x
30.  f(x)=(sinx)* f'(x) = (sinx)*(Insinx + xcotg)
31 f(x)=¥x 1(x)= W(l‘x';‘ Xj
2 5
32. f(x)= 3);)(3 L InV1+ 2 +arctgx '(x)= #j;)
. | X —g % o _e—x_ex
33. (x)= ncosarctg— — (x)= v
34.  f(x)= x(arcsinx)? - 2x + 21— x? [arcsinx
f'(x) = (arcsinx)?
35. f(x) §In X" +1 1In X_1+—arctgx f'(x)= X -3
4 x*-1 4 x* -1
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3.2 Geometricky vyznam derivacie

«  Derivacia f'(x,) funkcie je smernica, dotynice ku grafu funkciey = f(x) v dotykovom
bodeT[xo, yo] , &ize f'(x,)=k, a smernica normaly jeﬁ =k,.

«  Rovnica dotynice je try—yo=f'(%)x-%)

« Rovnica normdly, akf'(x,)#0 je  n:y-y, = —ﬁ(x— %)

eV Ulohach¢asto vyuzivame poznatok, Zze ak su dve priamky roghoé, maju rovnaku
smernicuk .

Priklad 1  Najdime rovnicu dotjnice a normaly ku grafu funkcief(x):x2+1 v bode
T =[17].

RieSenie: Najprv vypaitame y- ovl suradnicu dotykového bodl. KedZze bodT je

dotykovy, lezi teda na parabole danej funkcidi(lx):x2+1, y- ova suradnica je vlastne
funkéna hodnotaf (1) = 2.
Bod T =[12].

Do rovnice dotynice potrebujeme dosadj smernicugize f'(x,)= f'(1)=[2x], -, = 2.

- o y—2=2(x-1)
Rovnica dotynicet :
2x-y=0
I
Rovnica normalyn: y=2=-2(x-1)
X+2y-5=0

Priklad 2  Najdime rovnicu do@nice a normaly ku grafu funkcief(x):lnx, ak je
doty'nica rovnobeznd s priamkop: y = x+1.

RieSenie: Nasou ulohou je najssuradnice dotykového bodl. PretoZze do®nica ma by
rovnobezna s priamkop , musia by ich smernice rovnaké

ke =k,
f(%)=1
i = 1
Xo
% =1
d’alSi postup je rovnaky ako v predchadzajucom paikldodT = [],0].
y-0=1(x-1)

Rovnica dotgnicet:
x-y-1=0
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1
—N==-= -1
Rovnica normalyn : y-0 1(X )

x+y-1=0

Priklad 3  Najdime rovnicu do@nice a normaly ku grafu funkcié(x):l, ak je normala
X

kolma na priamkup: y = —éx.

RieSenie: Normala ma by kolma na priamkup, preto musi bty dotynica s priamkoup

rovnobezna. Tym sme Ulohu previedli na predchadiajyp, Hadame teda dotpicu
rovnhobeznu s priamko .

=~
1
=~

Ol Ol ©

1
T, = —3,—_
<[ -3
1 1
. . e -3
Rovnica dotynice t, : Y7379 (x-3)
X+9y-6=0
1
+=—=(x+
Rovnica dotygnice t,: y (x+3)
X+9y+6=0
1 = —
Rovnica normalyy : Y73~ 9(x-3)
27x -3y -80=0

1
+==9(x+
Rovnica normalyn, : y*3 (x+3)

27x -3y +80=0

Priklad 4  Néajdime rovnicu dosnice a normaly ku grafu funkcief(x)=x?+2, ak je

doty’nica kolma na priamkyp: y = —%x+1.
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Riesenie:
rovnobezna. Smernica normaly a priamky musirdoynaka
Ky =K,
Lt -1
ho) 2
1.1
2%, 2
%=1
Dotykovy bod jeT =[13)].
-3=2(x-1
Rovnica dotgnice't: y (x=1)
2x-y+1=0
- Lix-
Rovnica normalyn: y=3=-2(x-1)
X+2y-7=0

Doty¢nica ma by kolma na priamkup, preto musi by normala s priamkoup

V ulohach 1 — 10 néjdite rovnicu détyce a normaly ku grafu funkcié(x) v dotykovom bode

T[XO’yO]'

1. f(x) = x® - 2x T[17]
2. f(x)=x%-7x+4 T[1,7]
3. f(x)=x°+9x+2 T[07]
4. f(x)=Vx T[17]
5. f(x) =~/2x TE }
6 f(x) :% T[07]
7. f(x) = 2xIn T[17]

8. f(x) :'”TX T[17]

Vysledky:
t:x-y-2=0
n:x+y=0
t:5x+y-3=0
n:x-5y-11=0
t:9x-y+2=0
n:x+9y-18= 0

t:3x-2y-1=0
n:2x+3y-5=0

t:2x-2y+1=0
n:2x+2y-3=0
t:2x-y+1=0
n:x+2y-2=0
t:2x-y-2=0
n:x+2y-1=20
t:x-y-1=0
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n:x+y-1=0
X
9. f(x)=%+1 T[07] t:x—-2y+3=0
n:4x+2y-3=0
10. f(x) = 2V 2sinx t:4x-2y+4-1=0

4

n:4x+8y-16-n=0

V tlohach 11 — 15 n4jdite rovnicu détyce a normaly ku grafu funkcié(x), ak je dotgnica
rovnobezna s priamkaqu

11.

12.

13.

14.

15.

f(x)=x*+9x+2

f(x)=

> | N

f(x) =/x
f(x) = 2xIn x

f(x)=In(x+1)

p:9x-y+1=0

p:18x+y+2=0

p:x-2y-2=0
p:2x-y+2=0

p:x-y+3=0

t:9x-y+2=0
n:x+9y-18=0

t; 118x+y-12=0

nl:x—18y+%)’:o

t, 18x+y+12=0

nz:x—18y—%%=0

t:x-2y+1=0
n:2x+y-3=0
t:2x-y-2=0
n:x+2y-1=0
t:x-y=0
n:x+y=20

V tlohach 16 — 19 n4jdite rovnicu doétyce a normaly ku grafu funkcié(x), ak je dotgnica
kolma na priamkuyp.

16.

17.

18.

19.

f(x)=x*>-7x+4

f(x) = 6x - 3x?

f(x) = xInx

p:x-5y+5=0

p:6y—-x+1=0

p:x-5y+5=0

p:4x+6y-9=0

t:5x+y-3=0

n:x-5y-11=0
t:6x+y-12=0
n:x-6y-2=20

t:5x+y+e°=0

n:x-5y-31°=0

t:3x-2y-1=0

n:2x+3y-5=0



FEI 31

3.3 L Hospitalovo pravidlo

m g(x)=0 alebolim f(x)=lim|g(x) = a nech existujdim f,'(x)
X-a X-a

li :
X-a X-a g (X)
Potom existuje ajim M a plati lim M =lim M

Cagh) P gl T o)

, o . 0 ... . .
e Pre vypdet limit s neuwtitostou 3 alebo > pouzijeme priamo toto pravidlo.
[00)

« Nech lim f(x)=
X-a

Pri neutitostiach ostatnych typo@ @, —0 1° ,00°,0° je potrebné funkciu upratna
neucitost’ typu 0 alebo ™.
0 00

l. Ak poiitame limitu s neuiitostou Ol &iZe paitame lim f(x)g(x), upravime ju

X—-a

takto:

lim ()t (x) = lim ) atebo  fim f(x) (%) = lim olx)

X-a X-a 1 X-a X—-a 1
9(x) f(x)
. 0 0
Dostaneme neduitost’ typu 9 alebo—.
(0]
Il. Ak pocitame limitu s neusitostou o -, teda poitame lim[ f(x)- g(x)] a pritom je
X-a

moZna Uprava na sp@eého menovat@, po jej pouziti dostaneme limitu s n&tostou
0

6 .
ll. Ak positame limitu s neditostami 17 ,00°, 0° | cize pasitame lim f(x)*™, pouzijeme
X—-a
uz zndmu Gpravuf (x)°%) = e9®M 1) teda

lim g(x)ih f(x)
lim (x)9) = ex-a

Limita, ktora vznikne v exponente novej funkcie bugpu Ol .

Priklad 1 Vypcrfitajmelimolncosx.
x-0 X

RieSenie: Po dosadenix = @lostaneme netity vyraz typu%, takze priamo pouzijeme
L"Hospitalovo pravidlo.

' 1 [{—sinx)
. Incosx . (Incosx .
lim =I|m( : ) = |jm COSX
X-0 X x-0 (X) X0 1

=0.
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2 _
Priklad 2  Vypaitajme lim X2 1
X—o 2x2 +1

RieSenie:  Vtomto pripade je to netitost typu ® a op& pouzijeme L"Hospitalovo
(0]

pravidlo.

lim X - lim ——— (X _) —Iimi
oo 41 xoo (0x2 +])  x-eAX+L

Teraz po dosadeni dostaneme znova diest typu ® a op& moéZeme poufilL Hospitalovo
00
pravidlo.

o (2%) 2 1
lim =lim .
x—o 4X+1 xwo(4x+1) xaw4 2

. , X-2

Priklad 3  Vypaitajme lim :

ypaitame im %3
RieSenie:  Vtomto pripade ide o limitu typuﬁ. Pouzitim L Hospitalovho pravidla

(e0)
dostaneme
jim YX22 = jim 2@ m YX*3
Xo0A/X+3  Xoe xﬂw\/x—Z
2 1/x+

zopakovanim L"Hospitalovho pravidla sa dostanemévodnej limite. Preto je lepSie pred jeho
pouZzitim pouzi jednoduchu Upravu

JIx=2 [ x-2 1
lim =_|lim ——= lim==1.
X-0 A/ X+3 X — 00 X+3 1

Priklad 4  Vypatitajme lim xnx.

X - 0+

RieSenie: Pcatitame s neurtost'ou typu O[(—o), postupujeme ako v I.

1
Inx X
lim xOn x=lim = lim =lim (-x) =0.
X- 0+ X- 0+ 1 X0+ 1 X- 0+
X x?

Priklad 5  Vypatitajme lim (1 i)
x-0+H X  Sinx

RieSenie: Patitame s newitostou typu co — oo, postupujeme ako v .



FEI 33

. 1 1 . sinx—x . cosx—1 . —-sinXx 0
im|=———|=Ilm|——=|=lim| ————— = |lim , =—=0.
x>0+ X SinNX/) x-0+_  Xsinx x- 0+ SINX+ XCOoSX ) x-0+ cosx+ cosx—- xsinx,/ 2

cotgx

Priklad 6  Vypaitajme IirpT (tgx)

Xom
2

RieSenie: Pasitame s newitostou typu o, postupujeme ako v IlI.
lim cotgxlhtgx
Vs

Xom

cotgx —e 2 '

lim (tg x = [im e®oxmigx
n (9% n

X— Xo e
2

limita v exponente je netitosti typu Ol a vyp@&itame ju zvIas.

1 0 1
Int t g 1
: . Intgx _ . X COS X _ .
lim cotgx[ntgx = lim ngx_ lim 9% COS X _ i, — =0,
s el tgx en 4 « 119X
CO<? X
vratime sa k pévodnej limite
lim cotgxhtgx
LI
lim (tgx)®% = lim eM9* =g 2 =e® =1.
o2 xo -
2 2

1
Priklad 7  Vypaitajme lim xIn(e*-1

X - 0+

RieSenie: Paiitame s newitostou typu 0°, postupujeme ako v lI.

1 In x
lim
lim xn (e*-1 = ex-0+In e*-1 ’
X - 0+

limita v exponente je netitosti typu ®a vyp@&itame ju zvlas.
— 00

1
. In x . < . eX-1
lim ——= = lim —X = lim ,
X—.0+|n(ex—1) x-0+ X X -0+ xeX
eX -1

po dalSom dosadeni do poslednej limity najdeme ¢imst % a znova pouzijeme
L"Hospitalovo pravidlo

et - e* 1
lim = | =

x-0+ xg  x-0reX+xgt 1+0

vratime sa k pévodnej limite
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1 In x
X _ lim X _

lim Xln(e 1 = ex-0+ In(e 1):e1:e.
X -0+

V uloh&ch 1 — 32 pomocou L"Hospitalovho pravidlaagitajte limity funkcii:

Vysledky:
2 _
L lim— =1 2
X-1x2 —=2x° +2x -1
2. IimX31X 1
x-0 X 6
3. iminX 1
x-1x-=1
X
4. imX2 1
x-02% =1 In2
X _ X
5. limS 3 In2
X0 X
COS2X — COSX 3
6. lim ———— -=
x-0 X 2
2 i SinX—cosx 2
I 1-tgx 2
4
8. lim 90X —00SX 1
X-0 X
AX _
0. Im& 271 2
x-0  SIn3X 3
10.  lim SO S
<. 7. 2cotg3x 6
2
X
1. lim < o0
X—00 X
12, lim nX 0
x-0+ cotgXx
. Inx
13. lim — 0
x-o AfX
14, In(cos2x) 4
x-0+ [n(cos3x) 9
T
In(z—xj
15. im ————= 0
LT tgx
2
16.  lim (L—ij 1
x-1+\X=1 InXx 2
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17.  lim (i—ij -1
x-+{ Inx Inx
18, lim [_ij 0
x-0+\ SiNX X
x-0+\ 2X sinXx
20, lim (l- 1 j 1
x-0r\ X e" -1 2
21.  lim Xe™* 0
X — 00
1
22, lim x2eX’ 0
X-0
2 _
23. lim X 4tgz _4
x-2- X 4 T
24. Iing arcsinx [¢cotgx 1
X 0+
25. lim x5 1
X -0+
1
26.  lim(cos2x) x? e
X -
27. lim x* 1
X 0+
1
28.  lim xtx gl
X—1-
1
29. lim xX* 1
X — 00
tox
30, lim (Ej 1
X-0+\ X
1
31.  lim (e“+x) X e’
X 0+
. 1)
32. lim 1+—2 1
X — 00 X

3.4 Taylorov polynom
Polyném

] " (n)
T.(X) = f(xo)+¥(x—xo) +¥(x—xo)2 +.-.+¥(x—xo)” =

_ Zn: f(k)(xo) (x - XO)(k)’

k=0 k!
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sa nazyva aylorov polyném funkcief v bodex, .

Pouzitim Taylorovej vety dostavame:

x X X
SN AR
1 2! n
3 5 2m—1
SINX= X~ 4+ 2 e ()
3l 5l @m-1)!
2 4 2m—2
CoSX=1- 2+ g (-
o1 4l 2m-2)1°

Priklad 1  Napiste Taylorov polyném 3. stigpfunkcie f(x)=+/x v bodex, = 1.

RieSenie:  Vypaiitame prva az tretiu derivaciu funkcie:

Po dosadeni dostavame:

. x-1 1(x-1)%  3(x-1°
X109 =1+ 2 4 2 '8 a3

V tlohach 1 — 5 napiSte Taylorov polynam-tého stupa danej funkcief
v bodex, :

2

Vysledky:
1. f(x)=arcsinx,n=2,%=0 X
2 f(x)=¥x®,n=3 x,=1 1+= (x 1)——(x 1)? ol (x 1)3
3 f(x)=%,n=4,xO:2 % 1(x 2)+1 (x 2)2 ——(x 20+ (x 2)4
—_— — —_— — _—— 1 R
4, f(x)=Inx,n=4,x=4 In4+z(x 4) 32( - 4)? +19,(x 4)3 102z( 4)*
)

=Incosx,n=3 x,=0 —%x
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4  PRIEBEH FUNKCIE

4.1 VySetrovanie priebehu funkcie
Pri vySetrovani priebehu funkcie postupujeme takto:

* Al najdeme defiriny obor funkcie,

* A2 vypcitame limity v koncovych bodoch defimého oboru,

* A3 vypccitame jednostranné limity v bodoch nespojitostapiGeme rovnice pre asymptoty
bez smernice (ABS), [stg aby aspd jedna z jednostrannych limit v boog bola nevlastné

¢islo + 0 alebo—o a priamkax = x, bude ABS],
* A4 najdeme asymptoty so smernicou (ASS), [ASS je graam= kx+ q, ktorej koeficienty

o = lim 1) o = lim 1)

pocitame takto: Xoom X alebo X-- X , pricom koeficientyk a q
a=imli-kd " = i [1(9- e
musia by vlastnécislal,
» A5 vySetrime parnas neparnosfunkcie,
* A6 najdeme priesmiky so suradnym systémom, [priési s osouo, tak, ze polozime
x=0 a dopgitamey , prieséniky s o, tak, ze polozimey =0 a dop@itame x],
* A7 vypccitame prva derivaciu funkcie a na zaklade toho tri@de monotonnasa lokalne
extréemy funkcie,
o naintervaloch, kde je prva derivécia kladna, tédx) > 0, je funkcia f(x) rastica”
o na intervaloch, kde je prva derivacia zaporna, tedéx)<0, je funkcia f(x)
klesajucax
o monoténnos funkcie sa moZe mehiv bodoch, v ktorychf'(x)=0 alebo v bodoch,
v ktorych f'(x) neexistuje,
o body, v ktorychf'(x) =0, sa nazyvaju stacionarne body (SB),
o ak na intervale Ravo od SB funkcia klesiq a vpravo rastie, je v tol8® extrém —
lokalne minimum, % SB X
o ak na intervale Ravo od SB funkcia rastie a vpravo klesd, je v toi@® extrém —
lokalne maximum, X SB %
* A8 vypcitame druhu derivaciu funkcie ana zaklade tohoetrihe konvexnas
konkavnos a inflexné body (IB) funkcie,
o naintervaloch, kdef "(x)> 0, je funkcia f(x) konvexnall,
o naintervaloch, kdef "(x) <0, je funkcia f(x) konkévnan ,
o konvexnos a konkavnos funkcie sa méze methiv bodoch, v ktorychf "(x) =0 alebo
v bodoch, v ktorychf "(x) neexistuije,
o body, v ktorych f”(x)=0 ameni sa v nich konvexnbs konkavno sa nazyvaju
inflexné body (IB),
o ak na intervale kavo od bodu, v ktoromf"(x)=0 je funkcia konvexna a vpravo
konkavna, bod nazyvame inflexny bod [ IB n
o ak na intervale Ravo od bodu, v ktoromf”(x =0 je funkcia konkavna a vpravo
konvexna, bod nazyvame inflexny bod N B 0
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» A9 stacionarne body, inflexné body a body, v ktoryelexistuje prva a druha derivacia
funkcie rozdelia cely defitny obor na intervaly, na ktorych budemetaig’ znamienko
prvej a druhej derivacie funkcie, vSetky informazezngime do tabtky,

« A10 nairtneme graf funkcief (x).

V niektorych funkciach mézeme ®ie z bodovA3 az A8 vynechd, lebo tieto informacie

ziskame z inych bodov.
2

Priklad 1  VySetrime priebeh funkcie § = a nartnime jej graf.

RieSenie:

Al  Funkcia je definovana pre vSetkigla x, pre ktoré je menovdiex—2# 0, tedax # 2
Definiény obor funkcieD(f )= (—,2) 0 (2,2) .

A2  Limity na z&iatku a konci defiriného oboru su

. X
lim = —00
X— =00 X —
X
lim =400
X—-00 X —

lim —— =~
x-2 X X preto, Ze jednostranné limity su nevlastista, priamkax = 2je ABS.
lim —=— =400
x-2% X—2

X2

-2 X2
k, = lim X=% = lim —; =1
A4 X X Xowo X7 —2X , ASS prex — « je priamkay = x+2,
2
_ _ 2X | _
Oﬂ_llmo[x_ 1&}—1@0[)(_ }—2
X2
X2
k, = lim X=2 = |im X =1
Xome X X0 X = 2X , ASS prex - —oo je takisto priamkay = x+ 2
2
g, = lim { —15(} = lim [ﬁ} =2
X —oo| X — X —oo| X —

(= x)? X . o .
A5 f(-x)= T f(x), ztoho vyplyva, ?e funkcia nie je ani para ani

-X= X
neparna.

2 0

A6 Vo funkcii y = poloZzimex = Oa vyp@&itame y=——=0.

X=2 0-2
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2 2
poloZimey =0 a vypa&itame

Vo funkgii y =
X—2

[eoNe] o

1

><><N>|<
N

pries&nik s osouo, a s osow, je bod[0,0].

A7  Prva derivacia funkcie je
y = X2 _ 2x(x—2)—x2 _ X2 — 4x _ X(x-4)
X=2 (x-2*  (x-2% (x-2%
Polozime y=20 a vypa&itame SB.
x(x—42) ~o
(x-2)
X(x-4)=0
x=0 0O x=4

Prva derivaciay' neexistuje v bode nespojitosti prvej derivacige v bode x = 2 ktory je
zérover aj bodom nespojitosti funkcié (x).
A8

., [ x?-4x ':(2x—4)(x—2)2—(x2—4x)2(x—2): 8
(x-2) (x-2)* (x=2)°

Druha derivacia funkcie je

Druha derivaciay” # Qpreto funkciaf(x) nema inflexné body.

Druha derivaciay" neexistuje v bode nespoijitosti druhej derivacige v bodex = 2 ¢o je aj
bod nespoijitosti funkcief (x).

A9  Body x= 0a x= 4 rozdelia cely defiriny obor funkcie na’alSie intervaly, kde budeme
zistova® znamienko prvej adruhej derivacie ana zakladbo tawkime monotdnnas
konvexnos, konkavnos funkcie, lokalne extrémy a inflexné body.

(00| 0 |02] 2 | (24| 4 | (4)
y + - * - +
y Vol MAX Y * Y [MIN Vol
y" _ - * + +
y N N W O
0 ABS 8
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A10 Do suradného systému nakreslime ASS, ABS, pfigkg so suradnym systémom
a pouzijeme vSetky informacie z tdly k nartnutiu grafu funkcie.

154

Priklad 2  VySetrime priebeh funkci];z:m—x a na’rtnime jej graf.
X

RieSenie:

Al  Funkcia je definovana pre vSet&igla x, pre ktoré je menovdtex £ 0 a siasnex> 0
Defini¢ny obor funkcieD(f )= (0,).

A2  Limity na z&iatku a konci defiriného oboru su
. Inx

lim — = -0

x-0t X

jim 11X = g

X—-00 X

A3  Pctitame jednostranna limitu v bode nespojitogtE . WDtomto pripade ma zmysel
pocitat’ len limitu sprava ale ti sme uz vyii@li v A2. PretoZe jednostrannd limita je nevlastné
Cislo, priamkax = (e ABS.

In x 1
. . Inx . v . 1
k = lim —%- = lim : =I|mi:I|m—2:
Xo0 X Xx-0 X X-0 2X  x-0 2X

A4 ,

q= Iim[ln—x—OD(}z Iim[ln—x}: lim X = Jim X =0

X — 00 X X — 00 X X—»oo:l_ X -0 X

ASS prex — o je priamkay =0,
ASS prex — —oo nema zmysel pitat’, lebo funkcia pre zaporrigsla nie je definovana.

A5  Funkcia nie je ani parna ani neparna.
A6 Priesénik s o, neexistuje.
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Vo funkcii y = Inx poloZzimey =0 a vypaitame 0= Inx
X X
x=1
pries&nik s osouo, je bod[lO].
’ lx— Inx
A7  Prva derivacia funkcie jg/ :(In Xj =X = 1"2 X
X X X
Polozime y=20 a vypaitame SB.
1-Inx
=0
X2
1-Inx=0
X=e

y' neexistuje v bode nespojitosti prvej derivaciée v bodex = 0 ktory je zarove aj bodom
nespojitosti funkcief (x).

1-Inx

_2Inx-3
X2 '

x* x3

' —éxz—(l—ln X)2x
A8  Druha derivacia funkcie jg" :( j =X

PoloZime y'=0

2Inx-3
=0
X3
2Inx-3=0

y" neexistuje v bode nespojitosti druhej derivacige v bodex = Qktory je zarove aj bodom
nespojitosti funkcief (x).

A9 Body x=e ax= \/g rozdelia cely defiriny obor funkcie na’alSie intervaly, v ktorych
budeme zitova® znamienko prvej a druhej derivacie a na zaklad® tocime monotonnas
konvexnos, konkavnos funkcie, lokalne extrémy a inflexné body.

08| e |@/e)| V& | ()
y [ - :
y A |MAX Y Y
yn _ _ +
y N N IB [
1 3
€ 2Je?

A10 Do suradného systému nakreslime ASS, ABS, pfigkg so sUradnym systémom
a pouzijeme vSetky informacie z tdly k nairtnutiu grafu funkcie
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0.5
0.5

0.4

-0.24 ®

-0.4

0.6

0.8

3

Priklad 3  VySetrime priebeh funkcigzzx—2 a nartnime jej graf.
2(x+1)

RieSenie:

Al  Funkcia je definovana pre vsetkysla x, pre ktoré je menovate(x+1)% # 0, teda
X -1.
Definiény obor funkcieD(f ) = (—co,~1) O (-1, ).

A2  Limity na z&iatku a konci defiriného oboru su
: X3
lim ——— =~
X——02(X+1)
. X3
lim ———— =

X~<>°2(x+1)2 -

A3  Jednostranné limity v bode nespojitosts — sd
3

lim ————— =~
><a—1‘2(x+1)2 .. L, . ) ,
3 preto, Ze jednostranné limity su nevlastista, priamkax = — Je ABS.
lim —*— =
x--1" 2(x+1)
3
2 3
ky = lim 2407 _ iy X—Z:E
Ad Xm0 X x-02x(x+1)*° 2 , ASS pre x - je priamka
3 _oy2 _
¢ = lim X—Z_lg( = lim ZX—; =1
x—o 2(x+1)* 2 x—o| 2(x+1)

y=—x-1,
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3

X
= lim 2(x+1)? _ i x* 1
2 e X x--w2x(x+1)% 2 , ASS prex - —w je y=1X—1-

. X3 1 . —2x% - X
g = lim —2——D< = lim —
xo -0 2(x+1)% 2 x— = 2(x+1)

(_X)3 : X3

f(-x)= =-
Ao ) 2(-x+1)?  2(1-x)?

# + f(x), z toho vyplyva, Ze funkcia nie je ani parna

ani neparna.

3
A6 Vo funkcii y:X—2 poloZimex =0 a vypa&itame y:9 =0.
+1) 2

2(x
x3 X3
Vo funkcii y =——— polozimey =0 a vypaitame 0=
Y 2(x+1)? P Y 7P 2(x+1)?
0=x°
0=x

Priesénik s osouo, a s osow, je bod[0,0].

A7  Prva derivacia funkcie je

P X2 _ 3x? EJZ(X+1)2 —X3E2E2(x+1) _ x> +3x° _ x2(x+3)
2(x+1)2 A(x+1)* 2(x+1°  2(x+1)>

PoloZime y = 0 avypaitame SB.

x2(x+3)_
2Ax+1)3
x?(x+3)=0
x=0 0O x=-3

y' neexistuje v bode nespojitosti prvej derivacige v bodex = — 1ktory je zarove aj bodom
nespojitosti funkcief (x).

A8  Druha derivacia funkcie je

. X3 +3x2 _ (3x2+6x)2(x+1)3—(x3+3x2)E?_[:B(x+1)2 _ 3X
2(x+1)3 4(x+1)8 (x+D*
Polozime y'=10
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3X _
(x+1*
3x=0
Xx=0

y" neexistuje v bode nespojitosti druhej derivacige v bodex =- 1¢o je aj bod nespojitosti
funkcie f(x).

A9 Body x=-3 a x= 0 rozdelia cely defiriny obor funkcie nad’alSie intervaly, kde
budeme zitova® znamienko prvej a druhej derivacie a na zakladw tocime monotonnas
konvexnos, konkavnos funkcie, lokalne extrémy a inflexné body.

(—oo ’_3) -3 (_ 3)_1) -1 (_ :LO) 0 (O! oo)

y + * + +
y ol MAX R * ol l
y" _ _ * _ +
y N n n |IB] U
_2_7 ABS 0
8

A10 Do suradného systému nakreslime ASS, ABS, pfigkg so suradnym systémom
a pouzijeme vSetky informacie z tdly k nartnutiu grafu funkcie.

]
5 4 2 1/@

Priklad 4  VySetrime priebeh funkcig = x—2arctg & na‘rtnime jej graf.
RieSenie:

Al  Funkcia je definovana pre vSetky reatisla x .
Defini¢ny obor funkcieD(f)= R.
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A2  Limity na z&iatku a konci defiriného oboru su

lim (x—2arctgx) = —oo — ZEQ—EJ = —00

X — —00

lim (x — 2arctgx) = oo —2[—?21: )
X — 00

A3  Pretoze je funkcia na celom svojom defiram obore spojita, ABS neexistuju.

2
. 1+ X2 . X _1_
lim —=*X = >=1 ASS pre x - o je priamka

. X—2arctgx
ki = lim ———=
A4 1 X = 00 X X — 00 1 x>0+ X
¢ = lim [x—2arctgx—1D<] = lim [—2arctgx] =-T
X — 00 X — 00

y=x-n,
2
_ x-2arctgx _ . 1_1+x2 x2-1
ko= Jim === lim = im 2=l ASS pre x- o e
g, = lim [x—2arctgx—1D<]: lim [—2arctgx]=n
X - —00 X — —00
y=x+n.

A5 f (— x) =-X- 2arctg(— x) = —x+ 2arctgx = —(x — 2arctgx) = - f(x), z toho vyplyva, ze

funkcia je neparna.

A6 Vo funkcii y = x—2arctgx polozimex =0 a vyp&itame y=0-2arctg0= Q
pries&nik s osouo, je bod[0,0].

Dal3ie prieséniky s o, urit nevieme, lebo0 = x—2arctgx je transcendentna rovnica, ktoru
nevieme riegi.

' 2 _
A7  Prvaderivacia funkcie jg = (x - 2arctgx) =1- 2 5 = X ;L
1+x° 1+X

PoloZime y=20 a vyp&itame SB.

y' je spojita funkcia, nema body, v ktorych by prefidacia neexistovala.
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X% -1 _2x(1+ x2) —(x2 -D)@2x _  4x
2 (1+x?)2 (1+x?)2

A8 Druha derivacia funkcie jg" = (
1+Xx

Polozime y'=0
4x

@+x?)?
4x =0
x=0

y" je spojita funkcia, nema body, v ktorych by druledivacia neexistovala.
A9 Body x=-1, x=0, x=1 rozdelia cely defiriny obor funkcie nal'alSie intervaly, kde

budeme zitova® znamienko prvej a druhej derivacie a na zakladw® tocime monotonnas
konvexnos, konkavnos funkcie, lokalne extrémy a inflexné body.

(o) -1 |(F200 10/ 0| 1 | (L)
y + - - +
y ol MAX R M | MIN| X
y" - - + +
y N n [IB] U U
24 0 17
2 2

A10 Do suradného systému nakreslime ASS, ABS, pfigkg so suradnym systémom
a pouzijeme vSetky informacie z tdly k nartnutiu grafu funkcie.
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V ulohach 1 — 30 vySetrite priebeh funkcie &rtrite graf :

11.

13.

15.

17.

19.

21.

23.

25.

27.

y=2x3-3x?

y=(2-x?

10.

12.

14.

16.

18.

20.

22.

24,

26.

28.

y=x3+3x*-2
y =16x(x—1)*

_3-x?
X+2

y:x2+1
X

y:2u+32

y = x[Inx

y = xlarct¢ x

x-1
y =arctg——
X
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Vysledky:

y 5 y 5
45 4.5
4 4
3.5 3.5
3 3
2.5 2.5
2 2

3 -2 =1 / 1 2 3 3 2 _
-0

A e

-1.5

-2

255 2.5
i3 -3
-3.5 -3.5
-4 -4
4.5 -4.5
75 -5

¥ 8 ¥ 2
4.5
3
2
1
//
=3
0.5 0.5 3 1.5
-3 -2 -1 2 3 /
0.5 f\ S
=1 \/
-1.5 g
5 v 6
20
b
15
15
10
10
5
5
-5 5 10 /\
-10 s 5
=5
-10
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2 4

2
gy
=

‘ \

/ \

i
N\,
\\\
S,

11.

13.

%
\ -2
10.
/‘/“\\ 4

12.

&

14.
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15.

17.

19.

21.

-10

15

10

16.
1
0.5
20 10 20
0.5
=
18.
/ 0.4 .
u.zﬁ\_\_\_\
10 1
-of2
ol4
20.
yT? /
/
1.5 /
1 /
0.5

|
v
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23.

25. &

27.

0.4

24.

1.5

0.5
-4 -2

-0.5
-1
f1.5

By

6

4

2

-0 ] 10
1
-5

3
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5  MNOZINY
5.1 Komplexné ¢isla

Sk&et arozdiel komplexnyckisel robime po zlozkach. Osobitnéitame (oditame) reéalne
a osobitne imaginarne zlozky.

+Zz a+thli+a,+b = (a+a,)+ (0 +h,)0,
=g +h - (a, +b, 0) = (a - &) + (b —,) .

Ak komplexnécisla ndsobime, pracujeme s nimi ako pri ndsobeojcldwmov. Teda nadsobime
kazdu zlozku s kazdou.

Pritom vyuzivame, z&* =-1,i®=,i* =1i°=i,i® =-1,...

z [Z, = (a + b [) la, + b, 0) = (3, — bb,) + (ab, + aky) [l.

Pri deleni komplexnyckiisel, nasobime cely podiel jednotkou vo vhodnomettak, aby sme
v menovateli odstranili komplexnéislo. Vyuzivame pritom nasobenie komplexnétisla
v menovateli k nemu komplexne zdruzengisiom,cim v menovateli ziskame realtislo.

2 _2 % _(a+bO)(a-b0) _(aa,-bb, 0%+ (ba, —ab) 0 _

z, 2, 7, (a+b)(a,—b,M) ag_bzztﬂz
_ (a3, +bb,) + (ba, — a,) 0
a; +1bj '

Priklad 1  Nechz =3-20, z,=4+i, z;=2+30, z,=-4+20.
Vypaitame z +z,, z -2, 72>, 2.

Zy
RieSenie:
2+z,=CB+4)+(2+)T=7-1i,
2,-2,=(2-4)+@B-)0=-2+20,
z [%,° =(3-20)4+i) =(3-20)@6+80+i%) = (3-20)(16+80-1) =
= (3-20)(5+80) =315+ 3B - 2150~ 2BH* =61- 60
Z3 _ 2+3li D_4 2li _—-8-4li-12[i+6 —2—16[i: 1 4
z, —-4+20 -4- 20 16+4 20 10 5

Priklad 2  PrepiSme komplexndslo z=-1++/30 do goniometrického a exponencialneho
tvaru.

RieSenie: Pri prepise komplexnéhoisla z=a+bli z algebrického do goniometrického,
resp. exponencialneho tvaru je potrebné ¥t modul komplexnéhéisla|z| a jeho amplitudu
@ . Plati:
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4=Va? +b? =/(-)? + (/3) =2

cos¢:E :—% L sing =

2

~N|oT
N\é,

Obe tieto podmienky platia &disne pre uhol (amplitady) = %n :

Pretozez=a+b [ =|Z(cosp +i [3inp) =|2¢*, mdZeme pisa
iLng[
z=-1++/30 =2(cos§n+i E‘sin%n) =23,

Priklad 3  Vypaitajme (-1++/300) .

RieSenie: Pri umodovani komplexnyckisel vyuzijeme v#ah
2" =|4"(cosnd +i BinnH).

Preto je potrebné komplexiéslo, ktoré ideme umaova’, prepisé do goniometrického tvaru.
Vyuzijeme pritom vysledok z predchadzajlcej ulohy.

z=-1+30= 2(cos§n+i B;in%n) =
= 2" =|7"(cosn [ +i Binn ) = 213(cosl3E-En+i B;inlB[—En) = 213(c032—:fn+i E'Binz—;n) =

1 .43

=28(- i G§3> =2'%(-1+i 4/3).

Priklad 4  Vypaitajme-1++/30 .

RieSenie: Pri odmoaovani komplexnyclisel vyuZijeme vezah

a =% |z|(cos%n+i Bin%nj, kdek=0,1---,n-1,

Znova je potrebné prepis@dmodiované komplexnéislo do goniometrického tvaru, pom

pouZzijeme vysledok z prikladu &ze z=-1+ J3h= 2(cos§ T+i Bin%n) :

Ked’Ze p@&itame druhd odmocninu, dostaneme dva vysledky netva

§n+2kn §n+2kn
= cos2—+i SiIn2———|, kdek= 0,1
a =|2 5 5
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En+2[ﬂ)[‘h gT[+2[(DE11 - - 1 J3
a, =2l cosd— +iBin3— |=2(cos- +i Bin—) =42(= +i ).
2 2 3 3 2 2
2 2
4200 ‘4200 A A -
a, =+/2 cos3T+i |:~};in3T :ﬁ(cos§n+i @;in§n):\/§(—§—i 3.

V uloh&ch 1 — 8 vypitajte:

Vysledky:

1. B+2)2-i) 8+i
2. B+3)a-i) 6
3. (2+3)(4+1) 5+14i
4. @A+i)@E+2)2-i) 7+9i
5. (3-2)*0 12+5i
6. —2+.| §—1I

1+i 2 2
7 (3-2i)? _E)_Z_Zi
' 1+2i 5 5
g Lrd_=27l 2i

2-1 1+2

V uloh&ch 9 — 22 napiSte komplextiélo v goniometrickom a exponencialnom tvare:

9. z=1 z=cos0+i [3in0 =™
10. z=-1 Z=cosm+i Zinm=e™
T
—[
11. Z=i z:cosE+iE<1;inE:e2
2 2
3
12. z2=-i zZ= cosgn+i Bingn: e?

13, z=1+i zzﬁ(cosgﬂ Bing):x/ie“m
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

V ulohach 23 — 35 vypitajte:

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

7=-22-2J2i

=141

2 2
6 2

2.
z=—+—i
2 2

V6,46,

Z=—J3+i

3 3.

z==-—i

2 2
z=1+\/§i

(L+i)®

(242 - 24/2i)8

ELIELIE
2 2

3 3/3..5

5T
zZ= 4(cos%n+i Ein%n) =4e*

3m
z=\/§(cos:?+i E'kin%n) :\/§e“m
z= \/E(COSE'H Bin]—g) = 2e¢'
5 . .5 Sr
z= Z(COSE T+i E‘smgn) = 2eb
11n
z= 3(COS%T+i Bin%) =/3es '
7= 2(cost +i [8in) = 2e3
3 3
7= 3(cosg +i Esin’—;) =363

@
z= 4(cos4?n+i E;in%n) =4e?3

51
Sl
z=cos%n+i E'kin%n:e3

-4-4

3242 -32/2i

-9

- 46 - 42i
-8-8Y3i
~3/3i

16-16v3i

6561 6561 .
——+——A/3i
2 2 ¥3
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31.

32.

33.

34.

35.

(-2-24/3i) ®
J3 .1

-_— _. 4
=5 *30

(3-i)°
@L++/3i)*
(-1-V30)®

4096

b

N

-64
-8-8/3i
~16+16y/3i

V tlohach 36 — 48 vypidtajte odmocninu z komplexnékicsla:

36.

37.

38.

39.

40.

4].

-1

<

I

:

1++/3i

N | S

N

s[5

N w
+

zy =i
7z =-i
zZ, :ﬁ.}-@i
2 2
A:—Q—Qi
2 2
ZO ——£+£i
2 2
N2 V2.
z=———Ii
2 2
_6 2.
2T
le—ﬁ—ﬁi
2 2
_ V3.1
Iy
W31
4= 5 75!
3 3.
SRy
__3_13,
A= Tym g
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42.

43.

44,

45.

46.

47.

48.

J-2-2V3i

-8+8/3i

=

1

zO:—1+\/§i
21:1—\/§i
z, =2+ 2:/3i
z, =—2-24/3i
7, =1
:—£+_3i
4 2 2
__1_v8,
% 2 2
zo=—+£'
2 2
z=-1
Z:l—_3i
22 2
:_3+1|
% 2 2
__~v3,.1,
4 2 2
N2 2.
Zy=——+t—_-1I
2 2
_ N2 2
2 =t
2 2
:—Q—Qi
% 2 2
_N2_ V2,
% 2 2
20:1+\/§i
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6 MATICE A DETERMINANTY

6.1 Operacie s maticami

S&et a rozdiel matic existuje len pre rovnaké typyimék A je matica typumxn, aj matica
B musi by typu mxn).
Pre prvky maticeC = A +B platic; =a; +b; .

Pre prvky maticeC = A -B platic; =g; —b; .
Pre maticuC =k[A, kdekOR plati ¢; =k [&; .

S&in matic C=A[B je mozné vypéitat, ak paet sipcov maticeA je rovnaky ako pet
riadkov maticeB .
Nasobenie dvoch matic ukdZeme v nasledujucom gekla

Priklad 1  Vypaitame A +B, A-B, 2[A, AIB, BIC, ak
0 -1 3 12 -1 2
A=| 2 1 5/,B=|0 3 0[,C=| 3|
-2 3 -1 2 1 2 -4
RieSenie:
0 -1 3) (12 -1 0+1 -1+2 3-1) (1 1 2
A+B=| 2 1 5(+/0 3 0= 2+0 1+3 5+0 (=12 4 5],
-2 3 -1, (2 1 -2+2 3+1 -1+2 0 41
0 -1 3) (12 0-1 -1-2 3-(-2)) (-1 -3 4
A-B=| 2 1 5|-|0 3 =| 2-0 1-3 5-0 2 -2 5|
-2 3 -1 (2 1 -2-2 3-1 -1-2) |\-4 2 -3
0 -1 3 20 20-1) 23 0 -2 6
2IA=20) 2 1 5|=| 22 20 20 |=| 4 2 10|,
-2 3 -1) (2({-2) 2B 2if-1)) (-4 6 -2
0 -1 3)(12 -1
AlB=| 2 1 5(00 3 0]=
-2 3 -1)(2 1 2
OQ-10+32 O0@R-1@3+31 0f-1)-10+3[2 6 0 6
=| 20+10+52 2@2+1@+50 2{-1)+10+52 |=| 12 12 8],
-20+3M0-12 -22+33-10 -20-1)+30-12) (-4 4 0

12 -1)( 2\ (1@2+23B-1{-4)) (12
BIC=|0 3 0|0 3|=|0@2+3B+0{-4)|=| 9|
2 1 2)\-4) (2@+1B+20{-4)) |-1
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-1 9 -1 0

. . . 4 2 4
Priklad 2  N&jdime hodnasmatice A = 1 5 gl
4 7 11 6

RieSenie: Hodnos matice je pdet nenulovych riadkov matice upravenej na trojubianay,
resp. lichobeznikovy tvar.

-1 9 -10 -1 9 -10 -1 9 -10
4 4 2 4[+4R | 0 40 -2 4 5040_24%5

9 -1 5 8|+9R | 0 80 -4 8/-2R, | 0 O 0 O

4 7 11 6)+4R | 0 43 7 6 0 43 7 6

-1 9 -10 -1 9 -1 0 -1 9 -1 o0
0 20 -1 2| @3 0 0 860 -43 86 0 0 860 -43 86|.
0 43 7 6J)if-20) ( 0 -860 -140 -120/+R, | 0 0 -183 -34

Patet nenulovych riadkov matice je 3, teda hodnostice A je h(A) =3.

. . . 2 - 30 o o
Su dané maticé = 1 4 B= .V tlohach 1 — 3 vypfitajte:

12
Vysledky:
0 -9
1. 3[A-2[B
5 8
9 -6
2. AlB
-1 8
4 -18
3. A’+B
5 15}
1 -3 4 10 2
Sudané maticd =1 -1 4|,B=| 0 3 1|.Vypitajte:
2 2 -2 -1 40
-1 6 -19
4.  (A-B){A+B) 1 7 -20
2 -25 12
1 0 2
. . : 2 31 2 4 3 4 -1
SuU dané maticé\ = ,B={ 3 3 -1|,C= ,D= ,
4 35 51 3 1 8 2 1 6
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Vysledky:
9 10 4
5. AlB
3 14 20
14 22
6. AlE
22 50
20 18 22
7. E[A 18 18 18
22 18 26
4 14
8. BIE 14 16
2 10
14 12 22
9. CID
19 12 47
8 -4
10. CIF
22 —8}
-4 -8
11. FIC
5 4
8 40
12. EIC 9 36
7 44
8 -4
13. EIF 3 -3
13 -5
10 12
14. 3[C-2F
-3 26
11 14 -7
15. -2A+5D
2 -1 20
6 6 5
16. AlIB-D
1 13 14
14 26
17. C+F+AI[E
26 57
-10 2
18. (FIC-3[)’
-20 -20
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2111
1311

28. A=[11 4 1 h(A)=4
1115
123 4
4 2 3 -5 3
8 46 -7 2

29. A={4 2 3 -8 7 h(A)=2
423 1 -5
8 46 -1 -6

6.2 Determinant
] o . 2
Priklad 1  Vypaitajme determlnan’l_1 j

RieSenie: Determinant rozmer2x2 sa vyp@ita tak, Zze od sinu prvkov na hlavnej
diagonale sa odgta s&in prvkov na vetlajSej diagonale

2
‘—1 j =23-10-1) =7.

2 1
Priklad 2  Vypaitajme determinant-1 3
12

RieSenie: Determinant rozmer@x 3 mdzZeme rie§ipomocou Sarusovho pravidla

2 1 2 1
-1 3 0=|-1 3 0=[2B0+(-1)2BE+110]-[3Ba+0RE@+11K{-1)]=-8.
12 12
2 13
-1 30
1420
] Y .2 4 11
Priklad 3  Vypaiitajme determinan .
3 20 2
1 3 2

RieSenie: Determinanty rozmerov 4x4 av&Sich, sa pd&tajd pomocou rozvoja
determinantu pdth riadka alebo Kica.

|A| =q.A; ta At T A, resp.|A| =a A taAy .t aAy,
kde A = (-1 D; je algebricky doplnok &; je subdeterminant prvka; matice A (vznikne
zakrytimi -teho riadku aj -teho sipca maticeA ).



FEI 63

Pred samotnym vygtom je vyhodné determinant upréypomocou ekvivalentnych dprav tak,
aby sme vytvorilifubovd’ny riadok, resp. fec obsahujucto najviac nul. Vytvoreny riadok,
resp. dipec pouzijeme k rozvoju determinantu.

142 0-2R [-3 -4 0
2 41 1 2 41 2 DO
= =0-)*| 3 2 2+10-1*| 3 2 2+
320 2 3 20 0 o0
-3 -5 -3 -5
1323-2R |-3 -50
-3 -4 -2 -3 -4 - -3 -4 -2
+0-D* 2 4 +0-D*% 2 4 =-{3 2 2=-18
-3 -5 3 2 -3 -5
V llohach 1 — 28 vyp#itajte determinant matice:
Vysledky:
3 4
1. A= |A|=-23
2 -5
0 -2
2. A= |A|=12
6 30
15 10
3. A= |A[=0
3 2
2 3 1
4 A=|-1 2 3 |A|=0
32 -1
11 2
5 A=|2 3 1 |A|=-8
3 4 -
12
6 A=|2 7 3 |A|=-76
3.1 -
6 3 -2
7 A=l1 -3 2 |A|=-35
2 1 1
2 3 -2
8 A=l5 -3 2 |A|=-35
9 1 1
6 2 -2
9 A=l15 2 |A|=-70
29 1
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6.3 Inverzna matica

&, @, ...
Inverzni maticu k maticiA = %1 B e 8o budeme bhada vyuzitim adjungovanej
Ay G ... Ay
Ay A o Ay A A A
maticeadj A =| 2 %2 A2 | pomocou veahu A = |_1|A‘L2 fa e Bl
A, AZn e Ay A, A, ... A,

1
Priklad 1 K matici A =| 3 n4jdime inverzna maticu.
2

N N W
N o1 -

RieSenie: Vypocitame determinant maticeA a vSetky algebrické doplnky tvoriace
adjungovanu maticu.

2 31 3
=(-D* =-6 1) =—4 =(-1** =13
%()#sz %()#122‘ A= (D
3 11 1
- 1 1+2 :4 _1 2+2 =O 1 3+2
N J R <>#3l1
A=DPE J=2 A=) =4 = (-1
2 2 3
-6 -4 13
Inverzna matica k matich je A'lzé 4 0 -2|
2 4 -7
1 31 101
Priklad 2 RieSme maticovl rovnig3 2 5|[X=|-1 2 1| s neznamou maticoX .
2 2 2 1 2 3

RieSenie: Maticovu rovnicu prepiSeme do schémy[X =B, ktord4 vynasobime l'ava

maticou A™? inverznou kmatici A, pricom vyuZijeme, Z7e AYA=AIA'=E a
EIX=XI[E=X.
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A[X=B
ATAX=A"B
X=A"B
-6 -4 13 -6 -4 13 101
ZPrikIaduljeA'1=:—; 4 0 -2 ,pretoxzé 4 0 -2|0-1 2 1|=
2 4 -7 2 4 -7 12 3
11 18 29
Yo 4 22
-9 -6 -15

V ulohach 1 — 19 najdite inverznd maticu k matci

Vysledky:
12 L (-5 2
1. A= A=
35 3 -1
2 1 3 1
2 A= Al=1
-4 -3 2(-4 -2
-3 -2 -3 -2
3 A= A'lzl
3 3 3l 3 3
509 -
4 A= at=1 49
3 4 7\ 3 -5
3 2 .
5 A= j neexistuje
6 4
3 2 -2
6 A= A'l_l S
6 5 3(-6 3
_3 2 —_
7 A= A']':E 4 2
-2 4 8{-2 3
1 2 5 =2
8 A= A']':}
0 5 5(0 1
1 2 -3 1 -2 7
9 A= 1 2 Al=l0 1 -2
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

1 1 1
A=l6 5 4
13 10 8

2 5 7

5 -2 -3

A=-1 3 2
2 -1 4

1 -2 1

7 -3 1

1 11

13 10 8

9 17 8
A=/18 34 17
10 19 8

>
1
S

0 -2 1
Al=|-4 5 -2
5 -3 1
1 -1 1
Al=|-38 41 -34
27 -29 24
14 -7 7
A'1=i 8 14 -5
63
-5 7 11
-11 -1 9
A‘lzi -17 -6 5
49
26 -11 1
0 -2 1
Al=|-4 5 -2
5 -3 1
51 -16 -17
Al=|-26 8 9
-2 1 0
01 1
A‘1=1 01 -2
3
-3 2 -1
-1 3 7
A'1:711 2 -10 -18
1 1 1
1 1 1
Al—l 1 -1 -1
41 -1 1 -1
1 -1 -1 1
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-13
-4

-5
16
5

5 -2
-7 3
01
10
-1 -1
1 -1

Vysledky:

11
00

;4
)il

1
59

2
5 3
3

1H

o

=

1 2
3

3 5
-3

V Ulohéach 20 — 26 rieSte maticovl rovnicu s neznamaticouX :

FEI

J

6 3 18
-1 1 -4
11

.

— N M
N M
= 1

1 2 -3
2|[X=
1

01
00

|

-11
-26 28 -23

-12 13
-11 12 -10

.

5
3
-2

2
25. Xae
5
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7.1 Gaussova elimina ¢éna metéda

X 2%, +3X
i . } 2% +3X, +4Xg
Priklad 1 RieSme suUstavu rovnic
3% +4X, +X5
Ax, +X, +2X%
RieSenie:

SUSTAVY LINEARNYCH ROVNIC

+4x, =11
+x, =12
+2x, =13
+3x, =14

Sustavu rovnic prepiSeme do maticového tvaru gkdéy pouzijeme Gaussovu

eliminand metdédu. Maticu upravime na trojuholnikovy, rdgobeZnikovy tvar.

1234 11 1 2
2 341 | 121-2R [0 -1
341 2| 13/-3R |0 -2
412 3| 14)-4R |0 -7
1 2 3 4] 1 1
0 -1 -2 -7 | -10 0
0 0 -4 4 | 0 0
0O 0 4 36| 40)+R, (O

3 4|
-2 -7
-8 -10
-10 -13 |
2 3 4|
-1 -2 -7 |
0 -4 4 |
0 0 40 |

11
~10
—20—2@[]
-30/-7R,
11
~-10
ol
40

Hodnos matice je rovna 4 a hodnbeozSirenej matice je takisto rovna 4 a je to zai@j paet
neznamych. Na zaklade Frobeniovej vety ma sustadwepjedno rieSenie, ktoré sa da
jednoducho vyjadtiz upravenej matice.

Z posledného riadku upravenej matice je zrejme, Ze

40x, =
X, =1

Z tretieho riadku upravenej matice vyjiame

Pomocou druhého riadku najdeme

4%, +401=0

X =1

=Xy = 2% — 7%, =—10
-X—-20-70=-10.

Pomocou prvého riadku ngjdeme

Xy =

1
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X 2% + 3% +4x, =11
X +20+30+40=11
=2

RieSenie sUstavy zapiSeme v tvéxg X,, X;, X,)" = (2111)".

X —2% +3X3 —4x, = 4

e - v , , X2 - X3 + X4 = - 3
Priklad 2 RieSme sustavu rovnic .

X +3X% -3X, = 2

RieSenie:  Postupujeme podobne ako v predchadzajlcej ulohe.

1 -2 3 -4 4 1 -2 3 -4 4

0 1-1 1] -3 40 1 -1 1] -3

1 3 0-3|] 2/-R |0 5 -3 1| -2|-5R,
0 -7 3 1] -3 0 -7 3 1| =-3J+7R
1 -2 3 -4 | 4 1 -2 3 -4 4
o 1 -1 1] -3 40 1-1 1] -3
0 0 2 -4 13 0 0 2 -4 | 13]
0O 0 -4 8| -24+2R; (0 0O O O | 2

Hodnog matice je rovna 3 a hodnbeozSirenej matice je rovna 4. Na zaklade Frobesjioety
sUstava nema rieSenie.

X —2% +3% —4x, = 4
, C v , , X2 - X3 + X4 = - 3
Priklad 3 RieSme sustavu rovnic )

RieSenie: Postupujeme podobne ako v predchadzajucich ulohach.

1 -2 3 -4 4 1 -2 3 -4 4

o 1-1 1] -3 40 1 -1 1] -3 .
1 3 0-3|] 1-R |0 5 -3 1| -3|-5R,
0 -7 3 1] -3 0 -7 3 1] -3J+7R
1 -2 3 -4 | 4 1 -2 3-4] 4
o 1 -1 1] -3 40 1 -1 1] -3
0 0 2 -4| 12 0 0 2 -4 | 12f
0O 0 -4 8| -24J+2R;, (0 0 0 O O
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Hodnos matice je rovna 3 a hodnbsozSirenej matice je takisto rovna 3, al€égicneznamych
je rovny 4. Na zaklade Frobeniovej vety ma sustakonéne veéa rieSeni.

Treti riadok upravenej matice obsahuje 2 nezneamy z neznamych si zvolime ako parameter
tUR.
X, =t.

DalSiu neznamu potom vyjadrime pomocou parametra

X3 =6+2t

Z druhého riadku
X, =X+ X, =-3
X, = (6+2t)+t=-3
X, =3+t

Z prvého riadku
X —2X, +3X; —4x, =4
X —23+t)+36+2t)-4t=4

x =-8
RieSenie sustavy zapiseme v tvéxg x,, X;, X,)" =(-8,3+t,6+ 2,t)" tOR..

V tlohach 1 — 34 rieSte sustavy linearnych rovnécissovou eliminanou metodou:

Vysledky:

1. 3 +2% —-2% =5 €327
4, —3%, +2% =-1

3% +5%X, +6X; =1
2. 4%, +3x, +2%; =5 (2,-2,0)7
3% +5% +X; =1

2% +3X, +2%; =3
3. 4%, +3X, +5X%; = %)
2% +3%; =2
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X tX tX =2
4. 2%, +3%, +4x; = (3+t,-1-2,t)",tOR
3 22X, tXg =7
X 3, +2x% +2%, = 3
2 +4x, +X =12
5. % 2 8 B2-2-17
X 3% +2% +X, =4
3% +2x, +4x3 +6x, =-1
2X1 + 5X2 + 4X3 + X4 = 20
X + 33X + 2% + X, = 11
6. ! 2 3 4 1,2,2,0)7
2X1 + 10X2 + 9)(3 + 7X4 = 40
3X1 + 8X2 + 9)(3 + 2X4 = 37
2X1 + 3X2 + 11X3 + 5)(4 = 2
X1 + X + bBxg + 2x4, = 1
7. ! 2 3 4 (-2,0,1-1)7
2X1 + X2 + 3)(3 + 2X4 = -3
Xl + X2 + 3)(3 + 4X4 = -3
7X1 + 9X2 + 4)(3 + 2X4 = 2
2% - 2% t+ X3 + X = 6 2 617 ¢
8. (-=,-=,—/,)
5X1 6X2 + 3)(3 + 2X4 = 3 5 5 5
2X1 3X2 + X3 + X4 =0
3% + 44X, + X3 + 2%x4, = -3
3% + Bx, + 3%, + 5x, = -6
9. ! 2 3 4 2-21-17
6X1 + 8X2 + X3 + 5X4 = - 8
3, + 5%, + 33 + 7x4, = -8
X1 2% — X3 — 2% = -2
2X X5 + X + X4 = 8
10. 1 2 3 4 L213)"
X — X - X3+t x4 = 1
X+ 2% + 2X3 - X = 4
5X1 + 3X2 + 3)(3 + X4 = 11
Xl - X2 + X3 = =2
11. 3 + 33X, + 2x3 Xqg = 10 (30,-511)"
4% + X + 3X3 Xq = 8
Xl - 3X2 + 2)(3 = -7
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A%, — 2X5 — 2%X3 + 33X, = 2
12. 1 2 3 4 >
2, — X, + Bxg - 6x = 1
2)(1 - Xy - 3)(3 + 4)(4 = 5
2)(1 - 3)(2 + 6X3 - )(4 = 1
X, + 2%, - X = 0
13. 1 2 3 .
Xl + 3)(2 - X3 - )(4 = =2
O, — Xp + 1B5x3 - 5x, = 1
5 + 12x, + 9x3 + 25, = 15
14 15, + 34x, + 25x3 + 64x4 = 40
' 20, + 46x, + 34x3 + 89%, = 70 @
10x, + 23, + 17x3 + 44x, = 25
S + 2%, — X3 4x, = 12
3 - X + 2X 6x, = 7
15. 1 2 3 4 >
2%y + 3X, - 3X3 - 2x4, = 6
X * BX, + 2%3 + X, = -1
12y - 6x, + O9xg + 21X, = 3
16 1 ]-X]_ - 5X2 + 10X3 + 24X4 = 1
' 7% — 3%, + Txg + 17x, = 0
8X1 - 6X2 - X3 — 5X4 = 9
(—E—l—‘?’t -2 : 19 7 s;s,t)',stOR
2 2 2 2 2 2
2)(1 + 3)(2 - X3 X4 = 1
17 8)(1 + 12)(2 - 9X3 8)(4 = 3
. 4)(1 + 6)(2 3)(3 - 2X4 = 3
2%+ 3 X% - x4 = 3
5 1 N
(§-3t-s,2t,83, —Z+105) s, tOR
2%t X 3; + X4 = 5
X+ 3 SX3 — 2% = 3
18.
X1+ 5BX, — 9x3 8x, = 1
5% + 18x, + 4x3 5x, = 12

(6-26t+17s,—1+7t - 5s,t,8)",s,tOR
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o% + 12x, SX3 + 3%y 10
19 1 + 11x, 4X3 + 8%y 8
' 2% 7% X3 + X 6
7)(1 - 3)(2 - 2)(3 + 6X4 - 4
(8-9t—4st,s,-10+11 +5s)", s tOR
2% =X X —-X% =1
2% —X -3x, = 2
20, TR ¢ 0.2.2,-2y
3% %X tX =-3 3 3
2% +2X, —2%; +5x, =-6
2% 3%, -3 tX =2
3 X, +2% tX%X, = 2
21 X 2 3 4 (ﬂ,l,ol_g)T
4%, +7X% +2X, = 2 3 3 3
-6x t+X +3X —-4x, =-1
X +2X, —X +3x, = 4
2 + X -2X, =3
22 Xl 2 4 _ (1' :L _ :L O)T
=3% +3X% tX +tX =-1
X 2% tX, =-1
3x  t4x, +2X; +5x, = 3
3 % 3, X +2X, = 2 &
—4x +3%, —3X +2% =-5
6x,  +10x, +9%x, =1
X tX  +2% —X, =2
2% tX, X 2% =1
24. TR 3 4 (2-t,3-3,t,3-2t)",tOR
X TX tX =
3% +2% +3%X; —-3X, =3
X  +2X, +3% +Xx, =1
+X, +2% +3x, =2
25, 3 2 3 4 (———t,—§+Et,£—§t,t)T,tDR
2% 3, +tX —-X, =1 2 4 2 4
3% +4x, +3% +2x, =3
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X  +6x, +bx3 +5x, = 6
3% +4X, +2%X3 +X = 2
26. X 2 3 4 (g—t—iu,t,uﬁ—t—E’U)T,t,uDR
X, +2% —X3 —3%X, =-2 7 14 7 14
6x, +8x, +4x; +2x, = 4
6x, +4x, +5x, +2X, +3% = 1
33X, +2x, +4 +X, +2x% = 3
o7. T TR TG TX T &.b,1319-3a-2b, - 34", a bOR
X, +2X, —2% +X, = =7
Ox, +6x, +x +3x, +2% = 2
6, +3X, +2X; +3x, +4Xx = 5
28 4x, +2X, +X +2X, +3x% = 4
L4y +2X, +3X +2X, +X% = 0
2% tX +TX +3x, +2% = 1
@b 2a+2p-1-2a-Tph 2+2a+2p) abOR
3 3 3 3 3 3
- 2% 2X, = -6
X 8x, + 2%, + X, = -3
29. 3 + 10x, + 2% - X, = -2 %]
2%, - X% = 1
4, + 3, + X + X, = 5
6, — X + 2% — TX, = -1
X1 = X - 3 = -1
30. Txg — 2%, — 2%3 - 10x, = -2 2 —%,o, g)T
7X1 - X2 + X3 - 9X4 = - 4
2% - 2X3 — 4%, = -6
5)(1 + 5)(2 + 4)(3 + 7X4 = 5
11)(1 + 4X2 + 6)(3 = 4
31. 4% + SXp + 5X3 9%, = 8 (2-8t, —%+13t,6t,§—7t)T,tDR
2)(1 + 3)(2 + 2)(3 5X4 = 3
9)(1 + 4X2 + 8)(3 4X4 = 10
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32.

33.

34.

7.2 Cramerovo pravidlo

3%
4xq
- X
3%

5

3%
2%

+ o+ +

+

+ + + +

+ o+ o+

3X3
2Xa3
X3

4Xs

+ + + + +

RieSime sustavu linearnych rovnic

6X5
6X5

15

o O o1 N

A% 3% tagX =hy
Ay X + A% =h,.
A31% + 85X, + AgXg =Dy

t,t,1+t,2)",tOR

(30,-2017

Aby sme mohli pouZi Cramerovo pravidlo, je nutné vy§tat’ determinanty

3
D =la,,

A3

P

=y

83,

Q3 b a,
3,720, D =b, a,
A33 by, as

Q3
Aogl s

A33

T
D,=la, b, ay
831

&, a, b
a Dy=[a,; ay, by,
A a3, by

pricom matica, z ktorej sa vypita determinanD musi by regularna D #0).

RieSenie takejto sustavy je
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2% +3% —-4%; = -5
; L ; X 2%, =X = 0
Priklad 1 RieSme sustavu rovnic )
-3 tX +3x = 7
2 3 -
RieSenie:  Vypocitame determinantp =| 1 2 -1=-14#0,
-3 1
-5 3 - 2 -5 - 2 3 -
D,=| 0 2 -1=0, D,=| 1 0 -1=-14, D;=| 1 2 =-28
7 1 -3 7 -3 1 7
:i:o X =__14_ ___28=
“TT T T -14

RieSenie slstavy zapiSeme v tvéxg x,, ;)" = (0,1,2)".

V tlohach 1 — 24 rieSte sustavy linearnych rovryigzitim Cramerovho pravidla:

1 X ot 3X2 = 6

' X + 2X, = 5

2 3)(1 - 4X2 = -6

' 3x, + 4x, = 18
Xt 3 2X3 = 4

3. 2% 6X, X3 = 2
4xq 8, — X3 = 2
3%y 4x, 2X3 = 8

4. X1 SXo 2X3 = 5
2% 3X, 4x3 = 3
2% — 33X, + X3 = 0

5. X1 2%y — X3 = 3
2% + X, + X3 = 12
12, - X, + bxg = 30

6. 3 - 13X, + 2x3 = 21
™% + 2X, + 3x3 = 15

Vysledky:

B’

29"

B -127

21-1)7

2,357

2-1D7
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

3%
2%

3%,
3%,
9%

3%
2Xq

2X%q

3%,
5X,
99X,

2X,

2X,

3Xo

+ +
3 &
nol

17x5

L-20)"

L-12)7

L-12)7

2,-10)

123’

2-3-2)7

(5,-20)7

&-

N w
N |-
N
7,

4-32)7

(-2’
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- X1 + Xo + 2)(3 = 1
17. 2% + 33X, + X3 = -2 2,-33"7
5)(1 + 4X2 + 2)(3 = 4
2% X, tX =2
18. X, +3X, —2% =2 @1’
X +2% +3% = 0 1
19. -3x -2%; = -4 (2 > -7
X 18X +3% = 3
-2% tX tXx = 3
20. 4y, +3%, —2% = 4 1,237
=X +tX +5%; = 16
X tX 2% —X =
2 +X + X Xy =
21. Xl 2 3 4 (1, l. 0, O)T
X t2X X +X =
=X  tX +2X% +Xx, =0
2% + 5% + 4x3 + x4 = 20
X+ 3 + 2%3 + x4, = 11 .
22. 2% + 10xp + 9x3 + 7x4 = 40 4220
3X1 + 8X2 + 9X3 + 2X4 = 37
2% + 3, + 1lxg + 5x4 = 2
X + X + 5xg + 2x, = 1
23. ! 2 3 4 (-201-17
2% + X + 33 + 2%, = -3
X+ X + 33 + 4x, = -3
3% *+ 44X, + X3 + 2%X4 = -3
3, + 5X, + 3X3 + 5%, = -6
24, ! 2 3 4 2-21-17
6X1 + 8X2 + X3 + 5X4 = - 8
3 + 55X, + 33 + 7x4, = -8
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