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THO

Stefan Berezny

Exponencialny model jednoduchej obsluhy je

ppchcasnatll 110 jjcdnoduchsim procesom hromadnej obsluhy. Podla
R Kendallovej klasifikicie modelov hromadnej obsluhy ide o
Predpoklady model:

Oznagenia M/M/1.

Vlastnosti

e Tento najjednoduchsé systém hromadnej obsluhy méa

charalcteristiky exponenciilne rozdelenie intervalov medzi prichodmi

‘ poziadaviek a déb obsluhy s jednym obsluznym
zariadenim.

Zhrnutie
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Modely hromadnej obsluhy

Exponencialny model jednoduchej obsluhy

Najprv popiseme, aké predpoklady musi dany model

splnat.

Predpoklady modelu:

(1) rozdelenie pocetnosti navzajom nezavislych
nahodnych veli¢in (déb obsluhy a dob medzi
prichodmi) mé charakter exponencialneho
rozdelenia,

(2) je to otvoreny systém hromadnej obsluhy,

(3) systém s jednym obsluznym zariadenim,

(4) rezim radu je jednoduchy (riadi sa FIFO) a v
pripade nedostatoc¢nej kapacity obsluzného

zariadenia budu poziadavky trpezlivo ¢akat v rade
na obsluhu (neodchédzaji z radu).
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Modely hromadnej obsluhy

Exponencialny model jednoduchej obsluhy

Intenzita prichodov symbolom A (lambda)oznacime
priemerny pocet poziadaviek, ktoré vstupuji
do systému za urcity casovy interval.

Intenzita obsluhy symbolom p (mi) oznac¢ime
priemerny pocet poziadaviek obslazenych za
¢asovy interval.
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Exponencialny model jednoduchej obsluhy

Za predpokladu, Ze pocet vstupujucich poziadaviek do
systému sa riadi Poissonovym rozdelenim, je mozné
pravdepodobnost vstupu n jednotiek v ¢asovom intervale
T = (0,t) vyjadrit v tvare:

(1)

Podobne, ak rozdelenie déb medzi pirichodmi ¢
zodpovedé exponencidlnemu rozdeleniu, potom hustota
rozdelenia ma tvar:

q(t) = X-e M.

(2)
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Exponencialny model jednoduchej obsluhy

Pri konstrukcii modelu hromadnej obsluhy je nutné vzdy
testovat, i zistené empirické rozdelenia déb medzi
prichodmi, pripadne déb trvania obsluhy vyhovuja
predpokladu exponencidlneho rozdelenia, pripadne
Poissonovho rozdelenia pre pocet vstupujtcich a
obsluZenych poziadaviek. MéZzme pouZit pre toto
testovanie napr. x? test.
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SRSy e Predpokladame, Ze stav systému v [ubovolnom

jednoduche] ¢asovom okamziku t je jednoznac¢ne urceny ¢islom n,
Y

Predpoklady ktoré udava pocet jednotiek v systéme.

Oznadenia @ Pocet jednotiek v systéme n nezavisi na ziadnom z

predchadzajucich stavov, okrem stavu, ktory mu

Zakladne = bezprostredne predchadza. Ide o proces hromadne;j

charakteristiky

SpetiEEn obsluhy, ktory ma charakter Markovovského procesu.

Zhrnutie
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Ozna¢me S, stav, ked v systéme je prave n jednotiek.
Potom v intervale (¢,t + A) sa mdzu uskutoé¢nit len tieto
Exponencialny prechody:

model

oehel e Sy = S0, pre podiatoény stav n = 0,
Predpoklady e Sy = 51, pre pociatocny stav n = 0,
Oznacenia e S| = Sy, pre pociatoény stav n = 0,
et e S,=— Sp,pren =1,

:;:;;;Tnsmky ° Sn - SnJrla pren 2 1)

Zhrnutie e S,=— S, 1,pren = 1.

Maé zmysel uvazovat iba moznost zotrvania v danom
stave, alebo prechod medzi susednymi stavmi.
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Pravdepodobnosti prechodu, za predpokladu
exponencionalneho rozdelenia, medzi nesusednymi
stavmi st nekonecne malé.

Pravdepodobnosti vstupu do systému, alebo obsluhy
viac ako jednej jednotky v ¢asovom intervale At st
zanedbatelné.

Ozna¢me ako p,,(t) — nepodmienent
pravdepodobnost toho, Ze systém sa nachadza v
¢asovom okamziku t v stave Sy, t.j. (n — 1)
poziadaviek ¢aki v rade a jedna je obsluhované.

AAt — je pravdepodobnost prichodu jednotky do
systému v intervale (¢,t + At).

uAt — je pravdepodobnost ukoncenia obsluhy
jednotky v intervale (t,t + At).
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Modely hromadnej obsluhy

Exponencialny model jednoduchej obsluhy

Po uplynuti doby At sa zmeni p,,(t) na pravdepodobnost
pn(t,t + At). Ststavu pravdepodobnosti prechodu medzi
jednotlivymi stavmi pocas doby At naSeho systému
vyjadrime pomocou matice pravdepodobnosti prechodu
P v tomto tvare:

1 — \At AAt 0 e 00
BAL 1 — pAt — MNAt AAt e 0
P= 0 pAt 1—pAt—AAt - 0

0/
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THO Vektor nepodmienenych pravdepodobnosti py,(t) ma v
Stefan Berezny  Casovom okamZiku ¢ suradnice:

i);};c;?enciéluy ﬁ(t) = (po (t),pl (t),pQ (t), e ,pn (t), PR ) (3)

jednoduchej

obsluhy Lo L - .
Po uplynuti ¢asového okamziku At plati:
Predpoklady

Oznadenia . s '
Pt + A1) = p(t) - P (4)

Zakladné : P ; 4
charaktoristicy  Prte jednotlivé stradnice dostéavame:

systému

Zhrnutie po(t + At) — (1 — )\At)po(t) =+ HAtp]. (‘[/‘)’ pre n = 07
pn(t+At) = AAtp,—1(t) + (1 — NAt — pAt)p,(t) +
+  pAtppia(t), pren = 1.
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Modely hromadnej obsluhy

Exponencialny model jednoduchej obsluhy

Limitnym prechodom pre At — 0 dostavame ststavu
(n + 1) linedrnych homogénnych diferencialnych rovnic
pravdepodobnosti po(t), p1(t), ..., pn(t), ..., ktoré sa
zvykni nazyvat Erlangovou ststavou:

—Apo(t) + pp1(t), pre n =0,
APn—1(t) = (A + p)pn(t) + ppn41(t), pre n = 1.

Z dovodu zjednodusenia vypoctu (integrovanie sustavy je
mozné, ale vypoétovo obtiazne) budeme skumat, ¢i
uvazovany systém hromadnej obsluhy sa po dostatocne
dlhej dobe svojho fungovania stabilizuje, t.j. prestane byt
zavisly na Case t a na poc¢iatoénych podmienkach.
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Exponencialny model jednoduchej obsluhy

Podmienka stabilizacie skimaného systému hromadne;j
obsluhy mé tvar:
lim p,(t) =pn, pren=0,1,2,... (5)
t—o0
Predpokladame, ze aspon jeden z vyrazov p, je rozny od
nuly.
Markovov retazec odpovedajuci matici pravdepodobnosti
prechodu P je ergodicky a neperiodicky. Pre vSetky
pravdepodobnosti py,(t) existuju limity p, a to bud
vSetky kladné, alebo vSetky nulové.



KM-‘: Modely hromadnej obsluhy

KATEDRA MATEMATIKY A Zakladné charakteristiky systému M/M/1

TEORETICKEJ INFORMATIKY

THO

Stefan Berezny

Exponencialny
model
jednoduchej
obsluhy

Predpoklady
Oznadenia
Vlastnosti

Zakladné

charakteristiky
systému

Zhrnutie



KM-‘: Modely hromadnej obsluhy

KATEDRA MATEMATIKY A Zakladné charakteristiky systému M/M/1

TEORETICKEJ INFORMATIKY

THO

Stefan Berezny

Exponencialny
model
jednoduchej
obsluhy

Predpoklady
Oznadenia
Vlastnosti

Zakladné

charakteristiky
systému

Zhrnutie



KM-‘: Modely hromadnej obsluhy

KATEDRA MATEMATIKY A Zakladné charakteristiky systému M/M/1

TEORETICKEJ INFORMATIKY

THO

Stefan Berezny

Exponencialny
model
jednoduchej
obsluhy

Predpoklady
Oznadenia
Vlastnosti

Zakladné

charakteristiky
systému

Zhrnutie



KM-‘: Modely hromadnej obsluhy

KATEDRA MATEMATIKY A Zakladné charakteristiky systému M/M/1

TEORETICKEJ INFORMATIKY

THO

Stefan Berezny

Exponencialny
model
jednoduchej
obsluhy

Predpoklady
Oznadenia
Vlastnosti

Zakladné

charakteristiky
systému

Zhrnutie



KM-‘: Modely hromadnej obsluhy

KATEDRA MATEMATIKY A
TEORETICKEJ INFORMATIKY

THO

Stefan Berezny

Exponencialny
model
jednoduchej
obsluhy

Predpoklady
Oznadenia
Vlastnosti
Zakladné
charakteristiky

systému

Zhrnutie

THANK YOU FOR YOUR ATTENTION.
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