BINARNE RELACIE




Karteziansky sudin

Ak x a y sd prvky (nejakej mnoZiny), potom symbol {x, y} oznaluje mnoZinu
obsahujlcu prave prvky x a y a nazyva sa neusporiadana dvojica prvkov x a y.
Pripomeiime, Ze {x,y} je to isté ako {y, x}. Zavedieme tieZ oznaZenie (x,y) pre
usporiadani dvojicu prvkov x a y. V tomto pripade zavisi na poradi prvkov

v zatvorkach. Podobne definujeme usporiadani n-ticu prvkov xq, xo, . .., Xp,
ktord budeme oznalovat (x1,xa, ..., X,). Plati, Ze

(X1, y%) = (V1,-.-,yn) prave vtedy ak x1 = y1,..., Xy = ¥n -

Karteziansky stcin A x B mnoZin A a B je mnoZina vsetkych usporiadanych
dvojic (a,b), kde a € A a b € B. Formdlne zapisujeme

Ax B={(a,b); ac A, be B}.

Kartezidnsky stiéin A x A niekedy zapisujeme ako mocninu, t.j. A%, a podobne
AS=AxAxAatd.
Je zrejmé, ze C x ) = () x C = ) pre fubovolnti mnoZinu C.
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Binarne relacie

Binarna relacia z mnoZiny A do mnoZiny B je lubovolnd podmnoZina R
kartezianskeho sucinu A x B. Ak A = B, hovorime o bindrnej reldcii na mnoZine
A, &o je lubovolnd podmnoZina R C A?.

Ak (a, b) € R, hovorime, Ze prvok a je v reldcii R s prvkom b a zapisujeme aRb.
Analogicky namiesto (a, b) ¢ R piseme aRb.
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Priklad 1. Majme mnoZziny A = {1,3,4} a B = {a, b}. Potom
Ax B ={(1,a),(1,b),(3,2),(3,b), (4, a), (4, b)}

Prikladmi relacii z mmnoziny A do mnoZziny B su relacie:
R1=1(1,a),(3,a),(3,b),(4,a)}, Ro={(1,b),(3,a),(4,b)}, R3=AxB,...

Priklad 2. Nech A = {1,3,5}, a
B = {0,2}. N&jdite a graficky znazornite
reldciu R, ktora je definovana: bt
aRb& | a—2|=|2b-3]|, ac A beB.
2 ([ ] [ ] (0]

RieSenie. Vypo&tom zistime, Ze
R = {(50),(1,2),(3,2)}. Grafickd
interpretdcia je na obr. 1.1. Plné
krizky su prvkami mnoZiny R, vietky
krizky (plné aj prdzdne) s prvkami
kartezidnskeho st¢inu A x B.

—0
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Maticova a grafova interpretacia

Dalsimi vhodnymi interpretaciami binarnej reldcie sii maticova a grafova. Ak
RCAxB, A={a1,...,a,}, B=1{b1,..., by}, mdZeme R zapisat pomocou
matice Mz = (mj;) typu (n, m), kde

e — 1, akaRaj,
Y71 0, v ostatnych pripadoch.

Pri grafovej interpretacii prvky mnoZin A a B znazoriiujeme krizkami, ktoré
budeme nazyvat vrcholy. Usporiadant dvojicu (a;, b;) znézornime Sipkou

v smere od a; k bj, ktorl nazyvame orientovana hrana.

Na mnozine A = {1,2,3,4} majme reldciu R = {(1,2),(2,4),(3,2),(4,2),(4,4)}.
Relacii R priradime maticu

01 0O
0 001

Mr=119 1 0 o0 cl @O
0101
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Operécie s bindrnymi relaciami

Inverzna reldcia k bindrnej relacii R C A x B je bindrna reldcia R~ C B x A,
pricom R=1 = {(b, a); (a,b) € R}, priom ac A a beB.

Je zrejmé, Ze
aRbe&bRMa a (R YH'=R.

Nech A, B, C si mnoZiny, R C A X B je reliciaz Ado B, aS C B x C je reldcia
z B do C. Sui&inom (zlozenim) bindrnych relacii R a S nazveme bindrnu
reldciu R o S C A x C taki, Ze preac Aac e C je(a,c) € R oS prave vtedy,
ak existuje aspofi jedno b € B také, Ze (a,b) € R a zdroveii (b,c) € S.

Veta (Asociativny zakon)
AKkRCAXB,SCBxCaT CCx D su bindrne relacie, tak

(RoS)oT =Ro(SoT).




Vlastnosti binarnych relcii

Bindrna reldcia R na mnoZine A sa nazyva:

reflexivna, ak pre vsetky a € A plati aRa;

symetricka, ak pre vSetky a, b € A plati, Ze ak aRb, tak aj bRa;
antisymetrickd, ak pre vsetky a, b € A plati, Ze ak aRb aj bRa, tak a=b;
tranzitivna, ak pre vsetky a, b, c € A plati, Ze ak aRb a bRc, tak aj aRc.

Ak zndzoriiujeme reldciu pomocou matice, tak matica odpovedajlica reflexivnej
reldcii ma na hlavnej diagondle len jedni¢ky. Matica reprezentujlica symetricku
reldciu je symetrickd podla hlavnej diagonaly. Pri grafove] reprezentdcii reflexivnej
relacii odpoveda graf s orientovanou sluékou pri kazdom vrchole. V grafe
reprezentujicom symetrickd relaciu kazdi dvojicu vrcholov spajaji orientované
hrany v oboch smeroch. Aj podmienka tranzitivnosti sa d4 dobre vyjadrit
pomocou orientovanych hran: ak st v grafe hrany z x do y a z y do z, musi tam
byt aj hrana z a do z.
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Ekvivalencia

Hovorime, Ze reldcia R na mnoZine A je ekvivalencia na mnoZine A, ak je
reflexivna, symetrickd a tranzitivna.

Nech R je ekvivalencia na mnoZine A a nech a je lubovolny prvok mnoZiny A.
Ozna&me symbolom R[a] mnoZinu v3etkych prvkov x, ktoré si v reldcii s prvkom
a (teda R[a] = {x; aRx}). R[a] sa nazyva trieda ekvivalencie R urtend
prvkom a.

Nech R C Ax A, A={a, b, c,d} dand vymenovanim prvkov. Zistite, & reldcia
R ={(a,a),(a, b),(b,a),(b,b),(b,c),(c,c),(c,b),(d,d)} je ekvivalencia. Ak
ano, urcte triedy ekvivalencie.
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Pre kaZdii ekvivalenciu R na mnoZine A plati
(i) R[a] je neprdzdna mnoZina pre kaZdy prvok a € A.
(il) Pre kaZdé dva prvky a, b z mnoZiny A bud R[a] = R[b], alebo
R[a]NR[b] = 0.
(iii) Ak sii R a S dve ekvivalencie na mnoZine A a pre kaZzdy prvok a z mnoZiny A
plati rovnost R[a] = S|a], potom R = S.

vy

Dékaz. (ii) Nech a, b sti dané prvky. UkdZeme, Ze ak aRb, tak R[a] = R[b].
UkéaZeme najprv Ze R[a] C R[b]: Ak nejaké x € R[a], potom aRx a zo symetrie
aj xRa. Ked%e xRa a aRb, z tranzitivnosti vyplyva Ze aj xRb.Zo symetrie mame
bRx, €o znamend, Ze x € R[b], a teda R[a] C R[b]. Podobne sa ukdze, Ze aj
R[b] C R[a] teda, R[a] = R[b].

Teraz ukdZeme, Ze ak neplati aRb, tak R[a] N R[b] = 0. Postupujeme sporom:
Nech existuje x € R[a] N R[b]. Potom aRx a zo symetrie aj xRb. Z tranzitivnosti
dostdvame aRb, <o je spor.

KaZda ekvivalencia na neprazdnej mnoZine uruje rozklad tejto mnoZiny a kaZdy
rozklad mnoZiny A definuje ekvivalenciu na tejto mnoZine.
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/obrazenia

Zobrazenie z mnoZiny A do mnoZiny B je bindrna relicia f C A x B
s vlastnostami:

a) ku kaZdému a € A existuje b € B tak, Ze (a,b) € f,

b) ak (a,b) € f a(a,c) € f, tak b= c.

Namiesto slova zobrazenie sa v rovnocennom vyzname &asto pouZiva slovo
funkcia. To, Ze f je zobrazenie z mnoZiny A do mnoZiny B, zapisujeme takto:
f : A— B. Prvok a je vzorom prvku b a prvok b je obrazom prvku a pri
zobrazeni f. Namiesto

afb alebo (a,b) ef

obvykle piseme
b=f(a).
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Vlastnosti zobrazeni

Zobrazenie f : A — B sa nazyva:

surjektivne, ak ku kaZdému b € B existuje aspofi jedno a € A tak, Ze b = f(a),
injektivne, ak z a; # ay, a1,a; € A vyplyva f(a1) # f(a2),

bijektivne, ak je surjektivne aj injektivne.

a° ob, a °ob, b,

(@ (® © @

Zobrazenie (a) nie je surjektivne ani injektivne, (b) je surjektivne, ale nie je
injektivne, (c) je injektivne, ale nie je surjektivne a (d) je surjektivne aj injektivne,
teda bijektivne.
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Inverzné zobrazenie

Kazdé zobrazenie f je bindrne relacia z A do B, preto existuje aj bindrna relacia
f~1 z B do A, ktora vo vieobecnosti nie je zobrazenim (funkciou).

Nech f je zobrazenie z A do B. Potom f~1 je zobrazenie z B do A prave vtedy, ak
f je bijektivne zobrazenie.

Dékaz. Nech f~! je zobrazenie z B do A. Potom kaZdy prvok b € B ma prave
jeden obraz f=1(b) € A, a teda kazdy prvok b € B je obrazom prave jedného
prvku z A v zobrazeni f, €o je bijektivnost zobrazenia f.

Naopak, nech f je bijektivne zobrazenie z A do B. Potom kaZdy prvok b € B ma
prave jeden vzor v mnoZine A, a teda f ! je zobrazenie, lebo kaZdy prvok b € B
m4 prave jeden obraz f~1(b) € A. O

13. decembra 2023 12 /137



Ciasto¢ne usporiadané mnoZziny

Definicia

Nech A # (). Bindrna reldcia R na mnoZine A je relaciou &iastoéného
usporiadania prave vtedy, ak pre vsetky a, b, c € A plati:
aka,
aRbA bRa= a=b,
aRbA bRc = aRc,
t.j. R je reflexivna, antisymetricka a tranzitivna na A.
Usporiadand dvojica (A; R) sa nazyva &iasto€ne usporiadana mnozina.

Prikladmi &iasto&ne usporiadanych mnoZin st napr.:
® Mnozina N s rel4ciou delitelnosti — (N, |);
® Poten¢nd mnoZina mnoziny M s reldciou inklizie — (P(M) C);
® MnoZina R s rel4ciou usporiadania &isel podla velkosti — (R, <),...

® Mnozina R x R s reldciou usporiadania &isel podla velkosti — (R x R, <),
kde (a,b) < (c,d), ak A< cab<d.

13. decembra 2023 13 /137



Linearne usporiadané mnoziny

Definicia
Ciasto&ne usporiadand mnoZina (A; R), v ktorej pre vsetky a, b € A plati aRb
alebo bRa sa nazyva linearne usporiadana mnozina.

Priklad

Nech A = {a, b, c}. Utvorme potenéni mnoZinu P(A) = {0, {a},
{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c}}. lahko overime, Ze (P(A); C) je &iastotne
usporiadand mnoZina. Nie je vsak linearne usporiadana, lebo napriklad

{c} & {a, b} ani {a, b} Z {c}.

| \

Priklad

Nech A je neprazdna podmnoZina mnoZiny redinych &isel R. Potom (A; <) je
Ciastocne usporiadand mnoZina a je aj linedrne usporiadana.

| A

‘ b
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Hasseho diagram

Nech (A; R) je &iastoéne usporiadand mnoZina a nech a, b € A. Hovorime, Ze
prvok b pokryva prvok a, ak a # b a plati:

1. aRb,

2. neexistuje x € A, x # a, x # b taky, Ze aRx a sti¢asne xRb.

Ciastotne usporiadané mnoZiny (A; R) budeme znazoritovat pomocou tzv.
Hasseho diagramov. Vrcholy odpovedajiice prvkom mnoZiny A umiestnime

v rovine tak, Ze ak aRb, tak vrchol a umiestnime niZSie ako vrchol b. Vrcholy a, b
spojime Ciarou (hranou) prave vtedy, ak prvok b pokryva prvok a.
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Priklad (a)

Znazornite Hasseho diagram CUM (P(A),C), ak A= {a, b, c}.

Priklad (b)
Znazornite Hasseho diagram CUM (A,

), ak A={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

@ (b)
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Najvacsi a maximalny prvok
Najmensi a minimdlny prvok

Definicia

Nech (A; R) je &iastoéne usporiadand mnoZina. Prvok a € A sa nazyva najmensi
prvok v (A;R), ak pre kaZdy prvok x € A plati aR x.

Prvok a € A sa nazyva minimalny prvok v (A;R), ak neexistuje prvok x € A,

X # a taky, Ze xRa.

Definicia

| A

Nech (A; R) je &iastoéne usporiadand mnoZina. Prvok a € A sa nazyva najva&si
prvok v (A;R), ak pre kaZdy prvok x € A plati xRa.

Prvok a € A sa nazyva maximalny prvok v (A; R), ak neexistuje prvok x € A,
X # a taky, Ze aRx.

Najmen3i (najvacsi) prvok je zdroveii aj minimalnym (maximalnym) prvkom
Ciastolne usporiadanej mnoZiny, ale naopak to neplati. Ak &iasto€ne usporiadana
mnoZina ma najmensi, resp. najvacsi prvok, je jedinym a je zaroveii aj jej jedinym
minimalnym, resp. maximalnym prvkom.
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Supremum a infimum mnoZziny

Nech M je neprdzdna podmnoZina mnoZiny A. Ak (A; R) je Ciastotne usporiadand
mnoZina, tak aj (M;R) je &asto¢ne usporiadand mnoZina. Hovorime, Ze d je
najvacsi (najmensi, maximalny, minimalny) prvok mnoziny M C A, ak je
najvacdim (najmensim, maximalnym, minimdlnym) prvkom &iasto¢ne usporiadanej
mnoziny (M; R).

Definicia

Nech (A; R) je &iastoéne usporiadand mnoZina a § # M C A. MnoZina

h(M)={x € A; (Vae M: aRx)}

Jje mnozina vSetkych hornych ohrani¢eni mnoZiny M a mnoZina

dM)={x€ A; (Vae M: xRa)}
Jje mnozina v8etkych dolnych ohrani¢eni mnoZiny M.
Najmensi prvok mnoZiny h(M), ak existuje, sa nazyva supremum mnoZiny M a
zapisuje sa sup M .
Najva&si prvok mnoZiny d(M), ak existuje, sa nazyva infimum mnoZiny M a
zapisuje sa inf M.

V.
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Nech (A; R) je iastotne usporiadand mnoZina a nech x,y € A. Pre inf {x,y} a
sup {x,y}, ak existujd, zavedieme tieto oznaZenia:

inf {x,y} = xAy
a &ftame priesek prvkov x a y. dalej

sup {x,y} = xVy
a ¢itame spojenie prvkov x a y.

Nie kaZd4 dvojica prvkov musi mat spojenie, resp. priesek. V linedrne usporiadanej
mnoZine maju kazdé dva prvky priesek aj spojenie, pri¢om priesek je mensi z
prvkov a spojenie je vac&si z nich.

Zvaz je Ciastocne usporiadand mnoZina, v ktorej kaZdé dva prvky maju spojenie aj
priesek.
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Vlastnosti prieseku a spojenia

Veta
Nech (L; R) je zviz. Potom pre lubovolné x,y, z € L plati:

xVx = X, XAX = X,

xVy = yyx, xAy = yAx,
xV(yVz) = (xVy)Vz, xA(yAz) = (xAy)Az,
*v(yAx) = % N

idempotentnost,
komutativnost,
asociativnost,
absorbcia.

Zviz mdzeme definovat aj nasledovne:

Zviz je algebraicky systém (L;V,A), kde L # () a pre operdcie prieseku A a
spojenia \ platia vlastnosti: idempotentnost, komutativnost, asociativnost a
absorbcia.
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Distributivne zvazy

Zvidz (L;V, A) sa nazyva distributivny, ak pre vsetky x,y,z € L plati:
xA(yVz) = (xAy)V(xAz),
xV(yAz) = (xVy)A(xVz).

Na obrazku st Hasseho diagramy zvdzov Ns a Ms. Nie su distributivne, lebo
v kaZdom sa d4 ndjst trojica prvkov, pre ktorti neplati aspoii jedna z rovnosti
v definicii.
Ns: uA(vVy) = uAz =u, (uAv)V(uAy) = vVx =v.
Ms: sA(tvVq) = sAr =s, (sAt)V(sAq) = pVp = p.

z r

13. decembra 2023 21/137



Komplementarne a boolovské zvazy

V kazdom konetnom zvize existuje jediny najvagsi prvok / (horné univerzilne
ohrani&enie) a jediny najmensi prvok 0 (dolné univerzalne ohrani€enie). Tieto
prvky mdZeme oznatit aj v symbolickom zapise zvizu takto: (L;V, A, 0, /).

Nech (L;V, A,0,1) je zvdz. Prvok x' € L nazyvame komplementom prvku x € L
prave vtedy, ak

xAx' =0 a xvx' =1.

Existuji zvazy, v ktorych niektoré prvky maji viac komplementov.

Zvidz (L;V, A0, 1) sa nazyva komplementarny prive vtedy, ak kaZdy jeho prvok
ma komplement. Distributivny a komplementarny zvaz nazyvame boolovskym
zvazom.

V boloovskom zvéze (L;V, A,0,1) md kaZdy prvok prdve jeden komplement.

13. decembra 2023 22 /137



VYROKOVA LOGIKA

Vyrok a formula

Vyrok je tvrdenie v tvare oznamovacej vety, ktoré je dostatoéne zmysluplné, aby
bolo mo¥né uvazovat, &i je pravdivé alebo nepravdivé.

Priklad

Urcte, ¢i nasledujice vety si vyrokom.

Dnes je pondelok. 4no
Aky je dnes den? nie
FEI TU Kosice nie
Musim ist do skoly. 4no

Urcite chod do §koly. nie

Jednoduchy vyrok je tvrdenie, ktorého Ziadna &ast nie je vyrokom.
ZloZeny vyrok ma vlastné &asti, ktoré si vyrokom. Vznikd z jednoduchych vyrokov
pouZitim logickych spojok.
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MNEL

Majme Styri jednoduché vyroky:

»Je pondelok

~Musim ist do gkoly."

»Mam prednasku z Diskrétnej matematiky."
»Je gkaredé pockasie."

Vytvorme nasledujlice zloZené vyroky:

»Nie je pravda, Ze je pondelok

»Je karedé potasie a musim ist do skoly

»Je pondelok alebo je Skaredé polasie.

»Ak je pondelok tak mdm prednasku z Dlskretnej matematiky.
~Musim ist do Zkoly prave vtedy, ked mam prednagku z Diskrétnej

matematiky. “

Logické spojky:

negacia — hovorime ,,nie je pravda, Ze"“, oznaéujeme ju symbolom X,
konjunkcia — hovorime ,,a"“, oznaujeme ju symbolom A,

disjunkcia — hovorime ,,alebo", ozna&ujeme ju symbolom V,

implikdcia — hovorime ,ak ..., tak ... ", oznadujeme ju symbolom =,
ekvivalencia — hovorime ,prave vtedy, ked“, ozna&ujeme ju symbolom <.

INa rozdiel od ,be#ného* jazyka sa tieto dve mo¥nosti nevyluduji, t.j. mdze byt sitasne
pondelok aj ¥karedé poclasie.
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Abeceda vyrokovej logiky

Abeceda vyrokovej logiky je mnozina pozostavajica zo symbolov pre

a) vyrokové premenné: p, g, r,..., o ktorych predpokladdme, ze ich méme k
dispozicii nekone¢ne vela,

b) logické spojky: negicia, A, V, =, <

c) pomocné symboly — zdtvorky.

Lubovolni postupnost prvkov abecedy vyrokovej logiky nazyvame slovo nad
abecedou vyrokovej logiky.
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MNEL

Vhodnou volbou vyrokovych premennych zapi$te nasledujiice vyroky pomocou
logickych spojok.

a) ,Na vylet pdjde Peter alebo nepdjde Rado. "

b) ,,Ak pdjde Rado na vylet, potom nepdjde Stano"

c) ,Stano pdjde na vylet prave vtedy, ked pdjde T4Ha."

d) ,Na vylet pdjde Rado alebo pdjde Peter s Téinou."

e) ,Na vylet pdjde Rado, ale nepdjde Tafia."

f) .Rado a Stano spolu na vylet nepdjdu.”
Ozna&me: r — ,Rado pdjde.”, s — ,Stano pdjde.”, p — ,Peter pbjde.”, t — ,Tana
pojde.” Vyrokom zodpovedajd tzv. ,formuly":

a) pvr d) rv(pAt)
b) r=73 e) rnt
c) st f) TAs
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Formula vyrokovej logiky

Definicia

Postupnost slov oy, as,..., a, nazyvame vytvarajica postupnost formuly, ak
pre Tubovolné i < n je splnens prave jedna z tychto podmienok:

a) «; je vyrokovd premennd,

b) «; je negdcia niektorého prvku mnoziny {a, aa,..., ai_1},

c) ajje tvaru (aj A ax), (o Vax), (aj = ak), (o < ax) pre nejaké j, k < i.

Slovo o nad abecedou vyrokovej logiky sa nazyva formula vyrokovej logiky
prave vtedy, ked existuje taka vytvarajtca postupnost formuly, Ze jej
poslednym clenom je a.

Postupnost slov o, as,..., &, = o nazyvame vytvarajiica postupnost
formuly .
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Podformula

Podformulou formuly a nazyvame formulu vyrokovej logiky, ktora sa
vyskytuje vo vSetkych vytvarajucich postupnostiach formuly .

Priklad

Napiste vytvdrajiicu postupnost formuly

(pvr)e ((g=p)Ar).

Riesenie. Vytvérajlica postupnost je:
p,r,q, P, PVr, g=p, (g=P)Ar, (pVr)< (g=p). Podformulami danej
formuly st vSetky ¢leny vytvdrajlcej postupnosti.
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Zaklady sémantiky vyrokovej logiky

Pravdivostné ohodnotenie v vyrokovych premennych je priradenie hodnoty 0
alebo 1 kazdej z tychto premennych.

Definicia

Pravdivostnd hodnota v(«) vyrokovej formuly « pri ohodnoteni u vyrokovych
premennych je priradenie hodnoty 0 alebo 1 pre formulu v stilade s
nasledujucimi pravidlami.

Ak v(«) = 1 hovorime, ze formula « je pravdivd pri ohodnoteni v.

Ak v(«) = 0 hovorime, ze formula a je nepravdiva pri ohodnoteni v.

Vlastnosti pravdivostného ohodnotenia formdl znazoriiujeme pomocou
pravdivostnych tabuliek logickych spojok. Su to:

’a\ﬁ\\a/\ﬁ\a\/ﬁ\a:ﬁ\a@ﬁ‘
a 00 0 0 1 1
0|1 0|1 0 1 1 0
110 1]0 0 1 0 0
1)1 1 1 1 1
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Definicia

Formula sa nazyva tautolégia, ked je pravdivé pri kazdom ohodnoteni
vyrokovych premennych a kontradikcia, ked je pri kazdom ohodnoteni
vyrokovych premennych nepravdiva.

Formula je splnitelnd, ked existuje také ohodnotenie vyrokovych premennych,
pri ktorom je pravdiva. Systém formil S je splnitelny, ked existuje také
ohodnotenie vyrokovych premennych, pri ktorom su pravdivé vsetky formuly
systému.

Priklad

Rozhodnime, &i formula ¢(x,y) : (y = x) < (v V X) je tautoldgia, kontradikcia
alebo splinitelnd formula.

A\

RieSenie. Vytvorme tabulku pravdivostnych hodnét pre dand formulu.

xlylly=x|yvVx|(y=x)< (yVX)
00 1 1 1
01 0 1 0
110 1 0 0
11 1 1 1

Formula nie je tautolégia ani kontradikcia, je to splnitelnd formula.



Janko, Miso a Slavo st podozrivi z kradeze triednej knihy. Podozrivi tvrdia:

® Janko: ,MiSo je vinny a Slavo je nevinny.“
® Miso: ,,Ak je vinny Janko, tak je vinny aj Slavo.*
® Slavo: ,Ja som nevinny, ale najmenej jeden z ostatnych je vinny.“

Kto je vinny, ak predpokladdame, ze vSetci hovoria pravdu?

RieSenie. Ozna&me vyrokovymi premennymi j, m, s postupne vyroky ,Janko je
vinny.“, ,,Mi%o je vinny.", ,Slavo je vinny.". Vypovede v3etkych troch podozrivych
zapiSeme pomocou formdl vyrokovej logiky. Zistime, &i systém formdil
S={mASs,j=s 35NV m} jesplnitelny.

j[m|s[[s|mAs][j=s|sSA(GVm) ,
ol o0lo]1 0 1 0 Systém formiil je splnitelny,

0| 0|10 0 1 0 lebo vdetky formuly

0| 1|01 1 1 1 st pravdivé v tretom

ol 11110 0 1 0 riadku, v ktorom je ohodnotenie
110[/0]1 0 0 1 vyrokovych premennych
1[o0[1]0] O 1 0 u(j) =0, u(m) =1, u(s) =0.
11101t 1 0 1 Teda vinny je iba Miso.

1] 1(1]0 0 1 0
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Reldcia vyplyvania

Hovorime, ze formula ¢ vyplyva zo systému formil S prave vtedy, ked je
pravdiva pri kazdom ohodnoteni vyrokovych premennych, pri ktorom je
pravdiva kazdé formula zo systému S. Zapisujeme S = .

Rozhodnime, &i plati S = «, ak S ={p=gq, pVq}, a: g=p.

Riesenie.
PlgllpP=q|pPVg |
0|0 1 0 0
011 1 1 1/ S = a plati.
110 0 1 1
1|1 1 1 1y
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Priklad

Zistite, ¢i z danych predpokladov vyplyva zaver.
Predpoklady:

e J4n nie je ucitel.

e Neplati, ze Jan je ucitel a zéroveii je bohaty.

e Ak Jan je majitel prosperujicej firmy, je bohaty.

Zaver: Jan nie je majitel prosperujicej firmy.

Riesenie: Oznagme v — ,Jan je u&itel.“, b — ,Jan je bohaty.", m — ,Jan je
majitel prosperujiicej firmy.” Potom predpoklady méZeme zapisat mnoZinou
formil S = {@, (uAb), m= b} a zdver formulou ¢ : m.

Wb ma[@rB) [m=b]m |

00| 01 1 1 1

0|0 111 1 0 0

o[1[0f1 1 1 1/ ] {u, =(unb), m= b}m.
o111 1 1 0 x | Uvaha nie je spravna, zaver

1/0] 0] 0 1 1 1 nevyplyva z uvedenych predpokladov.
1/0] 10 1 0 0

1|11 00 0 1 1

1|1} 10 0 1 0
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Sémanticka ekvivalencia formul

Platia nasledujice tvrdenia:
@ Ak S je mnozina formil a ¢ € S, tak S | .
® Tautoldgia je sémantickym dosledkom kazdej mnoziny formul S.
® S,y E ¢ prave vtedy, ked S = (¢ = ).

Definicia

Hovorime, Ze formuly ¢ a 1 st ekvivalentné, ked o =1 aj ¢ = . Fakt, 7e
formuly ¢ a 1 st ekvivalentné, zapisujeme @ H 1.

Formuly ¢ a 1 st ekvivalentné prave vtedy, ked' pre kaZdé pravdivostné
ohodnotenie v plati v(y) = v(v), tj. p < 1 je tautologia.
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Pre Tubovolné formuly vyrokovej logiky o, B3, « plati
l.ahNaHa
aVaHa idempotencia A a V;
2.aANBHB A«
aVBHBV«a komutativnost A a V;
3. aAN(BAY)H(@AB) A,
V(BVyY)B(aVvB)Vy asociativnost A a V;
4. an(BVa)Ha
V(BAa)Ha absorpcia A a V;
5. aH a; zdkon dvojitej negécie;
6. a ABH(@V B)
aV pHE@AB) de Morganove pravidla;
T.an(BVy)H@AB)V(aAy),
aV(BAY)H(@VB)A(aVy) distributivne zdkony;
8.a=pfHavs zékon nahradenia implikacie;
9. ThaHa, TVaHT,
FAaHF, FVaHao;
aNaHF, avaHT. T — tautologia, F — kontradikcia;

13. decembra 2023 35/



Elementdrna konjunkcia a elementarna disjunkcia

Nech p je vyrokova premennd a ¢ € {0,1}. Potom

Cc __ p7 akc:17
P _{p, ak ¢ =0.

Definicia
Nech p1, po, ..., pn st vyrokové premenné. Elementarna konjunkcia je formula,
ktora ma tvar

pi APz A ApY

a elementdrna disjunkcia je formula, ktord ma tvar

PtV PV Vopy.

Elementarne konjunkcie Elementarne disjunkcie \
XEAYOANZL =xAyAZ | XOVyOvzl=xVyVz
PPAgt=PAg PPVvgVvrl=pvgVvr

Vyrokova premennd alebo jej negdcia je sii¢asne elementdrnou konjunkciou aj
elementarnou disjunkciou.
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2.4. Normdlny konjunktivny a normalny disjunktivny tvar

Definicia

Hovorime, ze formula je v disjunktivnom normélnom tvare (DNT) préve
vtedy, ked je disjunkciou elementérnych konjunkcii. Hovorime, ze formula je
v konjunktivnom normélnom tvare (KNT) prdve vtedy, ked je konjunkciou
elementarnych disjunkcii.

| \

Definicia

Hovorime, ze formula o m4 tuplny disjunktivny normalny tvar a formula 8 mé
iplny konjunktivny normélny tvar prave vtedy, ked « je v normdlnom
disjunktivnom (resp. 5 je v konjunktivnom normdlnom tvare) tvare a kazda
elementdrna konjunkcia v « (resp. elementdrna disjunkcia v 3) obsahuje
vsetky vyrokové premenné danej formuly.
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Napiste v disjunktivnom normélnom tvare a konjunktivnom normalnom tvare
formulu (r AP) = (pA7G).

Riesenie.

DNT: (rAp) = (pAG) H rABV (pAT) H(FVP)V(PAT) H

H (P V(p)V(pPAT).

KNT: (rAp)=(pAq) H(FVp)V(pAG) HIFVpeVp)A(rVpVa)
HFvp)A(FVpVaY).

Napiste v disjunktivnom normélnom tvare a konjunktivnom normalnom tvare
formulu (pAG) < r.

RieSenie. Oznatlme « = p A 7,

B=r.
KNT: a8 H(a=p)A(B=>

a) H@vB)ABve)HH (P AG) VATV (pAT)) H (BYqVr)AFYp)A(FVT)
DNT:a & 8 H @VA)A(BVa)H@Aa) V(@AB)V(BAa)V (B A B)H
Fv@nap)v(Bra)VEH@AB)V(BAa)H(PAGAT)V (rA(pAT))H
PVva)Ar)V(rApAg)HPEAT)V(gAT)V(rApAT).
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Boolovské algebry

Definicia

Boolovska algebra je algebraicky systém B = (L,V,A,", O, 1), pri¢om pre
lubovolné x,y,z € L plati:

0 xVy = yVx; 6 xV(yAz) = (xvy)A(xVz);
® xAy = yAx; @ xvVO = x;
© xA(yAz) = (xAy)Az; 0 xAx' = 0;
0 xV(yVvz) = (xVy)Vz, O xvx' =1,

Nech B je boolovsks algebra. Potom pre lubovolné x,y,z € L plati:
O xVx = xAx = x; @ xV(xAy) = xVy;

@ xA0 =0; 0 xA(xVy) = xAy;

e xVvl=1;

0 (x) = x; ® xvy=0ex=y=0;

6 (X\/y)/ _ X,/.\y/,' ® X/\y =/ x = y = I;

0 (xAy) = x'vy'; ®x=ys (xXAY)V(X'Ay) =0 &
@ xV(xAy) = xA(xVy) = x; (xVyA(X'Vy) = 1.

o’
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Boolovské funkcie

Nech D = {0,1}. Funkciu 7 : D" — D nazyvame boolovska funkcia n
premennych.

Kazda boolovska funkcia priradi n-tici nidl a jednotiek hodnotu nula alebo jedna.
Existuje 16 réznych boolovskych funkcii dvoch premennych:

x|y|l\h |G |6 |fa|f|f|f|f|fh|fol| fir| fio| fiz| fsa | fis | fi6
01]0 ofof1|11/0|0(0}1]0O0 1 1 1 0 1 0 1
0|1 o|1(1j0|0]O0O|1]0]|1 0 1 1 0 1 1 0
1|0 1/0|]0|1|0|]1]0|0]|1 1 0 1 0 1 1 0
1|1 1 1 0| O 1 o|0|O0 1 1 1 0 0 1 0 1
Jednotlivé funkcie mdZeme zapisat takto:

f=x fs = xAy fo = xVy fiz = xAX

h=y fo = xAy' fio = xVvy’ fia = xvyx'

h=x  f=xAy fit = x'Vy fis = (xAy")V(x'Ay)

=y  R=xXAy  fo=xVy'  fie = (xAy)V(X'Ay’)
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Nech f, g sti boolovské funkcie. Potom

® Spojenie boolovskych funkcii f a g je funkcia

(FVE)(x1, X5« oy Xn) = F(X1, X2, « -« s Xn)VE (X1, X2y -« 5 Xp)
® Priesek boolovskych funkcii f a g je funkcia

(FAG)(x1, X2y -+ Xn) = F(X1, %25 -« s Xn)AG (X1, X2, - -+ 4 Xn)
® Komplement k boolovskej funkcii f je funkcia

f'(x1, %2, xn) = (F(x1, %2, . .-, Xn))

v

Hovorime, Ze boolovské funkcie n premennych f a g sa rovnaji, ked
(X1, %0, .., Xn) = g(Xx1, %0, - .., Xn) pre kazdé (x1,x,...,x,) € D".
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Realizacia boolovskej funkcie

Kazdej formule a(p1, po, . . ., pn) vyrokovej logiky prislicha tabulka pravdivostnych
hodndt. Avsak t4 ista tabulka hodnét jednoznaéne urluje istii boolovski funkciu n

premennych, ktorti ozna&ime f,, a budeme ju nazyvat pravdivostnou funkciou
formuly «.

K danej funkcii boolovskej funkcii f mame néjst takd formulu a, Ze f = f,,.

Formula « realizuje boolovsku funkciu f prdve vtedy, ak f = f,.

Je zrejmé, Ze dve formuly st sémanticky ekvivalentné prave vtedy, ked si
realizdciou tej istej boolovskej funkcie.

® Ku kaZdej boolovskej funkcii existuje formula, ktora ju realizuje.

® KaZdii nenulovii boolovski funkciu moZno realizovat formulou av tplnom
disjunktivnom normalnom tvare.

® KaZdii boolovskii funkciu, ktord nie je identicky rovnd 1, moZno realizovat
formulou B v dplnom konjunktivnom normalnom tvare.
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Néjdite formulu « v uplnom DNT a formulu £ v uplnom KNT, ktoré si
realizdciou boolovskej funkcie troch premennych f(x, y, z), ktord nadobuida
hodnotu 0 v argumentoch 001, 110, 101, 100.

Riesenie.

[ x|y [z] f(x,y,z) | elem. konjunkcia | elem. disjunkcia |
0[0]0 1 XAy Az

0]0|1 0 xVyVz
0[1]0 1 XAy Az

0|11 1 XAy Az

1100 0 XVyVz
101 0 XVyvz
1(1]0 0 XVyVz
1111 1 XNy Nz

a: (XAYANZ)V(XAYyANZ)V(XAyAz)V(xAyAz)—-UDNT
B:(xVyVZ)AXVYVZ)A(XVyVZ)A(XVyVz)—-UKNT
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Minimalizacia DNT a KNT

Minimalizujte formuly z predchadzajiceho prikladu. I

RieSenie vyuzitim zndmych tautoldgii:
(XAVAZ)V(XAYyAZWN(XAyANzZ)V(xXANyAz)H
HIRAZDAFVIVIYAZ)ARYX)]HEAZ) V(v Az)-MDT

(xVyVZ)AXVyVZ)AXVyVZ)A(XVYVz)H
A

Hl(yVZ)VIXAX)A[XVZ)V(zAZ)|H(y VZ)A(XV z)-MKT

Riesenie pomocou Karnaughovej mapy:

[ Z— Y2

000 010 011 001
i
1

111@ L]1
010

100 110 111 101
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Najdite minimélny konjunktivny tvar a minimalny disjunktivny tvar
boolovskej funkcie f(p, g, r), ktord ma dplny DNT

(pANgAF)V(BAGAT).

Riesenie. Z tplného DNT vyplyva, Ze funkcia f(p, g, r) nadobiida hodnotu 1 len v
argumentoch 111 a 001. Zapiseme hodnoty f(p, g, r) do Karnaughovej mapy.
q r qg__ 1T

00]0]1 000
loJlol1]fo] pllo|0 @0

KedZe jednotky nevieme zdruZit, tplny DNT je sti&asne minimalny disjunktivny
tvar.
Minimalny konjunktivny tvar je (ﬁ\/ q) A (p \% 6) A r.

p
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Najdime minimalny disjunktivny tvar a minimélny konjunktivny tvar
boolovskej funkcie styroch premennych f(p, g, r, s), ktord nadobiida hodnotu 0
iba v argumentoch 0010, 1000, 1010, 1001, 1100, 1101, 1011.

Riesenie. s
00 10 11 01 00, 10 ;11 01
o/ 1([0]] 1]1 o 1011
w|ollloll ollo] 0 0[0|0]0
pq pq —
1 0| 1 {110 ] 1 0 |[1T]1]]0
o 11|11 o] 1|l |[1]] 11
Minimalny konjunktivny tvar je (5V q) A (gVFVs) A (pVr). |
Minimalny disjunktivny tvar je (p A7) V (gAr) V (PAs).
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Najdime minimalny disjunktivny tvar boolovskej funkcie piatich premennych
f(p,q,r,s,t), ktord nadobida hodnotu 0 iba v argumentoch (0,0,0,1,0),
(1,0,1,1,0), (1,1,1,1,0), (0,1,0,1,0), (0,0,0,1,1), (0,1,0,1,1), (1,0,1,1,1),
(1,0,0,1,1), (1,1,1,1,1), (1,1,0,1,1).

;
/\
0 1
rs rs
00 10 11, 01 00 10 11, 01
ol T 1] 1] 0 Tl 1o
w 101/ 0|1 1110 1]0
|1 1]
n1l1lfola] [1]1lo]o
o 1M1 0 11| 0

MDT: )V (pATAL)V(BAT).
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Neorientované grafy
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Definicia a zakladné typy grafov

Graf G je usporiadand dvojica (V, H), kde V je nejakd neprdzdna mnoZina a H je
mnoZina dvojprvkovych podmnoZin mnoZiny V. Prvky mnoZiny V' nazyvame
vrcholy grafu G a prvky mnoZiny H nazyvame hrany grafu G. Zapisujeme
G=(V,H).

Graf je teda rydzo kombinatoricky objekt, ktory ddva do vzajomnych vztahov
prvky dvoch mnoZin. Grafy budeme zndzorfovat kreslenim do roviny. Vrcholom
grafu sa priradia body roviny a hrany sa vyjadruji spojenim prislusnych dvojic
bodov rovnymi alebo zakrivenymi &iarami. Takému znazorneniu grafu budeme
hovorit diagram grafu.

Dva rézne grafy mdZu mat rovnaky diagram a naopak, ten isty graf sa da
znazornit pomocou dost nepodobnych ,,obrazkov".

1 1 d
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Incidencia a susednost v grafe

Budeme hovorit, %e hrana {u, v} inciduje s vrcholmi u a v (v diagrame sii vrcholy
u a v spojené &iarou). Dva vrcholy sa nazyvaji susedné, ak incidujd s tou istou
hranou, dve hrany nazyvame susedné, ak incidujd s tym istym vrcholom.

Niekedy sa na rieSenie problémov z praxe vyuZivaju aj grafy s viacndsobnymi
hranami (v diagrame je dvojica vrcholov spojend viacerymi &iarami), tzv.
multigrafy, alebo grafy, v ktorych hrana (tzv. slutka) inciduje dvakrét s tym istym
vrcholom. Ak graf mdZe obsahovat slu¢ky aj ndsobné hrany, hovorime

o pseudografe.

Pre m, n € N definujeme tieto $pecialne typy grafov:

Diskrétny graf na n vrcholoch je graf D, = (V,0), kde |V| = n.

Kompletny graf na n vrcholoch je graf K, = (V, H), kde |V| = n a H obsahuje
vietky dvojprvkové podmnoZziny vrcholovej mnoziny (v diagrame je spojend hranou
kazda dvojica vrcholov).

Kompletny bipartitny graf Ky, , = (V, H) je graf, v ktorom

V={u,...,un}U{vi,...,vn}, H={{u,vi};,i=12,....m j=1,2,...,n}
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|lzomorfizmus grafov

Dva grafy G a G’ povaZujeme za rovnaké, ak maji totozné mnoZiny vrcholov a
hrén, teda G = G’ znamend, ze V(G) = V(G') a E(G) = E(G’). Mnoho grafov
sa v3ak |i%i iba oznaenim svojich vrcholov a hran.

Dva grafy G = (V,H) a G’ = (V', H') sa nazyvajii izomorfné, ak existuje
bijektivne zobrazenie f : V. — V' také Ze pre vietky u,v € V plati:

{u,v} € H prdve vtedy, ked {f(u),f(v)} € H'.
Zobrazenie f nazyvame izomorfizmus grafov G a G'. Fakt, Ze grafy G a G’ su
izomorfné zapisujeme G = G'.

Z definicie 4.2 vyplyva, Ze pre dva izomomorfné grafy G; = (V4, Hy) a
Gy = (Vo, Hp) plati |Vy| = |Val, |Hi| = |Ha|. Je zrejmé, Ze splnenie tychto dvoch
podmienok este nezaruluje, Ze nejaké dva grafy sd izomorfné,
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Podgraf a faktor grafu

Hovorime, Ze graf Gy je podgrafom grafu G, ak V(G;) C V(G) a H(Gy) C H(G).
Zapisujeme to: Gy C G.

Podgraf G' = (V' H') grafu G = (V, H) nazyvame faktor grafu G, ak V = V".

Faktor grafu je teda taky podgraf, ktory obsahuje vietky vrcholy daného grafu.
Rézne faktory sa mézu Ii§it nielen po&tom hran, ale aj réznym zloZenim hranovych
mnozin. Diagramy vSetkych faktorov grafu Kj:

Graf K3 m3 teda 8 faktorov (vrcholy na tej istej pozicii méZeme uvaZovat za
rovnako ozna&ené), z nich 4 sd navzdjom neizomorfné.
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Stupeni vrchola v grafe

Nech G je graf a v jeho vrchol. Symbolom dg(v) oznac¢me pocet hran
incidujuicich s vrcholom v. Cislo d¢(v) nazyvame stupen vrcholu v v grafe G.
Ak 0¢(v) = 0, vrchol v nazyvame izolovany vrchol.

Graf nemdZe mat (plne lubovolné stupne vrcholov. Maximdlny stupei A(G)
v grafe s n vrcholmi je A(G) < n— 1 a minimdIny mdZe byt 0 (izolovany vrchol).
Ak ma graf v3etky vrcholy rovnakého stupiia k, nazyvame ho pravidelnym grafom

stupria k. Kompletny graf K, je pravidelnym grafom stupfia n — 1.
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Pre kazdy graf G = (V, H) plati

" ba(v) = 2/H(G)|. (1)

veV

Dékaz. Dékaz urobime matematickou indukciou vzhladom na potet hran grafu.
1. Ak |[H(G)| =1, tak graf ma 1 hranu a teda 2 vrcholy stupiia 1. Teda

. dg(v) =2 =2[H(G)|.

veVv

2. UkdZeme, Ze ak vztah (1) plati pre graf s m hranami, potom plati aj pre graf

s m+ 1 hranami. Nech G je graf s m + 1 hranami. Odobratim [ubovolnej hrany h

z G dostdvame graf G’ s m hranami, pre ktory plati >  dg/(v) = 2m. Vrcholy
veVv(G’)

grafov G G’ maju rovnaké stupne vrcholov s vynimkou krajnych vrcholov hrany h,
> de(v) = Z 5(;/() +2=2. m+2—2 (m+1)=2-|H(G)|. O
veV(G) veVv(G

Dosledok

Pocet vrcholov s nepdrnym stupiiom je v kaZdom grafe &islo parne. Specidlne, ak
k je nepdrne, tak pravidelny graf stupfia k musi mat parny po&et vrcholov.
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Grafova postupnost

Definicia
Kone&nd postupnost nezdpornych Cisel s, sy, . .., s, je grafovd, ak je moZné

zostrojit graf G s n vrcholmi, v ktorom st stupne vrcholov rovné &islam v tejto
postupnosti.

| \

Veta
Nech pre postupnost nezdpornych &isel s, s, ...,s, platis; > s > s3> --- > s,
kde 1 < s; < n— 1. Postupnost s1,5,,...,s, je grafovd prave vtedy, ked je

grafovd postupnost

52_1’ 53_1""’551+1 _17 Ss14+25 -+ -5 5n- (2)
5 4 4 3 3 2 2 1
33 2 2 1 2 1
Rozhodnite, & postupnost &isel 3 3.2 2 2 11
4,3,2,35,24,1 je grafovd 2 1.1 2 1 1
19,4,9,9,4,4,1 j€ & . 5 2 1 111
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Suvislost grafu

Definicia
Sledom dlzky n medzi vrcholmi u a v v grafe G = (V, H) nazyvame postupnost

vrcholov a hran
Vo, hl» Vi, h27 V2, ..y Vn-1, hm Vn,

kde v; € V pre i =0,1,2,...,n, pricom vo = u, v, = v a hiy1 = {v;, viy1} pre
i=0,1,...,n—1. Ak u = v, tak sled je uzavrety. Ak u # v, tak sled je otvoreny.

Pre sled nepozadujeme, aby vrcholy a hrany boli rozne.

Tah je sled, v ktorom sii véetky hrany rozne.

Cesta je sled, v ktorom st v3etky vrcholy a hrany rdzne. Dizka cesty je polet jej
hran. Cestu dfiky noznalujeme P,.

KruZnica je uzavretd cesta dfiky aspoil 3. Kruznica C, dfiky n ma prave n
vrcholov.

Hovorime, Ze graf G je suvisly, ak pre kaZdé dva jeho vrcholy u a v existuje v fiom
cesta z u do v. Graf, ktory nie je suvisly, sa nazyva nestvisly.
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Komponent grafu

Komponent grafu je kaZdy jeho maximalny stvisly podgraf (t.j. taky sivisly
podgraf, Ze po pridani [ubovolnej hrany vznikne nestivisly graf).

; a d V g oj
? i blA c f h
(a) (b) (©

Na obr. (a) je priklad sivislého grafu, pritom na obr. (b) je priklad nestivislého
grafu s 2 komponentmi. Na obr. (c) je nesdvisly graf s tromi komponentmi.
Savisly graf ma iba jeden komponent.
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Nech G = (V, H),

V| = n, je graf, v ktorom su&et stupfiov lubovolnej dvojice
nesusednych vrcholov je aspori n — 1. Potom graf G je sdvisly.

Dokaz. Vetu dokdzeme sporom. Predpokladajme, Ze G je neslivisly, teda obsahuje
aspofi dva komponenty G; a Gy. Nech |Vg,| = ma |Vg,| = k, m+ k < n. Pre
lubovolné dva vrcholy u € Gy, v € G, (teda nesusedné vrcholy) plati

6(u) <m—1,6(v) < k—1. Potom

(u)+o(v) <(m—-1)+(k—1)=(m+k)—2<n-2,

¢o je spor s predpokladom, Ze stiet stuptiov [ubovolnej dvojice nesusednych
vrcholov je aspon n — 1. [l

Artikuldcia je vrchol grafu, ktory ak z grafu vynechdme (aj hrany, ktoré s nim
inciduji), porusi sa stvislost grafu (v nestivislom grafe sa zvi&i polet
komponentov). Hranu, ktorej vynechanie z grafu ma za nasledok poruZenie

stvislosti grafu, sa nazyva most.

Nech G = (V, H), |V| > 2, je svisly graf. Potom v grafe G existuji aspofi dva
vrcholy také, %e vynechanim lubovolného z nich sa stvislost neporusi.
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Nech G = (V, H) je koneé&ny stivisly graf. Potom plati

VI (VI-1)

VI-1<|H| <
VI-1<|H < ==

Doékaz. Polet hran v grafe je zhora ohrani¢eny po¢tom dvojprvkovych mnoZin

z | V| prvkov, ktory je rovny (" = M Teda plati prava nerovnost.
Lavii nerovnost dokaZeme matematickou mdukcnou vzhladom k po¢tu vrcholov.
1. Pre |V| =1 tvrdenie plati, kedze |[H| =0=|V|— 1.
2. Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre [ubovolny stvisly graf s n vrcholmi. Nech
G = (V, H) je sivisly graf s n+ 1 vrcholmi. Podla predchddzajicej vety existuje
v grafe G vrchol v, vynechanim ktorého vznikne sdvisly graf G’ = (V' H') s n
vrcholmi.
Z induk&ného predpokladu |H'| > |V’| — 1 dostdvame

Hl = H'+6(v) = V[ =1+6(v) = [V]-1+6(v) -1 = |V|-1,

lebo §(v) > 1. Teda |H| > |V]| — 1. O
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Definicia
Nech G = (V, H) je siivisly graf. Vzdialenost d(u, v) vrcholov u, v grafu G je
dlzka najkratsej cesty spdjajiicej vrcholy u a v.

Definicia

Nech G = (V, H) je sivisly graf.

Excentricita vrcholu u € V je &islo e(u, G) = maxyeyv d(u, v).

Priemer grafu G je &islo P(G) = max,cv e(v, G).

Polomer grafu G je &islo r(G) = min,cy e(v, G).

Stred grafu G je mnoZina vrcholov, ktorych excentricita je rovnd polomeru.

Veta
Nech G = (V, H) je sivisly graf. Potom plati

1(G) < P(G) < 2r(G).
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Maticové reprezentacie grafov

Nech G = (V,H) je graf, V. ={vi,va,...,vo} a H={h1, hp,..., hp}.
Maticou incidencie grafu G nazyvame maticu A = (a;) typu (n, m), ak pre jej
prvky plati

S 1, ak hrana h; je incidentnd s vrcholom v;,
Y71 0, v ostatnych pripadoch.

Definicia
Nech G = (V, H) je graf s vrcholovou mnozinou V = {vi,v,,..., v,}.
Matica susednosti grafu G je Stvorcovd matica B = (bj;) rddu n, ak pre jej

prvky plati
b — 1, ak{v,v}eH,
Y71 0, v ostatnych pripadoch.

v
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MNEL

Napi$te maticu incidencie a maticu susednosti zobrazeného grafu.

hi hy hs hy hs hg
%1 1 0 1 0 1 0
A= v 11 0 1 0 O
v3 0 0 0 1 1 1
Vg 0 1 1 0 0 1

%1 Vo V3 W

v 0 1 1 1

B= v 1 0 1 1

v3 1 1 0 1

Va 1 1 1 0

Vlastnosti matic A, B:
o Kazdy stfpec matice A obsahuje prave dve jednotky.
® Riadok matice A odpovedajtci vrcholu v; obsahuje prave 6(v;) jednotiek.
® Matica B je symetrickd a na jej hlavnej diagondle st nuly.
* Riadok (stipec) matice B odpovedajiici vrcholu v; obsahuje prave 6(v;)
jednotiek.
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Nech B je matica susednosti grafu G = (V, H), |V| = n. Oznatme BY) maticu,
ktord dostaneme z matice B pridanim jednotiek na hlavni diagonalu. UvaZujme

maticu B® = (b,(-j2)) takd, e B® = BW . BM_ 7 nisobenia matic je zrejmé, Ze

@ _ N~ 1))
b’ =) bi by,
k=1

priom ale v tomto sii¢ine matic budeme pouZivat tzv. boolovské s¢itavanie a
nasobenie

(1-1=1, 0:1=1.-0=0-0=0, 140=0+1=1+1=1, 0+0=0).
Vieobecne méZzeme uvaZovat maticu

g(m — g(m=1) pg@)
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Veta

Majme maticu susednosti B suvislého grafu G = (V, H), |V| = n. Potom pre

Iubovolné k, k =1,2,...,n, je prvok b,g.k) matice B rovny jednej prave
vtedy, ak d(v;, v;) < k.

Désledok
Nech G = (V,H), |V| = n.
® G je suvisly prave vtedy, ked prvky matice B\""™Y) sii iba jednotky:.

® Pre kaZdé dva rézne vrcholy grafu G = (V, H) plati

d(vi, v;) = min{k; b,g.k) =1}.

Veta

Nech A je matica incidencie, AT je k nej transponovana matica a B je matica
susednosti grafu G = (V, H). Nech D = (dj;) je diagonalna matica s prvkami
di = 6(v;). Potom

A-AT=B+D.
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MNEL

N4jdite vietky dvojice vrcholov, ktorych vzdialenost je presne 3 a vietky dvojice
vrcholov, ktorych vzdialenost je viac ako 3 v grafe zadanom maticou susednosti

OO+ OOoOOo
=== O OO
== O OOOoO
[cNeNeNoll
_H O ORKFHO
O, OR RO

RieSenie. Pridanim jednotiek na hlavni diagonalu dostaneme maticu BW . Maticu

B(® ziskame nasobenim BM . BM) a maticu B®) nasobenim B®) . BM). Postupne
teda dostdvame:

1 0 0 1 0 0 11 0 1 0 0 11 0 1 1 1

01 0 1 1 1 11 1 1 1 1 11 1 1 1 1

BW_ 0O 0 1 0 1 1 B@— 0O 1 1 0 1 1 BO— 0 1 1 1 1 1

1 1.0 1 0 0 | 11 0 1 1 1 | 11 1 1 1 1

01 1 0 1 1 001 1 1 1 1 11 1 1 1 1

01 1 0 1 1 001 1 1 1 1 11 1 1 1 1
Dostavame:

d(Vl, V5) =3, d(Vl7 Vg) =3, d(V37 V4) =3, d(Vl, V3) > 3.



Strom je neprazdny suvisly graf, ktory neobsahuje kruznice. Les je graf,
ktorého komponenty su stromy.

Na ozna&enie stromov budeme pouZivat oznaZenie T = (V, H).
Je zrejmé, Ze kazdy suvisly podgraf stromu je tieZ strom Ze kaZdy nestvisly
podgraf stromu je les.

AN K AN

had hviezda rozhodovaci strom
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Nech T = (V, H) je strom a |H| > 1. Potom v T existuju aspon dva roézne
vrcholy, ktoré maji stupen rovny ¢islu 1.

Dékaz. Dizka kazdej cesty v T je maximalne rovnd &islu |H|. Vezmime cestu
maximalnej dlzky, ozna&me ju P, a jej dizku d,, < |H|. Nech P, m3 krajné
vrcholy x, y. DokdZeme, Ze vrcholy x, y maju stupeii 1.

Dokaz urobime sporom.

Predpokladajme, Ze §(x) = 2. Potom existuje hrana h = {w, x}, ktord nepatri do
Ppm. Vrchol w nepatri do P,,, lebo by T obsahoval kruznicu. Cestu (w, h, x)
oznalme P; a zostrojme cestu Pi Pp,. Jej dizka je dm + 1, &o je spor

s predpokladom, %e P, je cesta maximalnej dizky. Teda 6(x) = 1.

Podobne dokazeme, Ze 6(y) = 1. O
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Nech T = (V, H) je strom. Potom

Hl = V] -1. 3)

Dékaz. Dékaz urobime matematickou indukciou vzhladom na podet vrcholov.

1. Ak |V| =1, tak graf neobsahuje Ziadnu hranu, teda |H| = |V|—-1=0.

2. UkdZeme, Ze ak vztah (3) plati pre graf s n vrcholmi, potom plati aj pre graf s
n+ 1 vrcholmi. Nech T = (V, H) je strom s n+ 1 vrcholmi. Podla
predchadzajdcej vety v T existuje vrchol x taky, Ze §(x) = 1. Ak odstranime z T
vrchol x, dostaneme strom T’ = (V’, H') s n vrcholmi.

Podla induk&ného predpokladu plati |[H'| = |V/| — 1. KedZe |V| = |V/|+1a

|H| = |H'| + 1, dostdvame

Hl=H[+1=|V|-1+1=|V|=|V|-1L

Suvisly graf je stromom prave vtedy, ak medzi kazdou dvojicou jeho vrcholov
existuje prave jedna cesta.
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Polomer a priemer stromu

Nech T = (V, H) je strom. Ak jeho priemer je ¢islo parne, tak stredom stromu
je jediny vrchol a P(T) = 2r(T). Ak jeho priemer je ¢islo nepdrne, tak
stredom si dva susedné vrcholy a P(T) = 2r(T) — 1.

Postup pri hladani stredu stromu:

Vynechdme vietky vrcholy stupiia 1 (aj s hranami, ktoré s nimi incidujd).
Dostaneme opit strom a proces opakujeme. Mdme dve moZnosti:

1. Na konci dostaneme jedinu hranu, vtedy stred pozostava z dvoch vrcholov.
2. Dostaneme jediny vrchol, ktory je stredom. Polomer r(T) je rovny poctu
iteracii.
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MNEL

Ndajdeme stred, polomer a priemer stromov T1, T.

[

xl oO——0—=o0 —_—> (¢]

Stred stromu Ty pozostdva z vrcholov u, v. Polomer je r(Ty) = 3, priemer je
P(T1)=5=2-r(T)-1.

Stred stromu T, pozostava z vrcholu x. Polomer je r(T,) = 2, priemer je
P(Tz) =4=2. r(Tz).
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Kostry a kruznice

Kostra grafu G = (V, H) je taky jeho faktor, ktory je stromom.

Kostru mdZeme charakterizovat aj ako stivisly podgraf daného grafu, ktory
obsahuje v3etky jeho vrcholy a neobsahuje kruZnicu. Je zrejmé, Ze v grafe G
existuje kostra prave vtedy, ak je graf G suvisly. Ak je graf G strom, potom v fiom
existuje jedina kostra, ktorou je prave graf G.
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V grafe G = (V, H) existuje kostra prave vtedy, ked G je suvisly graf. Potom
T je kostra grafu G.

Doékaz.

1. Nech v G existuje kostra. Potom G je sivisly, lebo kostra je suvisly graf, ktory
je podgrafom G.

2. Nech G je suvisly graf. Ak G je strom, potom sa G rovna svojej kostre. Ak G
nie je strom, potom obsahuje kruZnicu. Vynechanim [ubovolnej hrany kruZnice
vznikne stvisly podgraf. Ak neobsahuje kruznicu, je to kostra. Ak ano,
pokralujeme rovnako, aZ kym nedostaneme faktor grafu, ktory je stromom.

Nech G = (V, H) je stvisly graf a T je jeho podgraf s |V| — 1 hranami
neobsahujuci kruznice. Potom T je kostra grafu G.
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Definicia

Nech G = (V, H) je sdvisly graf a T = (V, H(T)) je nejakd kostra grafu G.
Hrany kostry T nazyvame vetvy a ostatné hrany nazyvame tetivy grafu G
vzhladom na kostru T.

Veta

Nech G = (V, H) je sdvisly graf, T = (V,H(T)) je nejakd kostra grafu G a h je
lubovolnd tetiva grafu G vzhladom na kostru T. Potom graf T + h obsahuje
prave jednu kruZnicu.

Definicia

Nech Hy = {hy, ha, ..., hjj—|v|41} je mnoZina tetiv siivislého grafu G = (V, H)
vzhladom na kostru T. Oznaéme C; kruZnicu, ktord vznikne pridanim tetivy h; ku
kostre T. Systém kruznic {Cy, Ca, ..., Ciyj—|v|+1} nazyvame fundamentalny
systém kruZnic grafu G vzhladom na kostru T.

‘ »
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Pocet kostier grafu

Veta (Cayley, 1889)

Pocet vsetkych roznych kostier kompletného grafu K, pre n > 2 je rovny ¢islu
n"=2,

Nech G = (V, H), |V| = n, je stvisly graf. Nech B je matica susednosti a D je
diagondlna matica s prvkami d; = 6(v;) grafu G. Oznatme D; — B; maticu ridu
n — 1, ktori sme vytvorili z matice D — B vynechanim i—tého riadku a i—tého
stipca pre lubovolné i € {1,2,...,n}. Potom pre potet p(T) vietkych réznych
kostier grafu G plati

p(T) = det(D,- — B,)
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MNEL

Vypoditajme pocet réznych kostier grafu na obrazku.

e e (5

a b a b a b

Riesenie. Najprv napiSeme matice

a a b c d e 300 0 0
01 1 1 0
bl ] o1 1 o 03 000
B= ¢ D=| 0 0 4 0 o0
110 1 1|’ '
d 000 40
111 0 1 6 0 0 0 2
€ 001 1 0
3 -1 -1 -1 0 s 1 1 o
-1 3 -1 -1 0 1 s 1o
D-B=| -1 -1 4 -1 1|, D3-B3=
-1 -1 4 -1
1 -1 -1 4 -1 o o 1 o
0 0 -1 -1 2

a det(D3 — B3) = 40. Teda pocet kostier grafu je p(T) = 40. Je zrejmé, Ze
niektoré z kostier sii navzdjom izomorfné.
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Farbenie vrcholov grafu

Farbenie vrcholov grafu nazyvame reguldarne, ak vrcholy incidentné s tou istou
hranou (susedné vrcholy) maju rozne farby.

o’
;-

Grafu G = (V, H) je k-chromaticky, ak na jeho reguldrne zafarbenie staci k
farieb. Chromatické ¢islo x(G) grafu G je najmensie ¢islo k také, ze graf G je
k-chromaticky.

Plati:  x(K,)=n, x(D,)=1.

Kazdy strom s aspon jednou hranou mé chromatické ¢islo dva, teda x(T) = 2.
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Nech n > 2. Ozna¢me Gy, kruznicu dfiky 2n a Co,—1 kruznicu diiky 2n—1.
Potom x(Ca,) =2 a x(Gp—1) = 3.

Veta

Graf G = (V,H), H # () ma chromatické ¢islo dva prave vtedy, ked
neobsahuje kruznicu nepéarnej dlzky.

Definicia
Graf G = (V, H), H # () sa nazyva bichromaticky, resp. bipartitny, ak ma
chromatické ¢islo dva.

| A

\

V bipartitnom grafe sa zafarbenim vrcholov rozloZi vrcholovd mnoZina na dve
mnoZiny Vi, Vo, ViN Vo, =0, Vi U Vo, = V také, Ze kazdad hrana ma jeden krajny
vrchol v mnoZine V; a druhy krajny vrchol v mnoZine V,. Bipartitny graf

s maximalnym po&tom vrcholov je kompletny bipartitny graf a pre Vi = m,

V> = n ho oznalujeme Ky, p.
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Farbenie hran

Farbenie hran grafu nazyvame regularne, ak ziaden vrchol neinciduje s dvoma
alebo viacerymi hranami rovnakej farby.

Chromaticky index X(G) grafu G je ¢islo k, ktoré je rovné najmensiemu poctu
farieb, potrebnych na regularne zafarbenie hran grafu.

A\

Veta

Nech m je maximum stupiiov vrcholov grafu G = (V, H). Potom plati:

X(G) <m+1, m<X(G) <m+ 1

A\
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Eulerovské grafy

Pojmy a vlastnosti, ktoré si uvedieme v tomto paragrafe, sa vyuZivaja pri
rieSeniach praktickych tdloh za pomoci tedrie grafov.

Jednou zo zakladnych (a najstargich) dloh tykajdcich sa grafov je nasledujica
otdzka: D4 sa nakreslit diagram daného grafu G = (V, H) jednym uzavretym
tahom bez zdvihnutia ceruzky z papiera tak, aby sme po Ziadnej hrane
neprechadzali viackrat?

Matematicky mozeme tlohu sformulovat takto: D4 sa v grafe ndjst uzavrety sled,
v ktorom sa kaZdd hrana vyskytuje prave raz?

Uzavrety eulerovskym tah je uzavrety sled, v ktorom sa kazd4 hrana
vyskytuje prave raz.

Graf je eulerovsky prave vtedy, ked’ sa dé pokryt uzavretym eulerovskym
tahom.
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Veta (Charakteristika eulerovskych grafov)

Graf je eulerovsky prave vtedy, ak je suvisly a kazdy jeho vrchol ma parny
stupen.

Veta

Graf G moZzeme pokryt jednym otvorenym tahom prave vtedy, ak je stvisly s
prave dvomi vrcholmi neparneho stupna.

| \

Veta

Graf G mo6zeme pokryt p otvorenymi tahmi prave vtedy, ak je stvisly s 2p
vrcholmi neparneho stupna.

| A\

Pri hladani uzavretého eulerovského tahu za¢neme v [ubovolnom vrchole a po
hrane s nim incidentnej prejdeme do nejakého susedného vrcholu. PouZitd hranu
z grafu odoberieme a postupujeme rovnakym spdsobom dalej aZ sa nakoniec
vratime do vrcholu, v ktorom sme za&inali. Vyber hrany je viazany iba
podmienkou, aby jej vypustenim nevznikol nesivisly graf (izolované vrcholy
pripi§tame, ale $tartovaci vrchol sa stane izolovanym aZ v poslednom kroku).

Pri hladani otvoreného tahu v grafe s dvomi vrcholmi neparneho stupiia za&neme
aj skon&ime vo vrchole neparneho stupiia.



Hamiltonovské grafy

Hamiltonovska kruznica v grafe G je kruznica obsahujica vSetky vrcholy grafu
G. Graf nazyvame hamiltonovsky, ak obsahuje aspon jednu hamiltonovski
kruznicu.

Aby bol graf hamiltonovsky, musi byt koneény, siivisly, musi obsahovat aspofi
jeden vrchol a nesmie obsahovat mosty ani artikuldcie. Av&ak ani splnenie
uvedenych podmienok nezaruuje existenciu hamiltonovskej kruznice. Napriklad
Petersenov graf nie je hamiltonovsky.

Problém existencie hamiltonovskej kruZnice je mi-
moriadne ndro¢ny a doteraz nepozndme Ziadnu jedno-
duchd charakteristiku hamiltonovskych grafov. Tejto
problematike sa venuje velké mno¥stvo matematikov
a dosiahli obrovské mnoZstvo &iastoénych vysledkov,
nie v8ak nutnd a postalujlicu podmienku existencie
hamiltonovskej kruznice.

Petersenov graf



Postalujlice podmienky pre hamiltonovské grafy

Nasledujtice vety predstavuji postalujlice, aviak nie nutné podmienky pre
hamiltonovské grafy.

Veta

Nech G = (V, H) je graf, |V| = n, n > 3. Ak stupen kazdého vrcholu grafu je
asponi 3, tak G je hamiltonovsky graf.

Veta

Ak pre Tubovolné dva nesusedné vrcholy u, v grafu G = (V, H), |V| =n, n > 3,
plati

| A

o0(u) +0(v)>n

tak graf G je hamiltonovsky.

Nech G = (V, H) je graf, |V| = n, n > 3. Nech pre kazdé celé ¢islo j, 1 <j < §
je pocet vrcholov stupna najviac n mensi ako j. Potom graf G je
hamiltonovsky.
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Nech G = (V, H) je graf, |[V| = n, n >3 a G je bipartitny graf (x(G) = 2).
Nech V; je mnozina vrcholov i-tej farby, i = 1,2. Ak |V4| # |V,|, tak G nie je
hamiltonovsky.

Specidlne, bipartitny graf s neparnym poctom vrcholov nikdy nie je hamiltonovsky.

Nech G = (V, H) je graf, |V| =n, n > 3. Nech V' = {x1,x2,...,xk}, k < n,
pricom plati, Ze vynechanim vSetkych vrcholov z V'’ vznikne nestvisly graf
s asponl k + 1 komponentmi. Potom graf G nie je hamiltonovsky.
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Planarne grafy

Graf G = (V, H) je plandrny (rovinny), ak jeho diagram v rovine moézeme
zostrojit tak, Ze dve rozne hrany majt spoloéné nanajvys krajné vrcholy. Ak
G nie je planarny, tak ho nazyvame neplanarny.

V pripade plandrneho grafu ide teda o ,, moZnost "
nakreslit jeho diagram poZadovanym spdsobom.
Planarny je napriklad graf Kj,, ktorého dva dia-
gramy su na obrazku, hoci v jednom z nich sa
hrany pretinaji. Diagram bez pretinania hran roz-
deluje rovinu na disjunktné oblasti (ak obsahuje
aspoh jednu kruZnicu) a tie budeme nazyvat ob-
lastami plandrneho grafu. Neohrani¢eni oblast
nazyvame vonkajsia.
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Eulerova veta

Veta (Eulerova veta o planarnych grafoch)

Nech G = (V/, H) je sdvisly plandrny graf. Nech r je pocet oblasti grafu G. Potom
plati

|H —|V|+2=r. (4)

Dokaz. Dékaz urobime matematickou indukciou vzhladom na potet oblasti r.

1. Pre r = 1 graf neobsahuje kruZnicu, teda je to strom a preto H = |V/| — 1.
Odtial
|H —|V|+2=|V|-1—|V|+2=1=r.

2. Nech (4) plati pre vZetky grafy, ktoré maji r oblasti. Nech G’ = (V',H') m4
r" = r 4+ 1 oblasti a ozna¢me vonkaj&iu oblast o. Vyberme oblast, ktord susedi so
o a ozname ju o1. Nech hranica medzi o a oy je cesta (kruZnica) P. Vynechajme
z G’ hranu cesty P. Dostaneme graf G = (V, H), pre ktory plati |V'| = |V/],
|H|=|H|' = 1ar —1=r. KedZe pre G plati Eulerova veta, dostdvame

H'|—|V'[+2=|Hl+1—-|V|+2=(H| - |V|+2)+1=r+1="/".
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Ak je kaZdd oblast plandrneho grafu G = (V, H) ohrani&ena kruZnicou, ktord m3
k hran, potom plati

-2
H] =k L (5)

Dokaz. Kazda hrana je obsiahnuta v hranici dvoch oblasti. Pre plandrny graf s r
oblastami teda plati k - r = 2|H|. Po dosadeni za r z Eulerovej vety dostdvame
k-(|H|—|V|+2)=2|H| = k-|H| — k|V|+2k =2|H| =

V-2

HI(k—2) = K(IV| = 2) = [H] = k- L.

Ak G = (V, H) je sdvisly plandrny graf, tak |H| < 3|V| — 6.

Ddkaz. UvaZzujme maximalny planarny graf, teda graf, v ktorom sa pridanim
lubovolnej hrany porudi planarita. V takomto grafe st vietky oblasti ohrani¢ené
kruznicou dizky 3, (tzv. trojuholnikom). Po dosadeni k = 3 do vztahu (5)
dostdvame |H| = 3(|V| —2) = 3|V| — 6. KedZe G nemusi nutne byt maximalny
plandrny graf, plati nerovnost |H| < 3|V/| — 6.



Désledok

@ KaZdy plandrny graf obsahuje aspori jeden vrchol, ktorého stuperi je mensi
ako Sest.

® Graf Ks je neplanarny.

Ak G = (V, H) je sdvisly plandrny graf bez trojuholnikov, tak |H| < 2|V/| — 4.

Dosledok
Graf K3 3 je neplandrny.

Grafy Ks a K33 predstavuji najmensie neplandrne grafy. Ks md najmensi pocet
vrcholov a K3 3 najmensi polet hran zo vietkych neplandrnych grafov. Tieto dva
grafy hraji velmi ddleZitd tlohu pri charakterizacii planarnych grafov.
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Homeomorfné grafy

UvaZujme graf G = (V, H) s aspofi jednou hranou. Ak z neho vynechdme hranu
{u, v} a nahradime ju dvoma novymi hranami {u, z} a {z, v}, povieme, Ze novy
graf vznikol rozpolenim hrany.

Dva grafy nazyvame homeomorfné, ak si izomorfné, alebo vznikli postupnym
rozpolovanim hran (aspoii u jedného z nich) z toho istého grafu.

& Go Gs
Grafy Gy, Gg, G7 s
homeomorfné.
GG C7V7
Gs Grafy Gy, Gs, Gs sl

homeomorfné.
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Veta (Kuratowského veta)

Graf G je planarny prave vtedy, ak neobsahuje podgraf homeomorfny s grafom
Ks ani s grafom Kj 3.

V Petersenovom grafe ndjdite podgraf homeomorfny s grafom Ks 3.
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Digrafy
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Definicia digrafu

Nech V = {vi,vs,...,vs} anech HC (V x V)\ {(v1,v), (v2,2), ..., (Vn, Va)}
Digraf 8 Jje usporiadand dvojica mnoZin G = (V, H).

Ak hrana h = (u,v) € H, nazyvame vrchol u zatiato¢nym a vrchol v koncovym
vrcholom orientovanej hrany h. Hrany hy = (u,v) a hp = (v, u) nazyvame opacne
orientovanymi hranami. Zru$enim orientdcie digrafu méZeme dostat graf alebo
multigraf. Naopak, orientaciou hran grafu vZdy dostaneme digraf. Ak ku kaZzdej
hrane h = {u, v} grafu G = (V, H) vytvorime dve opa&ne orientované hrany

h = (u,v) a h" = (v, u), dostaneme symetrickl orientaciu grafu G.

Definicia

Dva digrafy 31 =(V1,H) a 82 = (Va, Ha) sa nazyvajii izomorfné, ak existuje
bijektivne zobrazenie f : Vi — V, také Ze pre vsetky u,v € V:

(u,v) € Hy & (f(u),f(v)) € Ha.

Zobrazenie f nazyvame izomorfizmom digrafov 81 a 82. Zapisujeme 81 = 82.

4
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Stupne vrcholov

Nech C = (V, H) je digraf. Ozna¢me 6% (v), resp 6~ (v) polet hran, ktorych
vrchol v je zagiatognym, resp. koncovym vrcholom. &islo 6% (v), resp. 6~ (v)
nazyvame vonkajsi, resp. vnitorny stuperi vrcholu v.

Pre vrcholy a hrany digrafu 8 = (V, H) plati

Zé+(v) = Zd‘(v) = |H|.

vev vev

Specialne nazvy pre vrcholy digrafu.
Nech v € V, potom ak:

dt(v) =07 (v), tak v je rovnovézny vrchol,
dt(v) >0, 6 (v)=0, tak v je pramei,
dt(v)=0, 6 (v)>0, tak v je Ustie,

dt(v) >d-(v) >0, tak v je zosilfiovat,
0<dt(v)<d(v), tak v je zoslabovat.
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Sled v digrafe 8 je postupnost vrcholov a hran v 8 ktord po zruseni orientdcie je
sledom v G. Di¥ka sledu je pocet jeho hran.

Spojenie v 8 je taky sled v G, v ktorom je zachovanid orientacia hran od
zadiato¢ného vrcholu ku koncovému.

Orientovany tah v % je také spojenie v 8 ktoré po zrudeni orientécie je tahom

v G (neopakuju sa hrany).

Drdha v 8 je také spojenie v 2 ktoré po zruseni orientdcie je cestou v G
(neopakujd sa vrcholy). Dizka dréhy je rovnd pottu jej hrén.

Cyklus v G je uzavretd draha. Potet jej vrcholov (hran) je dizka cyklu.
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Suvislost digrafov

;.

Definicia

Digraf je suvisly, ak je suvisly graf G, ktory vznikol zrusenim orientdcie v Z

v
. s

Nech G = (V, H) je sivisly digraf. Pod vzdialenostou d (u,v) z vrcholu u do
vrcholu v rozumieme diZku minimalnej drahy z u do v. Ak neexistuje draha z u do

v, tak j(u, v) = o0.

o’
-,

Digrafg = (V, H) je silne stivisly, ak pre lubovolné dva vrcholy u,v € V existuje

spojenie z u do v aj spojenie z v do u. Silnym komponentom digrafu
nazyvame kaZdy jeho maximalny silne sdvisly poddigraf.

5\
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Priklad
Zistite, ¢i digraf na obrazku je silne sdvisly. Ak nie, najdite silne sdvislé
komponenty.

Digraf nie je silne stvisly. Neexistuje spojenie napriklad z vrcholu d do vrcholu b.
Digraf obsahuje tri silné komponenty, a to:

C1= (Vi Hy), Vi = {a,f}, Hy = {(a. ), (f, a)}
2 = (V27 H2), V2 = {b7 ¢ 8, h}, H2 = {(ba C)? (C’ h)v (h7 b)v (gv h)? (bvg)}'

G5 = (Vs Hs), Vs = {d.e.j}, Hs = {(d. e). (e.)). . d)}.
Ak by sme pridali k tomuto digrafu hranu so za&iato&nym vrcholom v mnoZine V3
a koncovym v mnoZine Vi, takto ziskany digraf by bol silne sivisly.
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Nech 8 = (V, H) je suvisly digraf, v ktorom pre kaZdy vrchol v € V plati

0% (v) =1 alebo pre kazdy vrchol v € V plati §=(v) = 1. Potom ¢ obsahuje
prave jeden cyklus.

Dokaz. Matematickou indukciou vzhladom na potet vrcholov.

1. Pre digraf s dvomi vrcholmi tvrdenie plati.

2. Nech tvrdenie plati pre v3etky digrafy s n vrcholmi. UvaZujme digraf s n+1
vrcholmi. Ak 67 (v) = 1 pre vietky v € V, potom

Doty =d 1=|V|=> 5 (v)=HI

vev vev

Budeme rozliSovat dva pripady:
(i) 6= (v) =1 pre v8etky v € V. Potom 8 je tvoreny jedinym cyklom.
(i) Ak pre nejaky vrchol v € V plati 6= (v) > 1, potom musi existovat vrchol

u € V taky, ze §—(u) = 0. Ak vynechdme z G vrchol u a hranu z neho
vychddzajiicu, dostaneme digraf s n vrcholmi, v ktorom podla induk&ného
predpokladu existuje jediny cyklus. To sa nezmeni ani po vrateni vrchola u.
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Veta

Nech 8 = (V, H) je sdvisly digraf, v ktorom pre kaZdy vrchol v € V plati

dt(v) > 1 alebo pre kaZdy vrchol v € V plati §~(v) > 1. Potom ¢ obsahuje
aspori jeden cyklus.

Veta

Pre digraf G = (V, H) su nasledujiice tri tvrdenia ekvivalentné:

a) G je silne stvisly.

b) 8 Je suvisly a kaZda jeho hrana sa vyskytuje aspori v jednom cykle.

¢) Pre lubovolny rozklad {Vy, Va} vrcholovej mnoZiny V' existuji hrany hy, ha
také, Ze hy ma zaciato¢ny vrchol vo Vy a koncovy vo V, a hy ma zaciatocny
vrchol vo V5 a koncovy vo V.

A\
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Acyklické digrafy

Digraf E = (V, H), ktory neobsahuje cyklus, nazyvame acyklicky digraf.

Na obrazku s diagramy troch acyklickych digrafov 81, 82 a 23.

G, G, G,

Ak 8 = (V, H) je acyklicky digraf, je zrejmé, Ze aj kazdy jeho poddigraf je
acyklicky.

Nech € = (V, H), kde H # 0, je konetny acyklicky digraf. Potom v G existuje
aspori jeden prameri a aspoii jedno dstie.
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Nutnd a postalujica podmienka pre acyklické digrafy

Digraf 8 = (V, H) je acyklickym digrafom prdve vtedy, ak moZeme jeho vrcholy
oznadit &islami 1,2, ..., |V| tak, Ze kazd4 hrana (i, ) spliia podmienku i < j.

Dokaz.

1. Nech v digrafe mdzeme jeho vrcholy oznadit &islami 1,2, ..., |V| tak, Ze kazda
hrana (i, ) spiﬁa podmienku i/ < j. Nech existuje v G cyklus iy, fa, ..., in, i1.
Potom i1 < hh < --- < i, < i1, teda i1 < i1, o je spor. Teda 8 je acyklicky.

2. Nech 8 je acyklicky digraf. Potom existuje pramefi, ozna¢ime ho &islom 1. Ak
|V| # 1, vynechdme z G v3etky hrany, ktoré sii s tymto pramefiom incidentné,
Dostaneme acyklicky digraf, v ktorom existuje pramefi, ozna¢ime ho &islom 2.
Tento postup opakujeme, aZ dospejeme k diskrétnemu digrafu B =(V,0),
ktorého vrcholy st otislované &islami 1,2,... r <|V|. Ak r = |V|, sme s
otislovanim hotovi, Ak nie, neo&islovanym vrcholom priradime lubovolne &isla
r+1,r+2,....]V|
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Maticova reprezentacia digrafov

Nech 8 = (V, H) je digraf, V = {v1,va,..., v}, H={h1, ha, ..., hpn}. Maticou

incidencie digrafu G nazyvame maticu A = (a;) typu (n, m), ak pre jej prvky
plati

1, ak hj = (v, vk) pre nejaké v, € V,
aj =< —1, ak hj=(w,v) pre nejaké v, € V,
0, v ostatnych pripadoch.

Zakladné vlastnosti matice A:
a) v kazdom stipcisa &isla 1a —1 vyskytuju prave raz, ostatné prvky si nuly,
b) pocet jednotiek v i—tom riadku je rovny 6% (v;),
c) potet &isel —1 v i—tom riadku je rovny 0~ (v;).
Z matice incidencie A digrafu E lahko dostaneme maticu incidencie multigrafu
G, ktory vznikne zrudenim orientacie, a to tak, Ze namiesto aj; zoberieme |aj;|.
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Definicia
Nech 8 = (V, H) je digraf s vrcholovou mnozinou V = {vy, vo,..., v,}. Matica
susednosti digrafu G je stvorcovd matica B = (bj) rddu n, ak pre jej prvky

plati

b — 1, ak(v,v)€H,
Y71 0, v ostatnych pripadoch.

Nech B je matica susednosti digrafu 8 = (V, H). Potom pre kaZzdé n € N prvok
bfj") matice B" udiva po&et spojeni d//Zky n z vrcholu v; do vrcholu v;.
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Priklad

Napiste maticu incidencie A a maticu susednosti B digrafu, ktorého diagram je na
obrazku.

h
E >0V2

V3 h6 V4
1 -1 1 0 1 0 0111
o 0 0 -1 -1 0 0 00O
A= -1 1 0 0 0 -1 | B= 1000
0 0 -1 10 1 0110
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Orientované stromy

Nech T = (V, H) je strom. Ak kaZdej hrane stromu T priradime prdve jednu
z dvoch moZnych orientacii, tak dostaneme orientovany strom T .

Je zrejmé, %e k stromu T = (V, H) méZ%eme zostrojit prave 2/" orientovanych

stromov T (niektoré z nich budd navzdjom izomorfné).

= . . . o .
Nech T, je orientovany strom s aspori dvoma vrcholm/:{ ktorom z vrcholu v
existuje draha do vsetkych ostatnych vrcholov. Potom T, nazyvame koreriovy
strom a vrchol v je koreriom stromu.

V terminoldgii digrafov korefi stromu je vlastne jedinym prameiiom digrafu, ktory
je korefiovym stromom. Vrcholom, ktoré v digrafe nazyvame dstia, budeme
v korefiovych stromoch hovorit listy.
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Kostra digrafu

KedZe v korefiovom strome mdZe medzi dvoma réznymi vrcholmi existovat najviac
jedna drdha, orientdcia kazdej hran_y)v korefiovom strome je jednoznaéne uréena
vyberom korelia. Korefiovy strom T, m&Zeme potom v rovine reprezentovat aj
diagramom neorientovaného stromu T,, pri€om korefi stromu v umiestnime
najvyssie.

Nech 8 je digraf, ktory vznikol orientdciou grafu (multigrafu) G. Nech K je
kostra grafu (multigrafu) G. Potom digraf K, ktory vznikol z K rovnakou
orientaciou hran, sa nazyva orientovanou kostrou digrafu 8 Kostra stvislého

digrafu 8, ktord je korenovym stromom, sa nazyva korenova kostra digrafu 8

Ak po zrudeni orientacie v8etkych hran v digrafe g = (V, H) ziskame graf, tak
pocet réznych orientovanych kostier digrafu 8 je rovny poétu réznych kostier

v grafe G. Ind situdcia je, ak v digrafe G su opacne orientované hrany a po
zrudeni orientacie ziskame multigraf.
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Pocet kostier a korenfiovych kostier

Nech 8 = (V, H), |V| = n, je sivisly digraf. Nech A je jeho matica incidencie.
Potom pre potet p(?) vietkych rbznych orientovanych kostier digrafu ¢ plati

p(T) = det((A- AT);)

pre lubovolné i € {1,2,...,n}, pricom (A- AT); je matica utvorend z matice
A - AT vynechanim i-tého riadku a i—tého stipca.

Spoésob uréovania po&tu p(ﬁ)) vsetkych réznych koreiovych kostier digrafu
= (V, H) s korefiom vo vrchole v;.
Vytvorime maticu K = (k;;) radu |V/| digrafu 8 kde
k,-,-:(S_(v,-), prei:1,2,...,|V|,
kij = —bjj, prei #£j, i,j=12...1V|
pricom bj; st prvky matice susednosti B digrafu 8 Utvorme maticu K
vynechanim s—tého riadku a s—tého stfpca matice K. Potom plati

p(T—VZ) = det K.
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Priklad

Viypocitajte pocet vsetkych réznych kostier digrafu
Vi —h§_>oV2
hy( |h, h,  |hy
vy hy \/
Riegenie. Mame 1 0 —1 0
1 -1 1 0 1 0 -1 0 1 o0
_ o 0o 0 -1 -1 0 T 1 0 0 -1
A= -1 1 0 0 o0 -1 |° A= o -1 0 1 |’
0 0 -1 1 0 1 1 -1 0 O
0 0 -1 1
E » o
A AT = ,det((A-AT);)=| 0 3 -1|=13.
-2 0 3 -1 1 -1 3
-1 -1 -1 3

Teda p(?) =13.



Priklad

Viypocitajte pocet vsetkych koreriovych kostier 8 s koreriom vo vrchole v,.
Vg B sov,
h( |h, hy |y
V3 h6 V4
Riegenie. Mame
0 1 11 1 -1 -1 -1
0 00O 0 2 0 0
B = 10 0 0|’ K= -1 0 2 0
0 1 10 0 -1 -1 1
1 -1 -1 1 -1 -1
Ky = 0 2 01, det Ky = 0 2 0|=2
-1 0 2 -1 0 2

H
Teda p(T,,) = det K4 = 2.
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Bindrne stromy

Binarnym stromom nazyvame korenovy strom 72\,, v ktorom ma kazdy vrchol

vonkajsi stupen 0 alebo 2. Hibkou hl?\, bindrneho stromu nazyvame
excentricitu jeho korena, t.].

hl?‘, = max g(v, u).
ueV

Kompletnym binarnym stromom hfbky k nazyvame binarny strom 72‘,, v
ktorom je d (v, u) = k pre kazdy list u.
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Vonkajsia a vnutorna dlzka

Pre Tubovolné n € N existuje bindrny strom s n listami. \

Bindrny strom s n listami obsahuje n — 1 vatitornych vrcholov a 2(n — 1) hrén.

Definicia
Nech To, = (V, H) je bindrny strom. Vonkajsou dizkou E(?\,), resp.
vniitornou dizkou I(?\,) bindrneho stromu nazyvame &isla uréené vztahmi

ET) =3 dw.u), I(T)=3 d(v.u), (6)

kde V. je mnozina listov a V; je mnozina vnitornych vrcholov binarneho

stromu T,.

v
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Nech E je vonkajsia dlzka 1 je vnatorna dizka bindrneho stromu s n listami.
Potom
E=1+2(n-1).

Bindrny strom s n listami md minimdlnu vonkajsiu (vnitornd) dizku I préave
vtedy, ked pre kazdy jeho list u plati

kflgj(v,u)gk,

kde k je hibka bindrneho stromu.
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Ohodnotené binarne stromy

Predpokladajme, Ze kaZdy list v; bindrneho stromu ma priradené nezaporné &islo
w; — jeho vahu.

Pod vonkajsou w-dlzkou EW(?‘,) bindrneho stromu ?\, s n listami budeme
rozumiet é&islo
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Bindrny strom s minimalnou vonkaj$ou w—dlzkou

Predpokladajme, e mame zadané hodnoty wy, ws, ..., w,. Nagim cielom je
zostrojit bindrny strom, ktorého listy majti vahy wy, ws, ..., w, a jeho vonkajsia
w—dlZka je minimalna.

Algoritmus pre najdenie binarneho stromu s minimalnou vonkajSou
w—dizkou:

@ Hodnoty wy, ws, ..., w, usporiadame do nerastlicej postupnosti.
Predpokladajme teda, Ze wy > ws > - -+ > w,. Kazdu hodnotu w; priradime
jednému izolovanému vrcholu (buddce listy) a poloZzime k := n— 1.

® Polozime wj, = wx + wi41, vytvorime novy vndtorny vrchol, ktory
ohodnotime &islom wj, a jeho nésledniky budi vrcholy s hodnotami wy a
Wkt1. PouZité hodnoty wy a wyy1 z postupnosti vynechdme a hodnotu w;,
zaradime do postupnosti tak, aby ostala nerastiica. Indexovanie posunieme
tak, Ze index k bude mat najvadsia hodnota.

© Ak je k > 1, poloZzime k := k — 1 a ideme na krok 2, inak algoritmus koné&i.
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Priklad

Ndjdite optimalne kédovanie znakov A, B, C, D, E, F pomocou bindrnych
postupnosti premennej diZky, pri¢om pravdepodobnost vyskytu jednotlivych
znakov v kédovych spravach je dand tabulkou:

zmak|]| A | B | C | D | E| F
p |[0,32]0,08[0,08]0,18|0,20,14

RieSenie.

Kédovanie znakov vykondme tak, Ze kazdej hrane smerujicej vo vyslednom
strome dolava priradime &islo 0 a kaZdej hrane smerujticej doprava priradime &islo
1. Pre kaZdy list vyjadrime cestu k nemu pomocou zodpovedajlicej postupnosti
Cisel 0 a 1.

znak |A|B|C|D|E|F
kéd

Vonkajsia w—dizka je
E,=2-(0,32+0,18+0,2) +3-0,14 +4- (0,08 +0,08) = 2,46
a priemernd dizka kédu je & ~ 2,83.
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Aplikacie grafov a digrafov

Algoritmy budeme povaZovat za rychly, ak je moZné potet krokov, ktoré
algoritmus pri vypocte vykona, ohranigit konstantnym nisobkom polynomislnej
funkcie. Ak je algoritmus rychly, tak so zva¢Sovanim vstupu algoritmu je ndrast
¢asu na jeho uspedné ukon&enie ,zvlddnutelny” rychlej§im potitatom. V opa&nom
pripade hovorime, Ze algoritmus nie je efektivny.

Jednou zo zakladnych dloh v teérii grafov je najst najkratdiu cestu medzi dvoma
vrcholmi grafu. Takd poZiadavka sa vyskytuje v mnohych praktickych aplikaciach
(napriklad pri hfadani najkratieho dopravného spojenia). V takych grafoch sa
hrany oznaduju &islami, ktorych vyznam je rozny a zaleZi od toho, akd tloha sa
danym grafom riesi.

Definicia

Majme graf G = (V, H), |V| = n. Nech Rt je mnoZina kladnych redlnych &isel.
Zobrazenie f : H — RT nazyvame hranovym ohodnotenim grafu G. Pre kaZdii
hranu {v;,v;} € H ¢&islo wij = f({vj, v;}) € Rt nazyvame ohodnotenim hrany
{Vl" VJ}

Podobne definujeme hranové ohodnotenie aj pre digrafy, iba namiesto
neorientovanych hran {v;, v;} uvaZujeme orientované hrany (vj, v;).

y
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Minimalna kostra grafu

AZ doteraz boli pre nas rozne kostry daného grafu v zasade rovnocenné, pretoze
vetky obsahovali rovnaky pocet hran. Ind situdcia nastane v hranovo
ohodnotenom grafe. V takom pripade ma zmysel hladat kostry grafu, ktoré maijt
extremdlny (t.j. najmeni alebo najvatsi) siitet ohodnoteni hran.

Nech T = (V, H’) je kostra hranovo ohodnoteného stvislého grafu G = (V, H)
Vaha kostry T je siicet hranovych ohodnoteni vietkych hrdn z H'. Minimalna
(maximalna) kostra grafu G = (V/, H) je kostra s minimalnou (maximdalnou)
vahou.
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MNEL

Predpokladajme, Ye mame pldn okresu, v ktorom existuje urcita siet ciest prvej
triedy. Je potrebné v zimnom obdobi zabezpetit dopravu tak, aby:

a) fubovolné dve obce boli spojené zjazdnou cestou,

b) naklady na ddrzbu ciest boli minimalne.
Majme graf, ktorého diagram je modelom tejto situdcie. Hranam priradime
hodnoty ndkladov na ddrZbu ciest.

Riesenim je kostra grafu (silnejSie vyznacend), ktorej sicet ohodnoteni hrén je 21.

13. decembra 2023 116 /137



Kruskalov algoritmus

Vstup: Hranovo ohodnoteny graf G = (V, H).
Vystup: Minimélna kostra T = (V, H').

1. Zostroj diskrétny faktor T = (V,0).

2. Zorad hrany grafu G do neklesajiicej postupnosti vzhladom na ich
ohodnotenia.
3. Do T pridaj z neklesajlicej postupnosti prvi hranu, ktord v T nevytvori
kruznicu, a z postupnosti hrdn ju odober.
4. Ak |[H'| =|V| =1, STOP (T = (V, H’) je minimélna kostra), inak skok na
krok 3.
Z popisaného algoritmu vyplyva, Ze ak ohodnotenia vietkych hran st navzdjom
rozne, tak existuje jedind minimalna kostra grafu G. V opaénom pripade méZe
existovat viac réznych minimalnych kostier.

Poznamka Algoritmus pre hladanie maximalnej kostry je obdobny, v kroku 2
zoradime hrany grafu G do nerastlicej postupnosti.
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Primov algoritmus

Vstup: Hranovo ohodnoteny graf G = (V, H), V = {v1,vs,..., v, }.
Vystup: Minimdlna kostra T = (V(T), H'(T)).
1. Poloz T := (V(T),H'(T)), V(T):={w}, H(T):=0.
2. Ak |V(T)| = n, STOP (T je minimalna kostra).
3. Prev; € V(T)av; € V(G)\ V(T) zvol hranu {v;, v;} s minimalnym
ohodnotenim.
Poloz V(T) := V(T)U{v;}, H(T):=H(T)U{v;, v}
(Ak je viac hrdn {v;, v;} s rovnakym minimalnym ohodnotenim, z nich majt
najprv prednost hrany s najmen$im i a potom s najmensim j).
Skok na krok 2.
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Dizka minimalnej cesty

Predstavme si, Ze stvisly hranovo ohodnoteny graf predstavuje nejaki cestnd siet,
v ktorej vrcholy odpovedaji mestdm a kriZzovatkdm a hodnoty hran odpovedajt
vzdialenostiam medzi bodmi reprezentovanymi vrcholmi. V takom grafe chceme
najst najvyhodnejSie ,spojenia‘.

Nech S je cesta z vrcholu v; do vrcholu vj v ohodnotenom grafe G. Siicet
ohodnoteni hran cesty S nazveme dizkou cesty S. Pre dva vrcholy v; a vj potom
minimalnu z di¥ok ciest medzi v; a Vv hazveme dizkou minimalnej cesty a
oznac&ime symbolom d,(v;, v;).

Pri riedeni tloh stvisiacich so vzdialenostou sa najastejie stretdvame
s nasledujdcimi variantmi:
1. pre dané dva vrcholy u, v ohodnoteného grafu urit vzdialenost medzi u a v,
2. pre dany vrchol u urgit vzdialenosti z u do kaZdého vrcholu ohodnoteného
grafu,
3. urdit vzdialenosti medzi véetkymi dvojicami vrcholov ohodnoteného grafu.
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Dijkstrov algoritmus

Vstupom Dijkstrovho algoritmu je hranovo ohodnoteny graf G = (V, H) a
zatiatogny vrchol a, od ktorého sa uréuje dizka minimélnej cesty (vzdialenost)
dy(a, v) k vrcholu v pre vietky v € V. Pre kazdy vrchol v € V sa zavddza
premennd L(v). Je to &islo, ktoré uddva momentalny ,odhad* dizky minimalnej
cesty z a do v. Presnejdie, v kazdom momente je dy(a, v) < L(v), o znamend, Ze
v priebehu prace algoritmu sa pre niektoré vrcholy mdZe L(v) zmenSovat, pre iné
sa hodnota L(v) uZ stdva pevnou a vtedy je presne rovna d,(a, v). Algoritmus
pracuje este s premennou A, o je mnoZina ,,aktivnych® vrcholov, teda vrcholov

s premennou hodnotou L(v). Na zatiatku je A= V. V hlavnom kroku algoritmu
vyberieme z mnoZiny vrcholov s pevnymi hodnotami L vrchol v, ktory ma hodnotu
L(v) minimdlnu, t.j. do ktorého je z vrcholu a najkrat$ia vzdialenost zo vietkych
uz znamych vzdialenosti. Potom zistujeme, &i sa cez tento vrchol v méZu skratit
doteraz zndme nie pevné vzdialenosti do jeho susedov (vrcholov s edte nie pevnou
hodnotou L(x)) cez hrany, ktoré ich spdjaji. Ak dno, prisluiné vrcholy dostand
men3iu hodnotu L(x).
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Algoritmus urEenia minimalnej cesty (Dijkstra)
Vstup: Hranovo ohodnoteny graf G = (V/, H), pociato¢ny vrchol a.
Vystup: L(x) = dy(a, x) pre kazdy vrchol x € V.
1. Poloz L(a) := 0; L(x) := oo pre kazdé x € V \ {a}; A:= V.
2. Ak A=10, STOP.
3. Poloz v:={y € A; L(y) < L(z), z € A} (ak je viac moZnosti,
zvollubovolnd).
Poloz A:= A\ {v}.
4. Pre vietky x € A také, ze {v,x} € H poloz
L(x) := min{L(x), L(v) + f({v,x})}.
Skok na krok 2.
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Priklad

Zistite dl}ky minimalnych ciest z vrcholu a do vsetkych vrcholov ohodnoteného
grafu, ktorého diagram je na obrazku.

RieSenie. Ziskané hodnoty L(x) 2 b c d e f g h
.. ., . 0 o0 o0 o0 oo oo oo o
pri jednotlivych prechodoch cyklami
. , o 4 o0 9 oo o0 7 o0
(2-3-4) algoritmu si zapisané v na- 19 6 7
sledujicej tabulke. Podgiarknuté hod- 2 00 o0
.. . 11 7 o 7 o
noty su pri vrcholoch, ktoré sme v 3.
. . 11 7 15
kroku zvolili za vrchol v. Si to vlastne 10 15 9
definitivne hodnoty L(v) = dy(a,v) =
< 10 13
pre vietky v € V. 13
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DlZka minimdlneho spojenia

UvaZujme sdvisly hranovo ohodnoteny digraf 8 = (V, H), to znamend, Ze kazdej
hrane (v;, vj) je priradené kladné redlne &islo f((vi, v;)) = wjj. Nech S je spojenie
z vrcholu v; do vrcholu v;. Sti¢et ohodnoteni hran spojenia nazyvame dizkou
spojenia ? Pre dva vrcholy v; a v; potom minimainu z dizok spojeni z v; do v;
nazveme dizkou minimélneho spojenia a oznaime symbolom 7W(v,-, v;). Ak
neddjde k nedorozumeniu, budeme skritene hovorit o vzdialenosti z v; do vj.

Na ohodnotenom digrafe si ukazeme, ako uréit vzdialenosti medzi vietkymi

dvojicami vrcholov ohodnoteného grafu. K tomu potrebujeme pojmy cenovd a
distan¢nd matica.
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Cenova a distanéna matica

Definicia
Nech G = (V,H), |V| = n, je hranovo ohodnoteny digraf. Stvorcovii maticu
C = (c¢jj) rddu n nazyvame cenovou maticou, ak pre jej prvky plati

Wij , ak (V,',Vj) € H,
Cij = oo, ak(v,-,vj)¢H,
0, aki=j.

Cenovd matica sa zo zadaného ohodnoteného digrafu ziska lahko a sldZi ndm na
vypolet distan&nej matice (matice vzdialenosti), v ktorej st prehladne zapisané
diiky minimalnych spojeni medzi vSetkymi dvojicami vrcholov, teda

dj = d (v, vj). Naim cielom je teda vypotitat distan&nd maticu. Jednym

z moZnych postupov na jej urlenie je tzv. Floydov algoritmus, v ktorom
$tartujeme z cenovej matice a postupnym ,,prepisovanim® ziskame distanéni
maticu.
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Priklad

Zostrojte distanénu maticu digrafu 8 ktorého diagram je na obrazku.

v, &

3 5

Riesenie. Najprv napiSeme cenovi maticu C a poloZime ju rovn( matici D).

Pre k = 1 sti v matici D prvy riadok a prvy stipec ,,pracovné", a pre prvok dé.l)
zostrojovanej matice p®) plati, Ze je rovny mensiemu z dvojice &isel: prvok na
pozicii ij v matici DO, resp. sucet prvku na pozicii /1 prvku na pozicii 1;.
Podobne konstruujeme D(Z)7 cee D® =D.
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Floydov algoritmus

Vstup: Hranovo ohodnoteny digraf 8 = (V, H) s vrcholmi vi, va, ..., v,.
Vystup: Distan&na matica D = (dj).

1. Poloz D© := C, kde C je cenovd matica digrafu 3 teda dlg.o) = cjj pre
vietky /,j=1,2,...,n.
Poloz k := 1.
2. Vytvor maticu D*) — d,-(jk) tak, Ze
k . k—1 k—1 k—1
dl-S- )= mln{d,g- ), d,-(k )er,((j )}.
3. Ak k = n, STOP (D™ = D), inak polo¥ k := k + 1.
Skok na krok 2.

Poznamka. Floydov algoritmus sa da bez problémov pouZit aj na hladanie dizky
minimalnych ciest v neorientovanom grafe. Ak ho nechceme velmi modifikovat,
stadi v grafe G nahradit kaZdd hranu dvojicou opaéne orientovanych hran
s rovnakym ohodnotenim.
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