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1 NEURCITY INTEGRAL
1.1 Otazky

Definujte pojem primitivna funkcia.
= Definujte pojem neurcity integral.
= Sformulujte vetu o linearnosti pri neurcitom integrale.
=  Sformulujte vetu o substitu¢nej metdde pri neurCitom integrale.
= Sformulujte vetu o metdde per partes pri neurcitom integrale.
=  Uved'te zakladné vzorce integrovania.

1.2 Primitivna funkcia

Definicia 1.1 Funkcia F sa nazyva primitivna funkcia k funkcii f na intervale J, ak pre
vSetky xe J je F ’(x) =f (X) (v krajnych bodoch intervalu uvazujeme jednostranné derivacie).

Veta 1.1 Nech funkcia F je primitivna funkcia k funkcii f na intervale J aCe R, potom aj
funkcia G = F + C je primitivnou funkciou k funkcii f na intervale J.

2
Priklad 1.1 Funkcia F(x)= X? je primitivna k funkcii f(x)=x,

lebo F'(x):{ﬁJ = f(x).

Priklad 1.2 Takisto aj funkcia F(x)= X? —6 je primitivna k funkcii f(x)=x,

!

lebo F'(x):g_aj = f(x).

Poznamka Ak teda k danej funkcii f existuje primitivna funkcia F na intervale J, existuje ich

nekonecne vela.
Definicia 1.2 MnoZinu {F +C;Ce R} vSetkych primitivnych funkcii k funkcii f, ozna¢ujeme
symbolom I f(x)dx nazyvame neurcity integrdl. Piseme I f(x)dx = F(x)+C.

Poznamka Plati j f'(x)dx = f(x)+C, “ f(x)dx] = £(x).

Proces hladania primitivnej funkcie k danej funkcii nazyvame integrovanim alebo integrdciou
funkcie, argument X nazyvame integracnou premennou, konstantu C nazyvame integracnou

konStantou.
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1.3 Vypocet primitivnej funkcie

Veta 1.2 Nech funkcia f je spojita na intervale J, potom k nej na intervale J existuje primitivna
funkcia F .

Veta 1.3 (Veta o linearnosti) Nech k funkciam f a g existuju primitivne funkcie na intervale J
a aspon jedna z realnych kons$tant a, b je rézna od nuly. Potom existuje primitivna funkcia
k funkcii af +bg na intervale J a plati

I(a- f(x)+b-g(x)) dx=aj f(x)dx+bjg(x)dx.

Niektoré zakladné vzorce integrovania (vzorce platia na intervaloch, naktorych st funkcie

definované)

Iadx:ax+C pre aeR,
X.51+1

a+1

jxadx= +C pre a= -1,

jldx:ln|x|+C,
X

X

jaxdx=a—+C pre a>0,a=1,
Ina

Iex dx =e* +C,
Isin xdx = —cosx+C,
Icosxdx=sin X+C,

a+Xx
a—X

I ! dx:iln +C,

a®—x? 2a

x+\/x2 ia2‘+C,

el
wx:n x) +
jf(x)d In| f (x)+C.

1.4 Substitucna metoda

Veta 1.4 Nech ¢:(a,b)— (a, ) ma spojita derivaciu. Nech F je primitivna funkcia k funkcii
f(t) na (a, ). Potom funkcia F[p(x)] je primitivnak f[p(x)]- @'(x) na (a,b).

Tuato vetu je mozné prepisat’ pomocou integralov, o nas privedie k substitucnej metode.
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[ fob]-o/(x)ax :‘ olx)=t ‘: [ f)et.

@'(x)dx = dt

. NI ; x%+3
Priklad 1.3 Vypocitajme integral IZx-e dx.
RieSenie:

x2 +3=t

J.2x-exz+3dx =
2xdx = dt

2
:Ietdt:et+C=eX BLcC.

1.5 Metdda per partes

Veta 1.5 Nech funkcie u(x), v(x) majt spojité derivacie na intervale J.

Potom na intervale J plati. [u(xv'(x)dx = u(x(x)—[ u'(x(x)dx.

Priklad 1.4 Vypocitajme integral [(3x—5)-e* dx.
RieSenie:

u=3x-5 v =g*

j(3x—5)-exdx= =(3x—5)-e* —3jeX dx = (3x—5)-eX —3e* +C.

u'=3 v=e”
Vysledok plati na intervale (—oo,0).

1.6 Integrovanie racionalnych funkcii

V tejto kapitole ukazeme, ako sa integruji racionalne funkcie, ktoré maju v menovateli
polyndémy s vylu€ne redlnymi a rydzo imagindrnymi korefimi.

I P(x)

——dx, teda integral z racionalnej funkcie poc¢itame zvycajne tak, Ze po predeleni polynému

Q(x)
P(X) z ¢itatel'a polynomom Q(X) Z menovatel’a (v pripade, ze funkcia nie je rydzo raciondlna),
dostaneme vo vysledku stcet polynému arydzo raciondlnej funkcie. Takto ziskani rydzo
racionalnu funkciu rozlozime na elementarne zlomky (Matematika | a jej vyuzitie v ekondmii)

a najdeme ich neurcité integraly pomocou nasledujtucich vzt'ahov.

. J 1 dx=Ilx-a|+C,
X—a

. I ka:_ & —+Coprekzl, x=a,
(X—a) (k=D(x—a)""

resp. v niektorych pripadoch vyuzijeme integraény vztah
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Iilﬁdx=mHQj+C.

f(x)

—x%45

Priklad 1.5 Vypocitajme integral J.SZ— dx.
X“—-x+1
RieSenie:
. ~x%+5 . . . S
Funkcia 5 Je rydzoraciondlna (stupenn polynomu v Citateli je nizsi ako stupen

X7 =X —=x+1
polyndmu v menovateli). Polyndm Vv menovateli je potrebné rozlozit' na sucin korenovych
¢initelov (kanonicky rozklad) a celi rydzoracionalnu funkciu potom rozlozit’ na elementarne
zlomky.

—x%2+5 2 2 1

3_ 2 - 2 w1 a1
X°—x°-x+1 (x-1)° x-1 x+1
Plati
| 3_X2+5 dx= 2] —— dx —2j—dx+ Y

X+1 (x—1)2 X+1
Pomocouvzt’ahuf e = 1 e 1+C 'ej 1 5 dX:—i+C,
(x-a) (k=D(x-a)™ (x-1) x-1

pomocou vztahu I dX =I|x-a|+C je J‘é dx =Injx-1+C

a ———dx_mV+ﬂ+C
X+1
Teda I#dx:—i—ZIn|x—ﬂ+ln|x+ﬂ+C:— 2 In| X+12|+C
X% —x+1 x-1 x-1 ‘(X—l) |
Priklad 1.6 Vypocitajme integral I P3¢ —x-9 dx.
x4 +2x2-3
RieSenie:
53 -3x%-x-9 . L y . T .
Funkcia 7ol 3 je rydzoracionalna (stupen polyndomu v Citateli je nizsi ako stupen
X" +2X° -

polynomu v menovateli). Polynom v menovateli je potrebné rozlozit' na suc¢in korenovych
¢initelov (kanonicky rozklad) a celti rydzoracionalnu funkciu potom rozlozit’ na elementarne
zlomky.

5x3-3x2-x-9 2 1 4x
= - + .
x4 +2x% -3 X+1 x-1 x24+3

dx = In|x - a|+CjeI—dx 2In|x+1+C

Pomocou vzt'ahu J.
X—a

aj;%idx:mV—ﬂ+C.

Pomocou vztahu jix)dx =In|f(x)+C jeJ‘ 5
X

f(x)

dx:2ln‘x2 +3‘+C.
3
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—3x? -9

20,2 2
: D209
x* +2x% -3

x-1

Preto f dx=2In|x+]1—In|x—]4+2|n‘x2+3‘+c

1.7 Integrovanie iracionalnych funkcii

V tejto kapitole sa budeme venovat integralom niektorych typov iracionalnych funkcii.

Linearna iracionalita

Integral typu IR[X, I(\1/AX+ B, I(%/AX+ B,..., k\”/ Ax+B]dx, kde R je racionalna funkcia a
Ky, Ko, -+, Ky, st prirodzené ¢isla, rieSime pomocou substiticie

Ax+B =tk,
pricom K je najmens$i spolocny nasobok cisel Kq,K,,---,k,. Pomocou tejto substitucie

prevedieme dany integral na integral z racionalnej funkcie.

3

I 3x
X+§/X_5

Priklad 1.7 Vypocitajme integral dx.

RieSenie:

Integral rieSime pouZitim substitiicie X =t%, &m prevedieme iraciondlnu funkciu na
racionalnu.

L
X+§/X_5

2
:6(%—t+ln|t+ﬂ)+C:3%—6%+6In‘§/;+1‘+c.

x =t°

dx = 6t°dt

dx =

1
:Itﬁ NG 6t°dt _6j—dt = 6[(t—1+m)dt =

Vx-2-4x-2

4x -8

Priklad 1.8 Vypocitajme integral j
RieSenie:

Integral rieSime pouzitim substitiicie X—2 =t ¢m prevedieme iraciondlnu funkciu na
racionalnu.

[x -2 —4/x— x-2=t 2 2 - i
,f X—2—-X zdx: _t 4t4t3dt:Iudtzj(t+_1)dt=L—t+C=
4x -8 dx = 4t3dt | * 4t t 2

'X2_2 ~4/x-2+C.
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Kvadraticka iracionalita

Integral typu J kde A>0,

dx
\/sz +Bx+C

rieSime Upravou vyrazu pod odmocninou na Stvorec a naslednou substitiiciou najdeme rieSenie

tohto integralu pomocou integracného vzorca

dx
I—:In‘xmfx2 ia2‘+C.
Vx? +a?

Priklad 1.9 Vypocitajme integral I

;dx
\/2x2 —X+3

RieSenie:
1
1 1 dx 1 dx X——=t
fm— Gl "= -
2X° —x+3 x2_2.° (x—=)2+22 | dx=dt
2 2 4 16
1 dx 1 [, 23 1 1 [, x 3
— | ——=="F=ht+ [t +—=[+C=—=h|x—=+ X" —=+=|+C.
\/EI 2,23 2 16 J2 4 2 2
16

P (%)

\/sz +Bx+C

(metody neurcitych koeficientov), pricom vytvorime nasledujiicu rovnost’, kde P, (X) je polynom

dx, A=0, pocitame pomocou tzv. Ostrogradského metody

Integral typu j

n-tého stupiia, Qn—l(x) je polyném stupna n—1 a k je neznama konstanta

j P (x) dx = Qqy(X)-VAX? + Bx +C + k_[

dx
VAXZ +Bx+C VAX? +Bx+C

, o . — , [ Ay 2 < ,
Uvedenu rovnost’ zderivujeme a nasledne vynasobime vyrazom v AX® + BXx +C , ¢im sa zbavime
integralov a odmocnin. Metddou porovnavania koeficientov vypocitame koeficienty nezndmeho

polynému Q4 (x) a koeficient k .

Priklad 1.10 Vypocitajme integral J.

2
X
2 dx
V2x2 —4x+1

RieSenie:

Dany integral budeme riesit’ pomocou metddy neurcitych koeficientov, t.j.
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—dx= (ax+b)\/2x —4x+1+k
2x2 —4x+1 I\/ 2x2 —4x+1

Derivovanim oboch stran dostavame
2

X zam (ax+b)(4x - 4) k .
J2x2 —ax+1 22X —ax+1 sz _4x+1

Vynasobenim oboch stran vyrazom v 2x% —4x+1 mame

2 = a(2x? —4x+1) + (ax +b)(2x — 2) + k

2 _fax? —6ax+2ox+a—2b+k

Porovnanim polyndémov na oboch stranach rovnice vypocitame koeficienty

il b3 5
4 4 4

X
Integral Izd— vypocitame Upravou menovatel’a na Stvorec (Priklad 1.9), potom
V2x° —4x+1

/ 1
-1 —2X+=
'f 2x% —4x+1 \/_ KoLy X+2

——dx= (—x+ )\/Zx 4x+1+—|n

2% —4x+1

In +C.

Teda

X — 1+\/x —2x+% +C.

1.8 Integrovanie exponencialnych funkcii
V tejto kapitole ukdzeme, ako sa pocitaju integraly s exponencidlnymi funkciami.

J. R(e™) dx vypocitame pomocou substitiicie e* =t .

X

e
Priklad 1.11 Vypocitajme integral | ——— dx
ypoditaj grél | N

RieSenie:

=In‘t+\/t2—4‘+c =In

eX 4 /g2 —4‘+C.

eXdx = dt -

eX dt
————dx =
e s

Po pouziti substitiicie sme dostali integral, ktory patri medzi integracné vzorce.

dx.

Priklad 1.12 Vypocitajme integral j
eX+2

RieSenie:
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Podobne ako v predchadzajucom priklade, pouzijeme rovnaka substituciu, kde je ale vyhodné
premennu X zo substiticie najprv vyjadrit’ a potom derivovat’. Po substitucii dostaneme integral
z rydzoracionalnej funkcie, kde vyuzijeme rozklad na parcidlne zlomky anasledné
integrovanie.

e* = 11
| L ax=| x=nt = L t=2-2ydt=2mf|-tmpt+2+c=
e +2 1 t(t+2) t t+2 2 2
dx == dt
t
X
-h -2 |+c.
e +2

1.9 Integrovanie goniometrickych funkcii

V tejto kapitole sa budeme venovat’ niektorym typom integralov, ktoré obsahuji goniometrické
funkcie.

Integral typu jR(Sin X) cos X dx vypocitame pomocou substitticie Sin X =t.

Priklad 1.13 Vypocitajme integral IM dx .
sin° x
RieSenie:
sin x =t
J(1+S|n X)COSX .\ _ I(1+t) dt = [0 +1%) dit - T TP
sin ® x cosxdx = dt 55 a1t
== L - ! +C.

5sin® x  4sin? x

Po substitucii sme dostali integral, v ktorom integracnii funkciu sta¢i pred integrovanim
rozlozit’ a upravit’.

Integral typu j R(cos x) sin x dx vypocitame pomocou substitiicie COSX =t .

n3x
dx.

Priklad 1.14 Vypocitajme integral J.
COS X

RieSenie:
V tomto priklade je potrebné integracni funkciu najprv upravit’ apo substitiicii potupovat
podobne ako v priklade 1.13.
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. 3 2 — 052 x) . si cosx =t 2 _
J-smzxdxzjsm xzsmde:I(l CcoS ;() sinx . _ . :_[t Zldtz
cos” X cos” X cos” X —sin x dx = dt t
:I(l—t‘z)dt=t+}+C:cosx+i+C,
t COS X
1.10 Ulohy
V tlohéch 1 —42 vypocitajte neurcité integraly:
Vysledky:
1. j(x2—8x+2)dx %x3—4x2+2x+C
2. .|.(16x3 +9x2 —4x-1) dx 4x* +3x3 —2x2 —x+C
5 2 S 6 3 [ 2
3. j(5x +6x2 —7x+12) dx X0 +2° —ox?412x4C
4 J'(lx4+x—+§)dx 1 iei3ice
5 15
1 1 1
5 e —— —Zm|x+C
JG7-50 2 hnlx|
6 j(z—%+is)dx 2| +=-—>+C
X x° 3x X 3x
S R Lt
X~ 8X x°  8X
8. I(\/F+2\/;—3‘{/F) dx E\/x_5+%\/ﬁ—g4 x? +C
1 2
9. VX ———) dx 2Jx3 —2Jx+C
Jeh-2) 3
10. .[(13\/X2+3X2-\/;)dx 1305 L 80X 4c
3 5 7
2
11. J.(X——ﬂ)dx 2 x° —§6x7+C
Ix o 3¥x 5 7
12 j(5eX—J§-x5+ 3 ) dx 5ex—ﬁx6+§|n1+—x C
1-x? 6 2 |1-x
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X
13. I(%/;+3X—2x3)dx 333 _Lyaic
4 h3 2
14. Ix2(2x—3)dx %x4—x3+C
15. Ix(x+1)(x—2)dx Lyl e
4 3
16. _[(x+3)2dx %x3+3x2+9x+C
17. j(x—l)2 dx 1x3—2x—1+C
X 3 X
2
18. I(3ﬁ—2x) dx 92 2[5, 43¢
2 5 3
19. —E—In|x|+C
X
5 5.3
20. m lx3—7x—i+C
3 2x°
21. n-2-—L 4c
X 2X
22 jx —2x+6 4 é\/x_f’—%\/ﬁuzx/hc
Yx —2x +x% -2 2
23. j 5 %/_ \/_+x+ +C
3 .3
24, X(x=x®-x) dx E1\2/x25—i4\/x21+c
25 21
25. lxz—x+C
2_
26, [X=X+6 12 _3xsc
2
2
27. Xr2x+1 %x2+x+C
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

JX3_4X2+3X
XS =X

e
J.3+exdx

1
IxInxdX

dx

1x2—3x+C
2

1x3+1x2+x+C
3 2

1x3+2x+C
3

e* . 2%
1+In2

+C

2e* —In|x+C

1 |J§+ﬂ

w2V C

5
—In
32

2—X
2+ X

+C

J3+x

V3-x

1

——1In +C
2.3

mhz—j+c
%mh3+4+c
—%mk—xﬂ+c

hb+ex+c

Infin x|+ C

In|4+1n x+C
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42.

43.

j cotg x dx

.[tgxdx

Injsin x| +C

—In|cosx|+C

V ulohach 44 — 73 vypocitajte pomocou substiticii neurcité integraly:

44,

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52,

53.

54.

55.

56.

j (x +3)%%dx
j (4x — 2)dx

j 1-x)"2dx

J‘LS dx
(x+17)

Imdx
I\/3x—2 dx

J.3\/(2x +1)* dx

1
I 2—5x dx

I2x(x2 +2)3 dx
[0 +4)° dx
[x-/x? +5 dx
Ix-3 x2 +2 dx

_fx2-6x3+2 dx

Vysledky:
L (x+ 3)21 +C
21

%(4x— )M +c

1

——+C
2(1—x)

_;ﬂ
2(x+17)

%w/(x+7)3 +C
%J(SX—Z)’S +C
3 Jxy +c
—§H+C
%(x2 +2)4+C

%(x3 +4) +C
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S7.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

X

e

J X dx

%xz-—Z

dx

jvj%;?dx
[e* dx
Ie;dx

[ xet*"dx

j5x2eXQ2dx

I(X +2) ex2+4x+5dx

J- dx
x6+m@2

Iv2+4nxdx

Vi+x2 +C
%ﬂuz—az+c
—%v4—5x2+c

Lo c
X

33 +C

1 2
_el+x +C

2

1 .2
ex +4x+5+C

2elVx 4 ¢
Thxsc
2

Tnsxic
5

1
3+Inx

%J@+mxf+c

% m3x—4¢mx+c

—au—mx+§qa—m@3+c
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72 J‘le3+lnx dx e3+Inx +C
X
73. j'n—xe'”zx—l dx Len®x1, ¢
X 2

V ulohach 74 — 105 vypocitajte pomocou metody per partes neurcité integraly:

74,

75.

76.

77,

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

[ xe* dx
j(x—z)eX dx
[ Bx-1)e* dx
j(2—5x)ex dx
[ xe?dx

j (3x+1)e>* dx

Ja-xe™ dx
j(2x+3)e4Xl dx
[(x?+2) e* dx
j(x2 —4x) e* dx
[ x? e*ax

j (3x — 4)sin X dx

I(Sx + 2)cos x dx

I(x+5)sin 2x dx

Vysledky:
xe* —e* +C

(x—2)e* -e*+C
(Bx-1e* -3e* +C
(2-5x)e* +5e* +C

Ly Lo, c
2 4

1(3x +1)e3 EPCI
3 3

(x-De*+e* +C

X X
(8x+12)e4 —32e4 +C
(x? +2) eX —2xe* +2e*X +C
(x> —6x+6) e* +C
1 2 (2

e " (x —x+l)+C
2 2

(4—-3x)cosx +3sin x+C

(5x+2)sin x+5cosx+C

—%(x+5)c052x+%sin 2x+C
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88. j(4x —8)sin 2x dx

89. I(x—3) cos4x dx

90. j(2x+3) cos3x dx

9L [(@3-x)sin g dx

X
92. 2 —2Xx)cos — dx
[2-2x)cos

93. [ +1)sin x dx

94. J'(xz + 2X) cos x dx
05, Ixz sin 2x dx

96. J‘(x2 — X +1)cos3x dx

97. jln X dx

98. len X dx

99. J.x2 In x dx
100. '[xln 2 x dx
101. j@dx

102. J.xln(xz +3) dx

103. j X 4x

(4—-2x)cos2x +sin 2x+C

1(x—3)sin 4x+icos4x+c
4 16

%(2x+3)sin 3x+§cos3x+C

2x—6)cosi—4sin Xic

(

2 2

(8—8x)sin X _3costic
4 4

—(x? +1)cos X + 2xsin X +2cosx +C

(x? +2x)sin X+ (2x +2) cos X —

—2sinx+C
2

—X—0052x+1xsin 2x+1c052x+C
2 2 4

%(x2 —X+1)sin 3x +

+£(2x—1)0033x—£sin 3x+C
9 27

XInx—x+C
1lenx—lx2+C
2 4

lx?’ In x—lx3+C
3 9

1xz(lnzx—ln x+l)+C

2 2

In x-In(ln X)—Inx+C
%(XZ +3)[In(x2 +3)-1]+C

—lmx—l+C
X X
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104. IE7EW —Emzx—EMX—E+C

X X X X

2 2 1.3,.2 1.3
105. [ (x +30I(0x-+1) dx S0 XN+ -ox* +C

V ulohach 106 — 126 vypocitajte neurcité integraly z racionalnej funkcie:

Vysledky:
_ _1\2
106. | 52 X dx in X 1)3 +C
x° -1 x+1
107. j24x+2 dx In‘(x+2)(x—4)3‘+C
Xc—2x-8
108. I%dx In‘(x—3)4(x+4)3‘+C
X"+ X—
—x— X—2
109. jzx—ldx - |2+c
X“—7x+10 (x-5)
5
110. Izzxidx In(x+4)3 e
X +9x+20 (x+5)
2 3 2., 3
111. dex InM+C
x3 — 4x X+ 2
2_
2. | ox 32“18 dx In(x—l)(x—2)2(x—3)3‘+C
(x=1)(x“ —=5x+6)
2x2 +3x+3 (x—3)(x+3)?
113 [T gy In e
(x+2)(x% —9) X+2 |
114, I#dx 22 ¢
(x=2)(x —4) X—=2| x-2
— 2 —
115, [ZAHD g 23 omx-3+cC
x3 —3x2 X
2 _ _ 13
116. jLde =Y 2, ¢
x3 —x? G X
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2
117. de 4In|x|+i+C
X° +2X° + X x+1
2 2
118. J.X3 1dx Inx le+C
X? + X X
2_
119, j‘r’x—‘lg”dx In (x—1)(x2+2)2‘+C
(x=1(x“+2)
2
120. 3); +6dx In x2\/x2+3‘+C
X~ +3X
3,2 12
121. '[ZX X2 3X+6dx x% —x+In (x 1)3 +C
X< -1 (x+1)
3 2 oy 2
122. |7 +§X AT 5—+2x+mkx—$4u+4fy+c
XS +x-12 2
x% +11x + 33 (x+4)5
123, [5———""dx +In |+C
X< +9x+20 (x+5)
4 _ 2 2y _ 73
124. J'X;L—8X8dx X_+|nM+C
_ 3 _ 2
125. X +12;HZldx —X+1In (x=3)(x+3) |+C
(x+2)(x* =9) X+2
4 .3 2 B 2
106, [X T HAXT XY %;—Zx—i—th—ﬂ+C
X

x3 —3x?

V tlohéch 127 — 140 vypocitajte neurcité integraly s linedrnou iracionalitou:

127.

128.

129.

X
I\/Zx +1 o

1
i

J- 3x+1

22 dx
33x -2

Vysledky:

%\/(2x+1)3 —%\/ZX +1+C

gi/(x 115 —3(x+1)% +C

%3\/(3x— 2)5 +g?{/(3x _2)24cC
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MX+1 1+\/x+
130. dx 24X+1—=1In
I X 1-+x+1
1 4 4
131. jmdx 2\/}—4&+4|n\\/§+q+c
3
122 [ gy oh[8x| - 6nfEx +1+C
x(vx +¥/x)
1 —
133 I—m dx PR
3-v2x-1 —9In‘\/2x—1—3‘+c
1 13 2 3
- I Yax+a N 5(3x+4)—?/(3x+4) +3/3x+4 -
' 3
1+¥3x+4 —In‘3\/3x+4+ﬂ+c
4X+5JX+2 33{/(x+2)4 +6§/(x+2)5 -
135. j—dx
3(x+2)? _283[x+2+C
X
136. jx+&dx x—2\/§+2|n\\/§+q+c
137. Alnlx +1=2Jx +C
I\/_(1+\/_) s
1 33/02 3 3
138. jmdx E\/x_—3\/§+3|n\\/§+q+c
3
139. I \/; dx 3%/;—6W+6In‘%+ﬂ+c
x+8x8
140. [T Ux-1 458 .c
x4 4 J_ Ix Ux

V ulohach 141 — 155 vypocitajte neurcité integraly s kvadratickou iracionalitou:

141.

1

J.\/xz +4x+5

1
—_dXx
j\/x2 —2X+4

dx

Vysledky:

In x+2+\/x2 +4x+5‘+C

In x—1+\/x2—2x+4‘+C
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143. j 2 dx Inx—1+Vx2—2x+4+C
Vax? —8x+12
144, J‘;dx Inx+5+\/x2+10x—5‘+C
VX% +10x -5
1 1 5 [, 5 3
145. —__dXx —Inx——=+./x“—=x+—|+C
J‘\/2x2—5x+3 V2 4 2 2
VX2 +4x+5
X4 7 | XS +4X+5+
146. —dX
VX% +4%x+5 +5In[x+2+Vx% +4x+5/+C
3y —2 3WxZ—2x+4+
147. —dXx
Vx2 —2x+4 +In‘x—1+\/x2—2x+4 +C
J_ 3_x —x? —2x+3+
148. —dx
JVx2—2x+3 +2In‘x—1+\/x2—2x+3 +C
%45 2Vx% +10x -5 —
149. —_dx
Vx? +10x-5 —5MX+5+VX2+10X—#+C
ax2 _ x (2x—13‘»)\/x2 +4x+5+
150. ——_dx
VX2 44X 45 +16In‘x+2+ X% +4x+5|+C
2% 2 —3x+5 x\/x2—2x+4+
151.
J.W/X —2X+4 +In‘x—1+\/x2—2x+4 +C
(£x+z)\/x2—2x+3+
150, IX +2x+1 2 2
VX% —2x+3 +3In‘x—l+\/x2—2x+3‘+C
9y2 (—x—5)\/x2+10x—5+
2x° —20x+30
153. j dx

Vx% +10x-5

+50In[x +5+vVx% +10x—5[+C
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342 1xz—g)\/x2+1+
154. dx 3

I e

IVXZ—Zx—ldx

X+Vx2 +1
(%x—%hmz—ZX— -
—Jﬂx—l+Vx2—2x—1

+21In +C

+C

V tlohach 156 — 195 vypocitajte neurcité integraly:

156.

157.

158.

159.

160.

161.

162.

163.

164.

165.

166.

j ! dx
@X—$@X—D

| 5o

+ 2e* +1

_[(3— 2sin x + 3sin % x) cos x dx

Vysledky:

X
1Inl+e +C

2 1-e*

e* -3
eX+3

(e* -1)°

< 3+C
(e” +1)

(e* +—4)
(e* +®

+C

1
ZeZ_eX 4
2

ex+#+C
1.

—ex+}§mk“—4Q+C
2 2

2x—2In

ex+4+C

11
—Zx+=In
777

ex—d+C

=
\/7

e

3sin X —sin? x+sin3x+C

1
—x+m
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167.

168.

169.

170.

171.

172.

173.

174.

175.

176.

177.

178.

179.

180.

181.

COS X

'[\/sinzx—4

dx

sin X

I\/cos2 X+3

J- sin 2x

dx

——— dx
sin®x—6
J- CO0S 2X

—— X
COos X —sin X

dx

J'COS 2X

sin? x

J-sin X—5

sin 2 x

Cos X dx

_[cos X~/2+sin X dx

dx

.[ COS X
sin? x+8sin X+ 6

[ (2—cosx)* sin x dx

dx

_[ sin X
cos® x—4cosX +3
j sin 2x

————dx
1—sin?x

COS XSin 2x
R X 2X 4
6 —2C0s X

A2
jw sin 2xdx

3+ Ccos X

dx

I sin 3 x
1+cosx

J. cos® x dx

In‘sin X + /sin 2 x—4‘+C
—In‘cosx+\/cos2 x+3‘+C

In‘sin2 x—6‘+C

sin x—cos x+C
—cotgx—2x+C

In|sin x|+i+C
sin x

%w/(2+sin x)3 +C

1 |«/_+4+S|nx|

2«/_ ‘\/_ 4 —sin x‘ -

(2—-cosx)®
5

+C

%.n‘ww

3—-CcosX

—In‘l—sin2 x‘+C

cos? x

+3c0sx +9Injcosx—3+C

2
Zcos®x—3cos?x+C

2
C0S“ X
—cosx+C

. sin 3 x
sin X — +
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5 ) 2 . 3 1.5
182. Icos X dx sin x—gsm x+gsm Xx+C
2 -
183. I cotg X - Insin x dx In ZInX+C
2
184. Itgx-lncosxdx —wjtc
o L 2
185. IWcosxdx InMJrC
sin“x-1 (sin x+1)
186, [0 g ITfnx=3. ¢
sin?x—9 3 |sin x+3
187. j—ZSInX dx —lln cosx—3+C
cosZ x—9 3 |cosx+3
188. [ dx LpirsnX, ¢
1-sin?x 2 |1-sinx
2+4sin X . . 3
1809. I — : cos x dx In|(sin x + 2)(sin x—4) ‘+C
SIn“ X—2sin Xx—8
_ _ E\2
190. [— 0sx-1 g xdx n|€0SX=9)7| , ¢
Cos“ X—7cosx+10 COSX—2
3
191 .[ 2Zcosx+13 sin x dx In (cosx+5)5 LC
cos“ X+9cosx + 20 (cosx+4)
sin X 1 . 3 1 -
192. ———C0sXx dx —4/(2sin x+1)° —=+/2sinx+1+C
| e 6 2
3sin x+1 1 . 5 3 . 2
193. =2 =~ cosx dx =3/(3sin x—2)° +=3/(3sin x—2)* +C
IS\/3sin X—2 5\/( ) 2‘/( )
194. j—'COSMSinxdx -2 cosx+1+|n1+— “COSX+1+C
COS X 1-+cosx+1
195. sin x dx —2Jcos x + 44/cos x —4In‘4\/cosx +ﬂ+C

J- 1
A cos X +4/cos x
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2 URCITY INTEGRAL
2.1 Otazky

Definujte pojem integralny sucet.
= Definujte pojem urcity integral.
= Definujte pojem stredna hodnota funkcie na uzavretom intervale.
= Sformulujte vetu Newton-Leibnizov vzorec.
= Sformulujte vetu o substitu¢nej metode pri urcitom integrale.
= Sformulujte vetu o metdde per partes pri uritom integrale.
= NapiSte vlastnosti urcitého integralu.
= Integral z funkcie na neohraniCenom intervale.

2.2 Definicia urcitého integralu

Majme spojiti a nezapornu funkciu f: <a,b> — R. Rozdelime interval <a,b> na podintervaly

(X002, )2 (31,5 ) e (X, 05X, ), kde @=Xg <X <X <...<Xp4q <X, =b.

Kazdy takyto systém podintervalov nazveme delenie intervalu <a,b>, body x;,1=12,...,n
nazgvame deliace body delenia intervalu (a,b). Dizku i-t¢ho &iastotného intervalu

(Xig, X ), 1=12,...,n oznadujeme Ax, =x, —X,_,.

Ak pre kazdé prirodzené cislo n je dané jedno delenie D, intervalu <a,b>, hovorime

0 postupnosti deleni intervalu <a,b>.
Cislo ||D|| = max{Ax,, AX,,..., AX, } nazgvame normou delenia D.

Postupnost’ {D, | =0.

n=1

Dl’l

deleni intervalu <a,b> sa nazyva normdlna, ak plati 11m|
n—>»0

Nech &;,i=12,...,n je l'ubovolny bod z intervalu <xH,xi> . Integralnym suctom funkcie f pre

delenie D intervalu <a,b> a pre danu volbu ¢isel &,&,,...,&, nazyvame Cislo

S(f.D)=f(C0) Axy + F(Cp) Ay +...+ F(Cn ) Ay =3 F(Gi) Ax; -
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Definicia 2.1 Urcitym integralom funkcie f na intervale <a,b> nazyvame Cislo

b

S=1lm S(f,D,) a oznadujeme ho znakom I x)dx. (Ak uvedend limita nezalezi od

nN—o0
a

zvoleného delenia a vol'by cisel ;). Zaroven hovorime, ze funkcia f je integrovatelna na

intervale (a,b).
Cislo a nazyvame dolnd hranica, &islo b nazyvame hornd hranica uréitého integralu.

Veta 2.1 (Newtonov-Leibnizov vzorec) Nech funkcia f je integrovatelna na intervale (a,b)

a nech ma na intervale (a,b) primitivnu funkciu F . Potom plati

T f(x)dx=[F(x)] = Fb)-F(a).

Priklad 2.1 Vypocitajme integral I (4X3 +2x)dx.

RieSenie:

Integral vypocitame vyuzitim Newton-Leibnizovho vzorca

2
[ @ +2x)dx =[x4 +x2]12 = (2*+2%)-(1* +1%) =18.

2.3 Vlastnosti urcitého integralu

Urcity integral I x)dx sme definovali pre a <b.

e Ak je funkcia integrovatel'na na <a,b> , plati:

e Ak asponi jedno z ¢isel ki, k, je nenulové, plati:

X)+k,g(x)) dx = klj dx+k2jg

93"—;0'
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e Nech ce (a, b), potom plati:
b c
[ f(x j x) dx + j
a
e Nech f(x) je spojité parna funkcia na intervale (—a,a). Potom

Tf(x)dx=2Tf(x)dx

-a
e Nech f(x) je spojité nepérna funkcia na intervale (—a,a). Potom
a
I f(x)dx=0.
—a
2.4 Substituéna metdéda

Veta 2.2 Nech ¢:(a,b) > (a, 8) ma spojita derivaciu. Nech F je primitivna funkcia k funkcii
f(t) na (@, B). Potom funkcia F[g(x)] je primitivnak f[gp(x)]-¢'(x) na (a,b) a plati

o)l o6 o= [ 1)t

Priklad 2.2 Vypocitajme integral J. Inde.
RieSenie:
3+Ihx=t

dx 4
‘ — =dt ’ 2
I3+InXdX= X :Itdt:{%} :8—%:%.
X a=l->a=3+h1=3| 3 3

b=e—>pB=3+Ine=4

2.5 Metéda per partes

Veta 2.3 Nech funkcie u(x), v(x) maju spojité derivacie na intervale (a,b). Potom plati

QD —— T
c
—_
>
—
<
—_
>
—
QT
|
—
<
—~
>
—
<
—_
>
—
o
X
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1
Priklad 2.3 Vypocitajme integral I (x+1) eZdx.
0

RieSenie:

!

1 u=x+1v'=e ox L 11
I(x+1) e dx = 2 | = (x+1)e— ——J'ezx dx =
u=1 v= 2 2

€

2

e2X e2X 1 3 1

B PR\ R P
2 4 0 4 4

2.6 Stredna hodnota spojitej funkcie na uzavretom
intervale

Majme spojitti funkciu f(x) na intervale (a,b). Rozdelme interval (a,b) na n rovnakych
b-a a
n

intervalov dizky Ax, =

Cislo = Z f(x;) nazyvame aritmetickym priemerom hodnét f(x,),..., f(x,).

Aritmeticky priemer pocitame z konecného poctu hodndt. V pripade, Ze sa jednd o spojiti
funkciu s nekone¢nym poctom funkénych hodndt, pocitame tzv. stredna hodnotu funkcie
pomocou urcitého integralu.

Definicia 2.2 Strednd hodnota SH spojitej funkcie f(x) na intervale (a,b) je &islo

SH f(x)= lim 1if(- = lim —Zf i:LTf(x)dx

(ab) n—o N = n—w b b-a

Z posledného vztahu vyplyva

(b—a)- SHf f(x

m'—.O'

Ak je funkcia f(X) na intervale <a, b> nezépornd, potom prava strana predchadzajlicej rovnosti
vyjadruje obsah Casti roviny ohrani¢enej funkciou f(X), 0sou 0, apriamkami x=a a x=Db.

Lava strana vyjadruje obsah obdiznika, ktorého jedna strana ma dizku rovnu strednej hodnote
funkcie a druha strana ma dizku b—a.



URCITY INTEGRAL 29

YA
y=fx)
SH f(x)
(a.b)
0 a b X
Priklad 2.4 Vypocitajme strednti hodnotu funkeie f(x)=x®—x+1 naintervale (~1,2).
RiesSenie:
b 2 a2 72
1
SH f(x)= ——[ 1(x) dX—SH F(x)=— j(x3—x+1)dx=1 XX x| =2
) b-a: 12) 2-(-D 34 2 |, 12

2.7 Integral z funkcie na neohrani€enom intervale

Urcity integral sme definovali z ohrani¢enej funkcie f na uzavretom intervale <a,b>.

1. AKk je interval neohraniceny, t.j. a=—oo alebo » =0 alebo
2. funkcia f nie je ohrani¢ena, tak definicia integralu pomocou integralnych stétov nie je
mozna.

Pre d’alSie potreby sa budeme venovat’ len 1. typu integralov.

Definicia 2.3 Nech funkcia f je integrovatelna na kazdom kone¢nom intervale <a,b>. Potom,

b
ak existuje vlastna limita bllm _[ f( )dX hovorime, ze integrdl I dX existuje (konverguje).
—>+0
a a
b
Ak limita blim jf(x)dx neexistuje alebo je nevlastnd, hovorime, Ze integrdl If(x)dx
—>+0
a a

neexistuje (diverguje).

Definicia 2.4 Nech funkcia f je integrovatel'na na kazdom kone¢nom intervale <a,b>. Potom,

b b
ak existuje vlastna limita lim I f(x)dx, hovorime, Ze integrdl If(x)dx existuje
a——oo
a —o0

(konverguje).
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b b
Ak limita lim _[ f(x)dx neexistuje alebo je nevlastnd, hovorime, Ze integrdl If(x)dx
a—>—w
a —00

neexistuje (diverguje).
0 a
Definicia 2.5 Nech —ow<a<w. Ak konverguju obidva integraly I X, I f(x)dx :

hovorime, Ze konverguje integral I dX a jeho hodnota je I dx If dX+I

—00

Priklad 2.5 Vypocitajme integral I dx ak existuje.

1 X
RieSenie:
Pocitame nevlastny integral

b b
IX +l = lim J.(1+i)dx: lim In|x|—i = lim In(b——)+1:
b—o0 1 X X4 b—o 3)(3 1 b—ow 3b 3

Ked’ze limita je nevlastna, dany integral neexistuje (diverguje).

2.8 Ulohy

V ulohéach 1 — 17 vypocitajte urcité integraly:

Vysledky:
1
1. I(x2+x+1)dx 1
0 6
4J‘ 1 8
2. (Vx ——=) dx °
[ ;
1 2
3. J’X—5X+6dx _6
G X=2
T e 3+e
4, j dx In—
0 3+e” 4
r
2
5. [ (3—2sin x+3sin? x) cos x dx 3
0
2 3

6. [@-xdx _2
2
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1
7. j2x(x2 +2)3 dx
0

1
8. Ixe“*zdx
0
e
9. J‘ 2+|I"IXdX
T X
T
2
10. I(Z——cosx)4sw|xdx
0
2
11. I(Bx—l)exdx
1
e
12. lenxdx
2
6
13, j24x+2 dx
5 X —2x-8
7
14, jx_l dx
Ix+1
0
1
1
15. —dx
£\/X2+4X+5
2 ex
16. j o dx
11-e
1
17. j4xdx
p2+e

65

4

S -0)

%(ﬁ—ﬁ)

V tlohach 18 — 23 vypocitajte stredni hodnotu funkcie na danom intervale:

18. f(x)=x; xe(0,4)

19.  f(x)=2x-x*; xe(0,2)
20.  f(x)==; xe(1,2)
21.  f(x)=(x+1e*; xe(0,4)

22 f(x)=xInx; xe(1,4)

Vysledky:

wlin N

In2

%(7&2 -1

EIn 2—E
3 4
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23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

f(x)=cos®x; X€< ,£> 4
2 3n
Podla zaznamov bola t hodin po polnoci teplota vzduchu T(t) =-0,3t% +

+ 4t + 10 stupiiov Celzia. Aka bola priemerna teplota vzduchu medzi 9:00 a 12:00 hod.?
18,7°C

Navstevnost x dni po otvoreni cukrarne bola N(x)= xsin x +50navitevnikov. Aka bola

priemerna denna navstevnost’ medzi 10-tym a 20-tym diiom?
cca 49 navstevnikov

Po t mesiacoch vyraba robotnik tempom V(t)=700—400e*°" vyrobkov za hodinu.
Akou priemernou rychlostou pracoval robotnik po¢as prvych troch mesiacov v praci?

cca 493 vyrobkov

Podl'a zaznamov, t mesiacov po zadiatku roka bola cena uréitého tovaru v obchode

P(t)=0,06t> —0,2t +1,2 eur za kus. Aké bola priemernd cena tohto tovaru za obdobie

prvych Sest’ mesiacov roka?
1,32 €

Podl'a zaznamov dispecera bola od zaciatku do konca maja v dopravnom podniku denna

spotreba nafty S(t) =0,8t3—0,5t2 + 8t +6 litrov. Aka bola priemerna denna spotreba za
mesiac ma;j?
cca 5 928 litrov

Denny predaj tovaru X dni po zaciatku reklamnej kampane je odhadovany

2
na Q(X)leOX e +100 kusov. Vypoditajte priemerny denny predaj pocas prvych 10

dni reklamnej kampane.
105 ks

Po t mesiacoch od nastupu do prace vie postovy uradnik triedit’ postu tempom

Q(t)=300-120e 03t Jistov za hodinu. Akou priemernou rychlostou triedil tradnik
postu pocas prvych dvoch mesiacov v praci?
cca 210 listov

Pocas t hodin od zaciatku merania je Vv automobile zaznamenavana rychlost

v(t)=-0,32t> +3,2t +40 kilometrov za hodinu. Akou priemernou rychlostou sa

pohyboval automobil pocas 10 hodin od za¢iatku merania?
cca 45,33 km/hod

V tulohéch 32 — 48 vypocitajte nevlastny integral:

32.

Vysledky:
3 1
J-iz dx —
2 X 2
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3  APLIKACIE URCITEHO INTEGRALU
3.1 Otazky

Definujte pojem elementarna oblast’ vzhl'adom na os o, .
Definujte pojem elementarna oblast’ vzhl'adom na os o,

Definujte pojem spotrebitel’ska tspora. lustrujte graficky.

Definujte pojem podnikatel'sky prebytok. llustrujte graficky.

Definujte pojem sucasnd hodnota prijmového toku.

Definujte pojem budtca hodnota prijmového toku.

Napiste ako vypocitate plosny obsah rovinnych ttvarov. llustrujte graficky.
Napiste ako vypocitate objem rota¢ného telesa. llustrujte graficky.

Napiste ako vypocitate Cisty prebytok zisku. llustrujte graficky.

Napiste ako vypocitate zisk z vyrobného zariadenia. llustrujte graficky.
Napiste ako vypocitate celkovy prijem. Ilustrujte graficky.

3.2 Elementarna oblast’

Definicia 3.1 Nech funkcie f : <a,b> —->R, g :<a,b> — R st spojité a nech pre kazdé x € <a, b>

je g(x)< f(x). Potom mnozinu D = {(X, y)e R%,a<x<b, g(x)<y< f(X)} nazyvame

elementdrnou oblastou v R* vzhl’adom na os 0, (elementirnou oblastou typu [X, y]).

v 1 y=1x)
AT T
D
y=g(x)
0 a b x‘;

Definicia 3.2 Nech funkcie @ :(c,d) - R, ¥ :(c,d) — R st spojité a nech pre kazdé y e (c,d)

je ‘P(y) < d)(y). Potom mnozinu Q = {(X, y) eR% c< y <d, ‘I’(y)S X< CD(y)} nazyvame
elementdrnou oblast’ou v R? vzhl’adom na os 0, (elementarnou oblastou typu [y, X]).

y Jr
d

X = ‘P())

x=(y)

Sy

0
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3.3 Geometrické aplikacie urcitého integralu

Plosny obsah rovinnych utvarov

Plosny obsah elementarnej oblasti D typu [X, y] vypocitame podl'a vzorca

P :T[f(x)— g(x)]dx.

Plosny obsah elementarnej oblasti Q typu [y, X] vypocitame podla vzorca
d
P = [[a(y)-¥(y)]dy.
C
2

Priklad 3.1 Vypocitajme obsah Casti roviny ohrani¢enej krivkami y=—-X a y =2X—x".

RieSenie:
Nacértneme dané krivky a mnoZzinu nimi uréent oznac¢me D.

v 4

y=2x7x2

Aby sme mnozinu D popisali, potrebujeme vypocitat’ priese¢niky danych kriviek:

2

—X=2X—X“ <= x=0vXx=3.

Mnozina D je elementarna oblast’ typu [X, y] a preto ju moézZeme vyjadrit’ nerovnostami:
0<x<3
—x§y§2x—x?
: : 3., ] o
Pre obsah mnoziny D plati: P = I(ZX— x2 — (—x))dx = '[(BX— XZ)dX = EXZ 3| "7
0 0

Priklad 3.2 Vypocitajme obsah Casti roviny ohrani¢enej krivkami y=X—-2 a x=y".

RieSenie:
Nacrtneme dané krivky a nimi ohrani¢ent oblast’ oznacme Q.
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Aby sme mnozinu Q popisali, potrebujeme vypocitat’ priese¢niky danych kriviek:
y2 =y+2&y=-1lvy=2.

Mnozina Q je elementarna oblast’ typu [y, X] a preto ju mdézeme popisat’ nerovnost'ami:

-1

Objem rota¢ného telesa

Majme danu elementarnu oblast’ vzhl'adom na os 0,

D:{(x,y)e R?, a<x<h, 0<g(x)<y< f(x)}.

v 1 y=1x)

Objem rotacného telesa, ktoré vznikne rotaciou tejto oblasti okolo osi 0,, vypocitame podla

vzorca
b

% =7Z'J-[f 2(x)—gz(x)]dx.

a
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Priklad 3.3 Vypocitajme objem telesa, ktoré vznikne rotdciou oblasti ohranicenej krivkami
y=x2, y=2—x2 okolo osi o, .

RieSenie:
Nacrtneme dané krivky a nimi ohranic¢enu oblast’ oznacme napr. D.
y
2
y=x"
D
=2-x’
>
-1 0| \4 1 X

Aby sme mnozinu D popisali, potrebujeme vypocitat’ prieseCniky danych kriviek:
x> =2-x? < x=—1vx=1.
Mnozina D je elementarna oblast’ typu [X, y] a preto ju moézeme popisat’ nerovnostami:

-1<x<1

X
x2£y32—x2.

1 1 3}
Pre objem telesa plati:V = 7r'f[(2—X2)2 —(XZ)Z]dX = ﬂj(4—4xz) dx = 47{X—%} = gﬁ
-1

-1 -1 3

Majme danu elementarnu oblast’ vzhl'adom na os 0

Q:{(x,y)e R% c< ysd,0<‘P(y)SXSCD(y)}.

y

y Jr
d

x="¥(y)

x=0(y)

0 X

Objem rotacného telesa, ktoré vznikne rotaciou tejto oblasti okolo osi 0y, vypocitame podl'a

vzorca
d

v = xfw2(y) - ?(y)]ay.

c
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Priklad 3.4 Vypocitajme objem telesa, ktoré vznikne roticiou oblasti ohrani¢enej krivkami
X = y2, y =X—2 okolo osi 0y.
RieSenie:

Nacrtneme dané krivky a nimi ohranic¢enu oblast’ oznacme Q.

Pre ohranic¢enie elementarnej oblasti pouzijeme postup ako v Priklade 3.2

Pre objem telesa plati:
2 2 y? y° 72
\Y :ﬂj [(y+2)2 —(yz)z]dy:ﬁj(y2 +4y+4—y4)dy:7{?+2y2 +4y—?} =—T7.
-1 -1 1
3.4 Ekonomické aplikacie uréitého integralu
Cisty prebytok zisku

Nech Pl(x) je funkcia rychlosti zisku pre 1. projekt a P, (X) je funkcia rychlosti zisku pre 2.
projekt, kde x je pocet rokov odteraz a nech P,(x)> P,(x) po¢as nasledujucich N rokov odteraz.

Cisty prebytok zisku NEP za N rokov vypo&itame podl'a vzorca

VA

NEP = T[P2 (x)—Py(x)] dx

Priklad 3.5 Predpoklada sa, Zze o X rokov odteraz by prvy investi¢ny plan vytvaral zisk tempom

P,(x) =100+ x? tis. dolarov za rok adruhy investiény plan tempom P,(x)=220+2x tis.
dolarov za rok.
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1. Korlko rokov by bol druhy investi¢ny plan ziskovejsi ako prvy?
2. Okolko vacsi zisk by sme dosiahli pomocou druhého planu v porovnani s prvym za
uvazované obdobie?
RieSenie:
Priese¢nik N funkcii P;(x) =100+ x? a P, (x) =220+ 2x vypotitame rieSenim rovnice

100+ %2 =220+ 2X <> x=—10v X =12

N =12.
Cisty prebytok zisku za 12 rokov je

12 12 32

NEP = j[220+ 2x—(100+x2)]dx= [ @20+ 2x—x%) dx ={120x+x2 —X—} =1 008tis.
0 0 3 0

dolarov.

Zisk z vyrobného zariadenia

Predpokladajme, ze vyrobné zariadenie vytvara prijem rychlostou R(X) ajeho néklady na
prevadzku rastli rychlostou C(X), pri¢om X je pocet rokov odteraz. Je zrejmé, Ze zariadenie je
ziskové dovtedy, kym plati R(x)> C(x).

Zisk z vyrobného zariadenia za N rokov vypocitame podl'a vzorca

»
>
X

0 N

Priklad 3.6 Predpoklada sa, Zze vyrobné zariadenie po X rokoch pouzivania vytvara prijem
R(x):—x2 +17x+44 tis. dolarov za rok naklady na jeho udrzbu rasti tempom

C(X) =x2 + X +4 tis. dolérov za rok. Vypocitajme
1. Kolko rokov by bolo dané zariadenie ziskové?
2. Aky by bol zisk za uvazované obdobie?
RieSenie:
Priese¢nik N funkcii R(x)= —x? +17x+44 a C(x)= X2 + X +4 vypocitame rieSenim rovnice
X2 417X+ 44 =2 + x+4 < (x=-2) v (x =10)

N =10.
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Zisk za 10 rokov je

12 12 3 12
P(x)= _[[(—xz +17X +44) — (X% + X +4)] dx = j(—2x2 +16x +40) dx = [— 2% iex?y 40x} =
0 0 3 0
1600

=_"———tis. dolarov.
3

Krivka spotrebitel'ského dopytu a ochota nakupovat’

Nech je dané funkcia dopytu p = d(q). Celkové mnozstvo peniazi, ktoré su spotrebitelia ochotni

zaplatit’ za (, jednotiek tovaru uréime podl'a vzorca

Aldp)= qIod(q)dq-

Analogicky pre podnikatel'ski ponuku a ochotu predavat: Nech je dand funkcia ponuky
p=s5(q). Celkové mnozstvo petiazi, za ktoré je vyrobca ochotny predat’ g, jednotiek tovaru

urcime podl'a vzorca

Aldo)=|s(a)dg.

o—3F

pll p,l

A(qo)

g q

=y
<

0 C]lu

Poznamka V obidvoch pripadoch je celkové mnozZstvo penazi dané plochou ohrani¢enou

funkciami q=0,q=0,, p=0, p=d(q), resp. q=0,9=0,, p=0, p=5(q).

300
(01q+1)°
ktort su spotrebitelia ochotni minut’ za 5 jednotiek tovaru.

Priklad 3.7 Je dana funkcia dopytu d(q)= . Vypocitajme celkovi sumu penazi,

RieSenie:
Za g,y =5 jednotiek tovaru st spotrebitelia ochotni minut’
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0lg+1=t
do 5 15
300 0,1dq = dt 1
Algn)= |d(q)dg=A(B)=[—""_dg= =3000|=-dt=
(do) g(q) q=A(5) !(O,lq+1)2 q N {tz
5—-15

15 1 1 15
= 3000 j —dt=3 ooo{— J =1000 cenovych jednotiek .
t 1
1

Priklad 3.8 Je dana funkcia ponuky S(q) = 3q2 +4q+5. Vypocitajme celkovi sumu peiazi, za
ktort je predavajuci ochotny predat’ 10 jednotiek tovaru.

RieSenie:

Jo =10 jednotiek tovaru je predavajici ochotny predat’ za

o 10
Ago) = [s(a)da=A10)= [ (3% +4q+5) dq = [q3 +29° + 5q](1)0 =1250 cenovych jednotiek.
0 0

Spotrebitel'ska uspora a podnikatel'sky prebytok

Definicia 3.3 Nech je dana funkcia dopytu p= d(q), funkcia ponuky p :S(q) a suradnice
rovnovazneho bodu st [qE, pE]. Spotrebitel’ska uspora je rozdiel medzi mnozstvom penazi,
ktoré st spotrebitelia ochotni minut’ za (g vyrobkov a mnoZstvom penazi, ktoré¢ by minuli pri
cene peg A

0 qe q

Priklad 3.9 Je dana funkcia dopytu d(q)=450—q? a funkcia ponuky s(q)=300+5q. Uréme

rovnovazny bod pre dané funkcie, odpovedajucu trhovli cenu a pre tito cenu vypocitajme
spotrebitel'skll usporu.

RieSenie:

Stiradnice rovnovéazneho bodu ur¢ime rieSenim rovnice

450—q? =300+5q <> q=-15v q =10

anaslednym dosadenim kladného korefia rovnice do hociktorej funkcie d(q) alebo s(q)

dostaneme stradnice rovnovazneho bodu
g =10 a pg =350.
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10
Spotrebitel'ska uspora je SU = J-(450 - q2) dg—-350-10= 2000 cenovych jednotiek.

0
Definicia 3.4 Nech je dana funkcia dopytu p :d(q), funkcia ponuky p:S(q) a suradnice
rovnovazneho bodu su [qE, pE]. Podnikatel’sky prebytok je rozdiel medzi mnozstvom penazi,
ktoré vyrobcovia dostanti za (g vyrobkov preddvanych za cenu pg amnozstvom penazi, za
ktoré boli ochotni predat’ qg vyrobkov.

0 qr q

Priklad 3.10 Je dana funkcia dopytu d(q)=450—q? a funkcia ponuky s(q)=300+5q. Uréme

rovnovazny bod pre dané funkcie, odpovedajucu trhovli cenu apre tuto cenu vypocitajme
podnikatel'sky prebytok.

RieSenie:
Rovnako ako v predchadzajtcej tlohe, vypocitame suradnice rovnovazneho bodu
qe =10
pE = 350 .
10

Podnikatel'sky prebytok je PP =350-10— I (300+5q) dg = 250 cenovych jednotiek.
0

Celkovy prijem

Nech je funkcia hustoty toku prijmu f (t) Vv Case t spojitd na intervale <t1, t2> .

Celkovy prijem za Cas <t1, t2> uré¢ime pomocou vzorca

3 A
y=ft)

t2 ]

%]

Y
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Priklad 3.11 Vyrobca fotoaparatov ocakdva, ze X mesiacov odteraz budu spotrebitelia
nakupovat’ 50 fotoaparatov mesacne za cenu p(x) =40+3Jx dolarov za fotoaparat. Aky
celkovy obrat sa d4 oCakavat’ z predaja fotoaparatov za 9 nasledujucich mesiacov?
RieSenie:
9 9
Celkovy prijem za 9 mesiacov je CP= SOI (40 + 3\/;) dx = 50[4OX + 2\/5} =
0 0

= 20 700dolarov.

Sucasna a buduca hodnota prijmového toku

Definicia 3.5 Nech je funkcia hustoty toku prijmu f(t) v ¢ase t spojitd na intervale <0, T> ar

nech je ro¢na urokova sadzba pri spojitom urokovani. Sucasnd hodnota prijmového toku
predstavuje mnozstvo penazi, ktoré by pri ro¢nej urokovej sadzbe r a spojitom trokovani za ¢as
T zabezpecilo rovnaky prijem ako dany prijmovy tok.

Sucasnu hodnotu prijmového toku za ¢as T uréime pomocou vzorca

.
SHPT = [ f(t)e™ dt.
0

Priklad 3.12 PenaZzny vklad na G¢et ma vytvarat’ spojity rovnomerny prijmovy tok 4 200 eur za
rok. Peniaze su tiro¢ené ro¢nym trokom 6 % pripisovanym spojite. Aky sucasny vklad zabezpeci
vytvorenie prijmového toku na 5 rokov dopredu?

RieSenie:

Velkost' vkladu je sucasnd hodnota prijmového toku f(t)= 4200 pri rocnej urokovej miere

r =0,06 za obdobie T =5 rokov.

5 o-0.06t °
SHPT = [4200e % dt = 4 200 =18142,73 eur.
0 —-0,06
0
Definicia 3.6 Nech je funkcia hustoty toku prijmu f (t) Vv Case t spojitd na intervale <0, T> ar

nech je rocna urokova sadzba pri spojitom urokovani. Budiica hodnota prijmového toku
predstavuje mnozstvo penazi, ktoré zabezpeci dany prijmovy tok za T rokov za predpokladu, ze
sa jedna o spojité tirokovanie s ro¢nou irokovou sadzbou r.

Budiicu hodnotu prijmového toku za ¢as T ur¢ime pomocou vzorca

-
BHPT = [ f(t)e"" Y dt.
0
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Priklad 3.13 Oceliarska spolocnost ma z produkcie valcového pechu spojity prijmovy tok
24000 000 eur ro¢ne pri 3% rocnej trokovej miere. Odhadnime budiicu hodnotu prijmového

toku za nasledujuci rok.
RieSenie:
Budutca hodnota prijmového toku f(t): 24000000 za nasledujuci rok pri rocnej urokovej
miere r =0,03 je

1 e—0,03t
BHPT = [ 24 000 000%% (gt = 24000 000-€%93| &
0

1
} = 24363627 eur.

3.5 Ulohy

V ulohach 1 — 36 vypocitajte obsah Casti roviny ohrani¢enej krivkami:

Vysledky:
1. y=2X,y=X X=5 2—25
3
2. y=5-2X,y=2+Xx,x=0 2
3. y:x2—2x,y=0 %
4, y:x2—2x,y:x %
5. y=6Xx—x2,y=0 36
6. y:—x2+4x—2,y+x:2 %
2 1
7. y=x"-3x+10,y=2x+4 5
2 9
8. y=X"+X,y=2x+2 7
2 1
9. y=—X"+2,y=-3x+4 5
10. y:xz—x—6,y:—x2+5x+14 %
11. y:x2+2x+10,y:—x2—4x+18 %
2 2 8
12. y=X"—X,y=—X"+3X 3
13. y=2x2—x—2,y=x2+2x+2 %

14. y:xz,y =X

W
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15.
16.
17.

18.
19.

20.

21.

22.
23.
24,
25.

26.
217.

28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.

35.

36.

V tlohach 37 — 63 vypocitajte objem telesa,

Xy=4,Xx+y=5
Xy=5Yy=6-Xx

y:fqy=6—2x
X

x3, y =4x

<
Il

X

y=e",y=0,x=0,x=1

X y=e*+2,x=0

<
I
(93}

e?*_3 y=e*-1,x=0

y
y=20"+3 y=e> x=0
y=3-Xx,y=Xy=0
y=x+Ly=7-%XYy=0
x:éyzzx
x=&x:y2—3
y=x—Zy2=x

x:yax+y—6:0

— y2 —

X=Yy°,x-3y—-4=0

y2:x+Lx+2y—2:O
2

X=y°-2,x-y-4=0

y=x+1(y-1)* =x

y=—,y=2X,y=6

<
Il

X |o» x |00 x |00
<
Il
X N x
< <
| Il
w ol

<
I

<
I

<
Il
5

X, y=0,y=6,x=0

ohranicenej krivkami:

37.

y=2X,y=XX=5

E—8Ir12
2

12 -5In5
3-4In2

8
e-1
2lh2-=

2lh2-=

3In3

24-6In3

e® -1

ktoré vznikne rotaciou okolo osi 0, oblasti

Vysledky:

1257
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38. y=5-2x,y=2+x,x=0 107
39. y=3x+1y=0,x=0,x=1 1
16
40. =2x—x%,y=0 =
y y 5
41, y=x2+42,y=2x>+1 2?47:
2 2 2
42. y=x°,y=1-xX 3 2z
43. y:x2+2,y:0,x:—1,x:3 %ﬂ'
44, y:6x—x2,y:0 %ﬂ
3
45. =x2,y? =x o
y y 10
46. Xy=4,Xx+y=5 O
47. Xy=5Yy=6-Xx %ﬂ'
48. yzi,y:6—2x ﬂﬂ'
X 3
512
49. =x3, y=4x x>0 —
y y 1
50. y=eX,y=0,x=0x=1 %(ez—l)
_x
51. y=e 10,y=0,x=0,x=10 5r(l—e7?)
X
52. y=e2 y=e x=0 7(e? +1)
53. y=eX y=1x=4 %(e16—17)
54, y=ex,y:%,x:2,x:3 %(3e6—3e4—1)
55, y=e X y=x+1x=2 %(49+3e‘4)
9
56. y=3-X,y=X,Yy=0 Zn
57, y=x+Ly=7-%xYy=0 %n
58. X=4, y2:x 8
59. x=6,x=y%-3 8
2
60. y:§,y:2x,y:6 ﬁn
X 3
8 X
61. y=—,y=—,yYy=5 108w
X 2
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62.

yZE,YZ y=3 80m
X

X
6 )

V tlohach 63 — 72 vypocitajte objem telesa, ktoré vznikne rotaciou okolo osi 0, oblasti

y

ohranicenej krivkami:

63.

64.

65.

66.

67.
68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

Vysledky:
y=3-X,y=X,y=0 %n‘
256
x=4,y%=x —
y 5 n
72
=x-2,y% =x —
y y 57T
x=y2,x+y—6=0 %n
x:yz,x—3y—4:0 250
2
=x+1, (y-1)? =x —
y (y-1) T
y:§,y:2x,y:6 Qn
X 3
y—§ y—i y—5 @TE
x 2 5
y=8,y=Xy-3 288 1
X 6
y=Inx,y=0y=e x=0 %(eze—l)

Predpoklada sa, ze X rokov odteraz by prvy investiény plan vytvaral zisk tempom
P (X) = X + 3 tisic eur za rok a druhy investi¢ny plan tempom P, (X) = 2X tisic eur za rok.
a) Kolko rokov by bol prvy investi¢ny plan ziskove;jsi ako druhy?

b) O kolko vidcsi zisk by ste dosiahli pomocou prvého planu v porovnani s druhym za

obdobie uvazované v a)?
3 roky, 4,5 tis. €

Predpoklada sa, ze X rokov odteraz by prvy investicny plan vytvaral zisk tempom
: : . 1 19 .
Pl(X) =3x+1 tisic eur za rok a druhy investi¢ny plan tempom P, (X) =3 X+ 3 tisic eur

zarok.
a) Korlko rokov by bol druhy investi¢ny plan ziskovejsi ako prvy?
b) O kol’ko vicsi zisk by ste dosiahli pomocou druhého planu v porovnani S prvym za
obdobie uvazované v a)?
2 roky, 16/3 tis. €

Predpoklada sa, Ze X rokov odteraz by prvy investicny plan vytvaral zisk tempom

P (X) = X tisic eur za rok a druhy investi¢ny plan tempom P, (X) = 2—x? tisic eur za rok.
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76.

77,

78.

79.

80.

a) Korlko rokov by bol druhy investi¢ny plan ziskovejsi ako prvy?
b) O kolko vacsi zisk by ste dosiahli pomocou druhého planu v porovnani s prvym za
obdobie uvazované v a)?
1rok, 7/6 tis. €

Predpoklada sa, ze X rokov odteraz by prvy investiny plan vytvaral zisk tempom
P,(x)=2x tisic eur za rok a druhy investi¢ny plan tempom P,(x)=6x — X tisic eur za
rok.

a) Korlko rokov by bol druhy investi¢ny plan ziskovejsi ako prvy?

b) O kolko vacsi zisk by ste dosiahli pomocou druhého planu v porovnani s prvym za

obdobie uvazované v a)?
4 roky, 32/3 tis. €

Predpoklada sa, ze X rokov odteraz by prvy investiény plan vytvaral zisk tempom

P(x)= x2 +1 tisic eur za rok a druhy investi¢ny plan tempom P,(x)=2x +4 tisic eur za
rok.

a) Kolko rokov by bol druhy investi¢ny plan ziskovejsi ako prvy?

b) O kolko vacsi zisk by ste dosiahli pomocou druhého planu v porovnani s prvym za

obdobie uvazované v a)?
3 roky, 9 tis. €

Predpoklada sa, Ze X rokov odteraz by prvy investicny plan vytvaral zisk tempom
Pl(x) = x% —6x+12 tisic eur za rok a druhy investi¢ny plan tempom P, (X) =26—X tisic
eur za rok.

a) Kolko rokov by bol druhy investi¢ny plan ziskovejsi ako prvy?

b) O kolko vacsi zisk by ste dosiahli pomocou druhého planu v porovnani s prvym za

obdobie uvazované v a)?
7 rokov, 637/6 tis. €

Predpoklada sa, Ze X rokov odteraz by prvy investicny plan vytvaral zisk tempom

Pl(x)=X2—20X+105 tisic eur za rok adruhy investicny plan tempom

P,(x)= —x? —2x+125 tisic eur za rok.
a) Korlko rokov by bol druhy investi¢ny plan ziskovejsi ako prvy?
b) O kolko vicsi zisk by ste dosiahli pomocou druhého planu v porovnani s prvym za

obdobie uvazované v a)?
10 rokov, 1300/3 tis. €

Predpoklada sa, ze x rokov odteraz by prvy investicny plan vytvaral zisk tempom
Pl(x) = x2 +10x tisic eur zarok a druhy investi¢ny plan tempom P, (X) = —x2 +20x + 48
tisic eur za rok.

a) Korlko rokov by bol druhy investi¢ny plan ziskovejsi ako prvy?

b) O kolko vécsi zisk by ste dosiahli pomocou druhého planu v porovnani s prvym za

obdobie uvazované v a)?
8 rokov, 1088/3 tis. €
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81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

Predpoklada sa, ze X rokov odteraz by prvy investicny plan vytvaral zisk tempom
P (X) = 20622 tisic eur za rok a druhy investi¢ny plan tempom P, (X) =80e%™ tisic eur
za rok.

a) Korlko rokov by bol druhy investi¢ny plan ziskovejsi ako prvy?

b) O kolko viacsi zisk by ste dosiahli pomocou druhého planu v porovnani s prvym za

obdobie uvazované v a)?
13,86 roka, 900 tis. €

Predpoklada sa, ze X rokov odteraz by prvy investicny plan vytvaral zisk tempom
Pl(X) =60e%!2X tisic eur za rok a druhy investi¢ny plan tempom P, (X) =160e2%8 tigic
eur za rok.

a) Kolko rokov by bol druhy investi¢ny plan ziskovejsi ako prvy?

b) O kolko vicsi zisk by ste dosiahli pomocou druhého planu v porovnani s prvym za

obdobie uvazované v a)?
24,52 roka, cca 3 240,74 tis. €

Predpoklada sa, ze po X rokoch pouzivania vytvara vyrobné zariadenie prijem
X . . , 19 .
R(x)= 2 +10 tisic eur za rok a néklady rasti tempom C(x) = X + " tisic eur za rok.

a) Kolko rokov by bolo pouzivanie zariadenia ziskové?
b) Aky zisk by prinieslo pouzivanie zariadenia za uvazované obdobie?
7 rokov, cca 147/8 tis. €

Predpoklada sa, Ze po X rokoch pouzivania vytvara vyrobné zariadenie prijem

X 2 1
R(x)= 37 + 75 tisic eur za rok a naklady rasti tempom C(x)= x + Z tisic eur za rok.

a) Kolko rokov by bolo pouzivanie zariadenia ziskové?
b) Aky zisk by prinieslo pouzivanie zariadenia za uvazované obdobie?
6 rokov, 72/7 tis. €

Predpoklada sa, Ze po X rokoch pouzivania vytvara vyrobné zariadenie prijem
R(x) = 20x — x? tisic eur za rok a naklady rasta tempom C(x) = 12X tisic eur za rok.

a) Kolko rokov by bolo pouzivanie zariadenia ziskové?
b) Aky zisk by prinieslo pouzivanie zariadenia za uvazované obdobie?
8 rokov, 256/3 tis. €

Predpokladd sa, Ze po X rokoch pouzivania vytvdra vyrobné zariadenie prijem

R(x)=x+136 tisic eur za rok a naklady rastii tempom C(x)= x2 +6x+10 tisic eur za

rok.
a) Kolko rokov by bolo pouzivanie zariadenia ziskové?

b) Aky zisk by prinieslo pouzivanie zariadenia za uvazované obdobie?
9 rokov, 6885 tis. €

Predpokladd sa, Ze po X rokoch pouzivania vytvara vyrobné zariadenie prijem

R(x)= Jx tisic eur za rok a naklady rasta tempom C(x)= X tisic eur za rok.

a) Kolko rokov by bolo pouzivanie zariadenia ziskové?
b) Aky zisk by prinieslo pouzivanie zariadenia za uvazované obdobie?
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88.

89.

90.

91.

92.

1 rok, 1/3 tis. €

Predpoklada sa, ze po X rokoch pouzivania vytvara vyrobné zariadenie prijem

R(X) =18x — x?% + 23 tisic eur za rok a naklady rasta tempomC(X) =x2 +6x+9 ftisic eur

za rok.
a) Kolko rokov by bolo pouzivanie zariadenia ziskové?
b) Aky zisk by prinieslo pouZivanie zariadenia za uvazované obdobie?
7 rokov, 490/3 tis. €

Predpoklada sa, Ze po X rokoch pouZzivania vytvara vyrobné zariadenie prijem

0.3X tisic eur za rok.

R(x)= 75e%1%% tisic eur za rok a naklady rastd tempom C(x)=6e
a) Kolko rokov by bolo pouzivanie zariadenia ziskové?
b) Aky zisk by prinieslo pouzivanie zariadenia za uvazované obdobie?

cca 16,84 rokov, 2 645tis. €

Je dana funkcia dopytu d(q): 2(64 - q2) eur za jednotku tovaru. Vypocitajte celkovu

sumu penazi, ktort st spotrebitelia ochotni minit’ za nakup 6 jednotiek tovaru.
624 €

Je dana funkcia dopytu d(q)= 05400 > eur za jednotku tovaru. Vypocitajte celkova
o +

sumu penlazi, ktora st spotrebitelia ochotni minut’ za nakup 12 jednotiek tovaru.
1109,04 €

Je dané funkcia dopytu d(q)= 40e70%9 eyr za jednotku tovaru. Vypocitajte celkovi

sumu penazi, ktort st spotrebitelia ochotni mint’ za ndkup 10 jednotiek tovaru.
314,78 €

V tlohach 93-102 je dana funkcia dopytu d(q) v eurach a funkcia ponuky S(q) v eurach. Urcte

rovnovazny bod pre dané funkcie, odpovedajicu trhovli cenu apre tito cenu vypocitajte
spotrebitel'skl usporu a podnikatel’'sky prebytok.

93.
94.
95.
96.

97.

98.
99.

100.

Vysledky:
d(q)=40-0,002q, s(q)=0,01q+4 SU =9000 €, PP =45000 €
d(q)=600—q°, s(q)=300+5q SU =2250 €, PP =5625 €
d(a)=49-q°, s(a)=4q+4 SU =8333 €, PP =50 €
d(a)=81-9°, s(q)=g*+4q+11 SU =8333 €, PP=13333 €
d(q)=110 - g?, 5(Q)=2—gq+gq2 SU = 666,67 €, PP=7333 €
d(q)=280-4q-q2, s(q)=q> +4q+160 SU =216 €, PP =216 €
d(a)=+49-6q, s(a)=q+1 SU=422€ PP=8¢€
d(q)=£, s(q)=0,2q +1 SU=115€, PP=25¢€
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101.

102.

103.

104.

105.

106.

107.

108.

109.

110.

d(q)=%, s(q)=q+10 SU = 607,08 €, PP = 200 €
J’_
72 2
dlg)=—“ s(@)== SU =50 €, PP =5 €
(a) G117 q)=24

Vyrobca bicyklov oCakava, Ze X mesiacov odteraz budu spotrebitelia nakupovat’
1 000 bicyklov mesa¢ne za cenu P(x)=0,8x+400 eur za bicykel. Aky celkovy prijem

sa da ocakavat’ za nasledujucich 18 mesiacov odteraz?
7329600 €

Vyrobca kalkuladiek ocakava, ze X mesiacov odteraz budu spotrebitelia nakupovat’ 5

000 kalkulatieck mesaéne za cenu P(x)= 0,6x? +4x+5 eur za kalkulagku. Aky celkovy

prijem sa d4 ocCakdvat’ za nasledujtcich 20 mesiacov odteraz?
12500000 €

Vyrobca nabytkovych zostav ocakdva, ze X mesiacov odteraz budu spotrebitelia

nakupovat’ 700 nabytkovych zostav mesafne za cenu P(X): eur za jednu

01x+2

zostavu. Aky celkovy prijem sa da ocakavat’ za nasledujucich 10 mesiacov odteraz?
141912,79 €

Vyrobca mobilnych telefonov ocakava, Ze X mesiacov odteraz budu spotrebitelia
nakupovat’ 5 000 mobilnych telefonov mesacne za cenu P(X) =80+3Vx cur za telefon.

Aky celkovy prijem sa d4 ocakavat’ za nasledujicich 16 mesiacov odteraz?
7040000 €

Vyrobca posteli ofakdva, Ze X mesiacov odteraz budi spotrebitelia nakupovat
q(x)=2x+5 posteli mesaéne za cenu P(x)=0,8x+400 eur za postel. Aky celkovy

prijem sa da oc¢akavat’ za nasledujicich 15 mesiacov odteraz?
122 250 €

Stavitel' rodinnych domov na kl'i¢ oc¢akava, ze X mesiacov odteraz budu spotrebitelia

nakupovat q(x)= Jx domov mesacne za cenu P(x)=10000(0,6x? +4x+5) eur za

dom. Aky celkovy prijem sa da oc¢akavat’ za nasledujucich 12 mesiacov odteraz?
196286 tis. €

Vyrobca zdravotnych matracov oCakava, ze X mesiacov odteraz buda spotrebitelia

nakupovat’ q(x)= 01x? +3x+20 matracov mesadne za cenu P(x)= 12 eur za
AX +
matrac. Aky celkovy prijem sa da ocakavat’ za nasledujucich 36 mesiacov odteraz?
50400 €

Vyrobca Sijacich strojov oCakava, ze X mesiacov odteraz budi spotrebitelia nakupovat’
q(x)=80+3/x strojov mesacne za cenu P(x)=5000+60+/x eur za stroj. Aky celkovy

prijem sa da oc¢akavat’ za nasledujicich 16 mesiacov odteraz?
7267840 €
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111.

112.

113.

114.

115.

116.

117.

118.

119.

Vyrobca bazénov ocCakava, Ze X mesiacov odteraz budu spotrebitelia nakupovat

. y 2000 , , .
q(x) = X bazénov mesacne za cenu P(X) =— eur za bazén. Aky celkovy prijem sa
X“+1
da ocCakavat’ za nasledujucich 8 mesiacov odteraz?

417439 €

Peniaze pribiidaju rovnomerne a spojite na ucet tempom 2 400 € za rok. Uroené su
ro¢nou urokovou mierou 6 % pripisovanou spojite. Kol’ko penazi bude na Gcte na konci
5. roka?

1399432 €

Peniaze pribudajii rovnomerne a spojite na Gcet tempom 8 000 € za rok. Urodené st

ro¢nou urokovou mierou 8 % pripisovanou spojite. Kol'ko peniazi bude na ucte na konci
3. roka?
2712492 €

Peniaze pribiidaju rovnomerne a spojite na ucet tempom 6 000 € za rok. Uroené su
ro¢nou urokovou mierou 6 % pripisovanou spojite. Kol'ko penazi bude na ucte na konci
10. roka?

8221188 €

Peniaze pribiidaju rovnomerne a spojite na ucéet tempom 5 200 € za rok. Uroené su
ro¢nou urokovou mierou 4 % pripisovanou spojite. Kol'’ko penazi bude na téte na konci
15. roka?

106875,44 €

Peniaze pribudaji rovnomerne a spojite na ucet tempom 3 500 € za rok. UroCené su

ro¢nou Urokovou mierou 5 % pripisovanou spojite. Kol'’ko peniazi bude na tcte na konci
12. roka?
57 548,32 €

Peniaze pribidaju rovnomerne a spojite na ucet tempom f (t) =100e %% tisic € za rok.

Urocené st ro¢nou Urokovou mierou 5 % pripisovanou spojite. Kol'ko peniazi bude na

ucte na konci 20. roka?
3165,92 tis. €

Peniaze pribidaju rovnomerne a spojite na ucet tempom f(t): 7529 fisic € za rok.

Urocené su ro¢nou urokovou mierou 15 % pripisovanou spojite. Kolko penazi bude na

ucte na konci &. roka?
137122 tis. €

Peniaze pribudaju rovnomerne a spojite na Ucet tempom f(t):1000+4t € za rok.

Urocené su rocnou urokovou mierou 6 % pripisovanou spojite. Kol'ko peiiazi bude na

ucte na konci 10. roka?
1394878 tis. €
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120.

121.

122.

123.

124.

125.

126.

127.

Penazny vklad na uc¢et ma vytvarat’ spojity rovnomerny prijmovy tok 2 400 € za rok. Na
ucte su peniaze urocené ro¢nou urokovou mierou 6 % pripisovanou spojite. Aky sucasny
vklad na ucet zabezpeci vytvorenie prijmového toku na 5 rokov dopredu?

10 367,27 €

Penazny vklad na ucet ma vytvarat’ spojity rovnomerny prijmovy tok 8 000 € za rok. Na
ucte su peniaze Uroc¢ené ro¢nou urokovou mierou 8 % pripisovanou spojite. Aky sticasny
vklad na et zabezpeci vytvorenie prijmového toku na 3 roky dopredu?

21337,21 €

Penazny vklad na Gi¢et mé vytvarat’ spojity rovnomerny prijmovy tok 6 000 € za rok. Na
ucte su peniaze Uroc¢ené ro¢nou urokovou mierou 6 % pripisovanou spojite. Aky sticasny
vklad na et zabezpeci vytvorenie prijmového toku na 10 rokov dopredu?

4511884 €

Penazny vklad na Gi¢et mé vytvarat’ spojity rovnomerny prijmovy tok 5 200 € za rok. Na
ucte su peniaze urocené ro¢nou urokovou mierou 4 % pripisovanou spojite. Aky sucasny
vklad na tcet zabezpeci vytvorenie prijmového toku na 15 rokov dopredu?

58 654,49 €

Penazny vklad na ucet ma vytvarat’ spojity rovnomerny prijmovy tok 3 500 € za rok. Na
ucte su peniaze urocené ro¢nou urokovou mierou 5 % pripisovanou spojite. Aky sucasny
vklad na Gcet zabezpeci vytvorenie prijmového toku na 12 rokov dopredu?

3158319 €

Penazny vklad na Gcet ma vytvarat’ spojity rovnomerny prijmovy tok f(t):100e_0’Olt
tisic € za rok. Na ucte su peniaze uro¢ené rocnou urokovou mierou 5 % pripisovanou
spojite. Aky sucasny vklad na ucet zabezpeci vytvorenie prijmového toku na 20 rokov
dopredu?

1164,68 tis. €

Penazny vklad na Gcet ma vytvarat’ spojity rovnomerny prijmovy tok f (t) =759 tisic
€ za rok. Na ucte st peniaze Uro¢ené ro¢nou urokovou mierou 15 % pripisovanou
spojite. Aky stucasny vklad na ucet zabezpeci vytvorenie prijmového toku na 8 rokov
dopredu?

413 tis. €

Penazny vklad na G¢et ma vytvarat’ spojity rovnomerny prijmovy tok f (t) =1000+4t €
za rok. Na ucte st peniaze tirocené ro¢nou urokovou mierou 6 % pripisovanou spojite.
Aky stcasny vklad na Géet zabezpeci vytvorenie prijmového toku na 10 rokov dopredu?

7 655,25 €
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4 DIFERENCIALNE ROVNICE
4.1 Otazky

Definujte pojem DR n-tého radu.
= Definujte pojem rieSenie DR n-tého radu.
* Definujte pojem DR so separovanymi premennymi.
= Definujte pojem DR so separovateInymi premennymi.
* Definujte pojem linearna DR 1. radu s pravou stranou.
= Na priklade ukazte postup rieSenia separovatelnej DR.
» Na priklade ukazte postup rieSenia LDR 1. rddu s pravou stranou.
» Exponencidlny rast. Exponencialne klesanie. Krivka ucenia sa. Logisticka krivka.

4.2 Zakladné pojmy

Definicia 4.1 Diferencialnou rovnicou (DR) n-tého radu nazyvame rovnicu

F,Y, Y, Y., y™)=0,

priCom Yy = y(x) je neznama funkcia.

Definicia 4.2 RieSenim diferencidlnej rovnice F(X,y,y",y",..., y(n)) =0

nazyvame kazdu n-krat diferencovatelnti funkciu y = (p(x) , pre ktoru plati

F(%,9(x),¢'(x).¢"(x),...,0™(x)) =0.

Vseobecné rieSenie DR n-tého radu sa da napisat’ v tvare y = ¢(X,¢,Co,...,C,), kde Cq,...,C,
su nezavislé konStanty.

Poznamka Pocet konstant je rovnaky ako rdd DR. Ak za jednotlivé konStanty dosadime
konkrétne Cisla, hovorime o partikuldrnom rieseni DR.

Definicia 4.3 Nech pre rieSenie y = y(x) DR n -tého radu plati

y(xo)=bg, Y'(xg)=by, ... y(-D (Xg)=bn_y , pricom by,...,b , st redlne konstanty. Potom

hovorime, Ze rieSenie y = y(x) spiia cauchyovské zaciatoéné podmienky.
4.3 Diferencialne rovnice so separovanymi

a separovatelnymi premennymi

Definicia 4.4 Diferencialna rovnica tvaru

o(x) dx =y (y) dy
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Sa nazyva rovnica so separovanymi premennymi.
RieSime ju integrovanim oboch stran rovnice, t.j

[o)ex= [wiy)dy,

odkial’ po vypocitani integralov vyjadrime hl'adané rieSenie y(x).

Definicia 4.5 Diferencialna rovnica tvaru

@ (X)wa(y) dx =, (x) w, (y) dy

Sa nazyva rovnica so separovatelnymi premennymi.

Poznamka Ak plati, ze ‘Ifl(Y)' (0P} (X);t 0, predchadzajiuca DR sa da upravit’ na separovani DR

o (%) X = vo(y)
(Pz(x)d - l/’l(Y)d

Y.

Priklad 4.1 N4jdime vieobecné riesenie diferencialnej rovnice (1+e*) y-y’ =e*.
RieSenie:

Vyuzitim vztahu y' = g—y
X

a naslednou separdciou premennych upravujeme diferencidlnu
rovnicu

L+e’)yy =¢

dy_ e’
dx eX+1
X
y-dy = dx.
e’ +1

Diferencialnu rovnicu sme upravili na pozadovany tvar. Naslednym integrovanim dostavame
e X
Jy-dy =[S
e” +1
2
y7 =In(e* +1) +c.

y2

Vseobecné rieSenie diferencialnej rovnice je 5= In(e* +1) +c.

4.4 Linearne diferencialne rovnice prvého radu

Definicia 4.6 Linearnou DR prvého radu s pravou stranou (SPS) nazyvame rovnicu

y'+ p(x)-y =a(x),
kde p(x), q(x) sa spojité funkcie.
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Poznamka Ak q(x) =0,DR y'+ p(X)- y =0 nazyvame linedrnou DR prvého rddu bez pravej
strany (BPS).

Linearna DR 1. rddu BPS sa riesi separdciou premennych, rieSenie tejto rovnice sa da zapisat
Vv tvare

y=c-e P& ¢ R

LDR 1. radu SPS rieSime po najdeni rieSenia zodpovedajucej LDR 1. radu BPS metédou

varidcie konitanty. To znamend, Ze rieSenie hladdme v tvare y =c(x)-e”! PX) X g heznamou

funkciou ¢(x).

Riesenie diferencialnej rovnice s pravou stranou pozostdva z rieSenia rovnice bez pravej strany
a nejakého partikularneho rieSenia rovnice s pravou stranou.

. - y T o : 2y e
Priklad 4.2 Najdime v§eobecné rieSenie diferencialnej rovnice y'+ 2y
X

X
RieSenie:

Takuto DR rieSime najprv bez pravej strany vyuzitim separacie premennych

y'+ 2 _o :
X
odseparovanim dostavame
dy 2y
dx X
Lay=—2dx

integrujeme
[Edy=—2[ >
y X

In|y| =-2In|x|+c,

po uprave vysledok zapiSeme v tvare

y=—-
X2
Vseobecné riesenie diferencialnej rovnice bez pravej strany je y = —-.

X2

RieSenie diferencidlnej rovnice s pravou stranou ndjdeme metddou varidcie konStanty.

c(x)

Riesenie DR s pravou stranou hl'adame v tvare y = —=, pricom takto zvolené riesenie a jeho

X2 X3

tychto vyrazov do zadanej DR a néaslednymi Gpravami dostaneme hl'adant funkciu C(X) .

prva derivacia y' = musia vyhovovat’ zadanej diferencialnej rovnici. Dosadenim
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2

c(x)=[x-e™"dx.

2
Integral .[X e dx vypocitame pomocou substitlicie — x? =t , pricom vysledok je

2 2

—X
y:@:i[_lexz +kj—i_£.e
X X 2

4.5 Exponencialny rast a exponencialne klesanie

Uvazujme o funkcii, ktorej absolitna miera rastu Q’(t) je priamo umerna hodnote tejto funkcie
Q(t) s kladnou konstantou tmernosti k . Nech plati Q(0)=Q,.
To vedie k DR 1. radu

dQ
— =Kk
dt Q
so zagiatoénou podmienkou Q(0)=Q,.

Jej rieSenie ziskame separaciou premennych

k
Q(t)=Qo e
a nazyvame ho exponencialnym rastom.

V pripade, Ze konStanta iimernosti je zdporna, plati

aQ _

—-kQ.
dt Q

Analogicky ako pri exponencialnom raste, ziskame rieSenie separaciou premennych

Qt)=Q e

a nazyvame ho exponencidlnym klesanim.

Priklad 4.3 Nech funkcia P(t) vyjadruje pocet obyvatelov USA (v mil.), pricom t=0

odpoveda roku 1900. Predpokladame, Ze tempo rastu poctu obyvatelov je priamoumerné poctu
obyvatel'ov, priCom k =0,01386. Zostavme DR a z jej rieSenia vypocitajme ocakavany pocet
obyvatel'ov USA v roku 2011, ak v roku 1950 malo USA 150 mil. obyvatel'ov.

RieSenie:
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Kedze tempo rastu poctu obyvatelov je priamotmerné poctu obyvatelov, diferencidlnu
rovnicu mdézeme zapisat’ v tvare

dp

T _kp.
dt

Ak roku 1900 odpoveda t =0, tak roku 1950 odpoveda t =50 aroku 2011 odpoveda t =111
Odtial’ vyplyva podmienka P(50) =150 mil.

RieSenie tejto DR ocakavame v tvare
P(t)=ceX!,

pricom k =0,01386 a konstantu ¢ dopocitame z podmienky P(SO) =150 mil.
RieSenie DR je
P(t) = 75001386

a P(111)=1349,31 mil., teda v roku 2011 by malo byt v USA 349,31 miliénov obyvatelov.

4.6 Krivka u€enia sa

Nech Q(t) vyjadruje mnozstvo poznatkov, ktoré mame v ase t a mnozstvo poznatkov, ktoré
mame na zaciatku, teda v case t=0 oznaéme Q(0)=Q0. Nech B je mnozstvo vsetkych
poznatkov, ktoré sme schopni si zapamétat’.

Ak predpokladame, Ze rychlost’, ktorou sa v ¢ase t uc¢ime, je priamo umerna rozdielu vsetkych
poznatkov, ktoré sme schopni zapamdtat’ si a mnozstva poznatkov, ktoré v Case t mame,
modzeme pisat’

d

9 _kB-Q). Q0)=0

dt

Riesenie takejto DR so zaciato¢nou podmienkou ziskame separdciou premennych
Qt)=B-Ae™, A=B-Q,

a nazyvame ho krivkou ucenia sa.

()4
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Priklad 4.4 Reklamné agentlra zistila, Ze pri spusteni kampane v meste s 350 000 obyvatel'mi,
miera rastu poctu obyvatel'ov, ktori sa dozvedeli o novom vyrobku je priamo tmerna poctu
obyvatelov, ktori sa s vyrobkom nestretli. Po 2 diloch vedelo o vyrobku 50 000 obyvatel'ov.
Uréme ako rieSenie DR funkciu poctu I'udi, ktori sa dozvedeli o novom vyrobku do t dni po
spusteni reklamy.

RieSenie:

Oznaéme B =350000 pocet vsetkych obyvatelov, ktori sa mo6zu o vyrobku dozvediet’, Q(t)
pocet obyvatelov, ktori o t dni o vyrobku uz vedia, potom B —Q je pocet obyvatelov, ktori
0 vyrobku eSte nevedia.

Ked’Zze miera rastu poctu obyvatelov, ktori sa dozvedeli o novom vyrobku je priamo iimerna
poctu obyvatel'ov, ktori sa s vyrobkom nestretli, DR mézeme pisat’ v tvare

4Q _s_
- =k(B-Q).

Riesenie tejto DR je v tvare
Q(t)=B+ce ™

Konstantu ¢ uréime vyuzitim podmienky Q(0)=0
0=350000+c = c¢=-350000

a konstantu k ur¢ime vyuzitim podmienky Q(Z) =50 000

50 000 = 350 000— 350 000e 2 = k =-0,077.
RieSenie tejto DR je

Q(t) =350 000 —350 000 e 2077,

4.7 Logisticka krivka

Nech funkcia Q(t) vyjadruje mnozstvo l'udi postihnutych epidémiou v ¢ase t a mnoZstvo l'udi,
ktori su v case t =0 uz chori, oznaéme Q(O) =Qp.

Nech B je mnozstvo vsetkych l'udi.
Ak predpokladame, ze rychlost’, ktorou sa v Case t epidémia §iri, je priamo umerna stcinu poctu
l'udi, ktori su v ¢ase t uz chori a poctu I'udi, ktori eSte nie st chori, méZzeme pisat’

‘2—?=kQ(B—Q), Q(0)=Qo.

RieSenie takejto DR so zac¢iato¢nou podmienkou ziskame separaciou premennych
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t)= A=—-1
Q) 1+ Ae ™™ Qo
a nazyvame ho logistickou krivkou.
o) 4
B ______________________
B
1+ A4
0 ‘

Priklad 4.5 Na lodi sa plavi 800 pasazierov. Jeden ma infekéné ochorenie, na ktoré za 12 hodin
ochoreli d’al§i 3 pasazieri. Predpokladdme, ze rast poctu infikovanych pasazierov je umerny
sucinu poctu infikovanych a poctu neinfikovanych pasazierov. Odhadnime pocet infikovanych
za ¢as 60 hodin.

RieSenie:

Ozna¢me B =800 pocet vSetkych pasazierov, Q(t) pocet pasazierov postihnutych epidémiou

vcase t potom B-—Q je pocet pasazierov, ktori v Case t eSte nie st postihnuti epidémiou.

PretoZe rast poctu infikovanych pasaZierov je Umerny sucinu poctu infikovanych a poctu
neinfikovanych pasazierov, DR moézeme pisat’ v tvare

dQ

EZKQ(B—Q)-

Riesenie tejto DR hl'adame v tvare

l=—" = c=-7%9

a konstantu k ur¢ime vyuzitim podmienky Q(12) =4
4= 80 _ 0115838,
1+799¢ 9600k

Riesenie tejto DR je

_ 800
- 14 799e—0,115838~t '

Q(t)

Pocet infikovanych za ¢as 60 hodin je Q(GO) = 453 pasazierov.
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4.8 Ulohy

V ulohéach 1 — 29 rieste diferencialne rovnice metédou separacie premennych:

10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

X x% +1

L+e")yy =e*

X(L+2y) + (x2 +1)y' =0

!

Y re¥ =0

X

, y
y - 7
(y +1)e*

y=y2+xy'=0

(X% +x)y —y-1=0

xy1+y2 +yyV1+x2 =0

Vysledky:

y:3x2+C

y=x2—x+C

y:x3+2x2+C
2X

e
=—+C
Y 2

y2 +4y=3x2 —3x%+C

y:%ln(x2 +1)+C

y2
o= In(1+e*)+C

1, C
y=2(

2 °x% 41

2

X
=—In(—-C
y (2 )

~1)

—-2X
+C

y+|n|y|=—e

1
1-Cx
_ Cx

Cx+1
\/1+ y? :—\/l+ x? +C

y
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2. y=(2-y)e" y=2-—1
e*+C
XZ

24.  x%Vy' =x3+x3%Y y=In(Ce2 -1)
25. xyy' =1+ x2)(1+ y2) In(1+ yz):ln x2+x2+C

c
26. ylny+xy'=0 y=eX
27. y'=2Jyhx y =(xIn x—x+C)?
28. X W __o 1-y2=1-x2-C

\/1—x2 \/1—y2

29. (x+1y'+xy=0 y=C(x+1)e™*

V ulohach 30 — 47 rieste diferencidlne rovnice so zaciatocnou podmienkou metddou separacie

premennych:
30. y'=6x, y(@)=5
3. y'=2x-1, y(0)=-1
32, y'=3x*+4x, y@)=3
33, y'=e¥, y(0)=1
34,y =xe*, y{1)=2
35.  xy'=hx, y(e)=%
3. y'=y-1 y(0)=2
37.  y'=e”Y, y1)=0
38. y'=3y, y(0)=2
39. y'=y% y(0)=-1
40.  y'=e*, y(1)=1
1
41, =y, y = |=1
xy'=y y[sj
1 In2
42. Zy'= Y1) =—=
Ve Y=
43.  (@+e¥)yy' =¢€*, y(0)=+2In2
4. y-y?+xy'=0, y( )=%
, 3
5. y'=@-y%, y0)=3

Vysledky:

y=3x%+2

y:xz—x—l

y = x> +2x2
e2X 1

= — 4+ —
y 2 2

y=xe*—e*X+2
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46.  ylhy+xy'=0, y(3)=e¢

47. (x+Dy +xy=0, y(0)=1

3
y =e>

X

y=(x+1e"

V tlohach 48 — 68 rieste linedrne diferencidlne rovnice 1. rddu s pravou stranou metédou

variacie konstanty:

48. y'—2y=g?
49. y' -2y=e*

50. y'—2y =X

51. y’—3—y=2

52. y’—ﬂ:x+1
X

53. y'—lzlnx
X

54, y'+d=x542
X
55. y’+ﬂ:i
X x3
X
56. y,+3_y:e_2
X X

S57. Yy +Xy=X
58. y'+ Xy =X

59. Xy'—2y =xe *
60. y—-2Y — fix+1)®

X+1
6. y-——3 - Jx+1
2(x+1)

62. xy'+y=1+Inx
63. xy'+y=xlnx
64. xy'—y:(x—l)2
65. x2y’+ xy=-1

66. x2y'+xy:3x3+2x2+x

Vysledky:

y = Ce?* + xe?¥

y =Ce?* 1 ¥

X 1
—Ce®-Z_=
y 2 4
y =Cx3 —x
y =Cx? —x+x%In|x

y:Cx+§In2x

C x©
Y=+ X+ —

X

C+In|x|

2

C e* e
y="5+5""

X° X% X

X2
y=Ce 2 +1

y:CQ+DZ+§JQ+D7

y=C/X+1+xXvx+1

C
y=—+Inx
X

1

y—9+—xln X—=
2 4

X

y = Cx+x? —2xIn|x| -1

c In|x

X X

y:9+x2+x+1

X
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X X

67. x°y'—xy=xe" y =Cx—x%e X —xe

68. x2y'—2xy =x%In x y =Cx% = xIn x—x

V ulohach 69 — 80 rieste linearne diferencialne rovnice 1. radu s pravou stranou a zaciato¢nou
podmienkou metddou variacie konstanty:

Vysledky:
’ 2x 1 2x 1 2X
69. y' —2y=e ,Y(O)=E y=xe™+2e
70.  y'-2y=e**, y(0)=3 y =2e%* 4¢3
5 o x 1
71 y'—2y=x, y(0)=1 _oex_X_1
y'-2y=x, y(0) y=,e" =27
72. y'—3—y=2, y(-1)=-1 y=2x3—x
X
2y _ _ 2 2
78y E =, y@)=0 y =X —x+X°In|x]
74, y-L-nx, y1)=3 y:3x+gln2x
X
RS
75. y'+xy=x, y(0)=0 y=—e 2 +1
! . !
76.  xy'-2y=xe ¥, y)== y =x%e X
e
.y - Y _Jx+1, y(3)=2 y=—2UX+1+xJx+1
2(x+1)
78. xy'+y=1+Inx, y(e)=2 y=§+|nx
79. xzy’+xy:3x3+2x2+x, y(2):2 y:—£+x2+x+1
X
80.  x2y'—xy=x%*X, y(l):—g y=—x%*—xe™

e

81. Funkcie ponuky adopytu po tovare Vv stovkach jednotieck su dané rovnicami
dp dp
=30+ p+5—, =51-2p+4—,
Qs P at 4p p at
kde % oznacuje mieru rastu ceny vzhl'adom na ¢as. Ak v ¢ase t =0 je cena 12 eur,
vyjadrite, ako sa vyvija trhova cena vzh'adom na ¢as.
p=5e""+7

82. Funkcie ponuky adopytu po tovare Vv stovkach jednotieck st dané rovnicami

dp dp
=25+p+3—, =55-p+2—,
Os p at dp p at
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83.

84.

85.

86.

87.

d . . < .
kde d_i) oznacuje mieru rastu ceny vzhl'adom na Cas. Ak v ¢ase t =0 je cena 22 eur,
vyjadrite, ako sa vyvija trhova cena vzhl'adom na cas.

p=7e2+15

Funkcie ponuky adopytu po tovare v stovkach jednotieck si dané rovnicami

dp dp
=14+2p+4—, =38-2p+3—,
Js p at dp p at

d . .
kde d_i) oznacuje mieru rastu ceny vzh'adom na Cas. Ak v ¢ase t =0 je cena 14 eur,

vyjadrite, ako sa vyvija trhova cena vzhl'adom na Cas.

p=8"*"+6
Funkcie ponuky adopytu po tovare v stovkach jednotieck st dané rovnicami
dp dp
=6-p+6—, =22+ p+5—,
Qs p at dp p at

d . .
kde d—i) oznacuje mieru rastu ceny vzhl'adom na ¢as. Ak v ¢ase t =0 je cena 20 eur,
vyjadrite, ako sa vyvija trhova cena vzhl'adom na ¢as.
p=282_8
Funkcie ponuky adopytu po tovare vV stovkach jednotieck st dané rovnicami

dp dp
=50-2p-3-P, qp=40+2p+—>,
Os p at dp p at

d . .
kde d_‘t) oznacuje mieru rastu ceny vzh'adom na cas. Ak v ¢ase t =0 je cena 15 eur,
vyjadrite, ako sa vyvija trhova cena vzh'adom na cas.
p=125e"+25
Funkcie ponuky adopytu po tovare v stovkach jednotieck st dané rovnicami

dp dp
=35-2 3—, =95 -5 2—,
Os p+ at Up p+ at

d . .
kde d_F: oznacuje mieru rastu ceny vzh'adom na Cas. Ak v ¢ase t =0 je cena 30 eur,
vyjadrite, ako sa vyvija trhova cena vzh'adom na ¢as.
p =10~ + 20
Funkcie ponuky adopytu po tovare v stovkach jednotieck st dané rovnicami

dp dp
=70-3 2—, =100 -5 —_,
Qs p+ ot Up p+dt

d o .
kde d—i) oznacuje mieru rastu ceny vzh'adom na Cas. Ak v ¢ase t =0 jecena5 eur,

vyjadrite, ako sa vyvija trhova cena vzhl'adom na cas.
p=15-10e2
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88.
a)
b)

89.
a)
b)

90.
a)
b)

91.

a)
b)

92.

93.

94,

95.

Vklad 5 000 eur rastie spojite rovnakym tempom 4,5% za rok. Zostavte diferencialnu
rovnicu a z jej rieSenia vypocitajte:
Ocakavanu hodnotu investicie po 5 rokoch.
Po akom ¢ase dosiahne investicia hodnotu 10 000 eur?
a) 6 261,61 €, b) 15,40 roka

Vklad 100 000 eur rastie spojite rovnakym tempom 4,5% za rok. Zostavte diferencialnu
rovnicu a z jej rieSenia vypocitajte:
Ocakavanu hodnotu investicie po 3 rokoch.
Po akom ¢ase dosiahne investicia hodnotu 200 000 eur?
a) 114 453,68 €, b) 15,40 roka

Vklad 15 000 dolarov rastie spojite rovnakym tempom 2% za rok. Zostavte diferencialnu
rovnicu a z jej riesenia vypocitajte:
Ocakavanu hodnotu investicie po 10 rokoch.

Po akom ¢ase dosiahne investicia hodnotu 20 000 dolarov?
a) 18 321,04 $, b) 14,38 roka

Vklad 4 000 eur rastie spojite rovnakym tempom 3,5% za rok. Zostavte diferencialnu
rovnicu a z jej riesenia vypocitajte:
Ocakavanu hodnotu investicie po 8 rokoch.
Po akom case dosiahne investicia hodnotu 100 000 eur?
a) 5292,52 €, b) 91,97 roka

Miera rastu poctu baktérii je priamoumernd samotnému poctu baktérii. Na zaciatku
pokusu je v skiamavke 5000 baktérii, po jednej hodine je ich 7 500. Zostavte
diferencialnu rovnicu a z jej rieSenia vypocitajte, kol’ko baktérii bude v skaimavke po 10
hodinéch.

Q(t)=5000e%4%%%t | Q(10) = 288 425 baktérii

Nech funkcia S(t) vyjadruje poget stromov v urditej lesnej lokalite. V roku 1980 ( v &ase

t =0) ich odhadom bolo 3 500. V roku 1990 ich bolo asi 9 200, ¢o bolo sposobené
samovysevom. Predpokladajme, Ze tempo rastu po¢tu stromov je priamoumerné poctu
stromov. Zostavte DR a z jej rieSenia vypocitajte ocakavany pocet stromov v roku 2015.

S(t)=3500e09%44t ' 5(35)=103059 stromov

Nech funkcia R(t) vyjadruje pocet potkanov v mestskej kanalizacii nemenovaného

mesta. Vedci zistili, Ze v roku 2008 ( v ¢ase t = 0) ich bolo priblizne 7 500. V roku 2010
ich bolo asi 11 400. Predpokladajme, Ze tempo rastu poctu potkanov je priamoumerné
po¢tu potkanov. Zostavte DR azjej rieSenia vypocitajte oCakavany pocet tychto
hlodavcov v roku 2013.

R(t) = 7500e%2093%3H ' R(5)= 21363 potkanov

Nech funkcia V(t) vyjadruje pocet ohrozenych velryb v moriach. V roku 1995 ( v case

t =0) ich bolo asi 5 260. V roku 2 000 ich bolo uz len 4 370. Predpokladajme, ze tempo
poklesu poctu velryb je priamotimerné poctu velryb. Zostavte DR azjej rieSenia
vypocitajte ocakavany pocet velryb v roku 2013.

V(t)=5260e “0370736t v/ (18)= 2 699 velryb
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96.

97.

98.

99.

100.

101.

Pri volebnej kampani v meste s 230 065 obyvatel'mi, miera rastu poc¢tu obyvatel'ov, ktori
sa 0 kampani dozvedeli, je priamo umerna poctu obyvatel'ov, ktori o kampani este
nevedia. Po tyzdni onej vedelo 12 700 l'udi. Zostavte diferencidlnu rovnicu a z jej
rieSenia urcte, kol’ko obyvatel'ov sa o kampani dozvie po dvoch tyzdnoch.

f (t)= 230 065 230 065¢~ 2%°°783% £ (2)= 24 699 obyvatelov

V Kosiciach mala koncert hudobna skupina ELAN (240 700 obyvatel'ov). Miera rastu
poctu obyvatel'ov, ktori sa o koncerte dozvedeli, bola priamo imerna po¢tu obyvatel'ov,
ktori o koncerte este nevedeli. Po 5 dioch 0 fiom vedelo zhruba 20 450 obyvatel'ov.
Zostavte diferencialnu rovnicu a z jej rieSenia uréte, kol’ko obyvatelov sa o koncerte
dozvedelo po dvoch tyzdioch.

f (t) =240 700 - 240 700~ ***77>7 | (14) = 52 981obyvatelov

Sprava o vybuchu vo firme USS v Kosiciach (240 700 obyvatel'ov) sa Sirila takou
rychlost'ou, ze po dvoch hodinach o nestasti vedelo asi 125 300 Kosi¢anov. Miera rastu
poctu obyvatel'ov, ktori sa o udalosti dozvedeli, bola priamo tmerna poctu obyvatel'ov,
ktori o nej eSte nevedeli. Zostavte diferencialnu rovnicu a z jej rieSenia uréte, kolko
obyvatel'ov sa o tom dozvedelo po 24 hodinach.

f (t) = 240 700 — 240 700e~ 2367573 | £ (24) = 240 665 obyvatel'ov

U chovatel’a véiel, ktory ma v ul'och asi 600 000 jedincov, sa vyskytol vceli mor. Touto
nakazou je postihnutych 200 v¢iel. Po troch diioch ich bolo uz 800. Predpokladajte, ze
rast poctu infikovanych vciel je Umerny sufinu poctu infikovanych a poctu
neinfikovanych vcéiel. Zostavte diferencidlnu rovnicu a z jej rieSenia urcte, kolko vciel
bude chorych po 10 ditoch a po akom ¢ase ochorie polovica vcelstva.

() 600 000
1+ 2 999e~ 04624t ’

Q(10) =19 723 v¢iel, cca po 17,32 ditoch

Na pokusnom poli¢ku vyskumného tstavu je 1 200 sadenic zemiakov. Na zaciatku bolo
infikovanych zemiakovou plestiou 10 sadenic. Po jednom dni malo plesenn 85 sadenic.
Predpokladajte, Ze rast poctu infikovanych sadenic je umerny suc¢inu poctu infikovanych
a poctu neinfikovanych sadenic. Zostavte diferencidlnu rovnicu a z jej rieSenia urcte,
kol'ko sadenic bude napadnutych plesiiou po 4 ditoch a po akom ¢ase bude napadnutych
1 000 sadenic.

(t B 1200
- 14119e~ 22051651t '

Na zakladnej Skole (414 Zziakov) sa vyskytla infekénd zltacka u troch deti. Po dvoch
dioch je nakazenych d’alSich 9 deti. Predpokladajte, ze rast poctu infikovanych deti je
umerny sucinu poctu infikovanych a poctu neinfikovanych deti. Zostavte diferencialnu
rovnicu a z jej rieSenia urcte, kol’ko deti bude chorych po 5 dioch. Ked’ v §kole chyba
nad 30 % deti, riaditel’ka udeli riaditel’ské voI'no. Po kol'kych dioch to urobi?

Qlt)= 414 Q(5) =82 deti, cca po 5,79 ditoch

1+137e” 0,7042177t

Q(4) =1179 sadenic, cca po 2,9 diioch
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5.1

5.2

DIFERENCIALNY POCET FUNKCIE DVOCH
PREMENNYCH

Otazky

= Definujte pojem karteziansky sucin, Euklidov vektorovy priestor.

* Definujte pojem funkcia 2 premennych.

= Definujte pojem hladinova krivka.

* Definujte pojem parcialna derivacia prvého, resp. druhého radu funkcie.
* Definujte pojem uplny diferencial.

* Definujte pojem lokdlne maximum funkcie 2 premennych.

* Definujte pojem lokalne minimum funkcie 2 premennych.

* Definujte pojem stacionarny bod funkcie.

* Definujte pojem kritické body funkcie, implicitna funkcia.

Sformulujte vetu o nutnej podmienke existencie lokalneho extrému funkcie 2
premennych.
Sformulujte vetu o postacujicej podmienke existencie lokalneho extrému funkcie 2
premennych.
Napiste ako postupovat’ pri hl'adani lokalnych, resp. viazanych extrémov funkcie 2
premennych.

Zapiste % a % ak z=f(u,v), pricom u=g(x,y), v=w(xy).

Zapiste % ak z=f(x,y), pricom x=x(t), y=y(t).

Zapiste % ak z = f(x,y), pricom y = y(x).

Zakladné pojmy

Definicia 5.1 Mnozinu vSetkych usporiadanych dvojic [X, y] takych, ze Xe AAyeB,

nazyvame kartezianskym sucinom mnozin A, B a oznacujeme AxB.

Definicia 5.2 OznameR?> =RxR. Ak v R? je pre kazdu dvojicu bodov A=[a,a,] a

B= [b1 : bz] definovana vzdialenost p = \/(al - bl)2 +(a, - b2)2 , potom dvojicu (R2 ,P)
nazyvame dvojrozmerny Euklidov vektorovy priestor a oznaCujeme E;.

Definicia 5.3 Funkcia dvoch premennych je predpis f , ktory kazdému X =[x, y]e M cE,
priradi prive jedno 7 € R, piseme z = f(X) alebo z = f(x, y).

Definicia 5.4 Mnozinu M nazyvame defini¢nym oborom funkcie f , oznacujeme D(f).
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Poznamka Ak mnozina M nie je zadana, tak pod (prirodzenym) definiénym oborom funkcie f

rozumieme najvacsiu podmnozinu R2, pre ktord mé dand funkcia zmysel.

Priklad 5.1 Najdime defini¢ny obor funkcie z = In(9 - X2 — y2) .
RieSenie:
Funkcia z je definovana pre body [X, y] spifiajuce podmienku 9— x?% — y2 >0, Cize

x? +y? <9. Definiény obor funkcie je teda vnutro kruhu so stredom v bode [0,0]
a polomerom r =3.

Definicia 5.5 Mnozinu H(f)={z eR,3X e M, z = f(X)} nazyvame obor hodnét funkcie f .

Definicia 5.6 Majme funkciu z = f(x, y) definovani na mnozine M c E, s oborom hodnét
H(f ) Ak ceH (f ), potom mnoZinu bodov [X, y] e M, ktorych funkénd hodnota je rovna ¢islu
¢, ¢ize ¢ = f(x, y) nazyvame hladinovou krivkou.

Priklad 5.2 Uréme hladinové krivky funkcie z = x% + y2.
RieSenie:
Ak ¢ >0, potom c = X% + y2. Hladinové krivky danej funkcie st kruznice so stredom v bode
[0, 0] a polomerom r =+/c.

\ 4
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5.3 Parcialne derivacie

Definicia 5.7 Majme funkciu z = f(x, y) definovanu v okoli bodu A=[a,,a,|. Parcidlnou
derivaciou prvého radu funkcie f(X, y) podla premennej X vbode A nazyvame limitu

lim f(x, az)— f(al, 32)1 oznadujeme (ﬂj :M: f)E(A)_
X—>3y X—ay oX)p  OX

Parcidlnou deriviciou prvého radu funkcie f(x, y) podl'a premennej y v bode A nazyvame

limitu im f(a‘11 y)_ f(al’ aZ), oznalujeme (i} — M = f;(A)
y—a y—ap

¥N)p ¥

Pri vypocte parcidlnej derivacie podla 'ubovolnej premennej postupujeme tak, ako keby druha

premenna bola konstanta.

Priklad 5.3 Vypocitajme parcialne derivacie 1. radu funkcie z = 3x2y +xe>.
RieSenie:
7} = 6xy+e”’

z} = 3x?2 + 5xe®

Definicia 5.8 Nech funkcia z=f(x,y) ma vokoli bodu A=[a;,a,] parcialnu derivaciu
prvého radu f,. Ak existuje derivacia funkcie f, podla premennej X, resp.y, nazyvame ju
parcidlna derivdcia druhého radu funkcie 7 = f(X, y) dvakrat podl’a premennej X, resp. podla
premennej x apremennejy,

2 2 2
oznacujeme [8 f } _9 f(A)= fr (A), resp. {6 f ]

OXOX A ox2 OXOY

= fq (A).
A

Definicia 5.9 Nech funkcia z= f(x,y) méa vokoli bodu A=[a,,a,]| parcidlnu derivaciu
prvého radu fy. Ak existuje derivacia funkcie fy podla premennej X, resp. y, nazyvame ju
parcidlna derivacia druhého rdadu funkcie podl'a premennej y apremennejXx, resp. dvakrat
podla premennej VY,

(et ., o’f) _a*f(A)_ .,
oznacujeme [%JA = fyX(A), resp. (@@JA = 6y2 = fyy(A).

Priklad 5.4 Vypocitajme vSetky parcialne derivacie druhého radu funkcie z = 3x?2 y+ xe>Y.
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Riesenie:
z, =6xy+e® =z =(6xy+e®) x =6y, Zhy = (6xy+e¥)y =6x+5e5

L =3x 2 4 5xe”Y = Z{x = (3x? +5xe5y) x =6x+5e°, Zyy = (3x? +5X€5y)’y = 25xe>Y

:Z”

Poznamka Ak z3, a zy, suspojité na mnozine A, potom na mnoZine A plati z; V-

Xy

5.4 Parcialne derivacie zlozenej funkcie

V tejto kapitole ukdzeme na niekolkych typoch zlozenych funkcii vypocet ich parcialnych

derivécii prvého radu.

Typ 1 Majme zlozenu funkciu z = f(u, v), pricom u = g(x, y), v=w(x,y).
Ak maju funkcie f, @, spojité parcidlne derivacie, potom ma spojité parcialne derivacie aj
zlozena funkcia a plati

@ _o o b
OX Ou oXx ov 8x

az azau 62@
oy ou oy avﬁy'

Priklad 5.5 Vypocitajme % a %, ak st dané funkcie z=uv, U=3X-5y, v=Xy+Yy.
X

RieSenie:

62 az ou 0z ov
c—+t—-—=V-3+U- 3(xy+Vy)+y(Bx-5
ax 8u x v ox y =3(xy+Yy)+y( y),
az 62 au 07 oV
— +——=V- (B +u-(x+1D =-5v+(Bx-5y)(x+1
oy ou oy vy (-5 +u-(x+1) ( y)(X+1).

Typ 2 Ak mame z = f(x, y), pricom x = x(t), y = y(t), potom
dz oz dx oz dy

dt ox dt oy dt

. d 1
Priklad 5.6 Vypocitajme di ak su dané funkcie z = X x=e' y= .
y
RieSenie:

@z _& & & ﬂzi-et+x(—i)(—i)=tet+et.
dt ox dt oy dt y y2o 2
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Typ 3 Ak méame z = f(x, y), pricom y = y(x), potom
dz oz az dy

dx  ox 5’y dx

.0z .
Priklad 5.7 Vypocitajme VR ak su dané funkcie z=ylh x, y= x2.
X

RieSenie:
E:az a dy_y +(In x) - 2x =Y 4 2xIn x.
dx ox ay dx X

5.5 Derivacia implicitnej funkcie

Definicia 5.10 Nech F(x, y) je spojita funkcia dvoch premennych. Ak existuje spojita funkcia
y = f(x) taka, 7e pre vietky X z definiéného oboru funkcie y = f(x) plati

F[x, f(x)]=0,

potom funkciu f(X) nazyvame funkciou uréenou implicitne rovnicou F(X, y) =0.

Majme funkciu F(x, y) definovanti v okoli bodu A=[x,, y,]. Ak je funkcia F(x, y) v okoli
bodu A= [XO , yo] spojitd ama tam spojité parcialne derivacie do druhého radu, pricom
fy (A) # 0, potom jej prvt derivaciu uré¢ime pomocou derivacie zlozenej funkcie typu 3.

oF Ok dy

ox oy dx
Fr+Fj -y =0

a preto
Fx
Fy

§'=—

Priklad 5.8 Vypocitajme y' pre funkciu x? + y2 -1=0.
RieSenie:
F!
F(x,y)=x2+y%-1,potom y' = - = 2x__x

Fy 2y y
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5.6 Uplny diferencial

Definicia 5.11 Majme funkciu z = f(x, y), ktorda ma v bode A=[a;,a,] spojité¢ parcialne
derivécie 1. radu. Potom vyraz

df (A, X):¥Ax+¥m,

kde Ax=X—aq, Ay = Y —a,, nazyvame uplnym diferencialom funkcie f v bode A.

Poznamka MozZeme ho pouzit’ pri pribliznom vypocte hodnoty funkcie f v bode X, ktory sa
nachadza v blizkosti bodu A, ak predpokladame, ze diferencia f(X)— f(A) je priblizne rovna
diferencidlu funkcie v okoli bodu A, f(X)— f(A)=df (A, X), odkial vyplyva

f(X)= f(A)+df (A X).

5.7 Lokalne extrémy funkcie dvoch premennych

Definicia 5.12 Funkcia f(x, y) ma vbode A=[x,, y,]e D(f) lokdlne maximum, ak existuje
okolie bodu A také, e pre kazdy bod X =[x, y]e D(f) z okolia bodu A, plati

f(xy)< f(xo, Yo)-

Definicia 5.13 Funkcia f(x, y) ma vbode A=[x,, y,]e D(f) lokdlne minimum, ak existuje
okolie bodu A také, 7e pre kazdy bod X =[x, y]e D(f) z okolia bodu A, plati

f(xy)= f(xo, Yo)-

Definicia 5.14 Ak ma funkcia v nejakom bode lokdlne maximum alebo minimum, hovorime, Ze
ma v tom bode lokdlny extrém.

Veta 5.1 (Nutna podmienka existencie lokalneho extrému)

Nech funkcia z = f(X, y) ma v bode A:[XO, yo] lokalny extrém. Ak parcidlne derivacie

at(A) of(A)

, —— existuju, tak st obe rovné nule.
OX oy

Definicia 5.15 Bod A:[XO, yo], Vv ktorom parcidlne derivacie su rovné nule, nazyvame
staciondrny bod.
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Definicia 5.16 Stacionarne body a body, v ktorych parcidlne derivacie neexistuji, sa nazyvaju
kritické body.

Funkcia m6ze mat’ lokalny extrém len v kritickom bode.

Veta 5.2 (Postacujiica podmienka existencie lokdlneho extrému)

Nech bod A=[x,,Y,] je stacionirnym bodom funkcie z= f(x, y) anech viom existuju

% f(A) 0%f(A) 8°f(A) 2%f(A)
ox2 ' ooy? | axay | oyox

spojité parcialne derivacie druhého radu

% f(A) a%f(A)
ox? oxoy
% f(A) 0%f(A)
dyox oy?

1. Ak D,(A)>0 A D,;(A)<0, potom ma funkcia z= f(x, y) vbode A=[x,,y,] lokdlne

Oznaéme D,(A)=

2
a Dy(A)= 0 a];(ZA) . Potom plati:

maximum.

2. Ak D,(A)>0 A D,(A)>0, potom mé funkcia z= f(x, y) vbode A=[x,,y,] lokdlne

minimum.

3. Ak D,(A)<0, potom nemd funkcia z=f(x,y) vbode A=[x,,y,] extrém (bod

A= [XO : yo] sa nazyva sedlovy bod).

Priklad 5.9 N3ajdime lokalne extrémy funkcie f (X, y) =x3+ 8y3 —6xy+1.

RieSenie:
Pretoze

fy = 3x% — 6y
f, =24y% —6x,

stacionarne body A = [0,0], B= [1, %} najdeme rieSenim ststavy rovnic
fy =0
f; =0.

Vyuzitim Vety 5.2 overime extrémy v tychto staciondrnych bodoch. Vypocitame druhé
parcialne derivacie

fo =6X
fyy =—6
fx =—6

f;y =48y
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a ur¢ime postupne hodnoty determinantov D, a D;.

Pre stacionarny bod A plati: D,(A)=

-6
ol” —-36<0 = vbode A nie je extrém ateda

bod A je sedlovy bod.

6 -6

Pre staciondrny bod B plati: DZ(B)=‘ 5 24

‘=108>0 A Dy(B)=6>0 = vbode B je

teda lokalne minimum a f (B) =0.

5.8 Viazané extrémy funkcie dvoch premennych

Majme funkciu z = f(x, y) a hl'adajme jej lokdlne extrémy na mnozine M takych bodov
[x, y] € D(f), ktoré spitaju podmienku g(x, y)=0.
Takéto extrémy nazyvame viazané lokdlne extrémy funkcie z= f(X, y) a podmienku

g(x, y) =0 nazyvame vizba.

1. Ak sa zvizby g(X, y)z 0 dé jednoznacne vyjadrit' niektord premennda, dosadime ju do
funkcie z = f(x, y) a dostaneme funkciu jednej premennej (Matematika ).
2. Ak sa zvizby g(x, y):O neda jednoznacne vyjadrit Ziadna premennd, zostrojime

Lagrangeovu funkciu
L(x, y)= f(x y)+2-9(x y)

a hladame extrémy tejto funkcie.

Poznamka Extrémy Lagrangeovej funkcie L(X, y) st zaroven aj extrémami povodnej funkcie
f (X, y) . Opacné tvrdenie neplati.

Stacionarne body Lagrangeovej funkcie L(X, y) najdeme rieSenim sustavy rovnic

L. =0
L, =0
L, =0

Zavery pre existenciu viazaného lokdlneho extrému st rovnaké ako pri lokdlnych extrémoch,
¢ize plati:
Ak D,(A)>0 A D;(A)<0, potom mé funkcia f(x, y)vbode A=[x,,y,] viazané lokdlne

maximum.
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Ak D,(A)>0 A D,;(A)>0,potom mé funkcia f(x, y)vbode A=[x,,y,]| viazané lokilne
minimum.

Ak D,(A)<0, potom nemd funkcia L(x, y) vbode A=[x,,y,] extrém (bod A=[x,,y,] sa
nazyva sedlovy bod). V tom pripade nevieme takymto sposobom o extréme funkcie f(x, y)

rozhodnut’.

Priklad 5.10 Najdime viazané extrémy funkcie f(X,y)=x+2y, ak x? + y2 =5.
RieSenie:
Ked7e z funkcie g(X,y)=0 (x*+y?—-5=0) predstavujicej vizbu nemodzeme jednoznacne
vyjadrit’ Ziadnu z dvoch premennych, zostrojime Lagrangeovu funkciu
L(X,y) =x+2y+A(xX*+y?*-5), 1eR
a hl'adame jej extrémy. RieSime ststavu rovnic
L, =1+24x =0
Ly =2+22y=0
L) =x?+y?-5=0

Ak z prvej rovnice vyjadrime X, z druhej y a dosadime ich do tretej rovnice, dostaneme

1 1
— +—-5=0.
422 2

o : : 1 o o
RieSenim danej rovnice dostaneme 4,, = iE a ur¢ime stacionarne body.

Pre 44 =% je A=[-1-2], pre 4, =—%je B=[12].

Dalej postupujeme podobne ako v Priklade 5.9. Vypocitame parcidlne derivacie druhého radu a
ur¢ime ich hodnoty v stacionarnych bodoch.

Ly =24

Ly =0

Lix =0

Ly =24
Pre stacionarny bod A dostavame: D,(A)= ‘O (1)‘ =1>0 A D;(A)=1>0 = vbode A je
viazané lokalne minimum a f (A)=-5.

-1
Pre stacionarny bod B dostavame: D, (B)= ‘

0
JJ:1>O A Dy(B)=-1<0 = vbodeB je

viazané lokalne maximum a f(B)=5.
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5.9 Ulohy

V tlohach 1 — 21 urcte defini¢ny obor funkcie z = f (X, y) a znazornite ho graficky:

1. 7= XY 12, z=+x2+y2—4+/9-x2 -y
3-X
Xy
—x2 X 13. 7=
2 z_2y X _ ¢ X+y—2
X+7 y-1 )
3. z=t Y 4. z=22
x2 -1 X+3 x2 -y
4 - Inx+ 2 5 L ¥ +§/x—y
X=y X2+y2 : - 2 _16 X-4
5 Z= 3_y2+e"+y
X" -y 16.  z=In(2+3xy)+e2Y
1+x—y?
6. z=% 17. Z=In(xy—4)+ y
X“+y° -5 X+2
7. z=1Jy—x+5 18.  z=xIn(12—x% - y?)
8. 2=y —x 19 z=In(x®+eY)+ [y—x+1
9 7=4y2 _x2 20. z=xIny—ylnx+./xy
X+
10.  z=+16-x%2-y? 2. z= fy+ln(><2—y)
11. z=\/x2+y2—1+\/x2+5
V tlohéch 22 — 49 urte parcidlne derivacie zy a z) funkcie z = f(x,y):
Vysledky:
99 Z=x+y 2l = y+3
3-X (3-x)?
z\ 1
Y 3-x
_y2 X oy y2 X
23. Z=2y X _ € Z;(: 2y X 214-X_ €
x+7 y-1 (x+7) y-1
g2 e
Y Uox+7 (y-1)?
24. 2= 21 I Z) = ;2X2— Y
xc—-1 X+3 (x =1 (x+3)
, 1
7y =——

X+3
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25.

26.

217.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

y
_Inx 2 , _1—;—Inx_ 4x
X=y x*+y? o=yt (P Hy?)?
, In x 4y
Zy = 27 2 22
(x=y)* (x"+y%)
z= S—yz +e* z =_(2;((y_2?;)2‘+ex+y
X" -y X" -y
y2 2
Zy = Xz szr26yJreXer
(x*—y?)
l+x—y2 , —x2+y2—2x+bw2—5
Z:x2+y2—5 = (x? + y2 -5)2
Z,_—2w@+8y—bw
y (X2+y2_5)2
-1
Z=,y—Xx+5 7, = ———
y 2,)y—x+5
Z, = !
Y2 y—X+5

z= 16—x2—y2 z,
Zy
Z:Jx2+y2—1+Jx2+5 z
Zy
z:\/x2+y2—4+\/9—x2—y2 z;
Zy
Z= *y z!

JX+Yy—2

—X
16—x2—y2
-y
16—x2—y2
X L X
Jx2+y2—1 x2 +5
y
x2+y2—1
X X

X:\/x2+y2—4_\/9—x2—y2

y _ y
Jx2+y2—4 \/9—x2—y2
xy+2y2—4y

X:2U+y—ZLM+y—2
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

z =In(2+3xy) +e27Y

y
+2

z=In(xy—4)+
X
z:xln(12—x2 —y2)

z=In(x%+e¥)+.Jy—x+1

z=xlhy-yln x+\/x—y

z= /uﬂn(xz—y)
X=y

7= x>

. xy+2x2—4x
d 2(X+y—2)x+y-2
, y> —xy
T 2

(X" =yX“ =y
5 _3xy2+2x2—y—4x3y

20 —y)Wx* -y
L _ &Y (yx® ~16y - x)
L =

(x2 —16)\/x2 -16
. xe
L=

x? —16
' 3y 4 202Xy

2+ 3xy
7' = 3x _ a2x=y
Y 243xy
g Y Y
oxy-4  (x+2)?
, X 1
Z\, = +
Y oxy—4  x+2

2
z;:ln(lz—xz—yz)—%
12—-x° -y

Zr _ _2Xy
y 12-x2_y?2
S 2x 1
“x2ieY 2 y—x+1
z, = e’ + L
Y Ux2reY 2 fy—x+1
' y y
Zy=Ihy—=+
X y X 24xy
, X X
Z,=—Ihx+—+

' Y 2xy

2 = -y x—y+ 2X
[ =
(x-y)?Vx+y X2 -y
, X X—Y 1

7! = _
Y ox=y)2Ux+y xP-y

7!, = (1+2x)e >3
2x-3y

!

y = -3xe

z
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44,

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51,

52.

2,,,2
z=ye* "V

z=(2x-y%)e"

. cos(2x —3y)
X+2y

X=y
X+Yy

Z = cotg

z = (x? + y)sin xy

z=,/xsiny+In tg5
y

Dokazte, ze funkcia f (X, y) =

Dokazte, ze funkcia f(X, y) =
fy+fy=1

i Ty — (1) =0,
Dokézte, ze funkcia f(x,y)=

2,2
z, =2xye* Y

2,2
z), = (L+2y%)eX "y

z) = (2+2xy —y*)e”

Zy = (-3y? +2x% —xy*)e™

2 = —2(X+2y)sin(2x-3y)
(x+2y)2
_ cos(2x —3y)
(x+2y)2
;o 3(x+2y)sin(2x-3y)
y (x+2y)2
_2co0s(2x —3y)
(x+2y)2
' 2y

2, =—

X=y
X+Yy

(x+y)?sin?

2X

z

y _
(x+y)2sin2 X=Y
X+

2}, = 2xsin xy + (yx® + y2)cos xy

zy =sin xy + (x3 + yx) cos xy

2 = sin _y N ; g
2yXsiny ysin X cos®

y |y

/ XCOoSsy X

ty = iny X X
2yxsin y y?sin ~cos—~
y |y

X% vyhovuje rovnici 5 + 21, + fJ, =——

X—Yy
In(e* +eY) vyhovuje rovniciam

m

y X H P m mo 4
xe” +ye” vyhovuje rovnici fy, + fy, = xfl, +yf, .
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V ulohéach 53-61 urcte derivaciu % zlozenej funkcie z = f(x,y).

Vysledky:
53. z=2x-3y, x=2t, y=t+1 =1
54. z=2x-3y, x=e2 y=¢™ 7' =4e? +15e™
1 2 3
55. z=2x-3y, x=Int, == 7=+ =
y y =3 Lt
56.  z=./Xy, x=2t, y=t+1 g 2+l
V2t? +2t
) 22t 43¢~
57. Z=./Xy, X=62t, - 5t 2= T
Vy Y a2t _ o3t
58. z=./xy, x=nt, y=1 g 1zt
t 2t2 /ILt
t
59. z=ylhx, x=2t, y=t+1 z’=|n2t+ttL1
60. z=yhx, x=e? y=e™ 7' =e 2t (—10t + 2)

, 1—(Int)In(in t)
Z'= >
t“Int

61. z=ylhx, x=Int, y:%

V ulohach 62-67 uréte drivaciu z; a z, zlozenej funkcie z = f(x,y).

Vysledky:
2 2
u 3u 3u 2u
62. z=x2y—y2x, X=Uu+Vv, y=— 2, =——+du+v-"—- -
v v v:i v
z, v +u+2us +u2
b =— = L7
v2 v oV
63. 7 = x2y— yZX, X =eu, y =e1—v Z(J _ 262u+1—v _eu+2—2v
Z\r/ :_e2u+1—v +Zeu+2—2v

64. z:xzy—yzx, X =In(u+ V), y:L
u+v
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, In(u +v)2 —Inz(u +v)

z, =1
o (u+v)2
_l—In(u+v)2
(u+v)®
65. z=ﬂ, x=(2u+v)2, y=v-u zZ, = 3V2
y (v—u)
2 —-3u
Y v-u)?
2u-v _
66. z:ﬂ, x=eM2 y—uv Z{J:LZZUD
y uv
, —e2V(v+1)
Zy=—p
uv
67. z:ﬂ, X=U-V, y=+2Uu+V Z, = v
y 2(2u +v)? | u-v
2U+V
, —3u

Zy

2(2u +v)? | u-v
2U+V

V tlohéch 68-106 urcte kritické body, klasifikujte ich ako lokalne maxim4, lokalne minima
a sedlové body.

Vysledky:
68.  f(x,y)=4-x>—y? lok. max. v [0,0]
69.  f(x,y)=10—x*—y? lok. max. v [0,0]
70.  f(xy)=x?+y?-3 lok. min. v [0,0]
71 f(xy)=x>+y?+1 lok. min. v [0,0]
72. f(x,y)=x®+y?-2x+3 lok. min. v [1,0]
73, f(xy)=x2+y?+4y+1 lok. min. v [0,-2]
74 f(x,y)=4-x%—-y?-2x lok. max. v [-1,0]

75.  f(xy)=x?+y? —4x+4y+8 lok. min. v [2,-2]
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76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

f(x,y)=1-x% —y? +6x+2y
f(x,y)=x%+y?+yx+5x—-5y+3
f(x,y)=x%+y% —4xy—6y
f(x,y)=x%+y? +xy—4y+10x
f(x,y)=x%+y? +6xy+16x
f(x,y)=24-x%—y? + yx+36y
f(x,y)=46—x> —4y® +2yx
f(x,y)=x? +10y? +5xy+8x — 40y

f(x,y)=x3+y> -18xy+215

f(x,y)=x3+8y> —6xy+1

f(x,y)=x3+y> +3xy

f(x,y)=x3+y? —6xy+9x+5y+2

f(x,y)=x3+y>+3x%y—y

f(x,y)=2x3+y3+3x? -3y —12x -4

lok. max. v [3,]
lok. min. v [-5,5]
sedl. bod v [-2,-1]
lok. min. v [-8,6]
sedl. bod v [1,-3]
lok. max. v [12,24]
lok. max. v [0,0]
lok. min v [-24,8]

sedl. bod v [0,0]
lok. min. v [6,6]

sedl. bod v [0,0]
lok. min. v [1,1/2]

sedl. bod v [0,0]
lok. max. v [-1,-1]

sedl. bod v [2,7/2]
lok. min. v [4,19/2]

sedl. bod v , — }
sedl. bod v | —

lok. min. v | O,

lok. max. v | 0,—

[ —

sedl. bod v [-2]
sedl. bod v [1,-1]
lok. min. v [11]
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lok. max. v [-2,-1]
90.  f(x,y)=y®+3x%y-18x-30y sedl. bod v [31]
sedl. bod v [-3,-1]
lok. min. v [1,3]
lok. max. v [-1,-3]
91. f(x,y)= x4 +y4 —2x2 + 4xy—2y? 0 extréme v [0,0] nevieme rozhodnat
lok. min. v [v2,—/2]
lok. min. v [-v/2,~/2]
92.  f(x,y)=x*+2y%+4xy sedl. bod v [0,0]
lok. min. v [1,-1]
lok. min. v [-11]
93.  f(x,y)=e*(x+y?+2y) lok. min. v [1/2,~1]
X
9.  f(x,y)=e2(x+y?) lok. min. v [-2,0]
95.  f(x,y)=e*"Y(x*-2y?) sedl. bod v [0,0]
lok. max. v [-4,-2]
9%6. “f(xy)=eX Y (x2+2y?) sedl. bod v [0,~1]
sedl. bod v [0,1]
lok. min. v [0,0]
97.  "f(x,y)= e’V (x2 +y?) sedl. bod v [0,—1]
sedl. bod v [0,1]
lok. min. v [0,0]
98. “f(x,y)= eV’ (3x2 +y?) sedl. bod v [0,—1]
sedl. bod v [0,1]
lok. min. v [0,0]
99.  f(x,y)=yVx—y%—x+6y lok. max. v [4,4]
100.  f(x,y)=3x*-2x,/y +y—8x+8 lok. min. v [2,4]
101.  f(x, y)=5xy+2—x5+§ lok. min. v [5/2,4/5]

y
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102.  f(x, y)=x+y+1+— sedl. bod v [1,-2]

sedl. bod v [-1,2]
lok. min. v [1,2]
lok. max. v [-1,-2]

2 4

103.  f(x,y)=xy-=-— lok. min. v [-1,-2]
Xy
8 X .
104, f(x,y)=y+—+— lok. min. v [4,2]
Xy
i 1
105.  f(x,y)=xy+Inx+y? sedl. bod v \/5,——}
(x,y)=xy y 2
106.  f(x,y)=2x2+y? —In(xy?) lok. min. v _%,1]
lok. min. v _l,_l}
2

V tlohach 107-129 uréte viazané extrémy funkcie z = f(x, y), ak je dana viizba g(x,y).

Vysledky:
107.  f(x,y)=4-x?-y? ak x+y=0 lok. max. v [0,0]
108.  f(x,y)=x?+y?—2x+2,ak x—y=1 lok. min. v [1,0]
109.  f(x,y)=x®+y?+4y+1,ak x—y=2 lok. min. v [0,-2]
110.  f(x,y)=4-x*-y?-2x,ak y—x=1 lok. max. v [-1,0]
111, f(x,y)=x®+y? —4x+4y+8,ak x+y=0 lok. min. v [2,-2]
112.  f(x,y)=1-x*—y? +6x+2y,ak x—3y=0 lok. max. v [3]]

113.  f(x,y)=x?+y?+yx+5x—5y+3,ak y—x=10 lok. min.v [-5,5]
114, f(x,y)=46-x? —4y? +2yx, ak x—2y =0 lok. max. v [0,0]

115.  f(x,y)=x3+y>-18xy+215,ak x—y =0 lok. min. v [6,6]
lok. max. v [0,0]
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116.  f(x,y)=x>+8y> —6xy+1,ak 2y—x=0 lok. min. v [1,1/2]
lok. max. v [0,0]
117.  f(xy)=x3+y3+3xy,ak y—x=0 lok. min v [0,0]
lok. max. v [-1,-1]
118.  f(x,y)=x3+y3+xy,ak x+y=4 lok. min. v [2,2]
119.  f(x,y)=2xy—2x?-4y? ak x+2y =8 lok. max. v [3,5/2]
120.  f(x,y)=2x*>+y?—xy,ak 2x+y =8 lok. min. v [5/2,3]
121, f(x,y)=x+2y,ak x? +y% =5 lok. min. v [-1,-2]
lok. max. v [1,2]
122.  f(x,y)=8-2x—4y,ak x*> +2y% =12 lok. min. v [2,2]
lok. max. v [-2,-2]
123.  f(x,y)=16-10x—24y, ak x> +y% =169 lok. min. v [512]
lok. max. v [-5,~12]
124.  f(x,y)=x-2y+3,ak x? +y? =5 lok. min. v [-1,2]
lok. max. v [1,-2]
125.  f(x,y)=y—x+3,ak x> +y? :% lok. min. v [1/2,-1/2]
lok. max. v [-1/2,1/2]
126.  “f(x,y)=xy,ak x? +y? =1 lok. min. v [v2/2,+/2 /2]
lok. min. [-v/2/2,—/212]
lok. max. [-v/2/2,+/212]
lok. max. [v2/2,—/212]
127. “f(x,y)=8x%—24xy+y? ak x* +y? =1 lok. max. v [3/5,4/5]
lok. max. v [-3/5,—4/5]
lok. min. v [4/5,-3/5]
lok. min. v [-4/5,3/5]
128.  f(xy)= 1.1 —+i2 =2 lok. min. v [-1,-1]
Xy
lok. max. v [L1]
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129.  f(x,y)=x+y,ak 1.1 lok. min. v [11]

1
X2 2

y
lok. max. v [-1,-1]

V tlohach 130-136 najdite Gplny diferencial funkcie.

Vysledky:
130.  f(x,y)=x*-2xy—3y? df =2(x— y)dx—2(x +3y)dy
131, f(x,y)=x?-2xy+y? df =2(x—y)dx+2(y —x)dy

df = (y3 - 6xy2)dx+

132, f(x,y)=xy® -3x%y? +2y*
+(3xy? —6x2y +8y%)dy

133.  f(x,y)=eY df = ye®¥dx+xe®¥dy
134, f(x,y)=In(x? +y?) df = 22X - dx+ 22y > dy
X% +y X2 +y
df = ‘); -
26—-X° —
135, f(x,y)=426-x2-y? y
_ y dy
\/26—x2 —y2
136.  f(x,y)=xY df = yxYLdx +xY In xdy

V tlohéch 137-140 vypocitajte priblizne pomocou diferencialu.

Vysledky:
137. 001098 1,01
138.  In(0,01% +0,98?) -0,04
139.  /26-3,022 ~1,012 3,9825

140. 0,98%%° 0,94
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V ulohéach 141-151 najdite derivaciu y’' implicitnej funkcie.

Vysledky:
141, y?-3x?+5=0 y’:3_;(
3-6y
142. 2x3y—-x3+5=0 -
Y " Y 2X
143, x-Ihy-y?=0 y' = y2
1+2y
144, xy+Iny+Ihx-1=0 y:_%
145.  In(xy)-y?+1=0 y':+
X2y =1)
146.  x®+y?+In(x? +y%)-16=0 v
y
147.  Ll+xy—In(e¥ +e™)=0 y':—%
148.  (x*+y?)®-3(x*+y?)+1=0 y =2
y
149. e¥ —x+y+3=0 y' = !
1+eY
Y
150. xe¥—y—-x*+2=0 yzzx €
xe¥ -1

151. x+y-e*¥Y =0 y'=-1
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6 APLIKACIE FUNKCIE DVOCH PREMENNYCH
6.1 Otazky

= Definujte pojem produkéna funkcia.
= Definujte pojem marginalny produkt.

6.2 Produkéna funkcia a marginalny produkt

Definicia 6.1 Ak v ekonomickom procese pocet jednotieck vystupu Q zavisi od premennych
Vstupov X, X, , potom takuto funkciu Q = Q(Xl, X2) nazyvame produkcnd funkcia.

Poznamka V ekonomike je znama Cobbova-Douglasova produkéna funkcia
Q=Q(K,L)= AK*L"“,

kde A, a st kladné konstanty, 0 < <1, K je velkost kapitalu, L je velkost pracovnej sily.

Definicia 6.2 Majme dant produkéni funkciu Q = Q(Xy, X, ). Pod margindlnym (hraniénym)
produktom MQ; (Xl, X2) vzhl'adom na vstup X; rozumieme velkost' dodato¢ného produktu,

ktory vznikne zva¢Senim mnozstva X; prave o jednotku pri nezmenenej hodnote druhého vstupu.

Plati
MQ, =Q(x +1,x2)-Qlx,, Xz)i%l;x»,
MQ; =Q(x1, X, +1) = Q(Xy, X7 )= %12)(2)

Priklad 6.1 Podla odhadu je =zisk zpredaja 2 druhov dzisu dany funkciou
P(X, y)= (x—30)(70 —5x + 4y) + (y — 40)(80 + 6x — 7y) centov, X je cena prvého a y je cena
druhého druhu. Prvy druh sa predava po 50 centov za plechovku a druhy po 52 centov za
plechovku. PouZijeme marginalnu analyzu na odhad zmeny denného zisku, ak obchodnik zvysi
cenu druhého dzasu o 1 cent a cenu prvého ponechd nezmenent.

RieSenie:

Odhad zmeny zisku ur¢ime pomocou vztahu

MP, = P(x, y+1)-P(x, y) = _apgyx, ) P(50,52+1)- P(50,52) = FP(X’ y)

}[50,52]
=[(x~30)-4+80+6x 7y - (y—40) - ]z 5] = 12

Denny zisk sa navysi o 12 centov.
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6.3 Hladinové krivky v ekonémii

Majme funkciu z = f(x, y) ajej hladinovi krivku ¢ = f(x, y). Nech bod A=[x,, y,] lezi na
hladinovej krivke.

Ak zmenime hodnotu premennej X z hodnoty X, na hodnotu x; = X, +Ax, ako musime zmenit’
hodnotu premennej y z hodnoty y, na hodnotu y; =y, +Ay, aby novy bod X =[x, y;] opit

lezal na hladinovej krivke.

Pre priblizny vypocet hodnoty funkcie v bode X plati

f(X)= f(A)+df (A X)

af(XO:YO) 6f(x0,y0)
OX

cC=cC+ - AX +

’ Ay ’
odkial

ay = - Fi(0. Yo)

f;(xo’ YO)

Priklad 6.2 Pri pouziti x hodin kvalifikovanej a Yy hodin nekvalifikovanej prace sa vyrobi
1

f(x, y)leX- yE kusov vyrobkov. Obvykle sa pouziva 30 hodin kvalifikovanej a 36 hodin
nekvalifikovanej prace. Odhadnime, okolko hodin ma znizit vyrobca pocet hodin

nekvalifikovanej prace, ak zvysi pocet hodin kvalifikovanej prace o 1 hodinu, aby produkcia
ostala na rovnakej urovni.

RieSenie:
Zmenu poctu hodin nekvalifikovanej prace odhadneme pomocou vzt'ahu

1

Ayﬁ_M.AX:_M.lz_M =24 .
fy(Xo, Yo) fy (30, 36) - L
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Aby ostala velkost’ produkcie nezmenend, musime pocet hodin nekvalifikovanej prace znizit
024.

6.4 Percentualna zmena ajej odhad pomocou
diferencialu

Ak uvazujeme funkciu z = f(x, y), ktorej hodnota sa zmeni o Az, potom podiel

Az . , v Az . , iy

— Je relativna zmena veliCiny, PZV = —-100% |e percentudlna zmena veliCiny.
Z VA

Ak Az nahradime diferencialom, potom vypocitame pribliznii percentualnu zmenu veliCiny

v bode A

2, (A)- Ax+ 2, (A)- Ay
VA

PZV = -100%.

11
Priklad 6.3 Produkcia spoloénosti je Q(K,L)=60K?2-L® jednotiek, kde K je kapitalova
investicia v tisicoch dolarov a L je velkost’ pracovnej sily v hodinach. Pouzime diferencial na
odhad percentualnej zmeny produkcie pri zvySeni kapitdlovej investicie o 1% a poctu hodin
0 2%.

RieSenie:

AK =0,01K, AL =0,02L

1 1 1 2
' r 213, 2] 3.
oy - Ok AK(;Q,_ AL 10y _ 30K 2L 0,01K+1201K L3002l | 0o
60K 23
11 11
213 21 3
_ 03K +04KL" 5006 = 07 10096 = 1.1679%.
11 60
60K 213

Pri zadanych podmienkach sa produkcia zvysi 0 1,167 % .

6.5 Aplikacie lokalnych extrémov v ekonémii

V ekondmii sa stretdvame s tlohami, v ktorych je potrebné napriklad maximalizovat’ prijmy,
zisky, produkciu alebo minimalizovat’ néklady.

Priklad 6.4 Predajia liehovin predava 2 druhy vina z Kalifornie a z New Yorku, nakupuje ho po
2 dolare za fTasu. Odhaduje, ze ak vino z Kalifornie bude predavat’ po X dolarov a vino z New
Yorku po y dolarov za flasu, spotrebitelia naktpia 40-50x+40y flia§ z Kalifornie a

20+60x —70y flia§ z New Yorku. Ako ma majitel’ stanovit’ cenu jednotlivych druhov vina, aby
dosiahol maximalny zisk?
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RieSenie:
Funkcia prijmov je R(x,y)= x(40—50x + 40y) + y(20 + 60x — 70y),
funkcia nakladov je C(x, y)= 2(40 —50x + 40y) + 2(20 + 60x — 70y), potom
funkcia zisku je P(x,y)=R(x,y)-C(x,y), tize

P(x,y)= (x—2)(40 —50x + 40y) + (y — 2)(20 + 60x — 70y) .

Hrladame extrémy vytvorenej funkcie
Py =—-100x +100y + 20
Py =100x —140y +80

zotavime prislusnu stistavu rovnic,
P, =0
Py =0,
ktorej rieSenim je jediny bod A=1[2,7;2,5].

Vyuzitim Vety 5.2 overime extrémy v stacionarnom bode.

Py =-100

Py =100

Py =100

Py, =—140

Pre stacionarny bod plati: D,(A)= Hgg izg‘ =4000>0A D;(A)=-100<0 = v bode

A je lokalne maximum a P(A)=7.

Maximalny denny zisk z predaja sa dosiahne pri stanoveni ceny za vino z Kalifornie na 2,7
doldra avino zNew Yorku na 2,5 doldra za fl'aSu. Pri tychto cenach bude denny zisk 7
dolérov.

Priklad 6.5 Uvazujeme o dvoch projektoch. Do prvého projektu investujeme x miliéonov eur, do
druhého projektu investujeme y miliénov eur. Odhad prijmov z oboch projektov je dany

funkciou R(X, y) = x2y, pricom mame k dispozicii 9 milidnov eur. Ako stanovit hodnoty
investicii x ay, aby sme dosiahli z projektov maximalny prijem?

RieSenie:

Hl'adame viazané lokalne maximum funkcie R(X, y) = x? Yy, ak je dana vidzba X+y=9.

Z vizby sa d& vyjadrit’ hociktord premenna. Po vyjadreni premennej z vdzby a naslednom
dosadeni do funkcie, dostaneme funkciu 1 premennej, ktorej extrém budeme hl'adat’.

y=9-x=R(X)=x?(9-x)=9x? —x3

R’ =9x—3x2,
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R=0c9x-3x°=0<X=0v x=3

Z ekonomického hl'adiska stacionarny bod X =0 nema zmysel.
Overime extrém v stacionarnom bode x = 3.

R"=9-6x=R"(3)=-9<0= vbode x =3 je lokdlne maximum.

Z vizby dopocitame suradnicu y=9—-Xx=6.
Maximalny prijem dosiahneme, ak do prvého projektu investujeme 3 miliony dolarov a do
druhého projektu 6 milionov dolarov.

6.6 Ulohy

11
1. Denna produkcia uréitého podniku je dana funkciou Q(K,L)=60K2L3, kde K je
kapitalova investicia v tisicoch eur a L je vel'kost’ pracovnej sily v pracovnych hodinach.
Nech kapitalova investicia je 900 tisic eur a vel'kost’ pracovnej sily je 1 000 hodin denne.
Pouzite margindlnu analyzu na odhad efektu, ktory bude mat zvysSenie kapitalovej
investicie 01000 eur na denni produkciu podniku, ak sa velkost’ pracovnej sily
nezmeni.
zvysenie o 10 j.

11
2. Denna produkcia uréitého podniku je dana funkciou Q(K,L)=60K2L3, kde K je
kapitalova investicia v tisicoch eur a L je velkost’ pracovnej sily v pracovnych hodinach.
Nech kapitalova investicia je 900 tisic eur a vel'kost’ pracovnej sily je 1 000 hodin denne.
Pouzite marginalnu analyzu na odhad efektu, ktory bude mat’ zvySenie pracovnej sily
0 1 hodinu na dennu produkciu podniku, ak sa velkost’ kapitalovej investicie nezmeni.
zvySenie 0 6 j.

12

3. Denna produkcia uréitého podniku je dana funkciou Q(K,L)=120K3L3, kde K je

kapitalova investicia v tisicoch eur a L je velkost’ pracovnej sily v pracovnych hodinach.

Nech kapitalova investicia je 8 tisic eur a vel'kost’ pracovnej sily je 3 375 hodin denne.

Pouzite margindlnu analyzu na odhad efektu, ktory bude mat zvySenie kapitalovej

investicie 01000 eur na denni produkciu podniku, ak sa velkost’ pracovnej sily
nezmeni.

zvySenie o 2 250 j.

12
4, Denna produkcia ur¢itého podniku je dana funkciou Q(K,L)=120K3L3, kde K je
kapitalova investicia v tisicoch eur a L je velkost’ pracovnej sily v pracovnych hodinach.
Nech kapitalova investicia je 8 tisic eur a velkost pracovnej sily je 3 375 hodin denne.
Pouzite marginalnu analyzu na odhad efektu, ktory bude mat zvySenie pracovnej sily
0 1 hodinu na dennu produkciu podniku, ak sa vel'kost’ kapitadlovej investicie nezmeni.
zvySenie o 32/3 j.
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10.

31
Denna produkcia urgitého podniku je dani funkciou Q(K,L)=80K4L4, kde K je
kapitalova investicia v tisicoch eur a L je vel'kost’ pracovnej sily v pracovnych hodinach.
Nech kapitalova investicia je 81 tisic eur a vel'kost’ pracovnej sily je 10 000 hodin denne.
Pouzite margindlnu analyzu na odhad efektu, ktory bude mat zvySenie kapitalovej
investicie 01000 eur na dennu produkciu podniku, ak sa velkost’ pracovnej sily
nezmeni.

zvySenie o 200 j.

31
Denna produkcia uréitého podniku je dana funkciou Q(K,L)=80K4L4, kde K je
kapitalova investicia v tisicoch eur a L je velkost’ pracovnej sily v pracovnych hodinéach.
Nech kapitalova investicia je 81 tisic eur a velkost’ pracovnej sily je 10 000 hodin denne.
Pouzite marginalnu analyzu na odhad efektu, ktory bude mat’ zvySenie pracovnej sily
0 1 hodinu na dennu produkciu podniku, ak sa velkost’ kapitalovej investicie nezmeni.
zvysenie 0 0,54 j.

11
Denna produkcia uréitého podniku je dana funkciou Q(K,L)=120K2L3, kde K je
kapitalova investicia v tisicoch eur a L je vel'kost’ pracovnej sily v pracovnych hodinéach.
Nech kapitalova investicia je 225 tisic eur a velkost’ pracovnej sily je 125 hodin denne.
Pouzite margindlnu analyzu na odhad efektu, ktory bude mat zvySenie kapitalovej
investicie 01000 eur na denni produkciu podniku, ak sa velkost’ pracovnej sily
nezmeni.

zvysenie o 20 j.

11
Denna produkcia uréitého podniku je dana funkciou Q(K,L)=120K2L3, kde K je
kapitalova investicia v tisicoch eur a L je vel'kost’ pracovnej sily v pracovnych hodinéach.
Nech kapitalova investicia je 225 tisic eur a velkost’ pracovnej sily je 125 hodin denne.
Pouzite margindlnu analyzu na odhad efektu, ktory bude mat zvySenie pracovnej sily
0 1 hodinu na denntl produkciu podniku, ak sa velkost” kapitalovej investicie nezmeni.
zvysenie 0 24 .

13

Denna produkcia uréitého podniku je dana funkciou Q(K,L)=60K4L4, kde K je
kapitalova investicia v tisicoch eur a L je velkost’ pracovnej sily v pracovnych hodinéach.
Nech kapitalova investicia je 4 096 tisic eur a vel'kost’ pracovnej sily je 256 hodin denne.
Pouzite marginalnu analyzu na odhad efektu, ktory bude mat’ zvySenie kapitalovej
investicie 01000 eur na dennu produkciu podniku, ak sa velkost’ pracovnej sily
nezmeni.

zvySenie o0 1,875 .

13
Denna produkcia uréitého podniku je dana funkciou Q(K,L)=60K4L4, kde K je
kapitalova investicia v tisicoch eur a L je velkost’ pracovnej sily v pracovnych hodinach.
Nech kapitalova investicia je 4 096 tisic eur a velkost’ pracovnej sily je 256 hodin denne.
Pouzite marginalnu analyzu na odhad efektu, ktory bude mat’ zvysSenie pracovnej sily
0 1 hodinu na dennu produkciu podniku, ak sa velkost’ kapitalovej investicie nezmeni.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

zvysenie 0 90 j.

Podl'a zisteni predajne je zisk zpredaja dvoch modelov topanok dany funkciou
P(x,y)=(x—30)70-5x+4y)+(y —40)80+6x—7y) eur, kde X je cena prvého modelu
ay je cena druhého modelu v eurdch za jeden kus. Cena prvého modelu je 50 eur a cena
druhého modelu je 52 eur. Pouzite marginalnu analyzu na odhad efektu, ktory bude mat’
zvySenie ceny prvého modelu o 1 euro, ak sa cena druhého modelu nezmeni.

ni¢ sa nezmeni

Podl'a zisteni predajne je zisk zpredaja dvoch modelov topanok dany funkciou
P(x,y)=(x—30)70-5x+4y)+(y —40)80+6x —7y) eur, kde X je cena prvého modelu
ay je cena druhého modelu v eurdch za jeden kus. Cena prvého modelu je 50 eur a cena
druhého modelu je 52 eur. Pouzite marginalnu analyzu na odhad efektu, ktory bude mat’
zvySenie ceny druhého modelu o 1 euro, ak sa cena prvého modelu nezmeni.

zvySenie 0 12 €

Podla zisteni predajne je zisk zpredaja dvoch Ilamp dany funkciou
P(x,y)=(x—20)60-3x+5y)+(y —25)70+2x — 2y) eur, kde x je cena prvej lampy a y
je cena druhej lampy v eurach za jeden kus. Cena prvej lampy je 35 eur a cena druhej je
40 eur. Pouzite marginalnu analyzu na odhad efektu, ktory bude mat’ zvysenie ceny prvej
lampy o 1 euro, ak sa cena druhej nezmeni.

zvySenie o 140 €

Podla zisteni predajne je zisk zpredaja dvoch lamp dany funkciou
P(x,y)=(x—20)60—3x+5y)+(y — 2570+ 2x — 2y) eur, kde x je cena prvej lampy a 'y
je cena druhej lampy v eurach za jeden kus. Cena prvej lampy je 35 eur a cena druhej je
40 eur. PouZite marginalnu analyzu na odhad efektu, ktory bude mat’ zvySenie ceny
druhej lampy o0 1 euro, ak sa cena prvej nezmeni.

zvySenie o 105 €

Podra zisteni predajne je zisk z predaja dvoch druhov damskych kabeliek dany funkciou
P(x,y)=(x—10)30—2x+3y)+(y —20)40+ x —y) eur, kde x je cena prvej kabelky ay
je cena druhej kabelky v eurach za jeden kus. Cena prvej kabelky je 20 eur a cena druhej
je 40 eur. Pouzite marginalnu analyzu na odhad efektu, ktory bude mat’ zvySenie ceny
prvej kabelky o 1 euro, ak sa cena druhej nezmeni.

zvySenie o 110 €

Podl’a zisteni predajne je zisk z predaja dvoch druhov ddmskych kabeliek dany funkciou
P(x,y)=(x—10)30—2x+3y)+(y —20)40+ x - y) eur, kde x je cena prvej kabelky ay
je cena druhej kabelky v eurach za jeden kus. Cena prvej kabelky je 20 eur a cena druhej
je 40 eur. Pouzite margindlnu analyzu na odhad efektu, ktory bude mat’ zvySenie ceny

druhej kabelky o 1 euro, ak sa cena prvej nezmeni.
zvySenie o 30 €

Podla zisteni predajne je zisk zpredaja dvoch druhov kavy dany funkciou
P(x,y)=(x—3)10—x+2y)+(y —1)15+2x—y) eur, kde x je cena prvého druhu kavy
ay je cena druhého druhu kavy v eurach za jeden kus. Cena prvého druhu kavy je 5 eur
a cena druhého druhu je 3 eura. Pouzite margindlnu analyzu na odhad efektu, ktory bude
mat’ zvysenie ceny prvého druhu kavy o 1 euro, ak sa cena druhého druhu nezmeni.
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18.

19.

20.

21.

22,

23.

zvySenie o 13 €

Podl'a zisteni predajne je =zisSk zpredaja dvoch druhov kavy dany funkciou
P(x,y)=(x-3)10—x+2y)+(y—1)15+2x —y) eur, kde x je cena prvého druhu kavy
ay je cena druhého druhu kavy v eurach za jeden kus. Cena prvého druhu kavy je 5 eur
a cena druhého druhu je 3 eura. Pouzite marginalnu analyzu na odhad efektu, ktory bude
mat’ zvysenie ceny druhého druhu kavy 0 1 euro, ak sa cena prvého druhu nezmeni.
zvysenie 0 24 €

11
Denna produkcia uréitého podniku je dana funkciou Q(K,L)=60K?2L3, kde K je
kapitalova investicia v tisicoch eur a L je vel'kost’ pracovnej sily v pracovnych hodinéach.
Nech kapitalova investicia je 900 tisic eur a vel'kost’ pracovnej sily je 1 000 hodin denne.
Pouzite totalny diferencial na odhad zmeny produkcie pri zvyseni kapitalovej investicie
0 2 000 eur a zvyseni poctu pracovnych hodin o 1.

zvysenie o 26 j.

12
Denna produkcia uréitého podniku je dana funkciou Q(K,L)=120K3L3, kde K je
kapitalova investicia v tisicoch eur a L je velkost’ pracovnej sily v pracovnych hodinach.
Nech kapitalova investicia je 8 tisic eur a velkost’ pracovnej sily je 3 375 hodin denne.
Pouzite totalny diferencial na odhad zmeny produkcie pri zvyseni kapitalovej investicie o
500 eur a zniZeni poctu pracovnych hodin o 1.
zvysenie o 3 343/3 j.

31
Denn4 produkcia urgitého podniku je dani funkciou Q(K,L)=80K4L4, kde K je
kapitalova investicia v tisicoch eur a L je vel'kost’ pracovnej sily v pracovnych hodinach.
Nech kapitalova investicia je 81 tisic eur a velkost’ pracovnej sily je 10 000 hodin denne.
Pouzite totalny diferencial na odhad zmeny produkcie pri zvySeni kapitalovej investicie
0 500 eur a zvySeni poctu pracovnych hodin o 0,5.
zvysenie o 100,27 j.

11

Denn4 produkcia ur&itého podniku je dana funkciou Q(K,L)=120K 2L3, kde K je
kapitalova investicia v tisicoch eur a L je velkost’ pracovnej sily v pracovnych hodinach.
Nech kapitalova investicia je 225 tisic eur a velkost’ pracovnej sily je 125 hodin denne.
Pouzite totalny diferencial na odhad zmeny produkcie pri znizeni kapitalovej investicie
0 500 eur a zvySeni poctu pracovnych hodin o 1.

zvysenie o 14 j.

13
Denna produkcia ur¢itého podniku je dand funkciou Q(K,L)=60K4L4, kde K je
kapitalova investicia v tisicoch eur a L je velkost’ pracovnej sily v pracovnych hodinéach.
Nech kapitalova investicia je 4 096 tisic eur a vel'kost’ pracovnej sily je 256 hodin denne.
Pouzite totalny diferencial na odhad zmeny produkcie pri zvyseni kapitalovej investicie
0 1 000 eur a zvyseni poctu pracovnych hodin o 1.
zvySenie 0 91,875 j.
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24.

25.

26.

217.

28.

b)

29.

Podl'a zisteni predajne je zisk zpredaja dvoch modelov topanok dany funkciou
P(X,y)=(x—30)(70-5x + 4y) + (y —40)(80+6x—7y) eur, kde X je cena prvého
modelu ay je cena druhého modelu v eurach za jeden kus. Cena prvého modelu je 50 eur
a cena druhého modelu je 52 eur. Pouzite totalny diferencial na odhad zmeny zisku pri
zvySeni ceny prvého modelu o 1 euro a zvyseni ceny druhého modelu o 2 eura.

zvysenie o 24 eur

Podl'a zisteni predajne je zisk zpredaja dvoch ldmp dany funkciou
P(x, y) =(x—20)(60—-3x+5y) +(y—25)(70+2x —2y) eur, kde x je cena prvej lampy
ay je cena druhej lampy v eurach za jeden kus. Cena prvej lampy je 35 eur a cena druhej
je 40 eur. Pouzite totalny diferencial na odhad zmeny zisku pri zvySeni ceny prvej lampy
0 2 eura a zniZeni ceny druhej o 2 eura.

zvySenie o 70 €

Podra zisteni predajne je zisk z predaja dvoch druhov ddmskych kabeliek dany funkciou
P(x, y) =(x—=10)(30-2x+3y) + (y —20)(40 + x — y) eur, kde x je cena prvej kabelky a 'y
je cena druhej kabelky v eurach za jeden kus. Cena prvej kabelky je 20 eur a cena druhej
je 40 eur. Pouzite totalny diferencial na odhad zmeny zisku pri zvySeni ceny prvej
kabelky o 1 euro a zvyseni ceny druhej kabelky o 2 eura.

zvySenie o 170 €

Podla zisteni predajne je zisk zpredaja dvoch druhov kavy dany funkciou
P(x,y)= (x=3)(10—x+2y) + (y —1)(15+ 2x — y) eur, kde X je cena prvého druhu kavy
ay je cena druhého druhu kavy v eurdch za jeden kus. Cena prvého druhu kavy je 5 eur
a cena druhého druhu je 3 eura. Pouzite totalny diferencial na odhad zmeny zisku pri
zvySeni ceny prvého druhu o 50 centov azvySeni ceny druhého druhu takisto o 50
centov.

zvySenie 0 18,5 €

11

Denna produkcia uréitého podniku je dana funkciou Q(K,L)=60K2L3, kde K je
kapitalova investicia v tisicoch eur a L je velkost’ pracovnej sily v pracovnych hodinach.
Nech kapitalova investicia je 900 tisic eur a vel'kost’ pracovnej sily je 1 000 hodin denne.
Pouzite diferencial na odhad:
0 kol’ko hodin sa ma znizit’ pracovna sila, ak sa zvysi kapitalova investicia o 600 eur,
0 kol’ko tisic eur sa ma znizit’ kapitalova investicia, ak sa pocet pracovnych hodin zvysi
010
tak, aby sa celkova produkcia nezmenila.

a) 1 hodina, b) 6 tisic €

12
Denné produkcia uréitého podniku je dana funkciou Q(K,L)=120K3L3, kde K je
kapitalova investicia v tisicoch eur a L je velkost’ pracovnej sily v pracovnych hodinach.
Nech kapitalova investicia je 8 tisic eur a velkost pracovnej sily je 3 375 hodin denne.
Pouzite diferencial na odhad:
0 kol'ko hodin sa mé znizit’ pracovna sila, ak sa zvysi kapitalova investicia o 320 eur,
0 kol’ko tisic eur sa mé znizit’ kapitadlova investicia, ak sa pocet pracovnych hodin zvysi
0135
tak, aby sa celkova produkcia nezmenila.
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30.

b)

31.

b)

32.

33.

a)
b)

34.

a) 67,5 hodin, b) 640 €

31

Denna produkcia uréitého podniku je dani funkciou Q(K,L)=80K4L4, kde K je
kapitalova investicia v tisicoch eur a L je velkost’ pracovnej sily v pracovnych hodinach.
Nech kapitalova investicia je 81 tisic eur a vel'kost’ pracovne;j sily je 10 000 hodin denne.
Pouzite diferencidl na odhad:
0 kol’ko hodin sa ma zvysit pracovna sila, ak sa znizi kapitdlova investicia o
5400 eur,
0 kol’ko tisic eur sa ma znizit’ kapitalova investicia, ak sa pocet pracovnych hodin zvysi
0100
tak, aby sa celkova produkcia nezmenila.

a) 2 000 hodin, b) 270 €

11

Denna produkcia ur&itého podniku je dand funkciou Q(K,L)=120K2L3, kde K je
kapitalova investicia v tisicoch eur a L je vel'kost’ pracovnej sily v pracovnych hodinéach.
Nech kapitalova investicia je 225 tisic eur a velkost’ pracovnej sily je 125 hodin denne.
Pouzite diferencial na odhad:
0 kol’ko hodin sa m4 zniZit’ pracovnad sila, ak sa zvysi kapitalova investicia o 6 tisic eur,
0 kol’ko tisic eur sa mé zvysit’ kapitalova investicia, ak sa pocet pracovnych hodin znizi
02
tak, aby sa celkové produkcia nezmenila.

a) 5 hodin, b) 2400 €

1 3

Denna produkcia uréitého podniku je dana funkciou Q(K,L)=60K4L4, kde K je
kapitalova investicia v tisicoch eur a L je velkost’ pracovnej sily v pracovnych hodinéch.
Nech kapitalova investicia je 4 096 tisic eur a vel'kost’ pracovnej sily je 256 hodin denne.
Pouzite diferencidl na odhad:
0 kol’ko hodin sa ma zvysit’ pracovna sila, ak sa znizi kapitalova investicia o 360 tis. eur,
0 kol’ko tisic eur sa mé zvysit’ kapitalova investicia, ak sa pocet pracovnych hodin znizi
010,
tak, aby sa celkova produkcia nezmenila.

a) 7,5 hodiny, b) 480 tisic €

Podla zisteni predajne je zisk zpredaja dvoch Idmp dany funkciou
P(x, y)=(x—20)60-3x+5y)+(y — 25)70+2x — 2y) eur, kde x je cena prvej lampy a y
je cena druhej lampy v eurach za jeden kus. Cena prvej lampy je 35 eur a cena druhej je
40 eur. Pouzite diferencial na odhad:
0 kol’ko eur sa ma zvysit’ cena prvej lampy, ak sa zniZi cena druhej o 7 eur,
0 kol’ko eur sa ma zvysit’ cena druhej lampy, ak sa znizi cena prvej o 5 eur,
tak, aby sa celkovy zisk nezmenil.

a) 5,25 €,b) 20/3 €

Podra zisteni predajne je zisk z predaja dvoch druhov damskych kabeliek dany funkciou
P(x,y)=(x—10)30-2x+3y)+(y —20)40+ x—y) eur, kde x je cena prvej kabelky ay
je cena druhej kabelky v eurach za jeden kus. Cena prvej kabelky je 20 eur a cena druhej
je 40 eur. Pouzite diferencial na odhad:

0 kol’ko eur sa mé znizit’ cena prvej kabelky, ak sa zvysi cena druhej o 5,5 eur,



APLIKACIE FUNKCIE DVOCH PREMENNYCH 99

b)

35.

b)

36.

37.

38.

39.

40.

41.

0 kol’ko eur sa ma znizit' cena druhej kabelky, ak sa zvysi cena prvej o 3 eura,
tak, aby sa celkovy zisk nezmenil.
a)l5€b) 11€

Podla zisteni predajne je zisk zpredaja dvoch druhov kavy dany funkciou
P(x,y)=(x—3)10—-x+2y)+(y—1)15+2x—y) eur, kde X je cena prvého druhu kavy
ay je cena druhého druhu kévy v eurach za jeden kus. Cena prvého druhu kévy je 5 eur
a cena druhého druhu je 3 eura. Pouzite diferencial na odhad:
0 kol’ko eur sa ma znizit’ cena prvej kavy, ak sa zvysi cena druhej o 1,3 eura,
0 kol’ko eur sa ma zvysit’ cena druhej kavy, ak sa znizi cena prvej o 60 centov,
tak, aby sa celkovy zisk nezmenil.

a)2,4€,b) 0,325€

Tyzdenny zisk z predaja dvoch znaciek televizorov, priCom sa predava X Kusov prvej
znaCky televizorov ay kusov druhej znacky televizorov, je dany funkciou

P(X, y) =75+50% — x? + 60y — y2 . Aké mnozstvo televizorov oboch znaciek je potrebné

predat’, aby bol tyzdenny zisk maximalny?
x=25y=30

Mesacny zisk z predaja dvoch znaciek dut, pricom sa preddva X kusov prvej znacky aut
ay kusov druhej znacky aut, je dany funkciou P(X, y):16+le— X2 +14y — y2. Aké

mnozstvo aut oboch znaciek je potrebné predat’, aby bol mesaény zisk maximalny?
X=5y=7

TyZdenny zisk z predaja dvoch druhov topanok, pricom sa predava x kusov prvého druhu
topanok ay  kusov  druhého  druhu  topanok, je dany  funkciou

P(X, y) =60+ 24x— X% + 28y — y2. Aké mnozstvo topanok oboch druhov je potrebné

predat, aby bol tyzdenny zisk maximalny?
x=12,y=14

Denny zisk z predaja dvoch znaciek ¢ajov, pricom sa predava X kusov prvej znacky ¢ajov
ay kusov druhej znacky ajov, je dany funkciou P(X,y)=106+40x —4x? +72y —9y?.

Aké mnozstvo ¢ajov oboch znaciek je potrebné predat’, aby bol denny zisk maximalny?
Xx=5y=4

Zisk z predaja dvoch znaciek parfumov, pricom sa predava X kusov prvej znacky ay
kusov druhej znacky, je dany funkciou P(X,y)=75+30x—x?+40y—y%. Aké

mnozstvo parfumov oboch znaciek je potrebné predat’, aby bol zisk maximalny?
x=15y=20

Roc¢ny zisk z predaja dvoch znaciek detskych kociarov, priCom sa predava x kusov prvej
znaCky  kocCiarov ~ ay  kusov  druhej znacky, je dany  funkciou
P(x, y)=100x—0,01x? + 60y —0,25y%. Aké mnoZstvo ko&arov oboch znaliek je

potrebné predat’, aby bol rocny zisk maximalny?
x=5000, y =120
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42.

43.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

Zisk z predaja dvoch znaciek horskych bicyklov, pricom sa predava x kusov prvej znacky
bicyklov. ay  kusov  druhej znacky  bicyklov, je dany  funkciou

P(x,y)=378x% +15y% —0,09x% —0,01y®. Aké mnoZstvo bicyklov oboch znagiek je

potrebné predat’, aby bol zisk maximalny?
X =28, y=100

Tyzdenny zisk z predaja dvoch znadiek Sportovej obuvi, pricom sa predava X Kusov prvej
znacCky obuvi ay kusov druhej znacky obuvi, je dany funkciou

P(X, y) = 40X —x° + 50y — y2 —Xy. Aké mnozstvo obuvi oboch znaciek je potrebné

predat, aby bol tyzdenny zisk maximalny?
x=10,y=20

Firma vyraba dva druhy Cdistiacich prostriedkov: x tisic kusov prvého ay tisic kusov
druhého prostriedku. Funkcie Vynosov a nékladov su

R(x,y)=110x+100y +x? +2y®> +750 a C(x,y)=80x+60y+2x*+3y?. Kolko
Cistiacich prostriedkov jednotlivych druhov by mala firma vyrobit, aby dosiahla

maximalny zisk?
x =15000, y =20000

Spolocnost” vyraba dva modely stoli¢iek: X tisic kusov prvého ay tisic kusov druhého
modelu stoli¢iek. Funkcie vynosov anédkladov su R(x, y)=16x+12y +100 a

C(X, y): x2 + y2. Kolko stoli¢iek jednotlivych modelov by mala firma vyrobit, aby

dosiahla maximalny zisk?
x =8000, y =6000

V obchode sa predavaju dva druhy motorovych olejov, ktoré majitel’ nakupil za 2 eura.
Ak sa prvy druh bude predavat za X eur adruhy druh za y eur, preda sa priblizne
40—-50x+40y litrov prvého a 20+ 60x—70y litrov druhého druhu olejov. Ako ma

majitel’ obchodu stanovit’ ceny olejov, aby dosiahol maximalny zisk?
Xx=27€, y=25¢€

V obchode sa predavaju dve znacky vetroviek, ktoré majitel’ nakuapil za 30 a 40 eur. Ak
sa prva znacka bude preddvat’ za X eur a druhd znacka za y eur, predd sa priblizne
70-5x+4y kusov prvej a 80+6x—7y kusov druhej znacky vetroviek. Ako ma

majitel’ obchodu stanovit’ ceny vetroviek, aby dosiahol maximalny zisk?
X=53€, y=55¢€

V obchode sa predavaju dva druhy limonad, ktoré majitel’ nakupil za 10 a 30 centov. Ak
sa prvy druh bude predavat za x centov a druhy druh za y centov, preda sa priblizne
40-8x+5y kusov prvégho a 50+9x—7y kusov druhého druhu limondd. Ako ma

majitel’ obchodu stanovit’ ceny limonad, aby dosiahol maximalny zisk?
x =30 centov, y =45centov

V obchode sa predavaju dva druhy cukrikov, ktoré majitel’ nakupil za 10 a 30 centov. Ak
sa prvy druh bude predavat’ za x centov a druhy druh za y centov, preda sa priblizne
30—-5x+2y kusov prvého a 100+ Xx—-2y kusov druhé¢ho druhu cukrikov. Ako ma

majitel’ obchodu stanovit’ ceny cukrikov, aby dosiahol maximalny zisk?
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50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

x = 20 centov, y =50centov

12
Produkcia spolo¢nosti je dand funkciou Q(K,L)=120K3L3 jednotiek, kde K alL su

pocty jednotiek kapitalu a prace. Naklady na kapitalova jednotku st 100 a na jednotku
prace 25 000 eur. Spolo¢nost’ chce vyprodukovat 4 800 jednotiek tovaru. Kolko
jednotiek kapitalu aprace je potrebné pouzit, aby sa pri tejto urovni produkcie
minimalizovali naklady na vyrobu?
K =1000j.,L=8].
12
Produkcia spolo¢nosti je dana funkciou Q(K,L)=60K3L3 jednotiek, kde K aL sua

pocty jednotiek kapitalu a prace. Naklady na kapitalovu jednotku st 108 a na jednotku
prace 64 eur. Spolo¢nost’ chce vyprodukovat 2 160 jednotiek tovaru. Kolko jednotiek
kapitalu a prace je potrebné pouzit, aby sa pri tejto urovni produkcie minimalizovali
naklady na vyrobu?
K=16].,L=54].
31
Produkcia spolo¢nosti je dana funkciou Q(K,L)=80K4L4 jednotiek, kde K aL sua

pocty jednotiek kapitalu a prace. Naklady na kapitalova jednotku st 243 a na jednotku
prace 16 eur. Spolo¢nost’ chce vyprodukovat 1 920 jednotiek tovaru. Kol'ko jednotiek
kapitalu a prace je potrebné pouzit, aby sa pri tejto urovni produkcie minimalizovali
naklady na vyrobu?
K=16j.,L=81].
12
Produkcia spolo¢nosti je dana funkciou Q(K,L)=120K3L3 jednotiek, kde K alL su
pocty jednotiek kapitdlu a prace. Pouzime diferencidl na odhad percentudlnej zmeny
produkcie pri zvyseni kapitalovej investicie 0 3% a poc¢tu hodin o 1,5%.
zvySenie o 2%
12
Produkcia spolo¢nosti je dana funkciou Q(K,L)=60K3L3 jednotiek, kde K aL sua

pocty jednotiek kapitdlu a prace. Pouzime diferencidl na odhad percentudlnej zmeny
produkcie pri zvyseni kapitalovej investicie o 2% a znizeni po¢tu hodin o 4%.
znizenie o 2%
31
Produkcia spolo¢nosti je dana funkciou Q(K,L)=80K4L4 jednotiek, kde K aL su

pocty jednotiek kapitalu a prace. Pouzime diferencidl na odhad percentudlnej zmeny
produkcie pri zniZeni kapitalovej investicie o 1% a zvySeni poc¢tu hodin o 5%.
zvysenie o 0,5%
13
Produkcia spolo¢nosti je dana funkciou Q(K,L)=60K4L4 jednotiek, kde K aL sa

pocty jednotiek kapitdlu a prace. Pouzime diferencial na odhad percentudlnej zmeny
produkcie pri zvySeni kapitalovej investicie a poc¢tu hodin o 1%.
zvySenie o 1%
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7 DVOJNY INTEGRAL A JEHO APLIKACIE
7.1 Otazky

Definujte pojem integralny sucet.

Definujte pojem dvojny integral.

Definujte pojem stredna hodnota funkcie 2 premennych na mnozine.

Napiste ako transformujete dvojny integral pomocou polarnych suradnic.

Napiste ako vypocitate plosny obsah rovinnej oblasti pomocou dvojného integralu,
ilustrujte graficky.

» Napiste ako vypocitate objem telesa pomocou dvojného integralu.

7.2 Definicia dvojného integralu
Majme spojitt a ohrani¢en funkciu f(x, y) naoblasti Ac | = <X1, xn>><<y1, yn>.

Rozdelime interval (X, x,) na podintervaly <x1, x2>,<x21 x3>,<x3, x4>,...,<xn_1, xn>, kde

Xp < Xp <...<Xpg < Xp-

Kazdy takyto systém podintervalov nazveme delenie intervalu (x, X,), body
X;, i =2,3,...,n—1 nazyvame deliace body delenia intervalu (x;, X, ). Dizku i -tého &iasto&ného

intervalu (X;_y,; ), i =2,3...,n oznaCujeme AX; = X; — X;_1 -

Ak pre kazdé prirodzené ¢islo n je dané jedno delenie Dr(,l) intervalu <X1, Xn>, hovorime

0 postupnosti deleni intervalu (xq, X, ).

Cislo HD(l)H = max{Axy, AXy,..., AX, } nazgvame normou delenia D.
Podobne rozdelime interval (y;, y,) na podintervaly <y1, y2>,<y2, y3>,<y3, y4> <yn_17 yn>,
kde y; <Y, <...<Yn1<VYn-

Kazdy takyto systém podintervalov nazveme delenie intervalu <y1, yn>, body
Yj, i=23..,n-1 nazgvame deliace body delenia intervalu (y1, yn). Dizku j-té¢ho

¢iasto¢ného intervalu <yj_1, yj>, j =2,3...,n oznacujeme AY;=Yj—Yju-

Ak pre kazdé prirodzené &islo n je dané jedno delenie Dr(]z) intervalu (y;, y,), hovorime

0 postupnosti deleni intervalu <y1, yn> :

Cislo HD(Z)H = max{Ay;, AY,,..., Ay, } nazgvame normou delenia D@,
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Normou delenia D = D® x D?) rozumieme &islo D] = max{HD(l)H, Io®)| I

Postupnost’ {Dn }:;1 deleni intervalu | :<X1, Xn>><<y1, yn> sa nazyva normdlna, ak plati
lim |D,|=0.
'
Yn
,,,,,,,,,,,,,,,,,, A
il
0 X Ax; Yoo X

Definicia 7.1 Nech &;,i=12,...,n je fubovolny bod z intervalu (Xi4,X;) a n;j, j=12,...,n
je T'ubovolny bod z intervalu <yj—1’ Y > Integralnym su¢tom funkcie f(x, y) pre delenie D,
intervalu I a pre dant vol'bu bodov [&;, 77;]€ ANl nazyvame ¢islo

S(f,Dy)= (&1, m)AXAY; +...+ F(&n 70 )AXAYy, =

Zn:i f(éi,ﬂj)AXiij-

i=1 j=1

—

Definicia 7.2 Ak existuje limita postupnosti integralnych stctov {S(f, D, )}::1 , hazyvame ju
dvojny integral funkcie f na oblasti A.

n

n'[)n anzf(ﬁfi,ﬂj)AXiAYj :”f(x, y)dxdy.

“i=1 j=1

7.3 Vypocet dvojného integralu

Nech oy, = {(X, y) eR?, a<x<b, w(x)é y < go(x)} je elementarna oblast’ vzhl'adom na os

0, (elementarna oblast’ typu [X, y]), kde funkcie (o(x), w(x) st spojité na intervale <a, b> .
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Veta 7.1 Nech funkcia f(x, y) je integrovatelnd na oblasti oy, . Nech pre kazd¢ X e <a, b>

o(x)
existuje _[ f(x, y)dy . Potom plati

w(x)
b ¢(x)
J.J. f(x, y)dxdy:I( If X, y) dy) dx.
Oxy a l//(X)

Priklad 7.1 Vypocitajme ” xzydx dy, kde M je oblast’ ohrani¢ena krivkami y = x? a y=4.
M

RieSenie:

Oblast' M je elementarna oblast’ typu [X, Y], ktort mézeme popisat’ takto

VA y
—-2<x< \ /
_ y=4
x2<y<4 :
=
2 () 2 X
Preto
2 5 Y2 4 3 7 2
x“ydxd Xy dy) dx = 2| dx= [(8x? ——d_8——— =
(1 yquyy) jz[ zL I >x[314}
-2 X - X -2
64 128 64 128 512
=) 5 ) "

Nech oy, = {(X, y) eR? c< y <d, ‘P(y) <x< C[)(y)} je elementarna oblast’ vzhl'adom na os

0, (elementarna oblast’ typu [y, x]), kde funkcie d)(y), lI’(y) su spojité na intervale <C, d>.

Veta 7.2 Nech funkcia f(x, y) je integrovatelnd na oblasti o,. Nech pre kazdé¢ ye <C d>

(y)
existuje I f(x, y) dx. Potom plati

(y)

(y)
” xydxdy I(jfxydx)dy
Oyx C‘I"y)
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Priklad 7.2 Vypocitajme J.J- 2xdxdy, kde M je oblast ohrani¢ena
M
y=Ihx,x=0,y=0,y=1.

RieSenie:

Oblast M je elementarna oblast’ typu [V, X], ktordt mézeme popisat’ takto

yA
X:E"J
<y<1 y=1
0<x<eY
L x
Potom
y e¥ 1
”2xdxdy=}(?2xdx)dy=sz] dy:}ezydy={£} =£_1_
M 0 0 0 0 0 2, 272

7.4 Transformacia dvojného integralu

krivkami

V niektorych tlohach je vyhodnejSie nahradit’ kartezianske suradnice [X,y] polarnymi

stradnicami [p, ¢]. Vztahy medzi tymito siiradnicami st

YA

X[xy]
B I !
X=p-cosp 0<p<w
' kde :
y=p-sing 0<¢p<2rn P :
¢ ) i

>

0 x X

Pre transformaciu dvojného integralu do polarnych sturadnic plati

” f(x, y)dxdy =” f(pcose, psinp)-pdpde .

Oxy 0';(),
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Priklad 7.3 Vypocitajme ”dedy, kde M  je oblast danda nerovnostami
X“+y

1<x? + y <e?.
RieSenie:
Oblast M nie je elementarna oblast. Preto je vyhodné pouzit’ transformaciu do polarnych
suradnic.

B ¢

x=p-c95(p, fﬁ s
y = p-sin . %ﬂe -

Po dosadeni transformaénych vzt'ahov dostavame
X2 + y2 = p2 cos? (p+p2 sin 2 Q= pZ(COSZ @+sin 2 Q) = ,o2

ateda 1< p2 <e? je ekvivalentné s 1< p <e. Oblast M je vzhl'adom na polarne sturadnice

elementarnou oblast'ou a preto ju mézeme popisat’ nasledovne

<p<e,
0<p<2r.

Po transformacii integracnej funkcie vypocitame novy integrdl pomocou jednoduchej
substittcie

In (x% + y?) 2r e 2T 2ol p
HXW dd_ _j(jp -dp) dp =
Inp=t

id,O:d 2r 1 2r 2 1

P = j(jzmt) dop = j{z ?} do = jdgo [0)5" = 2x.
150 0

e—>1
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7.5 Plosny obsah rovinnej oblasti a objem telesa

Plosny obsah rovinnej oblasti

Nech M je elementarna oblast’ v rovine, potom obsah P oblasti M je

P(M):”dxdy.

Priklad 7.4 Pomocou dvojného integralu vypocitajme obsah Casti roviny ohrani¢enej krivkami
y=xy=x%
RieSenie:

Oblast M je elementarna oblast’ typu [X, y], ktordh mézeme popisat’ takto

0<x<1, y=x

x2 <y <X, ) y=vx

=V

Obsah casti roviny je

14x g VX 1
P:”dxdy:j j dydx:j[y]
M 0 x? 0

1
dx:_[(\/;—xz)dx:E\/F—x—s} :l.
0

X
X2

Objem telesa
Nech je teleso zhora ohranic¢ené plochou z = f(X, y), zdola ohrani¢ené plochou z =0 a jeho

kolmy priemet do roviny z =0 je oblast M, potom objem telesa je

\Y

” f(x,y)dxdy .

Priklad 7.5 Pomocou dvojného integralu vypocitajme objem telesa zhora ohrani¢eného plochou
f(X, y): x? +y?, zdola ohrani¢eného plochou z =0 a jeho kolmy priemet do roviny z =0 je
oblast’ ohrani¢ena krivkami y = x?, y =1.

RieSenie:

Oblast' M je elementdrna oblast’ typu [X, y] , ktor moZeme popisat’ takto



108 MATEMATIKA 111 a jej vyuzitie v ekondmii

Objem telesa je

11 1 3t
v :{;I[f(x, y)dxdy = '[(I(xz +y?)dy)dx = .[Jixzy+y?} dx =

-1 %2 —

1 6 3 5 7 1
:j(xz+%_x4_x?)dx{x_+z_x__x_} 88
-1 »

7.6 Stredna hodnota spojitej funkcie dvoch premennych na
mnozine
Analogicky ako pri spojitej funkcii jednej redlnej premennej na intervale <a, b>, sme namiesto

aritmetického priemeru pocitali stredni hodnotu tejto funkcie pomocou jednoduchého integralu,
budeme aj pre funkciu dvoch premennych pocitat’ stredni hodnotu funkcie, ale pomocou

dvojného integralu.

Strednd hodnota spojitej funkcie f(x,y) naoblasti M je

H f(x, y)dxdy

SH f(x,y)=M J.J. .

M

Priklad 7.6 Vypogitajme strednt hodnotu funkcie f(x,y)= x? +y% na oblasti M, kde M je
oblast’ ohrani¢ena krivkami y = x?, y =1.

RieSenie:

Stredna hodnota funkcie je dand vztahom

11
.U f(x, y)dxdy I(I(XZ +y?)dy) dx
H 1 0y)_ 1 A 383 22

gdxdy }}dydx 4 105 35

_1X2
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Integrél z Citatel’a je vypocitany v Priklade 7.5,

37k
H'dydx—J‘l(l X )dx_{x—%}_l

—1x2

88
_jl(xkx +y )oly)olx—105
7.7 Ulohy

V tlohach 1 — 25 vypocitajte dvojny integral:

10.

11.

12.

12
Iszydxdy
00

12
Iszydydx
00

12
”(x+y)dxdy
01

12
”(x+y)dydx
01
31

_H(x+2y)dydx
21

23
”(xz—xy)dxdy
12

22
”(xz +y2 —2x -2y +4)dxdy

12
”(x2+y)dxdy
00

In2 0
_[ J.2xey dx dy
o 1

”xzexy dy dx

2Xxy
J.J.x +1dxdy

”ex‘y dx dy
00

Vysledky:

4/3

2/3

31/12

32/3

11/3

1/2

4In2

e—2+1/e
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35
13. ”;dedy lI 14
15 (X+2y) 2 11
1x
14. ”xydydx 1/8
00
1x
15. j j (y — X) dy dx -1/6
00
1x
16. ”xey dy dx 1/2
00
2 X
17. IIxydy dx -10/3
0 x2
2 X
18. j j (y — x) dy dx -8/15
0 x2
11-y
19. j (2x + y)dxdy 1/3
Oy-1
24 3
20. j J'xey dy dx Sty
0 x2 2
2+a-y?
21. j j y dxdy 8/3
0 x2
2 x2 y 3
22. jjexdydx ez—ae
1x
e Inx
23. j j 2 dy dx 2
10
32x—x?
24, j j xy dy dx -243/40
0 -x
1x
25. ”yw/x2 — y2 dy dx 1/12
00

V tlohach 26-29 vypocitajte dvojny integral z danej funkcie na oblasti M ohranicenej krivkami:

26. H x dx dy
§ Vysledky:

a M: x=1,x=2,y=0,y=1 312
by M: AABC,A=[0,0],B=[10],C=[0]1] 1/6
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bb)
cc)

dd)

<

<

LT £ L 2 2L L

< £ £ £ L L5 £

A ABC, A=[0,0], B =[2,0]
A ABC, A=[0,0],B=[2,
y:x{y:2x

0],c =[11]
yzxay:x+6

y:xz—Ly:3x—3

__xz,y:_]_
2

<
|

,y=1-X

< <
I

jw x |oo W

- X
,Yy=7-X

< <
I Il Il Il
X X X |N X
N <
Il
N
|
<

< K< < <
Il
=
< <« < X
Il
X
=
[l
o

y=e*,y=0,x=0,x=1
y:&y:}3x=1y=0
X
y=3-X,y=%Xy=0
y=x+1L,y=7-%xy=0
x=4y2:x
x:&x:y2—3
y:X_Z’ y2:X
x:y{x+y—6:0
x:y{x—sy—4:0
y2:x+Lx+2y—2:0
x:yz—Zx—y—4:0

y=x+1 (y-1% =x

_8

y=—,y=2X,y=6
X

@)
Il
—
N
()
.

8/3
1

4/3
125/12
1/4

0

9/4

125/6
4/3

1/6

3/20
1/5

1/10
2/15

1 -
—(e“+1
4( )
1

4/3
27

8
48

128

250

125
128

125

15
11
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8 X 342
ee) M: =—,y=—,y=5 —_—
) y=",¥=5Y c
) M:y=2,y=%y-3 144
X 6
gg) M: y=lhx, y=0y=e x=0 eze—%
27. J'J'ydxdy
M
Vysledky:
a) M: x=1,x=2,y=0,y= 1/2
by M: AABC,A:[0,0],Bz[,] =[04] 1/6
) M: AABC,A=[00],B=[20] C=[22] 4/3
d M: AABC,A=[00],B=[20]C=[]] 1/3
e) M: y=x2,y:2x 32/15
) M: y=x%,y=x+6 250/3
g M: y—x2—l y=3x-3 7130
hy M: y=- y_— -4/5
i) M: y=3- X2 ,y=1-x 63/10
o M y=§ y=7-Xx 125/6
3
klY M: y=—,y=4-x 4/3
X
2
N M: y=—y=3-Xx 1/6
X
m) M: y=x2,x:y2 3/20
n M: y=x3,y=+x 5/28
00 M: y=+4x,y=1,x=0 1/4
p) M: y=x3,y:x 1. kv 2/21
qQ M: y=hx,y=0,x=¢e %(e—z)
N M: y=eX y=0,x=0,x=1 %(ez—l)
s) M: y=x y:%,x:Z y=0 5/12
9
) M: y=3-x,y=x,y=0 3
u M: y=x+1Ly=7-%xy=0 %
v) M: x=4,y2:x 0

w) M: x:6,x:y2—3 0
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bb)
cc)
dd)
ee)
ff)

99)

28.

M : y=x—2,y2=x
M : x:yz,x+y—6:0
M : x=y2,x—3y—4=0
M : y2:x+1,x+2y—2:0
M : x:y2—2,x—y—4:0
M : y:x+1,(y—1)2:x
M : y:§,y_2x,y:6
X
8 X
M: y=—y=2,¥y=5
X 2
6 X
M: y=—y=—,y=3
X 6
M: y=Ihx,y=0,y=¢,x=0
”xydxdy
M
M: x=1,x=2,y=0,y=1
M: AABC,A=[00],B=[L0],C=
M: A ABC,A=[00],B=[20],C=
M: A ABC,A=[00],B=[20],C=
M : y:xz,y:2x
M : y:xz,y:x+6
M : y:x2—1,y=3x—3
M : y=—x2,y:—1
M : y:3—x2,y_1—x
M : y=§,y:7—x
X
M : y=§,y:4—x
X
M : yzg,y:S—x
X
M : y:xz,x:y2
M : y:xs,y:\/;
M: y=+vx,y=1x=0

M|

15

12
125

125

Vysledky:

3/4
1/24
2
1/3

8/3
1625/24
3/8

0

9/8
2135

——-18In2-18In3
24

2—gln3

3 2

E—In4
8

1/12
5/48
1/12
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p) y=x3,y=x,1kv. 1/16
q) y=Inhx,y=0,x=e %(ez—l)
ry M: y=e*,y=0,x=0,x=1 %(e2+1)
s) M: y=x,y=1,x:2,y=0 l+1In2
X 2
27
t M: y=3-X,y=XYy=0 —
) y y y 16
u M: y=x+1Ly=7-%xy=0 64
v) M: x=4,y%=x 0
w) M: x:6,x:y2—3 0
X) M: y=x-2y%=x %
1625
M: x= 2,x+ -6=0 -
y) y y ™
z2) M: x:yz,x—3y—4:0 %
aa) M: y2:x+1,x+2y—2:0 —%
bb) M: x:y2—2,x—y—4:0 %
13
cc) M: y=x+1(y-1)%=x —
) y (y-1) 20
dd) M: y:§,y:2x,y:6 6—5—32InE
X 2 2
8 X 609 5
ee) M: y=—,y=—,y=5 —-32h=
) y X Y 2 y 2 2
6 X
ffy M: y:—,yzg,y:3 360 —181In 3
X
2e+l 2e
e e 1
M: y=Ihx,y=0,y=¢ex=0 -+ =
99) y y y 4 s '8
29. H(x +y)dxdy
M
Vysledky:
a) M: x=1,x=2,y=0,y=1 2
by M: AABC,A=[0,0],B=[10],C=[0]1] 1/3
) M: AABC,A=[00],B=[20] C=[22] 4
d M: AABC,A=[00],B=[20]C=[]] 413
e) M: y=x2,y=2x 52/15
fy M: y=x2,y=x+6 375/4
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bb)
cc)
dd)

ee)

<

<

< £ L L

<L £ L L

y:xz—Ly=3x—3
y:—ﬁ,y:—l
y=3—x2,y=1—x

<
I
<
I
\‘
|
>

< <
I Il I
X X|NX|wx|o
<
Il
N
|
>

< <K < < <
T
>
x| .
< <K ¢ < x
Il
X
P
Il
o

y=3-X,y=X%Xy=0

y=x+Ly=7-%xYy=0

x:&x:y2—3
y:x—Zyzzx
— y2 _
X=y°, X+y—-6=0

2
X=y°, x-3y—-4=0
y2=x+Lx+2y—2=0
_y2 _
X=y° -2, Xx-y—-4=0

y:x+L(y—D2:x
_8

y=—,y=2X,y=6
X
8 X
:—1 :—, :5
y X y 5 y
6 X
:—’ :—’ :3
y X y 5 y

29/60
-4/5
171/20

125/3
8/3

1/3

3/10
53/140
7120
8/35

1 9
—(e“+3
4( )

714

612

184
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ffy M:

y=Inx,y=0,y=¢e,x=0

V tulohach 30-37 vypocitajte dvojny integral z danej funkcie na oblasti M :

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

”i—zdxdy, M: y=Xx,y=
M

l,X:Z
X

”ey3 dxdy, M: y=+/x,y=1,x=0
M
1—x2—y2 dxdy, M : x2+y2 <1,1.kv.
IR
M

”In(1+x2+y2)dxdy, M: x2+y%<4,y>0

]

M

]

dedy M: 1<x?+y? <e?
X“+y
dxdy 2

+y? <16

M v 25— X2 —y

”(x +y )dxdy, M: 9<x +y2s25,y3x,y20

ﬂ(x4+2x2y2+y4) dxdy, M: 1<x?+y%<4

Vysledky:
9/4

S
7/6

%(5 In5— 4)

27

A7

3Arx

217

V ulohach 38-70 vypocitajte obsah ¢asti roviny ohranicenej oblastou M :

38.
39.
40.
41.

42.
43.
44,
45.
46.

47.

48.

<

L £ L 2K L5 L

x=1,x=2,y=0,y=1
A ABC, A=[0,0], B=[10],C =[0]]
A ABC, A=[0,0], B=[2,0],C =[2,2]
A ABC, A=[0,0], B=[2,0],C =[1]]
y:xz,y:2x
y:xz,y:x+6
y:xz—l,y=3x—3
y=—x*y=-1
y:3—x2,y_1—x
y:g,y=7—x

X
y:§,y:4—x

X

Vysledky:

1
1/2
2
1

4/3
125/6
1/6
4/3

9/2

3—5—6In6
2

4-3In3

3
—+e e+ =
4
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49.

50.
51.
52.

53.
54.

55.
56.

57.
58.
59.

60.
61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

<

M :

M :

LT £ L5 L5 £

< £ £ £ £L

yzg,y:B—x

X
y=x2,x=y?
y=x>y=x
y=+X,y=1,x=0
y:x{yzx,Lkm
y=Inhx,y=0,x=e
y=e*,y=0,x=0,x=1
y=X,y=—,x=2,y=0

y=3-X,y=X%XYy=0
y=x+Ly=7-%XYy=0
x:4y2:

x:&x:y2—3
y:x—Zyzzx

x:y{x+y—6:O
x:yax—By—4:O
y2=x+Lx+2y—2=0
x=y? -2, x-y-4=0
y=x+1(y-1)°* =

y:_,y=2x,y:6

y=Ihx,y=0,y=e,x=0

——2In2

1/3
5/12
1/3
1/4

e—-1

—+Ih2

24-6In3

e® -1

V tlohéach 71-98 vypocitajte objem telesa zhora ohrani¢ené¢ho plochou z =Xy

z =0, ktorého kolmy priemet do roviny je oblast’ M :

71.
72.
73.

M :
M :
M :

x=1,x=2,y=0,y=1
A ABC, A=[0,0],B=[10],C =
A ABC, A=[0,0], B=[2,0],C =[2,2]

Vysledky:

3/4
1/24
2

, zdola rovinou
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74. M: AABC,A=[00],B=[2,0],C=[11] 1/3
75.  M: y=x2,y=2x 8/3
76. M : y:xz,y:x+6 1625/24
77. M: y=x%-1y=3x-3 3/8
78. M: y=3-x%,y=1-x 9/8
79. M : y:E,y:7—x @—18In6
X 24
3 2 9
80. M: y=—,y=4-X ———=In3
y X y 3 2
81. M : y_g,y_3—x E—2In2
X 8
82. M: y=x%,x=y? 1/12
83. M: y=x3,y=+x 5/48
84. M: y=+x,y=1x=0 1/12
85. M : y:x3,y:x,1.kv. 1/16
86. M: y=Ihx,y=0,x=¢e %(ez—l)
87. M: y=e*,y=0,x=0,x=1 %(e2+1)
88. M : y:x,yzl,x:Z,y:O 1+1In2
X 8 2
27
89. M: y=3-x,y=X%X,y=0 —
y y y 16
90. M: y=x+1,y=7-%Xy=0 64
91. M : y:x—2,y2=x 4785
92. M: x=y% x-3y-4=0 %
93. M: x=y2-2,x-y-4=0 %
13
9. M: y=x+1(y-1)%=x =
y (y-1 20
95. M : y:§,y:2x,y=6 §—32In§
X 2 2
8 X 609 5
96. M: y=—y=—,y=5 —=32In -
y X y 2 y 2 2
6 X
97. M : y:;,y:g,y:3 360 —181In 3

e28+1 eZe 1

98. M : =hx,y=0y=e,x=0
y y y 4 8 8
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V tlohach 99-129 vypocitajte objem telesa zhora ohrani¢ené¢ho plochou z=x+y , zdola
rovinou z =0 , ktorého kolmy priemet do roviny je oblast’ M :

Vysledky:
99. M: x=1,x=2,y=0,y=1 2
100. M: A ABC,A=[0,0], B=[10],C=[01] 1/3
101. M: A ABC, A=[0,0],B=[2,0],C=[22] 4
102. M: A ABC,A=[0,0],B=[2,0],C=[1]] 413
103. M: y=x?%,y=2x 52/15
104. M: y:xz,y:x+6 375/4
105, M: y=x?-1,y=3x-3 29/60
106. M: y=3-x? y=1-x 171/20
107. M: y=§,y:7—x 125/3
X
3
108. M: y=;,y:4—x 8/3
2
109. M: y:;,y=3—x 1/3
1100 M: y=x?,x=y? 3/10
111. M: y=x3,y=vx 53/140
112. M: y=+/x,y=1x=0 7/20
113. M: y=x3,y=x 8/35
114, M: y=eX,y=0,x=0,x=1 %(e2+3)
115. M y:x,y—i,x—Z,yzo 7/4
116. M: y=3-X,y=xy=0 %
117 M: y=x+Ly=7-x,y=0 %
118. M: x:4,y2:x %
119. M: x=6,x=y?-3 %
189
120. M: y=x-2,y%2=x =
y y 0
875
121. M: x=y% x+y-6=0 2=
y y o
122. M: x=y? x-3y—4=0 %
2

123. M: y%2=x+1x+2y—-2=0 i
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124,

125.

126.

127.

128.

129.

x=y2-2,x-y-4=0
y=x+1 (y-1)? =x

y=—,y=2X,y=6

y=Inx,y=0,y=¢e,x=0

625

12
19

60
13

612

V tlohach 130-140 vypocitajte strednt hodnotu funkcie z = f(X, y) na danej oblasti:

130.

131.

132.

133.

134.

135.

136.

137.

138.

139.

140.

f(x,y)=x+y, M:

f(x,y)=x+y, M:

f(x,y)=x+y, M:
f(x,y)=x+y, M:
f(x,y)=x+y, M:

f(x,y)=x+y, M:

f(x,y)=xy, M:
f(x,y)=xy, M:
f(x,y)=xy, M:
f(x,y)=xy, M:

f(x,y)=xy, M:

y=e*,y=0,x=0,x=1

Vysledky:
x=1,x=2,y=0,y=1 2
A ABC, A=[0,0], B=[2,0],C =[2,2] 2
y=x2,y:x+6 9
2
8
=—, :4—X e
y 12-9In3
2 2 9
=X ,X= —_
y y 10
e? +3
y=e*,y=0,x=0,x=1
4(e-1)
A ABC, A=[0,0], B=[1,0],C =[0,] é
y=x%,y=2x 2
2 13-16In2
y=—,y=3-X A
X 12-161In2
1
y=x3,y=vx =
4
e? +1

8(e-1)
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8 NEKONECNE RADY
8.1 Otazky

Definujte pojem nekone¢ny Ciselny rad.
= Definujte pojem n-ty Ciasto¢ny sucet.
= Definujte pojem stucet nekone¢ného ¢iselné¢ho radu.
= Definujte pojem funkcionalny rad.
= Definujte pojem mocninovy rad.
= Definujte pojem Taylorov rad funkcie.
= Sformulujte vetu o nutnej podmienke konvergencie ¢iselného radu.
= Sformulujte vetu D 'Alembertovo limitné podielové kritérium.
= Sformulujte vetu Cauchyho limitné odmocninové kritérium.
= Sformulujte vetu Cauchyho integrdlne kritérium.
= Sformulujte vetu porovnavacie kritérium.

8.2 Pojem nekone¢ného Ciselného radu a jeho sucet

Definicia 8.1 Nech {an };Ozl je  postupnost  redlnych  ¢isel.  Potom = vyraz

o0

Zan =@y +ay +---+a, ++- nazyvame nekonecnym Ciselnym radom. Cislo a, nazyvame n-
n=1
tym clenom tohto radu.

Majme postupnost’ {s, J_

Slzal
32 :a1+a2
52 :a.1+a2+a3

Sn :a1+a2+a3+"'+an

o0
Definicia 8.2 Nech Z a, je nekonecny Ciselny rad.

n=1
n 00
Potom vyraz S, = Zak =ay +a, +:--+ a, nazyvame N-tym Ciastocnym suctom radu Z ap, .
k=1 n=1
0
Definicia 8.3 Ak existuje kone¢na limita s = lim s, tak ¢islo S nazyvame suctom radu Zan
n—o n=1

o0 o0
a hovorime, Ze rad Z a, Je konvergentny. Oznacujeme Zan =S.
n=1 n=1
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e8]

Definicia 8.4 Ak neexistuje limita postupnosti {s, |, hovorime, ze rad Y a, je divergentny
n=1

a nema sucet.

1

Priklad 8.1 N&jdime sucet radu Z
243n+2

RieSenie:

Najprv urobime rozklad n-t¢ho ¢lena radu na sucet elementarnych zlomkov, potom

- 1
Z:: Z243n+2 nZ:l(m_n+2j

n -ty ¢iastoény sucet je

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Sp=|=—=|[+|=—-=|+|=—= |+ ]| ——-=|+|=- + — ,
2 3 3 4 4 5 n-1 n n n+l n+l n+2

vidime, Ze niektoré ¢leny sa od¢itaju, preto po uprave

1 1
Sp=————.

2 n+2

Stcet radu je

: . (1 1 1
s=Ilms,=Ilm|=-——|==.
n—o nowo\ 2 N+2 2

Veta 8.1 (Nutna podmienka konvergencie radu)

Ak je rad Zan konvergentny, tak lim a, =0.

n=1 n—o

8.3 Harmonicky a geometricky rad

o0
1 . . ,
ZovSeobecneny harmonicky rad ma tvar Z—a pre o >0 aje pre a <1 divergentny, pre o >1
n=1N
konvergentny.

Harmonicky rad (Specialny pripad zovSeobecneného harmonického radu pre o =1) ma tvar

-1 . ,
Z— a je divergentny.
n=1
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Geometricky rad ma tvar Zal Q" =a +aq+aq°+---+aq" +---, kde a; 20 a
n=0
pre |q| <1 je konvergentny, pre |q| >1je divergentny.

. a
Stucet nekonecného geometrického radu je s = 1—1, kde |q| <1.
-q

o0 n
Priklad 8.2 N4jdime stcet radu Z(— 1)n+l(gj :
n=1
RieSenie:
n

n
n-ty €lenradu a, = (— 1)n+1 (gj mozeme prepisat’ do tvaru a, = —(— 5) , teda

2\ 2 2
rvy ¢len 8y =—{ —— | =—, kvocient q =—-— aplati |-—{<1.
prvy 1 ( 3) 3 q 3 p
2
Sucet nekone¢ného geometrického radu je s = 3 o~ = %
S
3

8.4 Kiritéria konvergencie €iselnych radov
V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ konvergenciou ¢iselnych radov vylucne s kladnymi ¢lenmi.

Veta 8.2 (D’Alembertovo podielové kritérium)

Nech Zan je nekonecny rad a pre kazdé ne N nech a, >0.
n=1

. a : —
a) Ak lim —™L <1 tak je rad > a, konvergentny.
n—o a, n=1

. a . -
b) Ak lim "L >1 takjerad Y a, divergentny.

n—o a, n=1
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. . (1" 1
Priklad 8.3 Vysetrime konvergenciu radu Z(Ej P

n=1
RieSenie:

Na zaklade D’ Alembertovo kritéria

(1jn+l 1
lim 2l _ oy 22/ N4l L (EjLzlﬁm n 1
n—o a, n—o0 (1)”1 noo\ 2/ N+1 2nson+l1 2
2)n

Dany ciselny rad konverguje.
Veta 8.3 (Cauchyho odmocninové kritérium)

Nech Zan je nekonecny rad, kde a,, >0.

n=1

a) Ak Ilm Ya, <1, tak je rad Zan konvergentny.

N—o0 n=1

b) Ak lm Yfa, >1,takjerad Y a, divergentny.
N—0o0 n=1

0 3n+2
Priklad 8.4 VySetrime konvergenciu radu Z( 2 j .
\on+1

RieSenie:

Na zéklade Cauchyho odmocninového kritéria

2

on 2 2n n on V¥
lim "a, =Ilimn = lim = [im =
Nt | N [5n +1j n—>00(5n +1j n—>w(5n —HJ

3 2 3 2 3
. 2n 2n \n . 2n ) 2n \n 2 8
= lim . = lim - lim == 1=— <1.
n—wo\ SN +1 5n+1 nowo\ BN+1/) now\ 5n+1 5 125

Dany ciselny rad konverguje.

Veta 8.4 (Cauchyho integralne Kkritérium)

Nech pre rad Zan , kde a,, > 0 existuje spojita funkcia f na intervale <K, oo), pre ktoru plati:
n=1

1. f(x) je nerastuca na <K,oo).
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2. f(n)=a, pre vietky n>K.

Potom, ak [ f(x)dx <o, tak jerad )" a, konvergentny.
K n=1

0

Ak I f(x) dx = o0, tak je rad Z a, divergentny.

K n=1
>3
Priklad 8.5 Vysetrime konvergenciu radu » ——.
hihn
RieSenie:
3

Polozme f(x)=

Iy Definiény obor je D(f)=(0, 0)—{l}. Funkcia je teda spojiti na

intervale (2, ). Je zrejmé, e pre kazdé n > 2je f(n)= 3__ a,.

ninn
~3+Inx)
2

Pretoze f'(x)= <0, je funkcia f(x) klesajuca na intervale 2,00 ) amozno teda

(xIn x)
pouzit’ Cauchyho integralne kritérium.

o0

a
| 3 dx=3- lim | L 4x =3. fim [in[in x{]3=3- lim (njin a— Injin 2)) =
XIn x 5 a—m a—w

5 a—? XIn X
. Ina
=3-lim h—=3-0 =w.
a—o In2
Dany rad diverguje.

Veta 8.5 (Porovnavacie kritérium)

Majme rady » a, a » b, ,pricom 0<a, <b, pre n=12,...
n=1 n=1

Ak majorantny rad » b, konverguje, potom konverguje aj rad > a, .
n=1 n=1

Ak minorantny rad Zan diverguje, potom diverguje aj rad an :
n=1 n=1

Poznamka Pouzitie porovnavacieho kritéria vyzaduje skusenosti na skonStruovanie

majorantného resp. minorantného radu na zaklade hypotézy o konvergencii, resp. divergencii

vySetrovaného radu.
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8.5 Taylorov rad

Definicia 8.5 Nech {fn(x)}f:1 je postupnost’ funkcii definovanych na intervale <a,b>, potom
vyraz Z fn (X) nazyvame nekonecnym funkciondlnym radom.

Poznamka Ak f,(x)=a,(x—a)", rad Za x—a)" nazgvame mocninovym radom so
n=0

stredom v bode a.
Definicia86 Nech funkcia f(x) ma vbode a derivacie vietkych radov. Mocninovy rad

>

n=0

" nazyvame Taylorovym radom funkcie so stredom v bode a.

Definicia 8.7 Taylorov rad so stredom vbode a=0, &ze ).

X" nazyvame

Maclaurinovym radom funkcie.

Poznamka Rozvoj niektorych funkcii do Taylorovho radu so stredom v bode a =0

0 n

eX = Z% pre X e (= oo, ),
n=0 "'*

1 N
sinx= (-2)" ™ pre x e (—, «)
e (2n+1)!
) 2n
cosx=» (-1)" (;(n)l pre X e (oo, o)
n=0

Priklad 8.6 Rozvifime funkciu f(x)= xIn(1+x?) do Taylorovho radu.

RieSenie:
0 n+1

Ak namiesto x dosadime x2 do vztahu In 1+ x = Z x"  dostaneme
n=1

n+l
In(1+x?%) = Z 1) 2n
0 n+1 o0 n+l
xIn(1+ x )—XZ 1) x2" :Zﬁ 21 pre XE( 1,1).

n

n=. n=. n
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Priklad 8.7 Pouzijeme prvych 5 &lenov Taylorovho radu funkcie f(x)=xIn(1+x?) na

1
priblizny vypocet integralu J. xIn(1+ x2) dx.
0

RieSenie:
Z Prikladu 8.6 je xIn(1+ X2) = z
n=1

NIV I —1x9+1x11, preto
2 3 4 5

1 1

; 1 14 1
len(1+x2) dxij(xS——x5 +=x/—=x° +—x11)dx=
0 0

3 4

1
|l 16 18 10 1 12
4 12 24 40 60

8.6 Ulohy

V tlohach 1-32 njjdite sucet radu:

P

(- 1)n+1 2n+l

0

aprvych 5 c¢lenov radu

Vysledky:
1/2

1/3

1/4

1/5

5/12

7124

9/40

11/30

11/6

13/12

je



128 MATEMATIKA 111 a jej vyuzitie v ekondmii
<1

11. 3/4
rénz 1

2. Y — 2 1/6
= (n +3n+2)(n+3)

13. Z; 1/4
el 8 13n?42n

14. Z; 1/2
n=1 n +3n2 +2n

15. ZL 1
) n +3n% +2n

16. ZL 3/2

n —3n%+2n

17. in 1/2
n=13

18. in 1/3
—4
n=1

19. i 1
n:13n

20. 3% 5/2
n=1
0 n

21. Z(;) -1/4
n=
o0 n

22. Z(;) -2/5
n=
[e0) 2n

23. Z;‘)s’”l 1
n=
o0 3n+1

24. 224n_1 27
n=

25 i(—l)” 2 8/5

! > 3n—1

n=
[o0] (_ 2)”*1

26. Z; o -2/45
n=

a B 12
n=1

28. 1t 1 1/3
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29.

30.

31.

32.

V tlohach 33-62 vysetrite pomocou D’ Alembertovho kritéria konvergenciu radu:

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

m(2n-1)-2"
n+1
n:1n2 .3n

i 2n-1
a(n?+1)-2"

i(n+4)-2n

n=2 n2 -1

5/6

1/6

1/2

3/4

Vysledky:

konverguje

konverguje

diverguje

konverguje

konverguje

diverguje

konverguje

konverguje

konverguje

diverguje

konverguje

konverguje
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45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54,

55.

56.

57,

58.

59.

60.

61.

62.

iS” -(n=1)
n=1 5" .n!

0

Z n!

13" - (n+2)

ia” (n?-1)

|
n=1 n!

iz“-(n+1)!

n=2 n2—2

< 2\"  n
E(?j “(n+1)!

o (n!)z
= (2n)!
[c’e] 3n

nzzl(Zn)!

o]

konverguje

diverguje

konverguje

diverguje

konverguje

konverguje

konverguje

konverguje

konverguje

diverguje

konverguje

diverguje

konverguje

konverguje

konverguje

diverguje

diverguje

diverguje
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V ulohach 63-84 vysetrite pomocou Cauchyho odmocninového kritéria konvergenciu radu:

Vysledky:
63 i n+2j” konverguje
\2n-1
64 i 2N jn konverguje
u3n+1
2 (4n+1\" Lo
65. > J diverguje
n3\2n—5
2 (3n-2)" .
66. Z( ] konverguije
\4n—2
Z (5n-3Y" . .
67. Z( diverguje
sLu2n+1
© n+5 2n+1
68. Z( konverguije
\3n-2
0 2n-1
69. Z( 2n+1 konverguije
u3n+2
2 (4n+1\"" _
70. Z( j diverguje
su3n-1
0 3n+l
71. Z(lOn i 3) diverguje
a3\ N—2
2 2n+2
= n :
2. Yl konverguje
n=1 3N +2
= (2n? +1 i
[ konverguije
=\ 3n° -2
n
o 3 3
4. 5n3+n diverguje
n=1 2n° -1
2
2 (n+5)" : ;
7B Y| — diverguje
ama\N—2
[ 0] 3 n2
6. > n;j konverguje
aun+1
2 (n+3)2"
7.y —] diverguje
na\n-2

© 2 n
78. Z(Zn +1j diverguje
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=1, 1)
79. Z—(1+ —j konverguje
73" N
n=1
2(6)" 2\
80. Z(—j -(1+—) diverguje
\0 n
2
o0 n n
81. Z(g) (n—ﬂj konverguije
n=1 7 n
© (n-2)" .
82. Z konverguje
n=1 3" -n”2
[e) n
83. Y (n+1) konverguje
n=1 3" n"z
[e) n n2
84. 2 -(n+2) diverguje

V tlohéch 85-102 vysSetrite pomocou Cauchyho integralneho kritéria konvergenciu radu:

85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

13" (n+)"

Vysledky:

diverguje

diverguje

diverguje

diverguje

diverguje

diverguje

diverguje

diverguje

diverguje

diverguje
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) 2
95, Z2n 4+9

n=1 N

o 4

n"—-7n°“+2

96. >,

n=, n6

< 5
97. >

- 2n-Inn

98.
n-in2n

100.

>
99. i
i
5

101.

nn
n2
nn
e
nn
T

n=1

102. i ;
n=

V ulohach 103-122 vysetrite pomocou porovnavacieho kritéria konvergenciu radu:

o1
108 Z4n+3

&2
104, >

—3n-5
105. > &

—2n+1
106. > 2

oan+7

— 2N
107.

Z{Hn2

— N
108.

nzzln2+3

- 3n
109.

nZﬁnz—l

o 2
110.

nzz‘in2+3
IV 23

konverguje

konverguje

diverguje

konverguje

konverguje

diverguje

diverguje

konverguje

Vysledky:

diverguje

diverguje

diverguje

diverguje

diverguje

diverguje

diverguje

konverguje

konverguje
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2.2n% +9 .
112. > 7 konverguje
n= n
o 4 2
113. > n 72 +2 konverguje
n=1 n
- 3 .
114. ZW konverguje
n=1N
= 5 .
115. > —— konverguje
n=1 n3
o 2 . .
116. > = diverguje
n=1 VN
= 1 . .
117. > = diverguje
n:l7 n3
o) n
118. ZEFJ konverguje
o 3\7
[} n
119. 23 ! diverguje
2.5"
n=14"
0 n
120. ZE(EJ konverguje
=23
© n+1
121. 12 - konverguje
n:l6 4
e} n
122. 13 diverguje
n:15 2n—1

V tlohach 123-139 pomocou zékladnych mocninovych radov urcte Taylorov rad danej funkcie

so stredom v bode a=0:

123.

124.

125.

126.

127.

X2

f(x)ze7

Vysledky:
00 X2n
,]Z:;‘)Z” -n!
o0 2n
—_ Xn
no N!

Seap e

|
n—o0 n!
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o'e] n
128.  f(x)=x%e% > (1" 2 yne2

Ms
S| X
IR

129.  f(x)=2xe2

n:02 -n!
0 n
130.  f(x)=x%* Z(_nll) x2n+2
n=0 :
0 Xn+3
131, f(x)=x%* >
noo N
00 n
132, f(x)=x3%> Z(_nl? x"*3
n=0 ;
0 (_1)n+1 el
133, f(x)=xIn(1+x) > F—
n-1
) 0 (_l)rH—l e
134, f(x)=x%In(1+x) > X
n=1
3 0 (_1)n+1 an
135.  f(x)=In(1+x°) > X

i
L

/I-\
[EEN
~—
>
F
LN
w
>
F
LN

136.  f(x)=xIn(1+x®)

M
>

Ms
|
H
N—
o}
>
N
o
+
N

>

I

o

~
N
=]
+

=

137.  f(x)=xsin x

[1s
|
[HEN
~—
>
>
N
S
+
N

)
Il
o
—~
N
>
~

138.  f(x)=x?cosx

DM
|
=
>
>
N
=
+
N

T
o
—~
N
>
+
=

139.  f(x)=sin x*

V tlohach 140-156 pouzite prvych 5 ¢lenov mocninového radu na priblizny vypocet urcitého
integralu:

Vysledky:
1 X
140. j e 2 dx 2,3898644
-1
2
141. jezx dx 17,8
1
1
142. je*zx dx 0,15
0,5
1/2

143, j xe* dx 0,1756293
0
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0

144, j 3xe?* dx -0,533333
-1
1

145. j x2e 2% dx 0,1063492
0
1 X

146. j 2xe 2 dx 1,2973958
0
1 2

147. j x2e ™" dx 0,3800482
-1
1

148. j xIn(1+ x) dx 0,2619047
0
1

149. j x2 In(1+ x) dx 0,1948412
0
1

150. j In(1+ x%) dx 0,2051739
0
1

151. j xIn(1+ x%) dx 0,1617105
0
1

152. j sin x? dx 0,3102683
0
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