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Ustaleny stav a vlastny problém

Ustaleny stav

Motivacia:

Manazéri DDS by chceli dosiahnut stav, aby systém bezal
spdsobom, Ze medzi ukoncenim dvoch po sebe idicich etap je
konstantny interval dlzky A, t.j.

xi(r+1) =X+ x(r) Vi, Vr

v max-plus algebre

xi(r+1)=A®xi(r) Vi, Vr
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Ustaleny stav a vlastny problém

Ustaleny stav a priemerna rychlost systému

Hovorime, ze DDS je v ustalenom stave, ak existuje také A € R, ze

kazdé N
pre kazdé r € X(r+1) = A x(r)

Ak x(r+1) = A®x(r)
= x(M+1) = \Mxx(1)
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Ustaleny stav a vlastny problém

Vlastny problém

Nech A € R*(n, n). Riesit rovnicu

ARXx=AR® x

t. j. hladat vektor x € R*(n) a skalar A\ € R* také, ze Gcinok
matice A na vektor x je rovnaky ako Gcinok konstanty A na vektor
X, nazyvame riesit vlastny problém pre maticu A. Hodnotu A
nazyvame vlastnou hodnotou a prislusny vektor x vlastnym
vektorom matice A.

Definicia

Nech A € R*(n, n). Hovorime, Ze problém vlastnej hodnoty a
vlastného vektora ma konecné riesenie, ak existuji koneéné hodnoty
Aaxtaké, ze AR x = A ® x.
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Vlastna hodnota a Karpov algoritmus

Vlastna hodnota - jednoznacnost

Nech A € R*(n, n) je ireducibilnd matica. Potom plati, ze A\(A) je
jedina vlastna hodnota matice A. Navyse ak n > 1, tak ma vlastny
problém konecné riesenie.
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Vlastna hodnota a Karpov algoritmus

Vypocet vlastnej hodnoty umocnovanim matice pre A € F(n,n)

Algoritmus vypoctu vlastnej hodnoty pre A € F(n, n)

@ \ypocitame postupnost mocnin matice A, A®, ..., A"

@ Diagonalne prvky reprezentuji maximalne vahy cyklov dizky
r=1,2, ..., n. Predelime vahy cyklov ich dlzkou a
dostaneme priemerné vahy cyklov.

© Vyberieme maximalny priemer
Vypoctovej zlozitosti dominuje vypocet mocnin matice. Algoritmus

pracuje v Ease O(n*).
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Vlastna hodnota a Karpov algoritmus

Aplikacia - vyrobna linka - Priklad

Priklad:

Majme vyrobni linku pozostavajicu zo 4 strojov, ktorti sme
predstavili v predoslych prikladoch. Nech A je matica prechodu
daného DDS. Aka je priemerna rychlost systému, ak sa nachadza v

ustalenom stave?
8

o BN W
w o 61 b
O W N M
(o) IE > B

RieSenie: Kedze A € F(4,4), existuje konecné riesenie
vlastného-problému. Vypocitame postupnost A, A%, A3, A% a na jej
zaklade urcime A(A). Priemerna rychlost v ustalenom stave je preto
A(A) = 6.
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Vlastna hodnota a Karpov algoritmus

Vypocet vlastnej hodnoty ireducibilnej matice pomocou Karpovho
algoritmu

Veta (Karpov algoritmus)
Nech A € R*(n, n) a G(A) je silne savisly. Nech a* je prvok v i-tom

riadku a prvom stlpci matice A¥ pre k =1, 2, ..., n. Potom plati
a'.H'l — alf
A(A) = max{ min{ ——L
(4) i k | n+1—k
pre konecné a,f'H a a,’f.
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Vlastna hodnota a Karpov algoritmus

Vypocet vlastnej hodnoty ireducibilnej matice - Priklad

Priklad

Pre dana maticu A vypocitajme vlastna hodnotu A(A).

4 ¢ 4
A= 5 3 ¢
6 1 2

RieSenie: Potrebujeme len prvé stlpce mocnin matice A, t. j. na
zaklade stlpcového principu vlastne orbit pre vektor x(1) rovny

prvému stlpcu matice Apre r=1,2, ..., n+1:
4 10 14 20
x(r): | 5 |, 9 1 15 |, 19
6 10 16 20
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Vlastna hodnota a Karpov algoritmus

Vypocet vlastnej hodnoty ireducibilnej matice - Priklad

4 10 14 20
x(r) : 5 9 15 19
6 10 16 20

0 i—1 . [20—14 20—-10 20— 4 _5

i = min T > 3 =
19—-15 19—-9 19-5

o /i=2 m|n{ R }

0 i—3 min 20—16 20—10 20—6 24
= 1 2 3 [~
A(A) = max{5,4,4} =5
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Vlastna hodnota a Karpov algoritmus

Vypocet vlastnej hodnoty ireducibilnej matice - Priklad

4 10 14 20
x(r) : 5 9 15 19
6 10 16 20

0 i—1 . [20—14 20—-10 20— 4 _5

i = min T > 3 =
19—-15 19—-9 19-5

o /i=2 m|n{ R }

0 i—3 min 20—16 20—10 20—6 24
= 1 2 3 [~
A(A) = max{5,4,4} =5
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Vlastna hodnota a Karpov algoritmus

Vypocet vlastnej hodnoty ireducibilnej matice - Priklad

4 10 14 < 20
x(r) : 5 9 15 19
6 10 16 20

o i1 min{20—14 20 —-10 20—4}:5
17 2 7 3
19-15 19-9 19-5
o =2 min{ T 5 ' 3 }:4
20—16 20—-10 20—-6
e /=3 min{ T > 3 }:4
AMA) = miax{5,4,4} =
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Vlastna hodnota a Karpov algoritmus

Vypocet vlastnej hodnoty ireducibilnej matice - Priklad

4 10 14 20
x(r) : 5 9 15 19
6 10 16 20

0 i—1 . [20—14 20—-10 20— 4 _5

i = min T > 3 =
19—-15 19—-9 19-5

o /i=2 m|n{ R }

0 i—3 min 20—16 20—10 20—6 24
= 1 2 3 [~
A(A) = max{5,4,4} =5
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Vlastna hodnota a Karpov algoritmus

Vypocet vlastnej hodnoty ireducibilnej matice - Priklad

4 10 < 14 20
x(r) : 5 9 15 19
6 10 16 20

. . [20—14 20—10 20—4
e i=1 min =}

1 7 2 7 3
19—-15 19—-9 19-5
o /i=2 m|n{ R }
20—16 20—10 20-—-6
.: 1 :4
e /=3 m|n{ T > 3 }

A(A) = max{5,4,4} =5
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Vlastna hodnota a Karpov algoritmus

Vypocet vlastnej hodnoty ireducibilnej matice - Priklad

4 10 14 20
x(r) : 5 9 15 19
6 10 16 20

0 i—1 . [20—14 20—-10 20— 4 _5

i = min T > 3 =
19—-15 19—-9 19-5

o /i=2 m|n{ R }

0 i—3 min 20—16 20—10 20—6 24
= 1 2 3 [~
A(A) = max{5,4,4} =5
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Vlastna hodnota a Karpov algoritmus

Vypocet vlastnej hodnoty ireducibilnej matice - Priklad

4 19 14 20
x(r) 5 9 15 19
6 10 16 20

. . [20—14 20—10 20—4
e i=1 min =}

1 7 2 7 3
19—-15 19—-9 19-5
o /i=2 m|n{ R }
20—16 20—10 20-—-6
.: 1 :4
e /=3 m|n{ T > 3 }

A(A) = max{5,4,4} =5
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Vlastna hodnota a Karpov algoritmus

Vypoctova zlozitost Karpovho algoritmu

Nech A € F(n, n) je ireducibilnd matica. Potom Karpov algoritmus
vypocita A(A) s vypoctovou zlozitostou O(n?).

D: Vypoctu dominuje vypocet orbitu.
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Fundamentalne vlastné vektory a baza vlastného priestoru

Definitné matice

Nech D € R*(n, n). Vrchol j, ktory lezi na kritickom cykle v G(D)
nazyvame vlastny vrchol.

Nech D € R*(n, n). Maticu D nazyvame definitnou, ak
Q@ \(D)=0
@ G(D) je silne savisly

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Fundamentalne vlastné vektory a baza vlastného priestoru

Definitné matice - zhrnutie

Nech D € R*(n, n) je definitna s digrafom G(D). Potom plati

@ D € F(n,n), A(D) existuje a je konecna (ak n > 1) a §;; pre
i # j reprezentuje nejaka drahu maximalnej vahy z vrchola i
do vrchola j dlzky nepresahujticej n — 1

@ kazdy diagonalny prvok §;; reprezentuje nejaky cyklus
maximalnej vahy zo vietkych cyklov obsahujicich vrchol i
dlzky nepresahujiicej n

© G(D) obsahuje aspon jeden elementarny cyklus vahy 0 a
ziaden s kladnou vahou

© G(D) obsahuje aspon jeden vlastny vrchol, pre kazdy vlastny
vrchol j je §;; = 0, pre kazdy iny vrchol k je dxx <0
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Fundamentalne vlastné vektory a baza vlastného priestoru

Transformacia ireducibilnej matice na definitni maticu

Nech A € R*(n, n) je ireducibilna. Potom matica D, pre ktora
A= XA ®D

je definitna.

D:

AeR*(n,n) = A(A) je konecné
= A(D) =0 and G(D) ostane silne savisla
= D je definitna

Poznamka: Matica D vznikne z matice A odéitanim konstanty
A(A) od kazdého prvku aj;.
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Fundamentalne vlastné vektory a baza vlastného priestoru

Konecné vlastné vektory

Nech A € R*(n, n) je definitna. Nech j je vlastny vrchol. Nech d je
j-ty stlpec A(D). Potom d je koneény vlastny vektor matice D (s
vlastnou hodnotou A(D) = 0).

D: Mame dokazat, ze D ® d = d. Ukazeme, Ze platia nerovnosti

e Dd<d
e Dd>d
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Fundamentalne vlastné vektory a baza vlastného priestoru

Konecné vlastné vektory

AeR*(n,n) AXD)<0 = D je p-regularnas A(D)

(D) = EoDeD*®...0DP
A(D)
r(D) = EaA(D)
N (D) > A(D)

r(p) > A(D)

| D > D

izoténnost D®T(D) > D®A(D)
A(D) > D®A(D)

d je stlpec A(D) = d > Dad
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Fundamentalne vlastné vektory a baza vlastného priestoru

Konecné vlastné vektory

Ukazeme, ze plati aj opacna nerovnost.

Plati: Nech j je vlastny index. Pre kazdy riadkovy index /i existuje
index k taky, ze
5,‘j = dy + 5kj

. 01
: 52]
Ded=| di dp -+ dn | ® .
) 5nj
Vi d,'1®51j@d,’2®52j@"'@d,’n®(5nj > dik®5kj:5ij
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Fundamentalne vlastné vektory a baza vlastného priestoru

Fundamentalne vlastné vektory definitnej matice

Nech D € R*(n, n) je definitna. Stipce A(D) zodpovedajace
vlastnym vrcholom nazyvame fundamentalne vlastné vektory D.

0 -5 —1
AD)=[ 0 —2 -1
1 -4 0
0 -1
Ar=| 0 As=| -1
1 0
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Fundamentalne vlastné vektory a baza vlastného priestoru

Vypocet vlastnych vektorov definitnej matice

Algoritmus pre vypocet vlastnych vektorov definitnej matice

© Vypocitame A(D)
e pomocou Floydovho-Warshallovho algoritmu alebo
o N(D)=(E@ D) 'aA(D)=DxI(D)

@ Vlastné vektory si stlpce matice A(D), pre ktoré §; = 0.

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Fundamentalne vlastné vektory a baza vlastného priestoru

Vypocet vlastnych vektorov definitnej matice - Priklad 1

Priklad 1
Pre definitnd maticu D najdime fundamentalne vlastné vektory.
=1 e —1
D = 0 -2 ¢
1 -4 -3
Riesenie:
[(D) = (E ® D)* a A(D) = D ® (D).
0 -5 -1
AD)=[0 —2 -1
1 —4 0
Vlastnymi vektormi si stlpce 1 a 3 v A(D), pre ktoré §;; = 0:
0 —1
A= 0|, Azs=| -1
1 0
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Fundamentalne vlastné vektory a baza vlastného priestoru

Vypocet vlastnych vektorov definitnej matice - Priklad 2

Priklad 2

Pre definitnd maticu D najdime fundamentalne vlastné vektory.
e —1 €
D=| 0 -2 -3
2 € 0
Riesenie:
(D) = (E ® D)? and A(D) = D ® (D).
1 -1 -4
AD)=| 0 -1 -3
2 1 0

Vlastnym vektorom je stlpec 3 v A(D), pre ktory §; = 0:
—4
As=| -3
0
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Fundamentalne vlastné vektory a baza vlastného priestoru

Vypocet vlastnych vektorov definitnej matice - Priklad 3

Priklad 3
Pre definitnd maticu D najdime fundamentalne vlastné vektory.
—1 2 €
D = e =2 0
=2 e —3

Riesenie:
F(D) = (E @ D)? and A(D) = D ® I(D).

0 2 2
AD)=| -2 0 0
-2 0 0
Vlastnymi vektormi si stlpce 1, 2 (3) v A(D pre ktoré ¢;; = O:
0
A= -2
—2
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Fundamentalne vlastné vektory a baza vlastného priestoru

Vypocet vlastnych vektorov definitnej matice - Priklad 4

Priklad 4
Pre definitnd maticu D najdime fundamentalne vlastné vektory.
0 2 €
D = e g —2
-1 € 0
Riesenie:
(D) = (E ® D)? and A(D) = D ® (D).
0 2 0
AD)=[ -3 -1 -2
—1 1 0
Vlastnymi vektormi si stlpce 1 a 3 v A(D), pre ktoré §;; = 0:
0 0
A= -3 |, Aszs=| -2
—1 0
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Fundamentalne vlastné vektory a baza vlastného priestoru

Riesenie vlastného problému pre ireducibilni maticu

Nech A € R*(n, n) je ireducibilnd matica. Potom ma vlastny
problém pre maticu A konecné riesenie, ktoré sa da najst v case

o(n?).

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Fundamentalne vlastné vektory a baza vlastného priestoru

Riesenie vlastného problému pre ireducibilni maticu

Nech A € R*(n, n) je ireducibilnd matica. Potom ma vlastny
problém pre maticu A konecné riesenie, ktoré sa da najst v case

o(n?).

D: Ak A € R*(n, n) ireducibilnd = D definitna pre
A=XA)® D
o Najdeme A(A) a vlastné vektory matice D v case O(n®).
@ Nech d je vlastny vektor D, t. j.
Dd=XD)®d=d
Ukazeme, ze d je vlastny vektor A

Agd = MA)@D®d=
= MNA)ed
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Fundamentalne vlastné vektory a baza vlastného priestoru

Riesenie vlastného problému pre ireducibilnG maticu - Algoritmus

Algoritmus rieSenia vlastného problému pre ireducibilnt maticu:

@ Pre dana ireducibilnd maticu vypocitame pomocou Karpovho
algoritmu vlastnd hodnotu A(A).
@ Vytvorime definitna maticu D = A\(A) ™' @ A.
© Vypocitame A(D)
e pomocou Floydovho-Warshallovho algoritmu alebo
o I(D)=(E®D)"*aA(D)=D(D)
Q@ Najdeme fundamentalne vlastné vektory pre maticu D (stlpce
A(D) s ¢;; = 0) prisluchajice vlastnej hodnote A(D) = 0.
© Fundamentalne vlastné vektory matice D st fundamentalnymi

vlastnymi vektormi matice A prislichajice vlastnej hodnote
A(A).
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Fundamentalne vlastné vektory a baza vlastného priestoru

Riesenie vlastného problému pre ireducibilni maticu - Priklad 1*

Priklad 1*

Pre ireducibilni maticu A riesme vlastny problém

1 € 1
A= 2 0 €
3 -2 -1

Riesenie:

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Fundamentalne vlastné vektory a baza vlastného priestoru

Riesenie vlastného problému pre ireducibilni maticu - Priklad 1*

Priklad 1*

Pre ireducibilni maticu A riesme vlastny problém

1 € 1

A= 2 0 €

3 -2 -1

Riesenie:
e Karpov algoritmus

1 4 5 8
x(r): 1 2 |, 3 6 |, 7
3 4 7 8

= MNA)=2

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Fundamentalne vlastné vektory a baza vlastného priestoru

Riesenie vlastného problému pre ireducibilni maticu - Priklad 1*

o Najdeme zodpovedajicu definitnd maticu

1 ¢ 1 —1 e —1
D=-\NA)RA=-2[ 2 0 € = 0 -2 €
3 -2 -1 1 -4 -3
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Fundamentalne vlastné vektory a baza vlastného priestoru

Riesenie vlastného problému pre ireducibilni maticu - Priklad 1*

o Najdeme zodpovedajicu definitnd maticu

1 ¢ 1 —1 e —1
D=-\NA)RA=-2[ 2 0 € = 0 -2 €
3 -2 -1 1 -4 -3

e Vypocitame (D) = (E ® D)?> a A(D) = D ® (D)

0 -5 -1
AD)=[ 0 —2 -1
1 —4 0
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Fundamentalne vlastné vektory a baza vlastného priestoru

Riesenie vlastného problému pre ireducibilni maticu - Priklad 1*

o Najdeme zodpovedajicu definitnd maticu

1 ¢ 1 —1 e —1
D=-\NA)RA=-2[ 2 0 € = 0 -2 €
3 -2 -1 1 -4 -3

e Vypocitame (D) = (E ® D)?> a A(D) = D ® (D)

0 -5 -1
AD)=[ 0 —2 -1
1 —4 0

o Vlastné vektory D ako aj A su stlpce 1 a 3 v A(D), pre ktoré
5jj =0:

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Fundamentalne vlastné vektory a baza vlastného priestoru

Vlastné vektory slabého tranzitivneho uzaveru definitnej matice

Plati: A x=A®@x = AP@x=AI®@x

— (ADA’D..0A) @ x=
= AQXxPA’RxD.. BA"Qx =
= AXBONRIXxP..dDN" ®x =
= AOXNo..0N)®x

Ak D je definitnd a y je jej koneény vlastny vektor, tak

AD)ey =y

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Fundamentalne vlastné vektory a baza vlastného priestoru

Ekvivalentné vlastné vektory

Dvojicu vlastnych vrcholov (vlastnych indexov, vlastnych vektorov)
nazyvame ekvivalentnymi vlastnymi vrcholmi (vlastnymi indexmi,
vlastnymi vektormi), ak existuje spoloény kriticky cyklus, ktory ich
obsahuje.

Zapis: i ~ j, resp. Aj = A;

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Fundamentalne vlastné vektory a baza vlastného priestoru

Ekvivalentné vlastné vektory - Priklad 1*

Priklad 1*

Rozhodnite, ¢i st vlastné vektory definitnej matice D ekvivalentné

=1 & =l 0 !
D = 0 -2 € A= 0 Az = -1
1 -4 -3 1 0

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Fundamentalne vlastné vektory a baza vlastného priestoru

Ekvivalentné vlastné vektory - Priklad 1*

Priklad 1*

Rozhodnite, ¢i st vlastné vektory definitnej matice D ekvivalentné

—1 e —1 0 —1
D = 0 -2 € A= 0 Az = -1
1 —4 -3 1 0
Riesenie: diz+d31 =—-1+1=0

=  existuje kriticky cyklus, ktory obsahuje vrcholy 1 a 3

= A=Az
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Fundamentalne vlastné vektory a baza vlastného priestoru

Ekvivalentné vlastné vektory - Priklad 4*

Priklad 4*

Rozhodnite, ¢i st vlastné vektory definitnej matice D ekvivalentné

0 2 ¢ 0 0
D = e e =2 Al = -3 A3 = -2
-1 ¢ 0 -1 0

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Fundamentalne vlastné vektory a baza vlastného priestoru

Ekvivalentné vlastné vektory - Priklad 4*

Priklad 4*

Rozhodnite, ¢i st vlastné vektory definitnej matice D ekvivalentné

0 2 =« 0 0
D = e e =2 Al = -3 A3 = -2
-1 ¢ 0 -1 0
Riesenie: 013+031=0—1=-1

= neexistuje kriticky cyklus, ktory obsahuje vrcholy 1 a 3

A1 % As
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Fundamentalne vlastné vektory a baza vlastného priestoru

Nutna a postacujica podmienka ekvivalentnosti vlastnych vektorov

Nech A € R*(n,n) s \(A) > e. Nech D = A\(A)"' @ A. Nech j a j
s vlastné indexy a A; a A; st zodpovedajice stipce A(D). Potom
existuje konecné o také, ze A; = a® A; vtedy a len vtedy, ak i = j.

D:
—> Nech Ja konecné také, ze A; = a® A,

= pre riadky i a j plati

(5,‘,’ = a® (5,J

dii = a®ij
s€itame i +a+0; = a+0d;+ 0
dii = 0;; =0 0j +0; = 0
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Fundamentalne vlastné vektory a baza vlastného priestoru

Nutna a postacujica podmienka ekvivalentnosti vlastnych vektorov

<= Nech /i ~j a r je [ubovolny riadkovy index

Ori +0jj < Oy (1)
O +0ji < i (2)

uvazujme ostr nerovnost v (2)

i+ 0 < O (2)
scitame (1) a (2') 0r+ 0 + 65+ < O + 0y
G A S =0 Ori + 05 < Opj+ i
By, S+ 0 = O
= pre a=Jj Aj = a®Ah;
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Fundamentalne vlastné vektory a baza vlastného priestoru

Nutna a postacujiica podmienka ekvivalentnosti vlastnych vektorov -
Priklad 1*

Priklad 1*

Pomocou nutnej a postacujicej podmienky zistime, ¢i st vlastné
vektory matice D ekvivalentné.

-1 e -1 0 -1
D = 0) =% € Ai=1]0 N3 = —il
1 —4 -3 1 0
Riesenie:
A1 =031 A3 =1® A3
-

A:L%Ag
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Fundamentalne vlastné vektory a baza vlastného priestoru

Nutna a postacujiica podmienka ekvivalentnosti vlastnych vektorov -
Priklad 4*

Priklad 4*

Pomocou nutnej a postacujicej podmienky zistime, ¢i st vlastné
vektory matice D ekvivalentné.

0 2 € 0 0
D = e e —2 Al = -3 Ag = —2
-1 ¢ 0 -1 0
Riesenie:
Aa: Aij=a® A3
—

Ag % As
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Fundamentalne vlastné vektory a baza vlastného priestoru

Baza vlastného priestoru matice

Mnozinu vsetkych vlastnych vektorov matice A € R*(n, n)
nazyvame vlastnym priestorom a oznacujeme V/(A). Mnozinu
vsetkych vlastnych vektorov matice A € R*(n, n) prislachajicich
vlastnej hodnote A oznaCujeme V/(A, \).

Pre ireducibilni maticu plati

V(A) = V(A,\).

Bazou B vlastného priestoru V/(A) danej ireducibilnej matice
A € R*(n, n) nazyvame maximalnu mnozinu neekvivalentnych
fundamentalnych vlastnych vektorov.
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Fundamentalne vlastné vektory a baza vlastného priestoru

Vlastny priestor matice

Nech A € R*(n, n) je ireducibilnd matica. Potom pre vsetky
x,y € V(A) a a € R plati

Q xdye V(A

Q@ a®xe V(A

V(A) = { Z®a;®A;; aj e R*, A;eB } (1)

I
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Fundamentalne vlastné vektory a baza vlastného priestoru

Vlastny priestor matice

AR (x®y) = ARXxDAQRy=
= AXBARQYy =

= A@(xay)

AR (a®x) = a®(A®x) =
= a®(A®x)=
= AQ(a®x)
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Fundamentalne vlastné vektory a baza vlastného priestoru

Baza vlastného priestoru - Priklad

Priklad

Nech A je ireducibilnd matica prechodu nejakého DDS. Najdime
bazu vlastného priestoru matice A.

O W pH

&~ b O
N O W W
E> O o) IO

™
™

Riesenie:
© Vypocitame pomocou Karpovho algoritmu A(A) = 6.
@ Vytvorime definitni maticu D = —6 ® A.
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Fundamentalne vlastné vektory a baza vlastného priestoru

Baza vlastného priestoru - Priklad

© Vypocitame slaby tranzitivny uzaver

0 3 0 3
-3 0 -3 0
-5 -2 0 -2
9 —6 -4 -2

@ Na zaklade nal na hlavnej diagonale uréime fundamentalne
vlastné vektory

0 3 0

-3 0 -3

M= g Do=| D= | g
-9 —6 —4
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Fundamentalne vlastné vektory a baza vlastného priestoru

Baza vlastného priestoru - Priklad

@ Vyberieme bazu priestoru V/(A):
N =3 A1 — Ar ~ Aq
— A7 a Az, resp. Ay a Aj
Teda

V(A) - a1 ® A1 B asz® As; a, az € R
= Jaa AP az® As; ap, az € R*
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Cebysevova aproximacia a ustaleny stav

Ustaleny stav - generovanie vlastného vektora - Priklad

Priklad

Nech A je matica prechodu DDS z predchadzajiceho prikladu.
Majme 5-stavovy projekt, ktory Startuje na vietkych strojoch v case
0.

x(1) =

m O W s
(LI SN (o)
N O W W
S~ W oM

> O > b

@ Zistime, ¢i sa systém dostane do ustaleného stavu hned na
zaciatku (Gi x(1) je vlastnym vektorom matice A)?
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Cebysevova aproximacia a ustaleny stav

Ustaleny stav - generovanie vlastného vektora - Priklad

Priklad

Nech A je matica prechodu DDS z predchadzajiceho prikladu.
Majme 5-stavovy projekt, ktory Startuje na vietkych strojoch v case
0.

x(1) =

m O W s
(LI SN (o)
N O W W
S~ W oM

> O > b

@ Zistime, ¢i sa systém dostane do ustaleného stavu hned na
zaciatku (Gi x(1) je vlastnym vektorom matice A)?

@ Ak nie, nahradme x(1) Ceby3evovou najlepsou aproximaciou z
priestou V/(A) a najdime zodpovedajici vektor Startovych
casov.
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Cebysevova aproximacia a ustaleny stav

Ustaleny stav - generovanie vlastného vektora - Priklad

Riesenie:

o

A®x(1)=6®x(1) =

A®x(1) #A®x(1)

= x(1) nie je vlastnym vektorom matice A

— systém sa na zaCiatku nedostane do ustaleného stavu
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Cebysevova aproximacia a ustaleny stav

Ustaleny stav - generovanie vlastného vektora - Priklad

@ Najdeme Cebysevovu najlepsiu aproximaciu vektora x(1)
nejakym vlastnym vektorom matice A:

a1 ® A1 @ az ® Az = x(1)
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Cebysevova aproximacia a ustaleny stav

Ustaleny stav - generovanie vlastného vektora - Priklad

@ Najdeme Cebysevovu najlepsiu aproximaciu vektora x(1)
nejakym vlastnym vektorom matice A:

a1 @ A1 @ az ® Az = x(1)

0 0 4
-3 -3 oq 4
5 o0 |° < o3 ) |6
9 4 4
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Cebysevova aproximacia a ustaleny stav

Ustaleny stav - generovanie vlastného vektora - Priklad

@ Najdeme Cebysevovu najlepsiu aproximaciu vektora x(1)
nejakym vlastnym vektorom matice A:

a1 @ A1 @ az ® Az = x(1)

0 0 4
-3 -3 oq 4
5 o0 |° < o3 ) |6
9 4 4

(2)=(o3s8)e|e]-(3)
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Cebysevova aproximacia a ustaleny stav

Ustaleny stav - generovanie vlastného vektora - Priklad

0 0

§ : | -3 | -3
A3A1 840N = 40| o [®40® 0o | =

-9 —4

= sy s L)

([N
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Cebysevova aproximacia a ustaleny stav

Ustaleny stav - generovanie vlastného vektora - Priklad

£(xy, x(1)) = max{0,3,2,4} =4 = 1> — p=2

4 6

0 _ o< _ oe 11 | 3

= x(1)=2®x, =2® 2|17 6

0 2

so Startovymi ¢asmi

6 4 2
B r 3 4] !
t=x(1) —x(1) = 6 6 | = 0
2 4 -2
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Dakujem za pozornost.
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