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Digrafy

Kompletny digraf

Matica prechodu DDS

1 4 ¢
A= e 2 5
6 ¢ 3

kompletny digraf G-(A) zodpovedajuci koneény digraf G(A)

(3>,

5

2>,
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Digrafy

Konecny digraf

Pre maticu A € R*(n, n) definujeme digraf G(A) = (V,E) s
mnozinou vrcholov V = {1,2,..., n} a hranami (i, /) s konenou
vahou aj;. Ak usporiadanej dvojici (7, ) zodpoveda hodnota aj; = ¢,
tak digraf G(A) neobsahuje hranu z vrchola i do vrchola j.
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Digrafy

Drahy a cykly

Definicia

Draha v digrafe G(A) = (V, E) je taka postupnost vrcholov

p = (il,iz, ooar ir+1) sr>0, ze (it, it+1) e E pre kazdé

t € {1,2,...,r}. Cislo r nazyvame dizkou drahy a oznacujeme |p|.
Ak ii = i,41, tak p nazgyvame cyklom. Elementéarna dréha je draha
bez opakovani vrcholov. Elementarny cyklus je draha, v ktorej sa
vyskytuje jediné zopakovanie vrchola i; = ir41.
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Digrafy

Vaha drahy

Definicia

Vahou drahy (cyklu) nazyvame sumu vah jej hran a oznaCujeme
w(p) (w(c) ). Ak c je cyklus s kladnou dizkou, tak podiel vahy
cyklu a dlzky cyklu nazyvame priemernou vahou cyklu a
oznacujeme w(c). Maximalnu priemerna vahu cyklu zo v3etkych
elementarnych cyklov v G(A) oznacujeme \(A). Cyklus s
priemernou vahou rovnou A(A) nazyvame kritickym cyklom.

Poznamka: Priemerna vaha cyklu neméze presiahnut hodnoty
priemernych vah elementarnych cyklov, ktoré obsahuje. Kedze je v
digrafe kone¢ny pocet elementarnych cyklov, A\(A) stale existuje.
Ak v digrafe nie je cyklus s kladnou dlzkou, tak A\(A) = ¢.
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Digrafy

Maximalna priemerna vaha cyklu - Priklad

Priklad:
(G
1 4 ¢ 3
A=| € 2 5 6 5
6 3
; 2>,

o c=(1,2,3,1)
@ w(c)=15
@ [c]=3
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Digrafy

Digraf pre A € F(n, n)

Nech A € F(n, n). Potom digraf G(A) obsahuje aspon jeden cyklus
konecnej vahy.

D: Z kazdého vrchola sa da ist do nejakého. Konecny pocet
vrcholov, t.j. musi sa niektory zopakovat.
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Digrafy

W EYAUEIERZELER &1

Nech A € R*(n, n). Maximalna vaha zo vsetkych drah z vrchola i
do vrchola j dizky r, pre r =1, 2, ... je dana hodnotou a'"

i

D:

e uvazujme drahy p = (i, k, j) dlzky 2 vychadzajice z vrchola i
a konciace vo vrchole j

® 2
max{ajx + akj} = Z Ajk K akj = a,g. )
k
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Maximalna priemerna vaha cyklu a tranzitivne uzavery matice

Slaby tranzitivny uzaver matice

Nech A € R*(n, n). Slabym tranzitivnym uzaverom matice A v
max-plus algebre nazyvame sumu jej mocnin

AA)=ADA DA D -

Poznamka: Ak A(A) = (dj;), tak d;; reprezentuje maximalnu vahu
drahy z vrchola i do vrchola j nezavisle na dlzke drahy.
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Maximalna priemerna vaha cyklu a tranzitivne uzavery matice

Maximalna rychlost DDS - odhad

Nech A € R*(n, n). Nech G(A) obsahuje kriticky cyklus dlzky L.
Potom pre [ubovolny vektor x € F(n,1) a t > 1 plati

£(x, AT @ x) > (A(A))"

D:
o c je kriticky cyklus dlzky L

maxall” = (A(4))*

1

£(x(1), Ct@x(1)) > (Z@>

i
@ polozime C = AL
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Maximalna priemerna vaha cyklu a tranzitivne uzavery matice

Maximalna rychlost DDS - Priklad

Priklad:
(G
1 4 ¢ 3
A= e 2 5 6 5
6 3
;< 2>,

o c=(1,2,3,1)
@ w(c)=15
@ [c]=3
o \A)=w(c) =" =5
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Maximalna priemerna vaha cyklu a tranzitivne uzavery matice

Maximalna rychlost DDS - Priklad

1 6 12 16 21 27
x(ry: |2 ), s |, 12]. 17 ],[ 23 27
3 7 12 18 22 27
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Maximalna priemerna vaha cyklu a tranzitivne uzavery matice

Vrcholy kritického cyklu

Nech A € R*(n, n). Nech G(A) obsahuje kriticky cyklus dlzky L
c=(n, i2, ..., i, i1). Potom pre vetky nasobky g &isla L
(prirodzenym ¢islom) plati

A% =(A\(A)? Vs=1,2,...,L

sis

D:

@ priemerna vaha kazdého cyklu je mensia alebo rovna ako
maximalna

3% < (A(A))°

isis =
@ g je nasobok L, mdzeme ¢ namotat a dostat dlzku g

a\% > (A(A))°

Isls —
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Maximalna priemerna vaha cyklu a tranzitivne uzavery matice

Vrcholy kritického cyklu - Priklad 1

Priklad:
1 4 ¢
A= e 2 5
6 3

vsetky vrcholy lezia na kritickom cykle ¢ = (1,2,3,1)

A= (\A)P=5=15 =123
15 8 12
A= 14 15 11
12 13 15
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Maximalna priemerna vaha cyklu a tranzitivne uzavery matice

Vrcholy kritického cyklu - Priklad 1

4 ¢ 2 6 9 15 8 12
A=| e 2 5 |, A2=|11 4 8 |, A3=|14 15 11
6 ¢ 3 9 10 6 12 13 15
18 19 15 21 22 24 30 25 27
At=| 17 18 20 |, A=|26 21 23 |, A°=[29 30 26
21 16 18 24 25 21 27 28 30
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Maximalna priemerna vaha cyklu a tranzitivne uzavery matice

Vrcholy kritického cyklu - Priklad 2

Priklad:
1 1 ¢
A=| ¢ 2 2
3 4

kriticky cyklus ¢ = (3, 3)

all) = (A(A)) = 4k k=1,2
2 3 3 6 5 7 10 7 11
AP=|5 4 6 |,A3=[ 9 6 10 |, A*=| 13 10 14
7 4 8 11 8 12 15 12 16
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Maximalna priemerna vaha cyklu a tranzitivne uzavery matice

p-regularnost

Nech A € R*(n,n). Nech A, = A® A2® A3 @ - - @ AP. Maticu A
nazyvame p-regularnou v max-plus algebre, ak

AA)=Dp=Dpi1=Dpia=...

Nech A € R*(n, n). Potom plati
Q@ Ak A\(A) <0, tak existuje p < n, ze je matica A p-regularna.

@ Ak A(A) > 0, tak neexistuje p, aby bola matica A p-regularna.
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Maximalna priemerna vaha cyklu a tranzitivne uzavery matice

p-regularnost - Priklad 1

Priklad:
1 1 ¢
A= e 2 2
3 4
kriticky cyklus ¢ = (3, 3) a3 =\NA)=4
14 11 15 18 15 19 22 19 23
A= 17 14 18 |, A= 21 18 22 |, A'=| 25 22 26
19 16 20 26 20 24 27 24 28
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Maximalna priemerna vaha cyklu a tranzitivne uzavery matice

p-regularnost - Priklad 2

Priklad:
-5 -5 ¢
A= e —4 -4
-3 e =2
kriticky cyklus ¢ = (3, 3) a3 = NA) = -2
-10 -9 -9 -12 —-13 -11 —14 —-17 —-13
A= -7 -8 —6 |A3=| -9 -—12 —8 |A*=|-11 —-14 —10
5 —8 —4 —7 —10 —6 —9 —12 -8
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Maximalna priemerna vaha cyklu a tranzitivne uzavery matice

p-regularnost - Priklad 3

Priklad:
-3 -3 ¢
A= e -2 =2
-1 ¢ O
kriticky cyklus ¢ = (3, 3) a3 =AA)=0
—6 —5 —5 -6 —7 -5 6 —9 -5
A= -3 -4 2 |,A3=| -3 -6 —2 |, A*=|-3 -6 —2
-1 -4 0 -1 -4 0 -1 -4 0
A = A5 = A% .
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Maximalna priemerna vaha cyklu a tranzitivne uzavery matice

Silny tranzitivny uzaver

Nech A € R*(n, n). Silnym tranzitivnym uzaverom matice A v
max-plus algebre nazyvame sumu

(A =EcAoA oA o -

Poznamka: I'(A) = E & A(A)
neuskutocnenie Ziadneho tkonu = (D) = E = 0 na hlavnej
diagonale

@ nulovy zisk (strata)
@ In1, t.j. logaritmus pravdepodobnosti javu istého ...
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Maximalna priemerna vaha cyklu a tranzitivne uzavery matice

Model dopravného systému - pravdepodobnost dostupnosti

Popis modelu:

Majme dopravny systém v horskej oblasti, ktory zabezpecuje
spojenie obci Ny, No, ... Nj. Nech p; udava pravdepodobnost, ze
cesta z obce N; do N; ostane v zime otvorena. Najdime
pravdepodobnost najspolahlivejsej trasy z N; do N;.

Riesenie

trasa
(Niy Niga, ooy Nio1, Nj)

pravdepodobnost priechodnosti

Piji+1 - Pj-1
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Maximalna priemerna vaha cyklu a tranzitivne uzavery matice

Model dopravného systému - pravdepodobnost dostupnosti

Prechod na max-plus model:

In(piiv1 -+ pji-1j) = Npiig1+ -+ +Inpjy
Riesenie:
@ polozime aj; = In pj;
@ najdeme [(A) = ~;j reprezentuje pravdepodobnost
najspolahlivejsej trasy (logaritmus)
@ v, = In1 = 0 dostupnost obce N; z obce N; je zarucena

Monika Molnarova Max-plus algebra



Max-plus algebra
000000000000000e000

Maximalna priemerna vaha cyklu a tranzitivne uzavery matice

Vlastnosti (D)

Nech D € R*(n, n). Nech D je p-regularna pre nejaké p > 1, tak
silny tranzitivny uzaver existuje a plati

r(D) = (E & D)P.

D: binomicka veta

(D)=E®DeD*®D*®---DP = (E® D)P
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Maximalna priemerna vaha cyklu a tranzitivne uzavery matice

Vypocet silného tranzitivnheho uzaveru - metéda postupného

umocnovania

Nech D € R*(n, n). Nech A\(D) < 0. Potom plati
D"<E®A,;.

D:
e diagonalne prvky d,-(,-") < ;i = 0 (vahy cyklov)

@ ostatné prvky d,-(j") vahy drah dlzky n = obsahujt cyklus
— dlsn) S (An—l)ij

Désledok

Nech D € R*(n, n). Nech A(D) < 0. Potom pre [ubovolné

> n— 1 plati
SE e r(D) = (E @ D)P.
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Maximalna priemerna vaha cyklu a tranzitivne uzavery matice

Vypocet silného tranzitivneho uzaveru - Priklad

Priklad:
Majme maticu D € R*(16,16). Nech A\(D) < 0. Viypocitajme (D).

Riesenie:
rN(D)=(E®D)? p>n—-1=15

r(D) = (E® D)*® = (E ® D)'° = (E @ D)*

Nech D € R*(n, n). Nech A\(D) < 0. Potom (D) vieme vypocitat
metédou postupného umociovania v éase O(n®In n).
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Maximalna priemerna vaha cyklu a tranzitivne uzavery matice

Vypocet slabého tranzitivneho uzaveru - Priklad

Priklad:

Majme maticu D € R*(16,16). Nech A\(D) < 0. Vypocitajme
A(D).

Riesenie: .
A(D)=D®T(D)=D® (E® D)

Nech D € R*(n, n). Nech A(D) < 0. Potom A(D) vieme vypocitat
metédou postupného umochovania v éase O(n3In n).
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Reducibilné a ireducibilné matice

Silna savislost - overenie pomocou A(D)

Nech D € R*(n, n). Digraf G(D) nazyvame silne stvisly, ak pre
lubovol'na dvojicu réznych vrcholov i, j existuje draha z vrchola i
do vrchola j.

Algoritmus overenia silnej savislosti:
@ kazda hrana v digrafe dostane vahu 0

e A\(D) < 0 = vieme vypocitat A(D) a
@ ak su vsetky prvky A(D) konecné, digraf je silne savisly
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Reducibilné a ireducibilné matice

Overenie silnej savislosti - Priklad 1

Priklad:

mn OO O O
n O O M
O O 0 O
o m O O

Riesenie:

0
0
0

n O O O
n O O O
o O O O

Monika Molnarova Max-plus algebra



Max-plus algebra
00®0000000000000000000000000

Reducibilné a ireducibilné matice

Overenie silnej savislosti - Priklad 2

Priklad:
0 ¢ & ¢
P=l:0:- 0'9
e € 0 ¢ 0 e 0
Riesenie:
r(D) = (E @ D)* = (E® D)*
4
0 ¢ 0O 0 00O
0 0 ¢ ¢ 0 00O
) = e 0 0 ¢ | 00 o0O = AL
e € 0 0 0 00O
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Reducibilné a ireducibilné matice

Vypocet slabého tranzitivheho uzaveru - Floyd-Warshallov algoritmus

Floyd-Warshallov algoritmus

Pre D € R*(n, n)

e zostrojime postupnost D1} p{2} . pint+i}

eprek=1,2,...,n
ey _ [ 4t e did o dyd pre i£kAj#£k
J dlj{-k} pre Ii=kVj=k
dék} reprezentuje maximalnu vahu drahy z vrchola i do

vrchola j, ktora neprechadza cez ziadny vnatorny vrchol r pre
r>k

Monika Molnarova Max-plus algebra



Max-plus algebra
0000@00000000000000000000000

Reducibilné a ireducibilné matice

Vypocet slabého tranzitivheho uzaveru - Floyd-Warshallov algoritmus

Nech D € R*(n, n). Nech \(D) < 0. Potom
A(D) = Dirt1},

¢o Floyd-Warshallov algoritmus vypoéita v ¢ase O(n3).

Désledok

Nech D € R*(n, n). Nech A(D) < 0. Potom Floyd-Warshallov
algoritmus vypoéita (D) v éase O(n3).

D: [(D) = E & A(D)
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Reducibilné a ireducibilné matice

Floyd-Warshallov algoritmus - Priklad

Priklad:
e € 0 e

P=149:: o0 Qve
E £ € ¢ 0 0

Riesenie: D11} = D

e 00O

23_| ¢ € 0 ¢
b 0 00O
€ € € €

g+ d,-J{-l} D d,f{ll} & dl{jl} pre i#F1Aj#1
2 di pre i=1vj=1
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Reducibilné a ireducibilné matice

Floyd-Warshallov algoritmus - Priklad

e 000 0 000
{3}: e € 0 ¢ {4}: 0 0 0O
b 0 00O P 0 000
e & £ € E E £ €
0 00O
0 00O
— pi5t = pl4t =
A(D)=D D 000 0
e € €& E€E
0 00O
0 00O
(D) =E® A(D) = 000 0
e € ¢ 0
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Reducibilné a ireducibilné matice

Silne siavislé komponenty

Nech D € R*(n, n). G(D) je silne savisly prave vtedy, ak pre kazdé
dva rézne vrcholy existuje cyklus, ktory ich obsahuje.

Definicia

Nech G(D) = (V, E) je digraf. Poddigraf K = (K, E N K?)
generovany neprazdnou podmnozinou K C V s vlastnostami
@ pre kazdé dva rézne vrcholy existuje cyklus, ktory ich obsahuje

@ K je maximalna podmnozina s touto vlastnostou

nazyvame silne savisly komponent G(D).
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Reducibilné a ireducibilné matice

Urcenie silne siavislych komponentov pomocou A(D)

Algoritmus na urcenie silne savislych komponentov:

@ zvolme i a najdime v i-tom riadku A(D) vsetky konecné
hodnoty d;;, pre ktoré aj d;; je konecné = tieto vrcholy lezia
v spolo¢nom silne sivislom komponente

@ odstranime vsetky riadky a stlpce, ktoré zodpovedali vrcholom
spoloéného silne savislého komponentu

© opakujeme kroky 1 a 2, kym sme nepresli vietky vrcholy
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Reducibilné a ireducibilné matice

Urcenie silne sivislych komponentov pomocou A(D) - Priklad

e € € ¢ 0 ¢ 0 e e ¢ 00

0 6 ¢ 0 ¢ ¢ 0 00 0 O0UDO

e 0 ¢ ¢ ¢ 0 0 000 OO
D e € 0 € € ¢ AR)= 0 00 O0O0TO

0 6 ¢ ¢ 0 0 e e ¢ 00

E € € € € € E € € € € €
vynechame 1. a 5. riadok aj stlpec

0 0 0O Ki = {1,5}

0000 Ky = {2, 3,4}

0 0 0O Ks = {6}

E € € €
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Reducibilné a ireducibilné matice

Kondenzovany digraf

Kondenzovany digraf

@ vrcholy Ky, Kb, K3 reprezentuji silne savislé komponenty

k3

K (Kpo>

@ kondenzovany digraf je acyklicky
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Reducibilné a ireducibilné matice

Acyklické digrafy - savislé Cislovanie

Digraf neobsahujuci okrem sluciek Ziadne cykly nazyvame acyklicky.

Acyklicky digraf je stvisle ocislovany, ak pre kazda hranu (i, j) plati
i<

Kazdy acyklicky digraf je mozné savisle (pre)cislovat.
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Reducibilné a ireducibilné matice

Savislé ocislovanie acyklického digrafu

Algoritmus na savislé ocislovanie acyklického digrafu:

O odstranime slucky
@ priradime terminalnym vrcholom najvyssie Cisla
© odstranime ich aj s incidentnymi hranami

@ opakujeme body 2-3, kym neprejdeme vsetky vrcholy
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Reducibilné a ireducibilné matice

Savislé ocislovanie acyklického digrafu - Priklad

O—@ O
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Reducibilné a ireducibilné matice

Matica sdvisle ocislovaného acyklického digrafu

Priklad:

MmO O
(@)
n O O

Nech T(n, n) je trieda hornych trojuholnikovych matic. Potom
T(n, n) je uzavretd vzhladom na @ a ®, t. j. VA, B € T(n, n)

Q@ A®Be T(n,n)
Q@ A® B e T(n,n)
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Reducibilné a ireducibilné matice

Ireducibilné a reducibilné matice

Nech D € R*(n, n). Maticu D nazyvame ireducibilnou, ak G(D) je
silne savisly. Maticu D, ktora nie je ireducibilnd nazyvame
reducibilnou.

Digraf reducibilnej matice je stvisle ocislovany, ak pre kazda hranu
(7,j) pre vrcholy i a j z roznych silne savislych komponentov plati
i<

Poznamka: Matica savisle ocislovaného acyklického digrafu ma
tvar hornej trojuholnikovej matice. Matica stvisle ocislovaného
digrafu ma tvar hornej blokovo-trojuholnikovej matice.
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Reducibilné a ireducibilné matice

Savisle ocislovaného lubovolného digrafu

TRy >

o K3 =1{6} <— 3. v poradi — {6}
e K1 ={1,5} +— 2. vporadi— {4, 5}
e Kb ={2,3,4} +— 1. vporadi — {1, 2, 3}
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Reducibilné a ireducibilné matice

Permutacia vrcholov

e € ¢ 0 ¢ ¢ 0 ¢ ¢ ¢ ¢
0 ¢ ¢ ¢ € ¢ e € 0 € ¢ ¢

p_| ¢ 0 ¢ ¢ € ¢ L p1_| €€ ¢ 0 € ¢
e e 0 e ¢ ¢ 0 ¢ ¢ € ¢ ¢
e € ¢ ¢ 0 ¢ e € € ¢ 0 ¢
e € ¢ € ¢ 0 E € € &€

—1 _ ,
Dcom:P ®D®P
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Reducibilné a ireducibilné matice

Permutacia riadkov

e 0 ¢ € € ¢ e € € € 0 ¢
e € 0 € € ¢ 0 6 ¢ 0 ¢ ¢
1 e €€ 0 e e | _| €0 e e e 0
P®D_0€€€€€®EEO€€€_
e € ¢ ¢ 0 ¢ 0 6 € €6 0
e € ¢ e ¢ 0 € € € € € ¢
0 €6 ¢ 0 € ¢
e 0 e e ¢ 0
| € € 0 € ¢ ¢
| e € € € 0 ¢
0 e ¢ € 0
€ € € € € ¢
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Reducibilné a ireducibilné matice

Permutacia stipcov

0 6 ¢ 0 ¢ ¢ e € € 0 ¢ ¢
e 0 g ¢ ¢ 0 0 ¢ ¢ € ¢ ¢
_ e € 0 € ¢ ¢ e 0 € € ¢ ¢
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Matica savisle ocislovaného digrafu
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Horna blokovo-trojuholnikova matica

Horna blokovo-trojuholnikova matica
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Reducibilné a ireducibilné matice

Floyd-Warshallov algoritmus - zhrnutie

Na zaklade Floyd-Warshallovho algoritmu vieme v €ase O(n®)
@ nijst silne sivislé komponenty

@ vrcholy savisle ocislovat

© néjst horni blokovo trojuholnikovii maticu
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Reducibilné a ireducibilné matice

Dolna blokovo-trojuholnikova matica

Digraf reducibilnej matice je stvisle ocislovany, ak pre kazda hranu
(i,/) pre vrcholy i a j z roznych silne stvislych komponentov plati
i> .

Poznamka: Matica savisle ocislovaného acyklického digrafu ma
tvar dolnej trojuholnikovej matice. Matica shvisle ocislovaného
digrafu ma tvar dolnej blokovo-trojuholnikovej matice.
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Savisle ocislovaného lubovolného digrafu

TRy >

o K3 = {6} <— 1. v poradi — {1}
e K1 ={1,5} +— 2. vporadi— {2, 3}
o Ko ={2,3,4} +— 3. v poradi— {4, 5, 6}
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Permutacia vrcholov
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Matica savisle ocislovaného digrafu
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Dolna blokovo-trojuholnikova matica

Dolna blokovo-trojuholnikova matica
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Definitné matice

Nech D € R*(n, n). Vrchol j, ktory lezi na kritickom cykle v G(D)
nazyvame vlastny vrchol.

Nech D € R*(n, n). Maticu D nazyvame definitnou, ak
Q@ \(D)=0
@ G(D) je silne savisly

Monika Molnarova Max-plus algebra



Max-plus algebra

Definitné matice

Definitné matice - zhrnutie

Nech D € R*(n, n) je definitna s digrafom G(D). Potom plati

@ D € F(n,n), A(D) existuje a je konecna (ak n > 1) a §;; pre
i # j reprezentuje nejaka drahu maximalnej vahy z vrchola i
do vrchola j dlzky nepresahujticej n — 1

@ kazdy diagonalny prvok §;; reprezentuje nejaky cyklus
maximalnej vahy zo vsetkych cyklov obsahujicich vrchol i
dlzky nepresahujiicej n

© G(D) obsahuje aspon jeden elementarny cyklus vahy 0 a
ziaden s kladnou vahou

© G(D) obsahuje aspon jeden vlastny vrchol, pre kazdy vlastny
vrchol j je 0;; = 0, pre kazdy iny vrchol k je dxx <0
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Definitné matice

Vlastné vrcholy definitnej matice

Nech D € F(n,n) je definitna a A = A(D). Ak j je vlastny vrchol,
potom pre kazdy vrchol i existuje vrchol k taky, Ze 6;; = djx + dy;.

Nech D € F(n, n) je definitnd a A = A(D). Pre kazdy vrchol j
existuje vlastny vrchol i taky, Ze 0;; reprezentuje vahu nejakej drahy
z vrchola i do vrchola j dlzky n+ 1.

Nech D € F(n, n) je definitna, tak A(DP) =0 (pre p > 1) a G(D)
a G(DP) maja tie isté vlastné vrcholy.
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Definitné matice

Tranzitivne uzavery definitnych matic s vlastnostou rasticosti

Nech D € R*(n, n). DES s maticou prechodu D je rastici vtedy a
len vtedy ak D > E a potom D € F(n,n). Ak D je definitna a DES
je rastaci, tak

(1) d,','ZO i:1,2,...,n

Q@ (D) =D"'=A(D) a D® A(D) = A(D)
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