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Pojem derivacie

llustracia

Obr.: Derivacia funkcie
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Pojem derivacie

Derivacia

Definicia

Hovorime, ze funkcia f ma v bode xg € D(f) derivaciu, ak je
definovana v okoli bodu xg a existuje limita

i S8 1= 0] (700 ),

h—0 h X—rX0 X — X0

Tato limitu nazyvame derivaciou funkcie f v bode xg.

Zapis:

'(x0), [F(X)esq » dfd()):O)’ [dfCSj:O)] _
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Pojem derivacie

Jednostranné derivacie

Definicia

Hovorime, ze funkcia f ma v bode xp € D(f) derivaciu zlava
(sprava), ak je definovana v lavom (pravom) okoli bodu xp a
existuje limita

f(xo + h) — f(x0) (hlirg+ f(xo + hl)7 - f(xo)) .

lim
h—0— h

Tato limitu nazyvame derivaciou zlava (sprava) funkcie f v bode

X0.

Zapis:
f (x0)  (fi(x0))
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Pojem derivacie

Existencia derivacie a jednostranné derivacie

Funkcia f ma v bode xo (vnatorny bod D(f)) derivaciu f'(xg)
prave vtedy, ked ma v bode xq derivaciu zlava f’ (xp), derivaciu
sprava f{ (xp) a plati

fl(x0) = fL(x0) = f'(x0)-

Ak ma funkcia f v bode xg derivaciu, tak je v bode xg spojita.
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Pojem derivacie

Derivacia a spojitost

Priklad:  f(x) = |x|

Obr.: Spojita funkcia s neexistujtcou derivaciou
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Vypocet derivacii

Pravidla derivovania

Nech funkcie f a g maju v bode xq derivacie '(xp) a g’(x0). Nech
¢ € R. Potom existuju derivacie funkcii c- f, f + g, f - g, a ak
g(xo) # 0, tak aj é v bode xg, pre ktoré plati:

o (C 0 f)/(Xo) =C- f/(Xo)

Q (f +g)'(x0) = f'(x0) + &'(x0)

Q (f-g)(x) = f'(x) - g(x0) + f(x0) - &'(x0)
f/X_f'(XO) g(x0) — f(x0) - &'(x0)

0 (5) tol= @00

@ [f (g)] (x0) = ' (g(x0)) - &'(x0)

0 (/0=
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Vypocet derivacii

Derivacia elementarnych funkcii |

Q=0 cecR
x" =n-x"t neR, n#0
) =a"-lna aeR, a>0a#1

Iogax)/:m aER,a>0,a7él

<
X [
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Vypocet derivacii

Derivacia elementarnych funkcii Il

sinx)’ = cos x

(
(
(tgx) = oz
(

o

o

o

@ (cotgx) = —ﬁ
@ (arcsinx) = 1£X2
@ (arccosx) = — 11_X2
® (arctgx) = ﬁ

@ (arccotgx) = —ﬁ

Monika Molnarova Derivacia funkcie



Derivacia funkcie
00080000

Vypocet derivacii

Priklady

Priklad 1:  f(x) = 3x> + W+ 8+ ;}

Priklad 2:  f(x) = x-tgx

Priklad 3: f(x) =
Priklad 4:  f(x) = V4 — x2
Priklad 5:  f(x) = In\/4 — x2
Priklad 6:  f(x) = {/In(4 — x?)
Priklad 7:  f(x) = x> + 3* 4 x*
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Vypocet derivacii

Logaritmicka derivacia

[fg]/(Xo) - [elnfg]/(xo)

Priklad:

f(X) — Xsin X
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Vypocet derivacii

Dotycnica grafu funkcie

f(xo)

Obr.: Geometricky vyznam derivacie funkcie
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Vypocet derivacii

Dotycnica a normala grafu funkcie

Ak existuje f'(xp), tak existuje dotyénica ku grafu funkcie v bode
P = [xo, f(x0)]-

Ak navyse f'(xg) # 0, tak existuje normala ku grafu funkcie v bode
P= [Xo, f(Xo)]

@ Rovnica dotycnice: y — f(xg) = f'(x0) - (x — x0)

@ Rovnica normaly: y — f(xo) =

Pog) )
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Vypocet derivacii

Dotycnica a normala grafu funkcie - Priklad

Priklad:
Najdime rovnicu dotyénice a normaly ku grafu funkcie:
f(x)=x-Inx

v bode P =[e2,7].
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Derivacie vyssich radov

Derivacia druhého radu

Nech existuje derivacia funkcie y = f(x) v bode xp € D(f).
Derivaciou druhého radu alebo druhou derivaciou funkcie f v bode
Xp hazyvame derivaciu prvej derivacie funkcie v bode xg, t. j.

(") (x0)-

Zapis:

d2f(X0)
f,/(X0)7 7
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Derivacie vyssich radov

Derivacia n-tého radu

Nech existuja derivacie prvého, druhého, ..., (n — 1)-ého radu
funkcie y = f(x) v bode xo € D(f). Derivaciou n-tého radu alebo
n-tou derivaciou funkcie f v bode xg nazyvame derivaciu

(n — 1)-vej derivacie funkcie v bode xg, t. j. (F(""1))(xp).

Zapis:
d"f(xo)
dx”

f(n)(XU)v
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Derivacie vyssich radov

Derivacie vyssich radov - Priklady

Priklad 1:
f(X) _ ex2—2x
! 2—2xy/ x2—2x
f'(x) = (e ) =e “(2x—2)
f'(x) = (eX2—2x (2x—=2)) = eXP—2x (2x — 2)2 + o X3=2x 9
Priklad 2:
f(x) = sinx
f’(X) COS X — f(1+4k)(X)
fl(x) = —sinx = f+H4K)(x)
f’”(X) — _cosx =— f(3+4k)(X)
fV(x) = sinx = (4K (x) k=01,
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Diferencial funkcie

Pojem diferencialu

Nech funkcie f ma v bode xq derivaciu f'(xp). Potom hovorime, ze
je v bode xq diferencovatelna. Viyraz d f(xp) = f'(xg) - Ax
nazyvame diferencialom funkcie f v bode xq pre prirastok

Ax = x — xg.

Obr.: Diferencial funkcie
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Diferencial funkcie

Aproximacia diferencialom

Pre x v blizkom okoli bodu xq plati:

f'(x0)

im f(x) — f(xo)

x=x0 X — Xp

f(x) = f(xo) _ f(x) = f(x0)
X — Xo Ax

f(x) — f(xo)

Af(xo)

f(xo) + f'(x0) - Ax
f(xo) + df(xo)
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Diferencial funkcie

Aproximacia diferencialom - Priklad 1

Priklad:

Naklad miestnych novin bude o t rokov odteraz
C(t) = 50t2 + 100t + 10000 kusov. Odhadnime pomocou
diferencialu, o kolko vzrastie naklad novin pocas

© nasledujicich 3 mesiacov

@ nasledujicich 9 mesiacov

© prvych 6 mesiacov 4. roka

Vypoéitajme priamo z funkcie, ako vzrastie naklad novin pocas
prvych 6 mesiacov 4. roka.
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Diferencial funkcie

Aproximacia diferencialom - Priklad

Monika Molnarova Derivacia funkcie



Derivacia funkcie
ooooe

Diferencial funkcie

Aproximacia diferencialom - Priklad 2

Priklad:

Denna produkcia podniku je Q(K) = 1200 - /K jednotiek, kde K
je kapitalova investicia v tisicoch eur. V stcasnosti je kapitalova
investicia 400 000 eur. Odhadnime pomocou diferencialu, ako sa
zmeni denna produkcia, ak:

© zvysime kapital o 10 000 eur,

@ znizime kapital o 20 000 eur.

Na akd hodnotu sa musi zmenit kapitalova investicia, aby sa denna
produkcia zvysila o 180 jednotiek?
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Vypocet limity pomocou derivacie

L “Hospitalovo pravidlo

Nech funkcie f a g maja derivacie v prstencovom okoli bodu
a € R*. Nech

(1) )![pa f(x) = )I(gnag(x) = 0 alebo )I(@a lg(x)] = o0

f'(x)
ag'(x)
( )

@ existuje ||m

Tak existuje aj Iim
X—
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Vypocet limity pomocou derivacie

L “Hospitalovo pravidlo - Priklady

; . sinx
Priklad 1: Iim
x—0 X
x3 — 4x2

Priklad 2: lim
Priklad 3:  lim ——

Priklad 41 lim x2- ex

x—0t
3 _ 4 2
Priklad 5:  lim <X2X - x>
x—o0 \ x%—1
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Marginalna analyza (aproximacia derivaciou)

Marginalna velicina

Marginalna analyza je aproximacna metdda, ktora vyuziva derivaciu
na urcenie zmeny hodnoty funkcie f(x), vyvolanej zmenou
premennej z hodnoty x na hodnotu x + 1.

Nech funkcie TV = f(x) je lubovolna ekonomicka totalna velicina.
Marginalna velicina je prirastok celkovej veli¢iny TV, ktory pripada
na prirastok premennej x o jednotku.

Zapis:
MTV(x) = f'(x)
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Marginalna analyza (aproximacia derivaciou)

Marginalna velicina - Priklad

Priklad:

Naklad miestnych novin bude o t rokov odteraz
C(t) = 50t2 + 100t + 10000 kusov. Odhadnime pomocou derivacie

© akym tempom bude rast naklad novin po t rokoch odteraz (t.].
prirastok za (t + 1)-vy rok)

@ prirastok pocas prvého roka

© prirastok pocas 6. roka

Monika Molnarova Derivacia funkcie



Aplikacie derivacie v ekonémii
00000

Marginalna analyza (aproximacia derivaciou)

Marginalne naklady a marginalne prijmy

Ak TV = C(x) je funkcia celkovych nakladov, tak C’(x) je funkcia
marginalnych nakladov, t. j. naklady na (x + 1)-vy vyrobok.

Zapis:
MC(x) = C'(x)

Ak TV = R(x) je funkcia celkovych prijmov, tak R’(x) je funkcia
marginalnych prijmov, t. j. prijmy z (x + 1)-vého vyrobku.

Zapis:
MR(x) = R'(x)
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Marginalna analyza (aproximacia derivaciou)

Marginalne naklady - Priklad

Priklad:

Celkové mesacné naklady na vyrobu x kusov tovaru sa daja vyjadrit
funkciou C(x) = x? + 15x + 5000.
@ Pouzime marginalnu analyzu na odhad nakladov na vyrobu 11.
vyrobku.
@ Vypocitajme naklady na vyrobu 11. vyrobku priamo z funkcie
nakladov.
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Marginalna analyza (aproximacia derivaciou)

Aproximacia marginalnou velicinou - Priklad

Priklad:

Denna produkcia podniku je Q(K) = 1200 - VK jednotiek, kde K
je kapitalova investicia v tisicoch eur. V stcasnosti je kapitalova
investicia 400 000 eur. Pouzime marginalnu analyzu na odhad
efektu, aky bude mat na denni produkciu 1 000 eur navyse.
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Percentualna miera zmeny hodnoty funkcie

Relativna zmena hodnoty funkcie

Nech funkcia y = f(x) ma v bode x derivaciu. Relativnou zmenou
f'(x0)
f(x0)

hodnoty funkcie nazyvame vyraz

Nech funkcia y = f(x) ma v bode x derivaciu. Percentualnou

f/(X()) 0
(o) -100%.

mierou zmeny hodnoty funkcie nazyvame vyraz
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Percentualna miera zmeny hodnoty funkcie

Percentualnou mierou zmeny hodnoty funkcie - Priklad

Priklad:
Roé&né vynosy spolognosti boli R(t) = 20t? + 1000t + 2000 tisic
eur t rokov po jej zalozeni na zaciatku roku 2005.

@ Akym ro¢nym tempom rastli roéné vynosy na zaciatku roku
20097

@ Aké bolo percentualne roéné tempo rastu roénych vynosov na
zaciatku roka 20097
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Elasticita funkcie

Percentualna zmena hodnoty funkcie

Nech f(x) > 0 pre x € (0,00) a nech existuje f'(x) pre x € (0, 00)

e ) = f(XO‘f'h,)]—f(Xo)

Otazka: Ako sa zmeni hodnota funkcie pri 1% zmene premennej?
Nech h= 7§, t. j. hje 1% z xo

f(xo + 755) — f(x0)

fi(x0) = X0

100

f'(x0) L i) —f(x)
= Fo) T T fw M0
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Elasticita funkcie

Pojem elasticity

Nech f(x) > 0 pre x € (0,00) a nech existuje f'(x) pre x € (0, c0).
Cislo f((;:’)) - Xp, ktoré vyjadruje o kolko sa zmeni hodnota funkcie

f(x) pri zvyseni hodnoty premennej x o 1%, nazyvame elasticitou
funkcie f(x) v bode xp.

Zapis:
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Elasticita funkcie

Percentualna zmena hodnoty funkcie

Nech f(x) > 0 pre x € (0,00) a nech existuje '(x) pre x € (0, 0).
Potom plati

@ Ak n(f(x)) > 0 pre x € (0,00), tak zvy3enie (znizenie)
hodnoty premennej x o 1 percento znamena zvysenie
(znizenie) hodnoty funkcie f(x) o n(f(xp)) percent.

@ Ak n(f(x)) <0 pre x € (0,00), tak zvy3enie (znizenie)
hodnoty premennej x o 1 percento znamena znizenie
(zvysenie) hodnoty funkcie f(x) o |n(f(xo))| percent.
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Elasticita funkcie

Elasticita funkcie - Priklad

Priklad:

Denna produkcia podniku je Q(K) = 1200 - VK jednotiek, kde K
je kapitalova investicia v tisicoch eur. Odhadnime pomocou
diferencialu, o kolko percent vzrastie produkcia, ak sa kapitalova
investicia zvysi o 1 percento.
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Elasticita funkcie

Elasticita funkcie a priemerna hodnota funkcie

' (x0) f'(x0) Mf(xo)
T Flo) 0T ) T Af(x0)
Nech f(x) je funkciou nakladov C(x) b
QO Ak n(C(x)) >1 = MC(x0) > AC(xo)
t. j. kazdé zvysenie produkcie z hodnoty xp o jednotku vyvola

Xp jednotiek. S rasticou produkciou priemerné naklady rasta.
Q@ Ak n(C(x))=1 = MC(x)= AC(x0)

t. j. kazdé zvysenie produkcie z hodnoty xp o jednotku vyvola

narast nakladov rovny priemernym nakladom pri produkcii xg

jednotiek.S rastcou produkciou sa priemerné naklady nemenia.
© Ak n(C(x)) <1 = MC(x) < AC(xp)

t. j. kazdé zvysenie produkcie z hodnoty xp o jednotku vyvola

narast nakladov mensi ako st priemerné naklady pri produkcii

xo jednotiek. S rastiicou produkciou priemerné naklady klesaja.
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Elasticita funkcie dopytu a funkcie ponuky

Pojem elasticity funkcie dopytu

Zakon dopytu: Ak rastie cena, klesa dopyt po vyrobku. Z toho
plynie, ze je funkcia dopytu klesajica, t. j. D'(p) < 0.

|

Definicia

Nech g = D(p) je funkciou dopytu, kde p > 0 je cena vyrobku na
trhu a g > 0 je dopyt po tomto vyrobku. Nech existuje D’(p) pre
p € (0,00). Cislo — D((p")) po. ktoré vyjadruje o kolko sa znizi
dopyt D(p) po vyrobku pri zvyseni ceny p o 1%, nazyvame

elasticitou funkcie dopytu v bode pg.

Zapis:
D'(po) |
D(po)
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Elasticita funkcie dopytu a funkcie ponuky

Klasifikacia funkcie dopytu na zaklade elasticity

Nech g = D(p) je funkciou dopytu a Ep = n(D(p)) = —2@ . p
jej elasticitou.

Klasifikacia funkcie dopytu:

@ Ak Ep = 1, tak funkcia dopytu méa jednotkovi elasticitu,
t. j. jednopercentna zmena ceny vyvolad jednopercentni zmenu
dopytu.

@ Ak Ep > 1, tak funkcia dopytu je elasticka,
t. j. jednopercentna zmena ceny vyvola viac ako
jednopercentnii zmenu dopytu.

© Ak Ep < 1, tak funkcia dopytu je neelasticka,
t. j. jednopercentna zmena ceny vyvola menej ako
jednopercentni zmenu dopytu.
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Elasticita funkcie dopytu a funkcie ponuky

Elasticita funkcie dopytu - Priklad

Priklad:

Predpokladajme, ze pri cene p urcitej komodity je dopyt po nej
vyjadreny vztahom g = 240 — 2p, pre 0 < p < 120.
© Vyjadrime elasticitu dopytu ako funkciu premennej p.

@ Vypocditajme elasticitu dopytu pre p = 100. Interpretujme
vysledok.

© Vypocitajme elasticitu dopytu pre p = 50. Interpretujme
vysledok.

@ Pri akej cene je elasticita dopytu rovna 17 Aky je ekonomicky
vyznam tejto ceny?
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Elasticita funkcie dopytu a funkcie ponuky

Vplyv elasticity dopytu na celkové prijmy

R(p) = p-q=p-D(p)
— R(p) = D(p)+p-D'(p) = D) [1+ p- 28]
— D(p)[1- £l

Celkové prijmy v zavislosti na elasticite dopytu:

Q@ AkEp=1 = R'(p)=0
t. j. celkové prijmy sa so zmenou ceny nemenia - neutralny
dopyt.

Q@ AkEp<l = R/(p)>0
t. j. celkové prijmy rasta s rasticou cenou - neelasticky dopyt.

@ AkEp>1 — R'(p)<0
t. j. celkové prijmy klesaji s rastiicou cenou - elasticky dopyt.
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Elasticita funkcie dopytu a funkcie ponuky

Vplyv elasticity dopytu na celkové prijmy - Priklad

Priklad:

Predajca sportovych potrieb predava cyklistické okuliare po 11 eur
za kus. Dopyt po tomto type okuliarov vzhladom na predajnt cenu
majitel odhadol funkciou D(p) = 4000 — p* kusov, pre

0 < p < 10v/4. Co odporacate majitelovi predajne, zvysit alebo
znizit cenu?
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Elasticita funkcie dopytu a funkcie ponuky

Vplyv elasticity dopytu na celkové prijmy - Priklad

Priklad:

Predpokladajme, Ze pri cene p urcitej komodity je dopyt po nej
vyjadreny vztahom g = 240 — 2p, pre 0 < p < 120.

@ Urcme, kde je dopyt elasticky, neelasticky a kde méa jednotkovi
elasticitu vzhladom na cenu p.

@ Vyuzime vysledok 1) na urcenie intervalov rastu a klesania
funkcie celkovych prijmov R(p) a cenu, pri ktorej st celkové
prijmy maximalne.

@ Vyjadrime explicitne funkciu celkovych prijmov a pouzime prvi
derivaciu na urcenie intervalov rastu a klesania a ceny, pri
ktorej si celkové prijmy maximalne.
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Elasticita funkcie dopytu a funkcie ponuky

Pojem elasticity funkcie ponuky

Zakon ponuky: Ak rastie cena, rastie ponuka vyrobku. Z toho
plynie, ze je funkcia ponuky rastuca, t. j. S’(p) > 0.

Definicia

Nech g = S(p) je funkciou ponuky, kde p > 0 je cena vyrobku na
trhu a g > 0 je ponuka tohto vyrobku. Nech existuje S’(p) pre

p € (0,00). Cislo ‘gsl((,f:)) - po, ktoré vyjadruje o kolko sa zvysi

ponuka S(p) vyrobku pri zvyseni ceny p o 1%, nazyvame elasticitou
funkcie ponuky v bode pg.

Zapis:

Es =n(5(po)) =
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Dakujem za pozornost.
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