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uvod

Cielom tejto ucebnice je pontuknut Studentom studijného programu Pocitacové
modelovanie zaklady z kombinatoriky a tedrie grafov so zameranim na grafové
algoritmy. Publikdcia nemé nahradit prednasky z prislusnych predmetov, ale ma
pomdct Studentom v zaciatoCnom zorientovani sa v problematike.

Ucebné latka je ¢lenené do piatich kapitol, za ktorymi st tlohy na samostatné
precvicovanie preberaného uciva. V prvych dvoch kapitolach su zakladné poznatky
z kombinatoriky. Tretia kapitola je venovana neorientovanym grafom. Stvrta ka-
pitola podéava zékladné poznatky o orientovanych grafoch, ktoré st potrenbé v
poslednej kapitole. Najrozsiahlejsia piata kapitola pojednava o typickych algorit-
mickych tlohach na ohodnotenych grafoch. Na zaver je ukazka vyuzitia teodrie
grafov v transportnych sietach pri ur¢ovani maximalnych tokov.

Verime, 7e tato uéebna pomdcka bude napomocna pri zaciatkoch studia grafo-
vych algoritmov.






Kapitola 1

Kombinatorika na mnozinach

1.1 Zakladné mnoZinové pojmy

Jednym zo zakladnych pojmov v matematike je pojem mnoziny. Vlastnosti mno-
zin budeme intenzivne vyuzivat v kapitolach o kombinatorike. Pod mnoZzinou
rozumieme sthrn (skupinu, stibor) nejakych navzajom odlisnych objektov, ktoré
podla nejakého kritéria tvoria jeden celok.

Mnozinu povazujeme za urceni, ak o kazdom objekte vieme rozhodnit, ¢i je
alebo nie je prvkom danej mnoziny. Mnoziny budeme oznacovat pomocou velkych
pismen:

AB,....,X,Y,....,M,N,...

a podobne, a prvky mnozin budeme oznacovat malymi pismenami a, b, ..., z,y, ...,
m,n,.... Skuto¢nost, Ze a je prvkom mnoziny A zapiSeme
a€A.

Ak a nie je prvkom mnoZiny A, tak zapiSeme
agd A.

Mnozinu, ktora neobsahuje ziadny prvok, nazyvame prazdnou mnozinou a
oznac¢ujeme ju symbolom 0.

Pozname rozne sposoby urc¢enia mnozin. Ak mnozina M obsahuje konecny
pocet prvkov xq, xo, ..., x,, vtedy pouzivame zapis

M ={xy,29,...,2,}.

Symbolom |M| ozna¢ujeme pocet prvkov kone¢nej mnoziny M. My budeme pra-
covat predovSetkym s kone¢nymi mnozinami.
Uvedomme si, ze

D = {0}

5
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je neprazdna mnoZina obsahujica jeden prvok (), a preto D # (). Stretavame sa aj
s mnozinami, ktoré si urcené takto: K je mnozina vSetkych prvkov x € B, ktoré
maja vlastnost P. V tomto pripade piSeme:

K ={x € B; P(x)}.

Niektoré mnoziny, hlavne ¢iselné, maji vseobecne zauzivané oznacenia. Tak na-
priklad pre mnozinu v8etkych prirodzenych ¢isel, t.j. mnozinu {1,2,3,... }, pou-
zivame symbol N. Mnozinu vSetkych celych ¢isel oznacujeme Z. Raciondlne ¢isla
st zlomky s celo¢iselnym ¢itatelom aj menovatelom. MnozZinu vSetkych racional-
nych ¢isel oznacujeme Q. Znak R je symbolom pre mnozinu vsetkych realnych a
C pre mnozinu vsetkych komplexnych cisel.

Priklad 1.1
P={x € N;3<2*<30}

je mnozina vsSetkych prirodzenych ¢isel, ktorych druh& mocnina je vécsia nez 3 a
mensia ako 30, teda
P={2,3,4,5}.

Definicia 1.1 MnozZina A je podmnoZinou mnoziny B prdve vtedy, ak kaZdy
prvok mnoziny A patri aj do mnoziny B. Zapisujeme

ACB.

Je zrejme, 7ze A = B préave vtedy, ked A C B a sucasne aj B C A. Kazda
neprazdna mnoZina A obsahuje najmenej dve podmnoZiny a to () a A.

Definicia 1.2 Potencénd mnozZina mnoziny A je mnozina P(A), ktorej prokami
su vsetky podmmnozZiny mnoziny A.

Napriklad, ak A = {1,2,3}, tak
P(A) = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3, }}.

Predpokladajme, Ze vSetky mnoziny, s ktorymi pracujeme, st prvkami istej
univerzalnej mnoziny U'.

Definicia 1.3 Zjednotenie mnozin A a B je mnoZina
AUB={x€U; z € A alebo = € B}
a prientk mnozin A a B je mnoZina

ANB={zeU; v €A a x € B}.
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Teda do AU B patria prave tie prvky, ktoré su prvkami aspon jednej z mnozin
A a B, ado AN B patria prave tie prvky, ktoré si prvkami mnoziny A aj mnoziny
B.

Definicia 1.4 Dve mnoZiny A a B su disjunktné, ak ich prientkom je prdzdnd
mnozina, t.J.

ANB=9.
Definicia 1.5 Rozdiel mnozin A a B je mnoZina
A\B={z€U; €A a z ¢ B}.
To znamena, Ze prvkami mnoziny A\ B st tie prvky mnoziny A, ktoré nepatria

do B.

Definicia 1.6 Komplement (doplnok) mnoZiny A je mnoZina
A=U\A.

Operaciu zjednotenia a prieniku mézeme rozsirit na [ubovolny pocet mnozin.
Nech [ je mnozina, ktorej budeme hovorit mnozina indexov a pre kazdé i € I je
definovana mnozina A; C U. Tym je dany systém mnozin {A4;; i € I}.

Definicia 1.7 Zjednotenie systému mnozZin {A;; i € I} je mnoZina |J,c; A
prdave tych prvkov z U, ktoré patria do niektorej z mnozin A;.

Prienik systému mnozin {A;; i € I} je mnoZina (,.; A; prave tych prokov z U,
ktoré patria do vsetkyjch mnozin A;.

Poznamka. Ak [ = {1,2,...,k}, tak systém mnozin je {4y, Ay, ..., Ax}. Ich
zjednotenie a prienik oznacujeme

k k
UA,- a ﬂA,.
=1 =1

Definicia 1.8 Mnoziny systému { Ay, As, ..., Ax} si po dvojiciach disjunkiné,
ak

iel

Ai N Aj - @
pre kaZdi dvojicu indexovi,j € I, i # j.
Definicia 1.9 Rozklad mnoziny A # 0 je taky systém {A;; i € I}, pre ktory
plati
UAi=4 a AinA;=0 preijel i#j.

el
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Veta 1.1 Nech A, B a C si podmnoziny mnoZiny U. Potom plati:

1. AUB=BUA, ANB=BNA,

2. (AuB)UC=AU(BUC), (AnNB)NC=AnNn(BNO0),

3. AUBNC)=(AuB)N(AUC), AN(BUC)=(ANB)U(ANC),
4. AUD=DUA=A, ANU=UNA=A,

5. AUA=AUA=U, ANA=ANA=0,

6. (A)=4,

7. AUA=A, ANA=A,

8. AUU=U, ANP=10,

9. AU(ANB)=A, AN(AUB) = A,

10. (AUB)=ANB, (ANB)=AUB.

Tvrdeniam 10 vety 1.1 hovorime de Morganove pravidla. Vetu nebudeme
dokazovat, ¢itatel si jednotlivé vlastnosti moze overit pomocou tzv. Vennovych
diagramov.

1.2 Zakladné kombinatorické principy

V tejto casti uvedieme dva zékladné principy, ktoré si velmi ¢asto pouzivané v
kombinatorickych tlohach.

Princip nasobenia (multiplika¢ny)

Ak ¢innost méze pozostavat z t po sebe nasledujucich krokov a
1. krok moze byt uskutocneny ny sposobmi,
2. krok moZe byt uskutocneny ny spésobmi,

t-ty krok moze byt uskutocnenyy n; sposobmi,
tak pocet roznych sposobov vykonania celej ¢innosti je

My -Ng - ... MNyg.

Priklad 1.2 Kolko retazcov dlzky 4 je mozné vytvorit z pismen A, B, C, D a E,
ak:

a) pismena sa neopakuju,

b) pismena sa neopakuju a kazdy retazec zacina pismenom B,

c¢) pismené sa neopakuju a retazce nezacinaji pismenom B?

RieSenie. Na riesenie tlohy je vhodny multiplikacny princip. Kazdy retazec dlzky
Styri je mozné vytvorit v Styroch po sebe nasledujucich krokoch tak, Ze v i-tom
kroku vyberieme v poradi i-té pismeno. Prvé pismeno vyberame z piatich. Ked je
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uz prvé pismeno vybrané, na vyber druhého pismena méame iba Styri ostavajice
pismené. Podobne pri vybere treticho pismena mozeme volit iba z troch osté-
vajucich pismen a pri vybere posledného sStvrtého pismena uz ostévaju iba dve
moznosti. TakZe v pripade a) je to

5-4-3-2=120

retazcov.

V pripade b) za¢inaju vSetky retazce pismenom B, takze v prvom kroku méame
iba jednu moznost a to volbu pismena B. V druhom kroku vyberame jedno pismeno
z ostatnych Styroch, takze tento krok moze byt uskutocneny Styrmi spdsobmi.
Teraz podobne ako v pripade a) mame na vyber tretieho pismena tri moznosti a
na vyber §tvrtého pismena dve moznosti. Takze

1-4-4.2=24

retazcov zac¢ina pismenom B.

V pripade ¢) mozeme postupovat podobne. AvSak, ak si uvedomime, Ze nasej
poziadavke vyhovuja vSetky retazce z pripadu a), ktoré nie su retazcami z pripady
b), tak

120 — 24 =96

retazcov dlzky $tyri s neopakujticimi sa pismenami je takych, ktoré nezacinaji
pismenom B.

Priklad 1.3 Pomocou principu nésobenia ukézte, Zze k mnozine obsahujicej n
prvkov je mozné vytvorit prave 2" jej roznych podmnozin.

RieSenie. Uvazujme n prvkova mnozinu {xq,xs,...,z,}. Proces vytvorenia l'u-
bovolnej podmnoziny tej n prvkovej mnoziny je mozné rozdelit do n po sebe
nasledujucich krokov nasledovne. V prvom kroku rozhodneme ¢i prvok x; do nej
zaradime, alebo nie. To st dve moznosti. V druhom kroku méame opéat dve moznosti
a to, Ci prvok z, do vytvaranej podmnoziny zaradime, alebo nie. Takto mame vzdy
dve moznosti, a kedZe nasa mnozina mé n prvkov, v n-tom kroku sa rozhodujeme
o zaradeni prvku x,. Ak pri vytvarani nejakej podmnoziny aspon v jednom kroku
urobime int volbu (z dvoch moZnosti), nez sme urobili pri vytvarani inej, tak tie
podmnoziny su urcite rozne. To znamena, Ze pocet roznych podmnozin mnoziny
s n prvkami je

V tejto ucebnici v kapitolach o kombinatorike budeme obcas pracovat s bito-
vymi retazcami. Myslime tym retazce pozostavajuce z nil a jedniciek.
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Priklad 1.4 Kolko je roznych 8-bitovych retazcov, ktoré zac¢inaju bud trojicou
101 alebo trojicou 111.

RieSenie. Princip nasobenia ndm umozni zistit pocet retazcov zac¢inajici trojicou
101 tak, ze doplnenie zvysnych pozicii vykoname v piatich po sebe idicich krokoch.
V prvom doplnime znak na $tvrtt poziciu, v druhom doplnime znak na piatu
poziciu. Takto pokracujeme az do piateho kroku, v ktorom doplnime znak na 6ésmu
poziciu. V kazdom kroku sa rozhodujeme, ¢i doplnime 0 alebo 1. Mame teda dve
moznosti na vykonanie kazdého kroku. To znamena, ze pocet roznych 8-bitovych
retazcov zacinajucich trojicou 101 je

2.2.2.2.2=2"=232.

Podobne zistime, Zze pocet roznych 8-bitovych retazcov zacinajicich trojicou 111
je tiez

2-2-2-2.2=2°=32.
My sme sa v8ak pytali na to, kolko je roznych 8-bitovych retazcov zacinajicich
trojicou 101 alebo trojicou 111. Na to potrebujeme nasledujici kombinatoricky
princip.

Princip sc¢itavania (aditivny)

Nech Xy, Xo,... Xy st mnoZiny a nech i-ta mnozina X; obsahuje n; prokov, i =
1,2,...,t. Ak mnoZiny Xy, Xs,..., Xy su po dvojiciach disjunktné, t.j. pre i # j
je X; N X; =0, tak pocet roznych prokov v zjednoteni X, U Xy --- U X, je

ny+ng+ -+ ng.

Teraz mdzeme uvazovat mnozinu X; obsahujicu vSetky 8-bitové retazce zaci-
najuace trojicou 101. Pocet jej prvkov je 32. Podobne, nech X5 je mnozina vsetkych
8-bitovych retazcov, ktoré za¢inaju trojicou 111. Ta ma tiez 32 prvkov. Tieto dve
mnoziny su disjunktné. V dalSej ¢asti rieSenia mozeme teda pouzit princip scita-
vania a dostaneme, ze pocet roznych 8-bitovych retazcov, ktoré maja na zaciatku
101 alebo 111 je rovny stc¢tu poctu prvkov v mnozinach X; a X, teda

Zhrnime teda, kedy pouzijeme princip nasobenia a kedy princip séitavania. Ak
pocitame objekty, ktoré st konstruované postupnymi krokmi, pouzijeme princip
nasobenia. Ak mame disjunktné mnoziny objektov a chceme poznat pocet objektov
v nich, pouzijeme princip s¢itavania. Nasledujici priklad ilustruje pouzitie oboch
principov.
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Priklad 1.5 Kolko je moZnosti vybrat dvojicu knih roznych Zanrov, ak mame k
dispozicii tri zanre: matematiku, fyziku a beletriu. Z matematicky méame na vyber
z piatich roznych knih, z fyziky st v ponuke tri rozne knihy a beletria pontka Sest
titulov.

RieSenie. Vyber dvoch knih vykoname v dvoch po sebe idicich krokoch. Ak
sa rozhodneme pre dvojicu zanrov matematika a fyzika, je 5 -3 = 15 moznosti
vol'by. Podobne pre dvojicu zanrov matematika a beletria je pocet rdoznych vyberov
5-6 = 30. A nakoniec pre dvojicu zanrov fyzika a beletria je to 3 - 6 = 18 réznych
moznosti. KedZe takto vybrané mnoziny knih dvojic zanrov sa disjunktné, podla
principu sc¢itavania je

15 +30+ 18 = 63

moznosti vyberu dvojice knth, ak z matematiky, z fyziky aj z beletrie je vo vybere
najviac jedna kniha.

1.3 Permutacie, variacie a kombinacie

Casto je potrebné urcit pocet roznych usporiadani alebo zoradeni prvkov, napriklad
Tudi do zastupu. Tuto problematiku riesia permutacie.

Definicia 1.10 Nech S = {1, s, ...,2,}. Permutdcia n prvkov z1,xs,..., T,
je bijektivne zobrazenie f: S — S.

Pripomenme, Ze zobrazenie je bijektivne, ak réznym vzorom odpovedajua rézne
obrazy a tiez kazdy prvok z druhej mnoziny ma v prvej mnozine svoj vzor. V de-
finicii je prva a druh& mnozina ta ista, ¢o znamené, ze ak mame pevne zoradené
vzory, tak im odpoveda nejaké pevné zoradenie obrazov pozostavajiuce z tych is-
tych prvkov. Permutéaciu mozeme definovat aj volnej$im jazykom takto:
Permutdcia n prvkov x1,xo,...,x, je lubovolné usporiadanie tyjch n provkov.

To znamené, Ze za permutaciu n prvkov povazujeme usporiadanie obrazov v zo-
brazeni f: S — S, pricom vzory boli dopredu pevne usporiadané.

Pre tri pismena A, B, C sa Iahko presvedéime, Ze pocet ich réznych usporia-
dani je 6 a to: ABC, ACB, BAC, BCA, CAB a CBA. Nasledujica veta nam
déava odpoved na otazku, kolko existuje roznych permutacii pre lubovolny pocet
prvkov.

Veta 1.2 Euxistuje prdve n! permutdcii n prokov.

Doékaz. Dokaz urobime pomocou principu nasobenia. Permutacia n prvkov moze
byt zostrojené postupnym vykonanim n krokov takto: zvolime prvy prvok per-
mutacie, zvolime druhy prvok, atd., az zvolime posledny n-ty prvok. Prvy prvok
je mozné vybrat z ponuky vSetkych n prvkov, mame teda n moZnosti pre prvy
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krok. Ak je prvy prvok permutéacie zvoleny, v druhom kroku uz moézeme vyberat
iba z n — 1 ostatnych prvkov, takze je n — 1 moznosti, ako vykonat druhy krok.
Takto postupujeme dalej, az v poslednom n-tom kroku uz méame iba jednu moz-
nost, pretoze vSetky ostatné prvky uz su zaradené v permutécii. Podla principu
nésobenia je

n-n—1)-n-2)---2-1=n!

roznych permutacii n prvkov. a
Pocet roznych permutécii n prvkov oznac¢ujeme symbolom P(n). Podla vety 1.2
teda plati
P(n)=mn!.

Priklad 1.6 Kolko permutéacii pismen ABCDEF obsahuje podretazec DEF?

RieSenie. Aby sme zabezpecili, Zze pismend DEF buda spolu a v tomto poradi,
mozeme tuto konfiguraciu pismen povazovat za jeden prvok. Ten, spolu s ostatnymi
tromi pismenami, tvori Stvoricu prvkov, ktori potrebujeme usporiadat vSetkymi
moznymi sposobmi. Uvazujeme teda permutéacie zo Styroch prvkov a tych je

41 =24.

Priklad 1.7 Kolko permutéacii pismen ABCDEF obsahuje skupinu DEF spolu v
Tubovolnom poradi?

RieSenie. Tento problém mozeme riesit v dvoch po sebe nasledujtcich krokoch.
V prvom kroku zostrojime skupinu pozostavajucu z pismen DEF. V druhom kroku
povazujeme tuto skupinu za jeden prvok a konstruujeme permutéciu zo Styroch
prvkov, a to s pismen A, B, C a $tvrtym prvkom je skupina DEF.

Podla vety 1.2 existuje 3! = 6 roznych vysledkov po uskuto¢neni prvého kroku.
Podla prikladu 1.6 je 24 moZnych vysledkov druhého kroku. Ak teraz pouZijeme
princip nasobenia, dostaneme, zZe pocet vSetkych moznych usporiadani pismen
ABCDEF s podmienkou, ze pismena DEF su spolu, je

31-41=6-24=144.

Niekedy nastanu situacie, ze zo skupiny n prvkov potrebujeme usporiadat iba
niektoré. K tomu potrebujeme nasledujtci pojem.

Definicia 1.11 Varidcia k-tej triedy z n prvkov xq,xs,...,T, je usporiadanie
lubovolnej k-prvkovej podmnoziny mnozZiny {x1,xa, ..., x,}.

Je zrejmé, ze definicia 1.11 vyzaduje, aby ¢islo & < n. Tiez si vSimnime, Ze
zalezi na usporiadani vybranych prvkov. Pocet roznych varidcii k-tej triedy z n
prvkov oznacujeme symbolom V' (n, k). Nasledujtica veta hovori o tom, ¢omu je
toto ¢islo rovné.
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Veta 1.3 Nech k < n. Potom pocet variacii k-tej triedy z n prvkov je
V(n,k)=nn—1)(n—-2)---(n—k+1).

Doékaz. Pocitajme, kol'ko je rdéznych moznosti usporiadania k prvkov z mnoziny,
ktora obsahuje n prvkov. Je n moznosti na vybratie prvého prvku. Ak je ten
zvoleny, na vybratie druhého prvku zostava uz iba n — 1 moznosti. Takto pokra-
¢ujeme dalej. Ked je uz vybranych k& — 1 prvkov, na vyber posledného k-tého
prvku ostdva n — k + 1 moZnosti, pretoZze prave tolko prvkov sme este nevybrali.
Podla principu nésobenia teda je

V(n,k)=nn—1)(n—-2)---(n—k+1)

roznych moznosti ako usporiadat k& prvkov z n prvkovej mnoziny, t.j. je prave
tol’ko roznych variacii k-tej triedy z n prvkov. a

Cislo V(n, k) sa Casto zapisuje v tvare pomocou faktoridlov. V§imnime si na-
sledujicu tpravu:

V(nk)=nn—1)---(n—k+1)

_nn—1)---n—k+1)(n—Fk)---2-1
B (n—k)---2-1

n!

(n—k)!"

Priklad 1.8 Mame usporiadat sedem muzov a pat zien do radu tak, aby ziadne
dve Zeny neboli vedl'a seba. Kol'ko je takych moZnosti?

Riesenie. Postupujeme v dvoch po sebe nasledujtcich krokoch. V prvom kroku
usporiadame sedem muzov. To sii permutacie zo siedmich prvkov, takze k dispozicii
je 7! = 5040 moznosti. V druhom kroku rozmiestnime péat Zien. Medzi dvoch
muzov je mozné umiestnit iba jednu Zenu, alebo ziadnu. To isté plati pre poziciu
pred zaciatkom muzského radu a tiez pre poziciu na jeho konci. Mame teda k
dispozicii osem miest, pricom na kazdé mdzeme umiestnit najviac ak jednu zenu.
Staci teda z nich vybrat 5-prvkovi podmnozinu a na tieto pozicie umiestiiovat
Zeny. Samozrejme, ze poradie zien tiez hra tlohu. To znamena, Ze pocet roznych
rozmiestneni zien je rovny poctu variacii 5-tej triedy z 8 prvkov, t.j. 8-7-6-5-4 =
6720. Podla principu nasobenia potom pocet rdoznych usporiadani 7 muzov a 5
Zien tak, ze zeny nie su vedla seba je

P(7) - V(8,5) = 5040 - 6720 = 33 868 800 .

Definicia 1.12 Kombindcia k-tej triedy z n prvkov 1,2, ..., T, je lubovolniy
vyber k-prvkovej podmnoZiny z mnoZiny {x1,xa, ..., Ty}
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Aj definicia 1.12 vyzaduje, aby ¢islo k& nebolo vécsie ako ¢islo n. Na rozdiel
od variécii, v pripade kombinéacii nezalezi na usporiadani vybranych prvkov. Po-
Cet roznych kombinécii k-tej triedy z n prvkov oznacujeme symbolom C(n, k).
Nasledujtca veta hovori o tom, ¢omu je toto ¢islo rovné.

Veta 1.4 Nech k < n. Potom pocet kombindcii k-tej triedy z n prvkov je

n!

C(n, k) = RO

Dokaz. 7Z mnoziny, ktora obsahuje n prvkov, vyberieme k prvkov. To je jedna
kombinacia k-tej triedy z n prvkov. Je k! moznosti usporiadania tych k& prvkov.
Kazdé také usporiadanie je variaciou k-tej triedy z n prvkov. Je teda zrejmé,
7e pocet vSetkych variacii k-tej triedy z n prvkov je kl-krat vacsi ako je pocet
kombinacii k-tej triedy z n prvkov. Teda

V(n, k) n!

R gy STR A

(Il
Poznamka. Na oznacenie ¢isla V(n, k) je ¢asto pouzivany symbol (Z) Takze

= (i) = miw

1.4 ZovSeobecnené permutacie, variacie a kombi-
nacie

Ak sme doteraz uvazovali o permutéciach, variaciach a kombinaciach, uvazovali
sme o vyberoch, resp. usporiadanych vyberoch, v ktorych sa kazdy objekt mohol
vyskytnat najviac raz. Casto sa viak stretdvame s vybermi, v ktorych sa objekty
zaujmu mozu vyskytovat viackrat. Napriklad v telefonnych ¢islach sa jednotlivé
¢islice mozu opakovat.

Priklad 1.9 Kolko réznych rozlisitelnych slov mézeme zostrojit, ak kazdé z na-
sledujucich 11 pismen pouzijeme préave raz?

ABRAKADABRA

RieSenie. Skuiimany pocet je urcite mensi ako 11!, pretoZze niektoré pismena sa v
ponuke vyskytuju viackrat. Uvazujme 11 pozicii, ako je vyznacené,

a umiestiujme pismené z nasej ponuky na tieto pozicie. Nezéalezi pritom, ktorym
pismenom za¢neme. V prvom kroku napriklad mozeme rozmiestnit 5 pismen A. Je
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jasné, ze na poradi, v akom ich rozmiestnime, nezalezi. Rozhodujtce su pozicie,
ktoré obsadia. Vyberame teda pét pozicii z jedenastich voInych. Pocet réznych
moznych takychto vyberov je rovny poctu kombinécii piatej triedy z jedenastich
prvkov, teda C(11,5). V druhom kroku rozmiestnime napriklad 2 pismena B na
eSte volné pozicie. Tychto moznosti je C(6,2). Podobne v trefom kroku pri roz-
miestiiovani dvoch pismen R je pocet moznosti C(4,2). Ostali nam eSte dve volné
pozicie, na ktoré je potrebné umiestnit jedno K a jedno D. Na umiestnenie pis-
mena K vo $tvrtom kroku méame C(2,1) moznosti a v poslednom kroku je uz iba
jedno voIné miesto pre pismeno D. Pocet tychto moZnosti je vSak mozné vyjadrit
vyrazom C(1,1). Podla principu nasobenia je pocet vSetkych moznosti o

C(11,5) - C(6,2) - C(4,2) - C(2,1) - C(1,1)
111 6 4 21 1
B a a0 160

V predchédzajicom priklade sa nejednalo o permutécie, ako sme ich poznali
doteraz. Zalezalo v nich na usporiadani, ale nerozlisitelné objekty sa mohli opako-
vat. Takéto usporiadanie zvykneme nazyvat zovSeobecnena permutacia alebo
permutéacia s opakovanim. O pocte roznych zovseobecnenych permutacii hovori
nasledujtca veta.

Veta 1.5 Ak postupnost S pozostavajica z n roznych pozicii obsahuje
ny rovnakych prvkov typu 1,
ny rovnakych prokov typu 2,

n; rovnakych prvkov typu t
pricom ny + ng + - - - + ng = n, tak pocet réznych usporiadani postupnosti S je

n!

P(ny,ny,...,ny) = ' ' T
Ny - Nagt -« - Nyt

Doékaz. Uvazujme n pozicii pre vytvarana postupnost S. Na oznacenie ny pozicii
prvkom typu 1 mame C'(n,n;) moznosti. Ak uz tieto st oznacené, tak pre vyber ny
pozicii pre prvky typu 2 na zvysnych n —n; poziciach je C'(n — nq, ny) moznosti,
atd. Podla principu nasobenia je teda pocet vietkych moznych postupnosti dizky
n z uvazovanych prvkov

C(n,ny)-C(n—ny,ne)-Cn—ny —ng,nz)---C(n—mny — ... —ng_1,n4)
B n! (n—mny)! (n—mn1—...—m_q)! n!
ongl(n—ny)! no!(n — ny — ny)! ng! - 0! gl ong! e oml

O

Dalsie zovSeobecnenie nagich tvah ilustrujeme na nasledujucom priklade.



16 KAPITOLA 1. KOMBINATORIKA NA MNOZINACH

Priklad 1.10 Tri deti Janko, Anic¢ka a Maro$ si chca rozdelit balicek desiatich
rovnakych cukrikov. Kolko moznosti roznych rozdeleni maju k dispozicii?

RieSenie. Zadanie tulohy neziada, aby kazdé z deti dostalo nejaky cukrik. Ak teda
uvazujeme, Ze Janko dostane x; cukrikov, Anic¢ka dostane x5 cukrikov a Maros bude
mat x3 cukrikov, tak kazdé x;, + = 1, 2, 3, mdze nadobudat celo¢iselné hodnoty od
0 do 10. KedZe ziadny cukrik nie je mozné pridelit dvom a viac detom, pocet
roznych moznosti rozdelenia tohto balicka cukrikov trom detom je ten isty ako je
pocet roznych rieseni rovnice

r1+ 19+ a3 =10,

pricom kazda hodnota z;, i = 1,2, 3, je z mnoziny {0, 1,2,...,10}.

Takto upravenu tlohu mozeme riesit nasledovnou tvahou: Predstavme si Ze
v rade desiatich pozicii pre jednicky oddelime prvych x; pozicii zlava nejakym
oddelovacom. Po dalgich x5 jednickach dame druhy oddelovac. Za nim ostane eSte
x3 jedniciek. Takto spolu s dvojicou oddelovacov sme obsadili 12 pozicii. Je jasné,
7e 1+ r2 + x3 = 10 a mame jedno z riesSeni naSej rovnice. Napriklad usporiadanie

1 1 1|1 1 1 1 1]1 1

znamena, ze T =3, To =0 a T3 = 2.

Akékolvek premiestnenie oddelovacov na uvazovanych 12 pozicidch mé za na-
sledok vznik iného rieSenia. Pocet vSetkych rieSeni je teda rovny poc¢tu réznych roz-
miestneni dvoch oddelova¢ov na nami uvazovanych 12 poziciach. Kedze sa jedna
o volbu dvojprvkovej podmnoziny z 12 pozicii, pocet rieSeni nasej rovnice a tiez
pocet rdznych rozdeleni 10 cukrikov Jankovi, Anic¢ke a Marosovi je

12!
21-10!
Takymto vyberom s moznostou opakovania zvykneme hovorit zov§eobecnené
kombinacie alebo kombinacie s opakovanim. Je velmi naro¢né rozhodnut, ¢i
v konkrétnom pripade, ktory méme riesit, ¢i sa jednd o zovSseobecnené kombinécie
alebo nie. Ak sa nam v8ak podari tlohu preformulovat do podoby poc¢tu celocisel-
nych rieseni rovnice

C(12,2) = 66 .

T +xe+ -+ T =Y,

pricom vy je kladné celé ¢islo a x;, @ = 1,2, ..., k, sit nezaporné celé ¢isla nie vacsie
ako y, tak sa jedna o zovSeobecnené kombinacie. O ich poc¢te pojednava nasledujuca
veta.

Veta 1.6 Ak mnozZina X obsahuje n prvkov, tak pocet neusporiadanijch k-prvkovijch
vyberov s mozZnostou opakovania prvkov je

Ck+n—1n—-1)=Ck+n—1,k).
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Dokaz vety by sme vykonali obdobnym spdsobom, ako sme riesili priklad 1.10,
iba namiesto presnych hodnot by sme uvazovali parametre k a n.

V priklade 1.10 nezélezalo na poradi, ktoré z deti dostalo cukriky ako prvé, resp.
druhé ¢i tretie. Rozhodujici bol pocet pridelenych cukrikov jednotlivym detom.
Su vsak situacie, ked na poradi zalezi.

Priklad 1.11 Kolko existuje Sestmiestnych telefonnych ¢isel, ktoré neobsahuju
¢islice 0,1, ani 87

Riesenie. Konstruujme telefénne ¢islo v Siestich po sebe nasledujucich krokoch.
V prvom kroku vyberieme ¢islicu na prvi poziciu, v druhom kroku vyberieme ¢is-
licu na druhu poziciu, atd. KedZe pocet ¢islic, ktoré mozeme pouzit pri zostrojo-
vani pozadovaného telefonneho ¢isla je sedem, v kazdom kroku je sedem moznosti.
Podla principu nésobenia potom pocet takychto ¢isel je

7T-7-T-7-7T-7="15.

Veta 1.7 Ak mnozZina X obsahuje n prvkov, tak pocet usporiadanych k-prvkovych
vgberov s moznostou opakovania prvkov je

V'(n, k) =n".

Takéto usporiadané vybery s moznostou opakovania prvkov zvykneme nazyvat
zovSeobecnené variacie, alebo variacie s opakovanim.

1.5 Binomické koeficienty a binomické identity

Na otazku, ¢i algebraicky vyraz (a + b)" nejako savisi s kombinatorikou, by sme
asi odpovedali zaporne. Avsak, ako uvidime, vzorec pre rozvoj vyrazu (a + b)" je
mozné pomerne jednoducho ziskat pomocou doterajsich znalosti z kombinatoriky:.
Kedze
(a+b)"=(a+b)-(a+Db)---(a+D),

~\~
n

po roznasobeni dostaneme sicty vyrazov, v ktorych mocniny a-Ciek st nasobené
mocninami b-Ciek a tieto s¢itavame. Ukazeme si to najprv na jednoduchom priklade
pre n = 3. Dostavame

(a+0b)?® = (a+0b)(a+b)(a+b)
aaa + aab + aba + abb + baa + bab + bba + bbb
a® + 3a®b + 3ab® + 12 .
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Je iba jedna moznost pre vyber a-¢ka z kazdej zatvorky, takize a® sa v rozvoji
nachédza iba raz. Podobne je to s vyrazom b3. Vyber dvoch a-¢iek je mony z
prvych dvoch zatvoriek, z druhych dvoch zatvoriek, alebo z prvej a tretej, teda
vyberame dve zatvorky z troch a tych moznosti je C(3,2) = 3. Podobne je to pre
vyber dvoch b-¢iek. TakZe, ak berieme do tvahy, z kolkych zatvoriek vyberame
b-cko (vyber a-¢iek z ostatnych), mame

(a+b)*=C(3,0)a> + C(3,1)a*b + C(3,2) ab® + C(3,3) b” .
Podobnii ivahu moZeme zopakovat pre [ubovolné n. Suéin a" *b* vyberom b-
¢ka z k zatvoriek a vyberom a-cka z ostatnych n—k zatvoriek. Takychto réznych
vyberov je C(n, k). Po uprave teda mame

(a+0b)" = C(n,0)a"’ +C(n,1)a™ " +--- + C(n, k) a™ 0" + ...

+C(n,n—1)a'v" ' 4+ C(n,n) a’b"

Tento vysledok je zndmy ako binomicka veta.

Veta 1.8 Nech a aj b si redlne c¢isla a nech n je kladné celé c¢islo. Potom
(a+b)" = Z C(n, k) a" "ok .
k=0

Vdaka tejto vete ¢isla C(n, k) = (Z) nazyvame aj binomické koeficienty.
Dokaz binomickej vety vyplyva z predchédzajicej uvahy. Existuju samozrejme aj
iné dokazy tejto vety, napriklad pomocou matematickej indukcie.

Casto sa hodnoty binomickych koeficientov urc¢uju z takzvaného Pascalovho
trojuholnika (Obr. 1.1). Vsimnime si, ze v kazdom riadku prva a posledna hod-
nota je ¢islo 1. Pre kazdu int hodnotu plati, Ze je su¢tom dvoch susednych hod-
not nad nou. To, ze takto usporiadané ¢isla do trojuholnika naozaj predstavuji
hodnoty binomickych koeficientov vyplyva z nasledujiceho vztahu znameho ako
Pascalova identita.
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Veta 1.9 (Pascalova identita) Nech n a k si prirodzené cisla. Pre 1 < k <n
plati
Cn+1,k)=C(n,k—1)+C(n,k).

Doékaz. Nech X je mnozina obsahujiuca n prvkov. Uvazujme prvok a ¢ X a
mnozinu Y = X U {a}. Potom mnozina Y obsahuje n+ 1 prvkov.

Uvazujme najprv vyber k prvkov z mnoZiny Y bez ohladu na to, ¢i prvok
a vyberieme alebo nie. Pocet réznych k-prvkovych vyberov z (n + 1)-prvkovej
mnoziny Y je v tomto pripade C(n + 1, k).

Iny postup dostaneme, ak berieme do tvahy, ¢i sme vybrali prvok a alebo nie.
Ak prvok a vyberieme, tak vyberdme zvysnych k — 1 prvkov iba z mnoziny X,
ktord ma n prvkov. Pocet takych réznych vyberov je C'(n, k—1), pozri Obr. 1.2(a).
Ak vsak prvok a nevyberieme, tak vSetky prvky vyberdme z mnoziny X a takych
moznosti je C(n, k), ako to znazoriuje Obr. 1.2(b).

Obr. 1.2

KedZe oba postupy su rovnocenné, plati rovnost
Cn+1,k)=C(n,k—1)+C(n, k).

O
Pascalovu identitu mézeme zapisat aj pomocou kombina¢nych ¢isel takto:

() =)= ()

Priamym désledkom takejto rovnosti je Pascalov trojuholnik. Prvy riadok odpo-
veda vyrazu (a + 0)° = 1. V riadku pre koeficienty rozvoja vyrazu (a + b)" st
kombinac¢né ¢isla od (8) azZ po (Z) V nasledujucom riadku pre rozvoj vyrazy

(@ + b)" ! je cislo ("Zl) umiestnené v strede pod ¢islami (kfl) a (Z) takto:

) G206 ()6
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n+1
k
To nas opraviuje zapisat prislusni hodnotu v Pascalovom trojuholniku na Obr. 1.1
ako sucet ¢isel nad touto pocitanou hodnotou o riadok vyssie.

Podobnych identit, ako je Pascalova identita, je v kombinatorike vela. Z nie-
ktorymi z nich sa stretneme neskor.

Priklad 1.12 Ukéazte, ze plati rovnost

z": C(n,k)=2".
k=0

RieSenie. Vyraz na lavej strane rovnosti je podobny ako je zapis binomickej vety

(a+b)" =Y C(nk)a" ",
k=0

n—kbk n—kbk

avSak chyba vyraz a Ak si uvedomime, Ze a =1pre a=b=1,takz

binomickej vety dostavame

2" = (14+1)" = iC(n, k) 1" F1k = iC(n,k).

k=0

1.6 Dirichletov princip

Dirichletov princip, alebo princip holubnika, sa trochu lisi od kombinatoric-
kych principov, ktorym sme sa venovali v predchadzajicich paragrafoch. Na rozdiel
od nich neurcuje pocet nejakych moznosti, ale odpoveda na otazku, ¢ je mozna
skutocnost, na ktora sa pytame. Odpoveda teda iba &no, resp. nie, nedédva nam
ani navod, ako je mozné to, naco sa pytame, dosiahnut. Uvedieme tri verzie tohto
principu.

Najjednoduchsia verzia je nenaro¢na na pochopenie a nepracuje s matematic-
kymi pojmami. Polozme si otdzku, ¢i je mozné rozmiestnit n holubov do k klietok,
pricom pocet klietok je mensi ako pocet holubov tak, aby neexistovala klietka s
viac holubmi. Bez velkej matematiky vieme odpovedat, Ze to nie je mozné. Preco?
No, ak by to bolo mozné, tak v kazdej klietke by bol najviac ak jeden holub. Potom
ale, kedZe holubov je viac ako klietok, po obsadeni v8etkych klietok by nam este
ostal aspon jeden neumiestneny holub. Zhriime to do nasledovnej formulécie.

Dirichletov princip - 1. verzia
Ak n je pocet holubov a k je pocet klietok, pricom k < n, tak po rozmiestnent
vsetkijch holubov do klietok aspon v jednej klietke su aspon dva holuby.
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Poznamenajme, Ze tento princip nehovori ni¢ o tom, ako najst klietku, v kto-
rej je viac holubov. Iba zabezpecuje existenciu takejto klietky. Takto volne for-
mulovany princip je jednoduchy na pochopenie. Jeho nasledujtuca formulécia je
matematicky ovela seridznejsia.

Dirichletov princip - 2. verzia
Ak f je funkcia z konecnej mnoZiny X do konecnej mnoziny Y a |X| > Y|, tak
pre nejaké x1,x2 € X, x1 # x5 je f(x1) = f(x2).

Tato verzia odpoveda 1. verzii Dirichletovho principu, ak X je mnozina ho-
lubov a Y je mnozina klietok a funkcia f kazdému holubovi priradi klietku, do
ktorej je umiestneny. To znamend, ze funkcia f asponn dvom roéznym holubom
x1,To € X, priradi tu istt funként hodnotu, teda klietku, z mnoziny Y.

Dirichletov princip - 3. verzia

Veta 1.10 Nech f je funkcia z konecnej mnoZiny X do konecnej mnozZiny Y .
Nech |X| =n a nech |Y| =m. Nech k = [1]. Potom existuje aspori k hodnot
ai, Qs,...,ar € X takych, Ze

flar) = flaz) = -+ = flax).
Doékaz. Dokaz vykoname sporom. Nech Y = {y1,v1,...,ym}. Predpokladajme, ze
tvrdenie vety nie je pravdivé. V takom pripade pre kazdé ¢ = 1,2, ..., m existuje

najviac ak k—1 prvkov x € X takych, ze f(z) = y;. To ale znamené, Ze defini¢ny
obor hodnét funkcie f obsahuje najviac ak m(k — 1) hodnoét, teda ze |X| <
m(k —1).

Z predpokladu k =[] vyplyva, Ze k — 1 < . Potom

m(k—1)<mﬁ:n,

m
¢o je v spore s tym, Ze |X| = n. Pravdivé je teda tvrdenie, Ze existuje aspon k
hodnét aq,as, ..., a, takych, Ze
flar) = flag) = -+ = flax).

O

Priklad 1.13 Ukazte, ze ak sa stretne Sest Tudi, tak tam bud bude trojica, v
ktorej sa navzajom vsSetci poznaji, alebo tam bude trojica taka, Ze ziadni dvaja z
nej sa nepoznaju.

Riesenie. Nech Py, P, ..., Py je Sestica, o ktort sa zaujimame. Pre kazd z dvojic

(P, Pob APy, P} APy Pub { P, B} { Py, Po b
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je pravdiva jedna z odpovedi poznaji sa, resp. nepoznaji sa. Nech X je mnozina
uvazovanych piatich dvojic {P, P2}, { P, Ps},{ P, Pi}, {P1, P5},{ P, Ps} a nech
Y = {A,N}, pricom A znamena odpoved poznaji sa a N znamena odpoved
nepoznagi sa. Nech f je funkcia z X do Y. Potom podla vety 1.10 aspoii [2] =3
dvojiciam z mnoziny X je priradené rovnaka hodnota z mnoziny Y, teda rovnaka
odpoved.

Uvazujme, Ze rovnakéa odpoved je priradena trom dvojiciam

{Ply-Pi}’{Pla-Pj}7{P17Pk}-
Mech je to odpoved poznaji sa. Ak sa poznéa aspon jedna z dvojic
{Pza Pj}? {]D’La Pk}a {Pja Pk} )

tak tato dvojica spolu s P, tvori trojicu, v ktorej sa vSetci navzajom poznaji.
V opac¢nom pripade mame trojicu F;, P, P, v ktorej sa Ziadna dvojica nepozna.
Podobne postupujeme, ak odpoved pre vsetky tri dvojice

{Pr, P} AP, By} AP Bt

je mepoznaju Sa.

1.7 tlohy

1.1. Nech X = {1,2,3,4}. Vytvorte
a) vietky permutéacie prvkov tejto mnoziny,
b) v8etky permutacie tychto prvkov, ktoré koné¢ia ¢islom 3,
c) v8etky permutacie ¢isel mnoziny, v ktorych ¢isla 2 a 3 st spolu v tomto
poradi,
d) vsetky permutécie ¢isel mnoziny, v ktorych ¢isla 2 a 3 s vedla seba.

1.2. Kolko existuje binarnych retazcov dlzky 12, ktoré
a) obsahuju préave jednu jednicku,
b) obsahuju aspon jednu jednicku,
¢) obsahuju prave tri jednicky,
d) obsahuji najviac tri jednicky,
e) obsahuju aspon tri jednicky,
f) obsahuju rovnaky pocet jedniciek a nul?

1.3. Kolko existuje permutéacii z pismen A, B, C, D, E, F, ktoré
a) obsahuju konfiguraciu CDE,
b) obsahuju konfiguraciu BECF,
c¢) obsahuju konfiguracie BA a CE,
d) neobsahuju konfiguraciu DE?
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1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

1.11.

1.12.

1.13.

Anglické abeceda ma 21 spoluhlasok a 5 samohlasok. Kol'ko retazcov dlzky
6 mozeme zostrojit nad touto abecedou tak, aby

a) obsahovali prave jednu samohlasku,

b) obsahovali prave tri samohlasky,

¢) neobsahovali viac ako jednu samohlasku,

d) obsahovali maximalne tri samohlasky?

Kol'ko roéznych postupnosti pozostavajucich z piatich znakov je mozné vy-
tvorit z mnoziny troch znakov, ak sa znaky moézu opakovat?

Kolko je moznych roznych vyberov piatich prvkov do postupnosti, ak vybe-
rame z patprvkovej mnoziny a prvky sa moézu opakovat?

Kolko existuje retazcov pozostavajucich zo Siestich roznych pismen?

Kolko existuje 8-bitovych retazcov, ktoré

a) za¢inaju konfiguraciou 1100...,

b) za¢inaju jednickou,

¢) na druhej alebo §tvrtej pozicii maju jednicku,
d) na druhej aj $tvrtej pozicii maja jednicku,

e) obsahuju prave jednu jednicku,

) obsahuju prave dve jednicky,

g) obsahuju aspon jednu jednicku?

—

Kolko ¢lenov mé rozvoj vyrazu

(x+y)la+b+e)e+ f+g)(h+10)?

Urcte koeficient ¢lena x?y?2° z rozvoja (z +y + 2)*.

Kolko existuje roznych vyberov piatich kariet zo sady 52 kariet (4 farby po
13 kariet), ak pozadujeme, aby vo vybere boli karty prava dvoch farieb?

Kolko existuje roznych vyberov pétice po sebe iducich kariet tej istej farby,
ak vyberdme zo sady 52 kariet a pozadujeme, aby

a) eso mohlo byt umiestnené iba za kralom, nie pred dvojkou,

b) eso mohlo byt umiestnené tak pred dvojkou, ako aj za kralom, ale nie
medzi nimi,

¢) eso mohlo byt umiestnené aj medzi dvojkou a kralom (t.j. vyhovuje kto-
rakolvek pética po sebe iducich kariet bez "roztrhnutia")?

Kolko existuje moznosti pre zoskupenie 2n Tudi do n dvojic?
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1.14. Pomocou binomickej vety ukazte, ze
> ¥ C(n k) =3".
k=0

1.15. Dokézte platnost identity

n n—1
k = )
(k) ”(k - 1)
1.16. Dokazte platnost identity

()6 -GE)

1.17 Pomocou binomickej vety rozviiite vyraz (2¢ — 3d)°.

1.18 Urcte koeficienty pri nasledujicich ¢lenoch v prislusnych rozvojoch:
a) x7y? pre rozvoj (x + y)!,
b) x%° pre rozvoj (2x — y)'?,
c) x*y*z° pre rozvoj (x +y + 2)
d) a®z* pre rozvoj (a + ax + x)?*(a + )°.

10
)

1.19 Ku riadku
1 7 21 35 35 21 7 1

napiste nasledujuci riadok Pascalovho trojuholnika.

1.20 Pomocou binomickej vety dokézte platnost rovnosti

n

0=> (-1)*C(n,k).

k-0

1.21 Zdoévodnite platnost rovnosti

n\ n
k) \k—-1)"
1.22 Ukéazte, ze ak z 10 parov topanok ndhodne zvolime 11, tak medzi vybranymi
topankami je aspon jedna dvojica, ktora tvori povodny par topanok.



Kapitola 2

Inkliazia a exklazia

2.1 Mohutnost zjednotenia mnoZzin

Ak kone¢né mnoziny su disjunktné a poznédme pocty prvkov v jednotlivych mnozi-
nach, tak odpovedat na otazku kolko prvkov je v zjednoteni tych mnozin je I'ahké.
Jednoducho spoc¢itame pocty prvkov v tychto mnozinach. Plati teda

|AU B| = |A| + |B|.

Ovela zloZitejsie je na takto postaveni otazku odpovedat, ak prislusné mnoziny
majui neprazdne prieniky.

Priklad 2.1 Kolko je celych ¢isel od 1 do 90 vratane jednicky a devitdesiatky,
ktoré su delitelné ¢islom Styri alebo ¢islom pat?

RieSenie. Vzhladom na to, Ze mnoZzina vSetkych ¢isel, o ktorych méame rozhodovat,
nie je velmi pocetné, méa 90 prvkov, mézeme o kazdom ¢isle rozhodnit, ¢ vyhovuje
nasej poziadavke, alebo nie. Tento postup vSak nie je mozny pri velmi pocetnych
mnozinach. Vyriesime teda priklad vSeobecne tak, ako by sme postupovali aj pri
vacsich mnozinach.

Nech A je mnozina vSetkych ¢isel od 1 do 90, ktoré su deliteIné ¢islom Styri.
Podobne nech B je mnozina tych ¢isel od 1 do 90, ktoré sa delitelné ¢islom péat.
Je zrejmé, 7e potom A U B je mnozina tych ¢isel od 1 do 90, ktoré sa delitelné
¢islom $tyri alebo ¢islom péat. Zaujima nas teda pocet prvkov mnoziny AU B. Pre
poCty prvkov v mnozinach A a B plati

1A = {%J —22 a |B|= {%J — 18,

pricom symbol |z]| predstavuje najvicsie celé ¢islo nie vacsie ako ¢islo x. Je to celd
cast z ¢isla x. V mnozine celych ¢isel od 1 do 90 su v8ak aj ¢isla, ktoré su delitelné

25
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Stvorkou aj patkou. Tie st v tomto pripade ¢islami mnoziny A N B a plati
90
AnBl=|] =4
| =113

Ak teda s¢itame pocCty ¢isel v A a v B, tak sme ¢isla patriace do A aj do B
zapocitali dvakrat. Pre pocet prvkov mnoziny A U B teda dostédvame

|[AUB|=|A|+|B]|—|ANB|=22+18—-4=236.
Schématicky tito situaciu znazornuje obrazok 2.1.

A B

Obr. 2.1

Vo vSeobecnosti sa zaujimame o to, kolko je prvkov v zjednoteni kone¢ného
poc¢tu mnozin. Metdda, ktorou sa to riesi sa nazyva princip inkliazie a exkluzie.
Predtym, ako sformulujeme jeho vSeobecny tvar, uvazujme situaciu pre tri mnoziny
A, B a C. Vseobecni situéciu pre vztah tychto mnozin znézornuje Vennov diagram
na obrazku 2.2.

A B

Obr. 2.2

Ak sme spocitali mohutnosti jednotlivych mnozin, tak sme prvky z prieniku mnozin
A a B zapocitali dvakrat. To isté plati pre prvky patriace do ANC' a tiez pre prvky
v BNC'. Je zrejmé, ze ak chceme kazdy prvok z mnoziny AUBUC zapocitat iba raz,
tak pocty prvkov z prienikov AN B, ANC a BNC musime od ¢isla |A|+|B|+|C]|
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od¢itat. Teraz si vSak mozeme v8imnut, ze prvky z prieniku vSetkych troch mnozin
sme zapoditali trikrat do |A|+|B|+]|C/, ale aj odpo¢itali trikrat v prienikoch dvojic.
To znamena, ze prvky z AN BN C je nutné este raz pripocitat. Takto zapocitame
kazdy prvok zjednotenia mnozin A U B U C' prave raz. Dostavame

JAUBUC| =|A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNnC|+|ANnBNC]|.
Veta 2.1 Nech Ay, As, ..., A, su konecné mnoziny. Potom

1<i<n 1<i<j<n 1<i<j<k<n

(=D)AL N AN N A

2.2 Pouzitie principu inkluzie a exklizie

Princip inklizie a exklizie je pouZitelny pri rieSeni mnohych tloh, hoci na prvy
pohlad nevyzeraju, Ze by sa jednalo o poc¢et prvkov v zjednoteni nejakych mnozin.
Napriklad pri uréeni po¢tu prvocisel mensich ako nejaké zvolené celé ¢islo. Skor ako
si uvedieme niekolko vybranych tloh, pri rieSeni ktorych je vhodné pouZit princip
inklizie a exklazie, uvedieme formulaciu tohto principu v inom, ¢asto uzito¢nejsom,
tvare.

2.3 Alternativny tvar principu inklizie a exkluzie

Tvar principu inklizie a exklizie, ktory teraz sformulujeme, je pouzivany v tlo-
héch, v ktorych néas zaujima pocet prvkov, ktoré nemaju ziadnu z nejakej skupiny
vymenovanych vlastnosti.

Uvazujme n vlastnosti Py, P, ..., P,. Nech pre : = 1,2,....,n je A; podmno-
zina mnoziny A obsahujtca iba tie prvky z A, ktoré maju vlastnost P;. Nech
N(P, P, ...P,) je pocet takych prvkov, ktoré maju vsetky z vlastnosti P;,, P,,,
..., B, . To znamena, Ze

N(P“BZP%) = |Ai1mAi2m"'ﬂAik|'

Symbolom N ozna¢me pocet vSetkych uvazovanych prvkov, t.j. N = |A|. Pocet
takych prvkov z mnoziny A, ktoré nemaju ani jednu z vlastnosti P, P, ..., P,
ozna¢me symbolom N (P[P} ... P!). Potom zrejme plati

N(PPy...P))=N—]AjUA,U---UA,|.
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Ak teraz pocet prvkov v mnozine A; U Ay U---U A,, vyjadrime pomocou principu
inkluzie a exklizie, dostavame, Ze

N(PIP,...P)=N- S N(P)+ Y N(PP)

1<i<n 1<i<j<n

— Y NPPP)+ ...+ (-1)'N(PP...P,).
1<i<j<k<n
Nasledujuce priklady predstavuje typickia situéciu, kedy je vhodné pri rieSeni
pouzit alternativny tvar principu inklazie a exklizie. Najprv uvedieme priklad,
sposob riesenia ktorého vyuzijeme v priklade po nom.

Priklad 2.2 Kolko existuje roznych rieSeni rovnice
$1+$2+l’3+[2§'4 :29,

ak
a) kazdé z;, 1 = 1,2,3,4, je nezaporné celé ¢islo,
b) kazdé x;, i = 1,2,3,4, je celé ¢islo a naviac x1 > 0, x5 > 1, 23 > 2 a x4 > 0.

RieSenie. RieSenie pripadu a) je podobné ako riesenie prikladu 1.10. To zna-
mena, ze predpokladdme vyber 29 jedni¢iek a tri oddelovace. Ak berieme do
uvahy formulaciu vety 1.6, tak mozeme povedat, ze vyberame 29 prvkov z mno-
ziny {14, 19, 13, 14}, pricom kazdy prvok 1; predstavuje jednicku. Potom z; je ¢islo
rovné poc¢tu vybranych jedniciek typu 1;. Na zaklade tvrdenia vety 1.6 potom
pocet vSetkych rieseni tlohy pre pripad a) je

C(2944—1,4—1) = C(32,3) = 4960 .

Riesenie ulohy po b) je trochu komplikovanejsie. Vo vybere prvkov z mnoziny
{11,12,13, 14} musi byt aspon jeden prvok 1;, aspon dva prvky 1, a aspon tri
prvky 13. To znamena, ze Sest prvkov do poctu 29 je uz jasnych a [ubovolne zo
Stvorprvkovej mnoziny {11, 1o, 13,14} vyberame uz iba 23 prvkov. Veta 1.6 vravi,
ze pocet takych vyberov je

C(23+4—1,4—1) = C(26,3) = 2600

To znamend, Ze aj pocet rieSeni rovnice zo zadania pre pripad b) je C'(26,3) =
2600.

Priklad 2.3 Kolko existuje roznych rieSeni rovnice
J]1+ZE2—|—J]3+[L’4—|—J]5 :21,

ak kazdé z;, i« = 1,2,3,4,5, je nezaporné celé ¢islo a naviac x; < 9, zo < 12,
r3 <10 a x5 < 11.
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Riesenie. Podobne ako v priklade 2.2 mame obmedzenia pre hodnoty z;, avSak
tentokrat s pripustné hodnoty rieseni ohrani¢ené zhora. Preto nie je mozné jed-
noducho zopakovat postup z prikladu 2.2. Co viak je mozné riesit podobne, st
opacné nerovnosti pre hodnoty x;, nez st ur¢ené v zadani prikladu. Toto budeme
formulovat pomocou vlastnosti, ktoré nase nezname z; maju mat.

Nech vlastnost P, znamené, Ze ¢islo x; je aspon 10, t.j, z; > 10. Podobne nech
vlastnost P, znamena, ze xo > 13, P3; znamend, ze x3 > 11 a nakoniec vlastnost
P, 7ziada x4 > 12. Podla alternativneho tvaru principu inkluzie a exkluzie je pocet
rieSeni nasej rovnice s podmienkami x; < 9, zo < 12, 23 < 10 a x5 < 11 rovny
¢islu

N(P{PPsP)) = N = N(P1) = N(P) = N(P3) = N(Py) + N(P1P2) + N(P1Py)
YN(PLPy) + N(PyPy) + N(PoPy) + N(PsPy) — N(PiPoPy) — N(PPyPy)

—N(PiP;Py) — N(PyPsP,) + N(P.P,PPy) .

Na vypocet ¢isel potrebnych na pravej strane tejto rovnosti pouzijeme rovnaky
postup ako v priklade 2.2 po b).

e N je pocet vSetkych rieseni bez podmienok pre jednotlivé x;, teda N =
C21+5-1,5—1)=C(24,4) = 25300.

e N(Py) je pocet rieseni s podmienkou x; > 10, ¢o znamend, ze N(P,) =
C(11+5—1,5—1) = C(15,4) = 2730.

e N(P,) je pocet rieseni s podmienkou xo > 13, a preto dostavame N (P,) =
C(8+5—1,5—1) = C(12,4) = 990.

e N(P5) je pocet rieSeni s podmienkou z3 > 11, ¢o znamena, ze N(P3) =
C(10+5—1,5—1) = C(14,4) = 2002.

e N(Py) je pocet rieseni s podmienkou x5 > 12 a N(P,) = C(9+5—-1,5—1) =
C(13,4) = 1430.

e N(PP,) je pocet rieseni s podmienkami z; > 10 a zo > 13, teda N(P P;) =
C(-2+5-1,5-1)=C(2,4) = 0.

e N(P,P;) je pocet rieseni s podmienkami x; > 10 a 3 > 11, teda N (P P;) =
Cl0+5—1,5—1)=C(4,4) = 1.

e N(PPy) je pocet rieseni s podmienkami x; > 10 a x4 > 12, teda N(P P;) =
C(-1+5-1,5—-1)=C(3,4) = 0.
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Ak si uvedomime, Ze okrem podmienok x; > 10 a x3 > 11, vSetky ostatné dvojice,
tretice aj Stvorice podmienok v sicte prevysuji hodnotu 21, ¢o je prava strana
nasej rovnice, tak je z predchadzajiceho postupu jasné, ze N(PyP3) = N(PyPy) =
N(PsP,) =0 a tiez N(P,P;P;) = 0 pre vietky 1 < i < j < k < 4. Samozrejme aj
N(P,P,PsPy) = 0.

Dosadenim prislusnych ¢isel teda dostavame

N(P/P,P,P}) = 25300 — 2730 — 990 — 2002 — 1430 +0+1+0+---+0 = 18143.

Pocet prvocisel do urcitej hodnoty.

V tomto odseku ukazeme, ako sa dé princip inkluzie a exkluzie v modifikovanom
tvare vhodne vyuzit pri uréovani poctu prvocisel, ktoré neprekrocia uréitu dopredu
zvolent hodnotu. Ako je zname, prvocislo je kladné celé ¢islo, ktoré ma prave
Styroch celo¢iselnych delitelov. Tak napriklad ¢islo 7 je prvoéislo, lebo je bez zvysku
delitelné iba ¢islami 1, —1, 7 a —7. Cislo 1 nie je prvocislom, pretoze bez zvysku
ho delia iba dve &fsla a to 1 a —1. Cislo 2 je najmensim prvocislom a je zaroven
aj jedinym parnym prvocislom. Kladné celé ¢islo vacsie ako 1 je zlozenym ¢islom,
ak nie je prvocislom. D4 sa vyjadrit ako stacin prvocisel. To znamend, Ze zlozené
¢islo je delitelné nejakym prvocislom, ktoré nie je viacsie ako hodnota jeho druhej
odmocniny. V opa¢nom pripade by totiz toto zlozené ¢islo bolo stu¢inom prvocisel
z ktorych sicin kazdej dvojice by bol vacsi, ako uvazované zlozené cislo.

Priklad 2.4 Kolko je prvocisel nie vacsich ako 1007

RieSenie. Z predchadzajuceho odseku je zrejmé, ze zlozené ¢islo mensie alebo
rovné 100 musi mat prvociselného delitela, ktorého hodnota neprekroé¢i 10, t.j.
musi byt deliteIné niektorym z ¢isel 2, 3, 5 a 7. Nech vlastnost P, znamené, Ze celé
kladné ¢islo je delitelné jednickou, P, znamena, Ze je delitelné dvojkou, P; nech
znamena, Ze je delitelné ¢islom 5 a konecne vlastnost P, nech znamena, Ze zloZené
¢islo je delitelné ¢islom 7. Potom

N(PIFy PPy

je pocet takych ¢isel od 1 do 100, ktoré nie su delitelné ani jednym z ¢isel 2, 3,
5 a 7. Su to teda vSetky prvocisla v intervale od 10 do 100 a ¢islo 1. Vzhladom
na to, ze ¢islo 1 nie je prvocislom, tak ho nechceme zaratat. Preto uvazujeme iba
¢isla v intervale od 2 do 100 a celkovy pocet nami uvazovanych ¢isel je N = 99.
Prvodisla v intervale od 2 do 9 tam zaratané nie s, pretoze kazdé z nich deli seba.
To znamena, Ze pocet prvocisel od 2 do 100 je

4+ N(PP,P,P}).
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Potom podl'a modifikovaného principu inkluzie a exklizie mame
N(P[P{P,P) = N = N(P) = N(Py) = N(Py) = N(Py) + N(PiPy) + N(P,Py)

+N(P1Py) + N(PoPs) + N(PyPy) + N(P3P,) — N(P,P,P3) — N(P, P, Py)
—N(P,PsPy) — N(PyP3P,) + N(P,P,PsPy)

S [ O[5 L ) 5

ﬂ%J + SO(; LlOOJ B {2 -120- 5J + b-lg? 7J
e el - s

2:3-5-7
=99-50-33-20-14+16+104+74+6+4+2-4-2-1-0+0=21.

Dostavame, ze pocet vSetkych prvocisel neprevysujtucich hodnotu 100 je

A+ N(P/P,P,P)) =4+21 =25,

Pocet surjektivnych zobrazeni.

Zobrazenie f mnoziny A do mnoziny B je predpis, ktory kazdému prvku
mnoziny A priradi prave jeden prvok z mnoziny B. Zapisujeme to symbolom
f: A= B.

Zobrazenie f : A — B je injektivne, ak dva rozne prvky mnoziny A sa vzdy
zobrazia na rozne prvky mnoziny B, t.j.

Vo, xg € At a1 # 29 = f(21) # f(22).

Zobrazenie f : A — B je surjektivne, ak kazdy prvok mnoziny B je obrazom
nejakého prvku mnoziny A, t.j.

Vye B,dr e A: y= f(x).
Zobrazenie je bijektivne, ak je injektivne aj surjektivne zaroven.
Veta 2.2 Nech m,n siu prirodzené cisla, m > n. Potom existuje
n™ —C(n,1)(n—1)"+C(n,2)(n—2)" — -+ (=1)""'C(n,n — 1)1™

roznych surjektivnych zobrazeni m-prvkovej mnoziny na n-prvkovi mnoZinu.
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ulohy

Kolko prvkov je v zjednoteni A; U A,, ak A; obsahuje 12 prvkov, A, obsahuje
18 prvkov a plati

a) Al N AQ = @ ?

b) |[AiNAy =17

c) [A1NAy) =67

d) A C Ay?

Na fakulte je 345 studentov, ktori maju zapisant matematicka analyzu, 212
studentov, ktori maju zapisant diskrétnu matematiku a 188 studentov, ktori
maju zapisani matematicka analyzu aj diskrétnu matematiku. Kolko je na
fakulte takych studentov, ktorf maju zapisany aspon jeden z predmetov ma-
tematicka analyza a diskrétna matematika?

Urcte pocet prvkov v zjednoteni mnozin A; U As U Az, ak v kazdej mnozine

je 100 prvkov a ak

a) mnoziny su po dvojiciach disjunktné.

b) kazda dvojica mnozin mé 50 spolo¢nych prvkov, ale ani jeden prvok sa
nenachadza vo vSetkych troch.

¢) kazda dvojica mnoZzin ma 50 spolo¢nych prvkov a 25 prvkov je takych,
Ze su vo vSetkych troch mnozinach.

d) mnoziny su rovnakeé.

Urcte pocet kladnych celych ¢isel nie véacsich ako 1000, ktoré su druhou alebo
tretou mocninou nejakého celého kladného ¢isla.
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Neorientované grafy

3.1 Definicia a zakladné typy grafov

Teoria grafov je pomerne mlada matematicka disciplina, aj ked prva praca z tedrie
grafov, Eulerovo pojednanie o mostoch mesta Kralovca (dnesny Kaliningrad), je
z roku 1736. Prudky rozvoj tedrie grafov nastal az v druhej polovici 20. storocia
v suvislosti s rozvojom pocitacov a velkymi poziadavkami na algoritmizaciu roz-
nych tloh. V tomto u¢ebnom texte sa oboznamime so stru¢nymi zakladmi neorien-
tovanych a orientovanych grafov a s niektorymi ich aplikaciami v elektrotechnike
ako aj pri algoritmickom rieSeni roznych tloh z praxe.

Definicia 3.1 Graf G je usporiadand dvojica (V, H), kde V' je nejakd neprdzdna
mnozina a H je mnozina dvojprvkovych podmnozin mnoziny V. Prvky mnoZiny V'
nazyvame vrcholy grafu G a prvky mnoZiny H nazgvame hrany grafu.

V naSom texte budeme uvazovat grafy s koneénou mnozinou vrcholov. Ak
chceme zdoraznit, Zze graf ma mnozinu vrcholov V' a mnozinu hran H, piSeme
G = (V,H). Ak hovorime o nejakom zndmom grafe GG, jeho mnozinu vrcholov
oznac¢ujeme V' (G), podobne mnozinu hran grafu G oznac¢ujeme H(G).

Graf je teda rydzo kombinatoricky objekt, ktory dava do vzidjomnych vztahov
prvky dvoch mnozin. Zdorazihujeme to preto, ze postupne sa budeme vyjadrovat
dost obrazne a grafy znézornovat kreslenim do roviny. Vrcholom grafu sa prira-
dia body roviny (vyznacené krizkami) a hrany sa vyjadruju spojenim prislusnych
dvojic bodov rovnymi alebo zakrivenymi ¢iarami. Takému znazorneniu grafu bu-
deme hovorit diagram grafu. Pozor, dva rozne grafy mézu mat rovnaky diagram
a naopak, ten isty graf sa da znazornit pomocou dost nepodobnych ,,obrazkov*.

Priklad 3.1 Na obr. 3.1 st dva rozne diagramy grafu G; = (V3, Hy), kde V; =
{1,2,3,4,5} a Hy = {{1,2}{2,3}{3,4}{4,5}{1,5}} a diagram grafu G, = (12, Hs),
kde Vo = {a,b,c,d, e} a Hy = {{a,b}{b, c}{c,d}{d,e}{e,a}}.

33
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| 1 d

Obr. 3.1

Budeme hovorit, Ze hrana {u,v} inciduje s vrcholmi u a v (v diagrame si
vrcholy u a v spojené ¢iarou). Tiez sa da povedat, ze vrchol inciduje s hranou. Dva
vrcholy sa nazyvaju susedné, ak inciduju s tou istou hranou, dve hrany nazyvame
susedné, ak inciduja s tym istym vrcholom.

Uvedieme si niekol'ko typov grafov, ktoré sa Casto vyuzivaju, a preto dostali
Specidlne pomenovania:
Kompletny graf na n > 1 vrcholoch je graf K,, = (V, H), kde |V| = n a H obsa-
huje v8etky dvojprvkové podmnoZiny vrcholovej mnoziny (v diagrame je spojené
hranou kazda dvojica vrcholov).
Kompletny bipartitny graf K,,, = (V, H), kde m,n > 1, je graf, v ktorom
V={u,...;un} U{vr,...,0}, H={{w,v;};i=12,...,m,j=12 ... ,n}
Kruznica dizky n > 1 je graf C, = (V, H), kde

V=A{12,....,n}, H={{i,i+1}i=1,...,n—1}U{{l,n}}.
Cesta dlzky n > 0 je graf P, = (V, H), kde
V=A{0,1,...,n}, H={{i-1,i};i=1,...,n}.

Komplement grafu G = (V, H) je graf G = (V, H'), kde H' obsahuje vietky hrany
chybajtce v grafe G k tomu, aby bol kompletnym grafom, pricom H U H' = ().

Kruznica C5 je na obr. 3.1. Na obr. 3.2 st postupne grafy: K3, K5, Ps, K3 a
Ks 3.

A= AN A

Obr. 3.2
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Dva grafy G a G’ povazujeme za rovnaké, ak maju totozné mnoziny vrcho-
lov a hran, teda G = G’ znamena, ze V(G) = V(G') a E(G) = E(G'). Mnoho
grafov sa v8ak 1isi iba oznac¢enim svojich vrcholov a hran. Toto vystihuje pojem
izomorfizmus.

Definicia 3.2 Dva grafy G = (V, E) a G' = (V', E') sa nazyvaji izomorfné, ak
existuje bijektivne zobrazenie f: V. — V' také Ze pre vsetky u,v € V:

{u,v} € V. prive ked  {f(u), f(v)} € E,.

Zobrazenie [ nazyvame izomorfizmus grafov G a G'. Fakt, Ze grafy G a G’ su
izomorfné zapisujeme G = G'.

Priklad 3.2 Na obr. 3.3 st diagramy troch izomorfnych grafov. Najdite prislusné
izomorfizmy.

Obr. 3.3

RieSenie. Jeden z izomorfizmov medzi prvym a druhym grafom je napriklad
o 1 23456
“\Nadbec [
Existuje viac moZnosti. ZvySok ponechéame na citatela. Vsetky tri grafy su izo-
morfné s grafom K3 3.
Z definicie 3.2 vyplyva, ze pre dva izomomorfné grafy Gy = (Vi, Hy) a Gy =

(‘/Q)H2> plati
|V1|:|V2|7 |H1|:|H2|'

Je zrejmé, Ze splnenie tychto dvoch podmienok eSte nezarucuje, zZe nejaké dva grafy
st izomorfné.

Definicia 3.3 Hovorime, Ze graf G je podgrafom grafu G, ak V(G1) C V(G)
a H(Gh) C H(G). Zapisujeme to: G; C G.

Definicia 3.4 Podgraf G' = (V, H') grafu G = (V, H) nazgvame faktor grafu G.

Faktor grafu je teda taky podgraf, ktory obsahuje vSetky vrcholy daného grafu.
Roézne faktory sa mézu 1isit nielen poc¢tom hran, ale aj réznym zlozenim hranovych
mnozin.
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3.2 Stupne vrcholov, suvislost a metrika

Definicia 3.5 Nech G je graf av jeho vrchol. Symbolom dg(v) oznacéme pocet hrin
incidujucich s vrcholom v. ¢islo dg(v) nazgvame stupen vrcholu v v grafe G.
Ak 6¢(v) = 0, vrchol v nazgvame izolovany wvrchol.

Ak nemoze dojst k zamene, tak index G v dg(v) vynechavame. Graf nemoze
mat tuplne lubovolné stupne vrcholov. Maximélny stupen (oznacuje sa symbolom
A(Q)) v grafe s n vrcholmi je n — 1 a miniméalny 0.

Veta 3.1 Pre kazdy graf G = (V, H) plati

> d(v) = 2|H|.

veV

Je to zrejmé, pretoze kazda hrana inciduje s dvoma vrcholmi a ked spocitavame
stupne vrcholov, tak kazda hranu zaratame dvakrat. Z tejto vety vyplyva dolezity
dosledok.

Dosledok 3.2 Pocet vrcholov s nepdrnym stupriom je v kazdom grafe ¢islo pdrne.

Ak maé graf v8etky vrcholy rovnakého stupna k, nazyvame ho pravidelnym
grafom stupna k. Je zrejmé, ze kompletny graf K, je pravidelnym grafom stupna
n — 1. 7Z doésledku je zrejmé, ze pravidelny graf neparneho stupia nemoze mat
neparny pocet vrcholov.

Nech pre dant dvojicu vrcholov u a v v grafe G = (V, H) existuje postupnost
vrcholov a hran

Vo, hl, U1, hg, V2,y...,Un_1, hn, Un
kde v; € V pre i = 0,1,2,...,n, pricom vy = u, v, = v a hiy1 = {v;,v;11} pre
i=0,1,...,n — 1. Takato postupnost nazyvame sledom dlzky n medzi vrcholmi

uwawv. Ak u =v (u # v), tak sled je uzavrety (otvoreny). Obvykle na urcenie
sledu zapisujeme iba postupnost vrcholov, teda vovivs ... v,.

Vsimnime si, Ze pre sled sme nepozadovali aby vrcholy (hrany) boli rozne. Preto
medzi dvojicou vrcholov grafu bud existuje nekone¢ne vela sledov, alebo neexistuje
ziadny. Sledy mdzeme rozdelit na nasledujice typy:
tah je sled, v ktorom st vsetky hrany rozne.

Cesta je tah, v ktorom st vietky vrcholy (a tym aj hrany) rozne. Cestu dlzky n
(pocet jej hran) oznacujeme P,.

Kruznica je uzavretd cesta dlzky aspon 3. Kruznica C, dizky n ma prave n
vrcholov. (V8imnite si, Ze uz skor sme zaviedli ten isty pojem inym spdsobom.)

Je zrejmé, ze z kazdého sledu S medzi vrcholmi v a v grafu G moézeme vybrat
cestu, ktora spaja tieto vrcholy.
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Definicia 3.6 Hovorime, Ze graf G je suvisly, ak pre kaZdé dva jeho vrcholy u
a v existuje v fiom sled (cesta) z u do v. Graf, ktory nie je suvisly, sa nazijva
nesuvisly.

Ak v nejakom grafe G zvolime vrchol v, moézeme sa zaujimat o vSetky vrcholy,
do ktorych sa da dostat po sledoch zac¢inajucich vo vrchole v. Tieto vrcholy a hrany,
ktoré s nimi inciduju, tvoria stvisly podgraf grafu G, ktory nazyvame komponent
grafu obsahujici vrchol v. Presnejsia definicia je:

Definicia 3.7 Komponent grafu je kazdy jeho mazimdlny sivisly podgraf (t.j.
taky suvisly podgraf, ktory nie je vlastnym podgrafom iného suvislého podgrafu grafu

Q).
i a d Y/g ]
j i ch f h
(@) (b) (©)
Obr. 3.4

Na obr. 3.5(a) je priklad savislého grafu, zatial¢o na obr. 3.5(b) je priklad nesui-
vislého grafu. Na obr. 3.5(c) je nesuvisly graf s tromi komponentmi. Jeho podgraf
pozostéavajuci z troch vrcholov a, b, d a z dvoch hran {a,b} a {b,d} nie je kompo-
nentom, hoci jeho diagram vyzera rovnako ako diagram komponentu s vrcholmi
e, f, g. Je totiz vlastnym podgrafom komponentu so styrmi vrcholmi a, b, ¢, d.

Suvisly graf mé iba jeden komponent. Rozhodnit, ¢i graf je suvisly, popripade
najst vsetky jeho komponenty, nie je tazké, hoci z diagramu to nemusi byt vzdy na
prvy pohlad zrejmé. Suvislost grafu je typicka globélna vlastnost grafu. Niekedy
sa vSak o nej d& rozhodnut na zaklade lokalnych vlastnosti grafu, teda z vlastnosti
bezprostredného okolia jednotlivych vrcholov a hran.

Veta 3.3 Nech G = (V. H), |V| = n, je graf, v ktorom sicet stupriov lubovolnej
dvojice nesusednijch vrcholov je aspon n — 1. Potom graf G je suvisly.

Veta 3.4 Nech G = (V,H), |V| > 2, je suvisly graf. Potom v grafe G existuji
asponi dva vrcholy také, Ze vynechanim lubovolného z nich sa suvislost neporust.

Artikuléacia je vrchol grafu, ktory ak z grafu vynechame (aj hrany, ktoré s nim
incidujt), porusi sa suvislost grafu (v nestvislom grafe sa zvac¢si pocet komponen-
tov). Hranu s tou istou vlastnostou nazyvame most.
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Veta 3.5 Nech G = (V, H) je konecny suvisly graf s n vrcholmi. Potom plati

n(n—1
n—1<|H|< % .
Predstavme si cestni siet mesta vyjadrenta grafom. Je namieste pytat sa na
najkratsiu dopravni trasu pre jazdu autom z miesta A do miesta B. Takéto a
podobné tvahy vedu k zavedeniu pojmu vzdialenosti v grafe.

Definicia 3.8 Nech G = (V, H) je suvisly graf. Vzdialenost d(u,v) vrcholov u, v
grafu G je dlZka najkratse) cesty spdajajicej vrcholy u a v.

Na vzdialenost v grafe sa mozeme pozerat ako na zobrazenie d : V x V —
N U {0}, ktoré ma nasledujice vlastnosti:

1. d(u,v) > 0; dlu,v) =0 u=wu,

2. d(u,v) = d(v,u),

3. d(u,v) < d(u,z) +d(z,v) previetky zeV.
Tieto vlastnosti st axiémy metriky, preto usporiadanéa dvojica (V,d) je metricky
priestor. Pritom V' je vrcholovd mnozina grafu a d je metrika — vzdialenost vrcho-
lov v grafe. Uvedené vlastnosti sa pri izomorfizme zachovavaji, preto st uzitocné
aj pojmy, ktoré su definované pomocou metriky. Nasledujtuca definicia uvadza nie-
ktoré u nich.

Definicia 3.9 Nech G = (V, H) je suvisly graf.
Exentricita vrcholu v € V je ¢islo
e(u,G) = max d(u,v).
Priemer grafu G je cislo
P(G) = max e(v, G).
Polomer grafu G je cislo
r(G) = mwin e(v, Q).

Stred grafu G je mnoZina vrcholov, ktorijch exentricita je rovnd polomeru.

Poznamka. Priemer grafu G mézeme definovat aj vztahom
P(G) = d :
(G) = max d(u, v)

)

Pre grafy neplati obdoba vztahu medzi prie-
merom a polomerom z geometrickej kruznice.
Napriklad pre graf, ktorého diagram je na
obr. 3.5 je P(G) = r(G) = 2 a stred je cela
vrcholova mnozina. VSimnime si podrobnejsie
vzajomny vztah priemeru a polomeru toho is-
tého grafu.

29

Obr. 3.5
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Veta 3.6 Nech G = (V, H) je suvisly graf. Potom plati

r(G) < P(G) < 2r(G).

3.3 Eulerovskost, hamiltonovskost a planarnost

V 18. storo¢i bolo mesto Konigsberg (dnes Kaliningrad) rozdelené ramenami rieky
Pregel na styri casti. Tieto boli pospajane siedmimi mostami tak, ako je naznacené
na obr. 3.6 vlavo. Obyvatelia mesta riesili nasledovny problém: Je mozné vyjst z
domu, urobit okruzni prechadzku po meste tak, aby bol kazdy most prejdeny prave
raz a vratit sa domov? V tom c¢ase v meste posobil L. Euler a ten problém vyriesil.
Kazdu pevninu nahradil vrcholom grafu a mosty spajajice odpovedajice pevniny
nahradil hranami. Dostal tak graf s nasobnymi hranami, ktory je znézorneny na
obr. 3.6 vpravo. V grafovej terminolégii je teda dana tloha formulovana nasledovne:
Da sa nakreslit diagram daného grafu G = (V, H) jednym uzavretym tahom bez
zdvihnutia ceruzky z papiera tak, aby sme po Ziadnej hrane neprechddzali viackrdat?
Euler podal uplné rieSenie tlohy pre 'ubovolny graf.

Pojmy a vlastnosti, ktoré si uvedieme v tomto paragrafe, sa vyuzivaju pri
rieSeniach praktickych tloh za pomoci teodrie grafov.

= &

Obr. 3.6

Matematicky mozeme ulohu sformulovat takto: D& sa v grafe najst uzavrety
sled, v ktorom sa kazda hrana vyskytuje prave raz? Taky sled nazyvame uzavre-
tym eulerovskym tahom. Graf je eulerovsky prave vtedy, ked obsahuje aspoi
jeden uzavrety eulerovsky tah. Hovorime tiez, Ze graf sa da pokryt uzavretym ta-
hom. D4 sa ukazat, ze eulerovské grafy moézeme jednoznacne charakterizovat bez
toho, aby sme hovorili o tahoch. Plati nasledujuca veta.

Veta 3.7 (Charakteristika eulerovskych grafov.) Graf je eulerovsky prdve
vtedy, ak je suvisly a kaZdy jeho vrchol ma pdrny stupen.

Ak graf nie je eulerovsky, ¢asto nas zaujima minimélny pocet hranovo dis-
junktnych otvorenych tahov, ktorymi sa da pokryt. Pre stvisly graf mézeme najst
minimalne pokrytie p otvorenymi tahmi prave vtedy, ak obsahuje 2p (p > 1) vr-
cholov neparneho stupna. Tieto otvorené tahy zacinaju a koncia vzdy vo vrcholoch
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neparnych stupiov. Ak je graf nestvisly, uvazujeme kazdy komponent zvlast. (Na-
kreslite si znamy ,, doméek® s piatimi vrcholmi a ésmimi hranami jednym tahom.)

Jedna vec je vediet, Ze graf je eulerovsky, to sa da l'ahko zistit, iné je uzavrety
eulerovsky tah najst. Pri hladani uzavretého tahu zaéneme v Tubovolnom vrchole
a po hrane s nim incidentnej prejdeme do nejakého susedného vrcholu. Pouzitu
hranu z grafu odoberieme a postupujeme rovnakym sposobom d'alej aZ sa nakoniec
vratime do vrcholu, v ktorom sme zacinali. Vyber hrany je viazany iba podmien-
kou, aby jej vypustenim nevznikol nestuvisly graf (izolované vrcholy pripustame,
ale Startovaci vrchol sa stane izolovanym az v poslednom kroku).

Hamiltonovska kruznica v grafe G je kruznica obsahujtuca vsetky vrcholy
grafu G. Graf nazyvame hamiltonovsky, ak obsahuje asponi jednu hamiltonovski
kruznicu. Aby bol graf hamiltonovsky, musi byt kone¢ny, stvisly, musi obsahovat
aspon jeden vrchol a nesmie obsahovat mosty ani artikulécie. AvSsak ani splnenie
uvedenych podmienok nezarucuje existenciu hamiltonovskej kruznice. Napriklad
Petersenov graf na obr. 3.7 nie je hamiltonovsky.

Pojem hamiltonovskej kruznice je na prvy po-
hlad podobny uzavretému eulerovskému tahu: Ha-
miltonovskd kruznica mé prechddzat bez opakova-
nia v8etky vrcholy a uzavrety eulerovsky tah vsetky
hrany. Napriek tomu je matematicka obtiaznost oboch
problémov velmi rozdielna. Zatial¢o uzavreté eulerov-
ské tahy su lahko zvladnutelné, problém existencie
hamiltonovskej kruznice je mimoriadne néro¢ny a do-
teraz nepozname ziadnu jednoduchu charakteristiku
hamiltonovskych grafov. Tejto problematike sa venuje Obr. 3.7

velké mnoZstvo matematikov a dosiahli obrov-
ské mnozstvo ¢iastoénych vysledkov, nie vSak nutnt a postacujicu podmienku

existencie hamiltonovskej kruznice. My si uvedieme dve postacujice podmienky.

Veta 3.8 Nech G = (V, H) je graf, |V| = n, n > 3. Ak stupen kazdého vrcholu
grafu je asponi 3, tak G je hamiltonovsky graf.

Veta 3.9 Ak pre lubovolné dva nesusedné vrcholy u,v grafu G = (V, H), |V| = n,
n > 3, plati
d(u) +0(v) >n,

tak graf G je hamiltonovsky.

V diagrame Petersenovho grafu na obr. 3.7 sa niektoré hrany pretinaji. Mozeme
si postavit otazku, ¢i je to nutné. Skuste tento diagram prekreslit. Ak neurobite
chybu, tak sa vam to bez pretinania hran nepodari.
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Definicia 3.10 Graf G = (V, H) je planarny (rovinnyg), ak jeho diagram v rovine
mozZeme zostrojit tak, Ze dve rézne hrany maji spolocné nanajvys krajné vrcholy.
Ak G nie je plandrny, tak ho nazjvame neplanarny.

V pripade planarneho grafu ide teda o moznost
nakreslit jeho diagram pozadovanym spdsobom. Pla-
narny je napriklad graf K, ktorého dva diagramy si
na obr. 3.8, hoci v jednom z nich sa hrany pretinaju.
Diagram bez pretinania hran rozdeluje rovinu na dis-
junktné oblasti (ak obsahuje aspon jednu kruznicu) a
tie budeme nazyvat oblastami planarneho grafu.
Neohranic¢enti oblast nazyvame vonkajsia a vhodnym
prekreslenim diagramu sa da dosiahnut, Ze vonkajSou
oblastou bude hociktora z nich. O oblastiach neméa
zmysel hovorit, ak mame diagram s priese¢nikmi. Mo-
Zeme sa vSak pytat, kol'ko oblasti mé diagram planar-
neho grafu, ak ho znazornime bez pretinania hran.

Obr. 3.8

Veta 3.10 (Eulerova veta o planarnych grafoch.) Nech G = (V, H) je suvisly
plandrny graf. Nech r je pocet oblasti grafu G. Potom plati

H|—|V|+2=r.
Z tejto velmi dolezitej vety moZzeme odvodit nasledujtce zavery.

1. Ak G = (V, H) je suvisly planarny graf, tak |[H| < 3|V| — 6.

2. Ak G = (V, H) je suvisly planarny graf bez trojuholnikov, tak |H| < 2|V|—4.

3. Kazdy planarny graf obsahuje aspon jeden vrchol, ktorého stupen je mensi
ako Sest.

4. Grafy K5 a K33 s neplanarne.

Uvedené grafy K5 a K33 predstavuji najmensie neplanarne grafy. K5 ma naj-
mensi pocet vrcholov a K3 3 najmensi pocet hran zo vSetkych neplanarnych grafov.
Tieto dva grafy hraji velmi doleziti tlohu pri charakterizacii planarnych grafov.
Uvazujme graf G = (V, H) s aspon jednou hranou. Ak z neho vynechame hranu
{u, v} anahradime ju dvoma novymi hranami {u, z} a {z, v}, povieme, Ze novy graf
vznikol rozpolenim hrany. Dva grafy nazveme homeomorfné, ak st izomorfné,
alebo vznikli postupnym rozpolovanim hran (aspoi u jedného z nich) z toho istého
grafu.

Problematiku planarnosti grafov s vyuzitim vyhradne kombinatorickych vlast-
nosti, teda bez odvolédvania sa na kreslenie diagramov, riesi nasledujtca elegantna
veta.

Veta 3.11 (Kuratowského veta.) Graf G je plandrny prdve vtedy, ak neobsa-
huje podgraf homeomorfny s grafom Ks ani s grafom Ks 3.
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Priklad 3.3 V Petersenovom grafe na obr. 3.7 néjdite podgraf homeomorfny
s grafom K33 3. Tym ukéZete, Ze nie je planarny. Moze obsahovat aj podgraf home-
omorfny s K57

Problematika kreslenia diagramov grafov nie je jednoduché, a to ani pre grafy
planarne. Ak st grafy neplanarne, ich diagramy sa daju znézornit len tak, Ze nie-
ktoré hrany sa pretinaju v nekoncovych bodoch. To vedie k skimaniu réznych mier
neplanarnosti grafov. Typickymi prikladmi z praxe, kde sa tieto vysledky inten-
zivne vyuzivaju su tzv. VLSI obvody, ¢o st velmi husto integrované elektronické
prvky pospajané mikrovodi¢mi. Rovinné siete sa pritom skladaji na seba a pre-
pojenia, ktoré sa nedaju urobit v rovine bez pretinania, musia sa realizovat medzi
jednotlivymi vrstvami. Ide pritom o minimalizaciu takych prepojeni a o nahustenie
¢o najviac prvkov do jednej vrstvy.

3.4 1lohy

4.1. Zistite, ¢i existuje kone¢ny graf, v ktorom ziadne dva rézne vrcholy nemaji
rovnaky stupen.

4.2. Je dany graf, ktory ma aspon dva vrcholy a menej hran ako vrcholov. Moze
mat kazdy vrchol grafu stupen aspon dva?

4.3. Nech G je komplementarny graf ku grafu G' a nech G' ma aspon dva kompo-
nenty.
a) Aky je maximalny pocet komponentov grafu G?
b) Aky je priemer grafu G?

4.4. Nech G je suvisly faktor grafu G,. Musi byt graf G5 stvisly?

4.5. Majme graf K, s oznacenymi vrcholmi. Najdite:
a) pocet roznych kruznic v grafe Ky,
b) pocet roznych faktorov grafu Kjy.

4.6. Zistite priemer, polomer a stred Petersenovho grafu.

4.7. Akym najmensim poctom tahov sa da nakreslit Sachovnica?



Kapitola 4

Orientované grafy

4.1 Definicia digrafu

V tejto kapitole sa budeme zaoberat orientovanymi grafmi. Skratene ich budeme
nazyvat nazyvat digrafy. Je to skratka z anglického nazvu directed graph.

Definicia 4.1 Nech V = {vy,vq,...,0,} anech HC (V xV)\ {{v1,v1}, {va, 2},
..y {vn, v, }}. Digraf G je usporiadand dvojica mnozin G = (V, H).

Podobne ako pri neorientovanych grafoch, V' je mnozina vrcholov a H je mno-
zina (orientovanych) hran. Ak hrana h = (u,v) € H, nazyvame vrchol u zacia-
to¢nym a vrchol v koncovym vrcholom orientovanej hrany h. Hrany hy = (u,v)
a hy = (v,u) nazyvame opac¢ne orientovanymi hranami. Pojmy incidencia a
susednost pre vrcholy aj hrany sa pouzivaju v tom istom vyzname ako pri (ne-
orientovanych) grafoch. Podobne v rovnakych vyznamoch sa pouzivaju aj pojmy
ako podgraf (aj ked spravne by sme mali hovorit poddigraf) a faktor.

Definicia digrafu predpokladé orientaciu vsetkych hran. Je mozné si vSak velmi
dobre predstavit aj taky ,graf, v ktorom st orientované iba niektoré hrany a os-
tatné su neorientované (napriklad pri znézorniovani dopravnej situécie v nejakom
meste, kde st jednosmerné aj obojsmerné ulice). My budeme v tomto texte uva-
zovat iba digrafy so vSetkymi orientovanymi hranami.

Definicia 4.2 Dwva digrafy 81 = (Vi,Hy) a 82 = (Va, Hy) sa nazyvaji izo-
morfné, ak ezistuje bijektivne zobrazenie f : Vi — Vi také Ze pre vsetky u,v € V:

(u,v) € Hy < (f(u), f(v)) € Hy.
Zobrazenie f nazyvame izomorfizmom digrafov 81 a 82. Zapisujeme 81 = 82.

Definicia 4.3 Nech Cf = (V, H) je digraf. Oznacme 6% (v), resp 6~ (v) pocet hrdn,
ktorijch vrchol v je zaciatoéngm, resp. koncovym vrcholom. ¢islo 67 (v), resp. §~(v)
nazyvame vonkajsi, resp. vntatorny stupen vrcholu v.
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Nech G = (V, H) vznikne z a = (V, H) zruSenim orientacie. Potom pre kazdy
vrchol v € V plati
6T (v) + 6 (v) =d(v).

Da sa dokézat, Ze pre vrcholy a hrany digrafu 8 = (V, H) plati (pozri vetu 4.1)
Y W)=Y 0" (v) = H]|.
veV veV

V mnohych pripadoch sa ukazuje vyhodné zaviest Specidlne nézvy pre vrcholy

digrafu G = (V, H). Nech v € V, potom ak:
0t (v) =0 (v), tak v je rovnovazny vrchol,
dt(v) >0, 6 (v)=0, tak v je pramen,
0t (v) =0, 0 (v) >0, tak v je astie,
6t (v) > (v) >0, tak v je zosilhovad,
0<o0t(v) <o (v), tak v je zoslabovaé.

4.2 Suvislost a silna stuvislost

Moznost prechodu od digrafu ku grafu prostrednictvom zruSenia orientécie hran
vyuzijeme na definovanie nasledujicich pojmov:
Sled v digrafe G' je postupnost vrcholov a hran v 8, ktora po zruseni orientacie
je sledom v G. Dlzka sledu je pocet jeho hran.
Spojenie v 8 je taky sled v G, v ktorom je zachovana orientacia hran od zacia-
tocéného vrcholu ku koncovému.
Orientovany tah v G je také spojenie v 8, ktoré po zruseni orientécie je tahom
v G (neopakuju sa hrany).
Draha v 8 je také spojenie v 8, ktoré po zruSeni orientécie je cestou v G (ne-
opakuji sa vrcholy). Dlzka dréhy je rovna poctu jej hran.
Cyklus v G je uzavreta draha. Pocet jej vrcholov (hran) je dlzka cyklu.
Poznamka. V digrafe 8 mozeme tiez hovorit o pojmoch tah, cesta, kruznica. Sa
to také sledy v digrafe 8, z ktorych po zruSeni orientacie dostaneme tah, cestu,
kruznicu v grafe G. Nezélezi teda v nich na orientacii hran.

Pozrime sa teraz na pojem suvislosti digrafu 8 Budeme rozlisovat dva druhy,
a to: suvislost a silnti suvislost. Definicia stvislosti je totoZzna s definiciou sivis-
losti v (neorientovanom) grafe. Digraf je teda savisly, ak medzi jeho lubovolnou
dvojicou vrcholov existuje sled. Mozeme to vyjadrit aj takto: Digraf 8 je suvisly,
ak je suvisly graf GG, ktory vznikol zruSenim orientacie v G.

Nech G = (V, H) je suvisly digraf. Pod vzdialenostou 7(u,v) z vrcholu u
do vrcholu v rozumieme dizku nminimalnej drahy z w do v. Ak neexistuje draha

z u do v, tak 7(11,0) = o0.
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Definicia 4.4 Digraf 8 = (V, H) je silne suvisly, ak pre lubovolné dva vrcholy
u,v € V existuje spojenie z u do v aj spojenie z v do u . Silnym komponentom
digrafu G nazgvame kazZdy jeho mazimdlny silne suvisly poddigraf.

Priklad 4.1 Na obr. 4.1 je diagram digrafu, ktory je suvisly, ale nie je silne si-
visly. Neexistuje spojenie napriklad z vrcholu d do vrcholu b. Digraf obsahuje tri
silné komponenty, a to: G = (V4, Hy), 82 = (V2,Hy) a 83 = (V3, Hs), pri¢om
Vi= {CL, f}7 Hy, = {(a7 f)v (f’ a)}7 Vo = {bv ¢ 9, h}7 Hy = {(b7 C)? (Cv h)? (h’ b): (ga h)7
(b,9)}, V3 = {d,e,j} a Hy = {(d,e),(e,7),(j,d)}. Ak by sme pridali k tomuto
digrafu hranu so zaciato¢nym vrcholom v mnozine V3 a koncovym v mnozine V7,
takt ziskany digraf by bol silne suvisly.

a S b .C d 5of
f g h J
Obr. 4.1

Veta 4.1 Pre digraf 8 = (V, H) su nasledugice tri turdenia ekvivalentné:

a) G je silne sivisly.

b) G je suvisly a kaZdd jeho hrana sa vyskytuje aspori v jednom cykle.

¢) Pre lubovolny rozklad {Vi,Va} wvrcholovej mnoZiny V' existuji hrany hy, ho
také, Ze hy md zaciatocny vrchol vo Vi a koncovy vo Va a hy md zaciatoény vrchol
vo Vy a koncovy vo V.

Poznamka. Vyraz, Ze tvrdenia a), b) a c¢) st ekvivalentné znamena: a) plati prave
vtedy, ak plati b), b) plati prave vtedy, ak plati ¢) a a) plati prave vtedy, ak
plati ¢). Ak by sme chceli urobit dokaz vety, sta¢i nam dokazovat tri implikacie, a
to: a)=10b), b)=c) a c)=a).

Veta 4.2 Nech 8 = (V. H) je suvisly digraf, v ktorom pre kaZdy vrchol v € V
plati 6% (v) = 1. Potom 8 obsahuge jeding cyklus.

Ak v Digrafe 8 zmenime orientaciu kazdej hrany na opac¢ni, ziskame opacne

orientovany digraf G~. Zrejme v G~ sa oproti 8 navzajom vymenia vonkajsie
a vnutorné stupne vsetkych vrcholov, vSetky spojenia a cykly zmenia svoju orien-
taciu. Z toho vyplyva, Ze tvrdenie vety 4.2 bude platit aj v pripade, Ze pre kazdy
vrchol v € V predpokladame 6 (v) = 1.

V predchadzajicej kapitole sme sa zoznamili s eulerovskymi a hamiltonovskymi
grafmi. Vac¢sina vlastnosti tychto grafov sa da preformulovat aj pre digrafy. Digraf
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nazveme eulerovsky, ak sa da hranovo pokryt uzavretym orientovanym tahom. Da
sa ukazat, ze digraf je eulerovsky préave vtedy, ak je suvisly a kazdy jeho vrchol
je rovnovazny. Podobne mézeme hovorit o hamiltonovskych cykloch, st to cykly,
ktoré obsahuju vsetky vrcholy digrafu. Digraf je hamiltonovsky, ak obsahuje aspon
jeden hamiltonovsky cyklus.

4.3 Acyklické digrafy

Z doteraz uvedenych vlastnosti digrafov je vidiet, Ze cykly hraju v digrafoch velmi
dolezitt ulohu. Ovplyviuja silnd savislost, rozklad na silné komponenty a majui
zasadny vplyv na moznosti vytvarania réznych spojeni s digrafe. Je napriklad
zrejmé, ze pri zistovani povahy vsetkych moznych vypoctov, ktoré mozu prebiehat
podla zadaného vyvojového diagramu, bude situécia ovela jednoduchsia, ak nepri-
pustime cykly. Teraz preberieme iba zékladné vlastnosti, ktoré budeme potrebovat
pri aplika¢nom vyuziti digrafov.

Definicia 4.5 Digraf 8 = (V, H), ktory neobsahuje cyklus, nazgvame acyklicky
digraf.
Na obr. 4.2 st diagramy troch acyklickych digrafov 81, 82 a 83.

@ A A

3

Obr. 4.2

Ak 8 = (V, H) je acyklicky digraf, je zrejmé, ze aj kazdy jeho poddigraf je
acyklicky. Otazku existencie pramena a tstia riesi nasledujica veta.

Veta 4.3 Nech 8 = (V,H), kde H # 0, je konecny acyklicky digraf. Potom v 8
ezistuje aspon jeden vrchol v € V', pre ktory je §T(v) >0 a 6~ (v) = 0.

Nasledujtca veta je nutnou a postacujicou podmienkou pre to, aby digraf bol
acyklicky. Vyuziva sa napriklad pri oznacovani vrcholov tzv. sietovych grafov, kto-
rymi sa rieSia velké projekty pozostavajice z mnohych rozne navzajom suvisiacich

uloh.

Veta 4.4 Dz’gmfa = (V, H) je acyklickym digrafom prdve vtedy, ak mozZeme jeho
vrcholy oznacit ¢islami 1,2, ..., |V| tak, Ze kaZdd hrana (i, j)spliia podmienku i < j.



Kapitola 5

Grafové algoritmy

5.1 Minimalne cesty a spojenia

V tejto kapitole uvedieme niektoré typické tlohy z praxe, pri rieSeni ktorych sa vy-
znamne vyuziva teéria grafov. Zaroven v niektorych pripadoch uvedieme aj zname
algoritmy na ich rieSenie alebo aspon vhodné heuristicke postupy. Algoritmy bu-
deme povazovat za rijchly, ak je mozné pocet krokov, ktoré algoritmus pri vypocte
vykoné, ohrani¢it konstantnym nésobkom polynomiélnej funkcie. Ak je algorit-
mus rychly, tak so zvacsovanim vstupu algoritmu je narast ¢asu na jeho tspesné
ukoncenie ,,zvladnutel ny“ rychlejsim poéita¢om. V opa¢nom pripade hovorime, Ze
algoritmus nie je efektivny. Zaujemcov o presnejsiu charakteristiku rychlosti prace
algoritmov odkazujeme na knihy: J. Plesnik, Grafové algoritmy, resp. L. Kucera,
Kombinatorické algoritmy zo zoznamu literattiry v zévere.

Jednou zo zakladnych tloh v teérii grafov je najst najkratsiu cestu medzi dvoma
vrcholmi grafu. Takd poziadavka sa vyskytuje v mnohych praktickych aplikaciach
(napriklad pri hladani najkratsieho dopravného spojenia). V takych grafoch sa
hrany oznacuju ¢islami, ktorych vyznam je rézny a zalezi od toho, aka tloha sa
danym grafom riesi.

Majme graf G = (V, H), |V| = n. Nech R je mnozina kladnych realnych ¢isel.
Zobrazenie f : H — R™ nazyvame hranovym ohodnotenim grafu G. Pre kazdu
hranu {v;,v;} € H ¢islo w;; = f({vi,v;}) € R* nazyvame ohodnotenim hrany
{Uiv Uj}'

Podobne definujeme hranové ohodnotenie aj pre digrafy, iba namiesto neoriento-
vanych hran {v;, v;} uvazujeme orientované hrany (v;, v;).

Dizka minimalnej cesty

Predstavme si, ze stvisly hranovo ohodnoteny graf predstavuje nejaki cestnua
siet, v ktorej vrcholy odpovedaji mestam a krizovatkdm a hodnoty hran odpo-
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vedaju vzdialenostiam medzi bodmi reprezentovanymi vrcholmi. V zavislosti od
typu tlohy ohodnotenia hran moézu predstavovat aj ¢as alebo naklady na prepravu
z jedného miesta na druhé. V takom grafe chceme najst najvyhodnejsie ,,spojenia‘“.

Nech S je cesta z vrcholu v; do vrcholu v; v ohodnotenom grafe G. Sucet
ohodnoteni hran cesty S nazveme dizkou cesty S. Pre dva vrcholy v; a v; potom
minimalnu z dizok ciest medzi v; a v; nazveme dizkou minimalnej cesty a
ozna¢ime symbolom d,,(v;, v;).

Pri rieSeni tdloh suvisiacich so vzdialenostou sa najcastejsie stretavame s nasle-
dujtcimi variantmi:

1. pre dané dva vrcholy u, v ohodnoteného grafu urcit vzdialenost medzi u a v,

2. pre dany vrchol w urcit vzdialenosti z v do kazdého vrcholu ohodnoteného
grafu,

3. urcit vzdialenosti medzi vSetkymi dvojicami vrcholov ohodnoteného grafu.

Vzhladom na to, Ze tloha ¢islo 1 je obsiahnutéa v 2. a 3. tlohe, obmedzime sa na
algoritmické riegenia 2. a 3. tlohy. Pre tento pripad (neorientovany graf) uvedieme
Dijkstrov algoritmus, ktory riesi 2. ulohu. RieSenie 3. dlohy si ukdZeme neskor
pre digraf.

Vstupom Dijkstrovho algoritmu je hranovo ohodnoteny graf G = (V,H) a
zaGiatocny vrchol a, od ktorého sa urcuje dlzka minimalnej cesty (vzdialenost)
dy(a,v) k vrcholu v pre vsetky v € V. Pre kazdy vrchol v € V sa zavadza premenna
L(v). Je to &islo, ktoré udava momentélny ,,odhad* dlzky minimalnej cesty z a do
v. Presnejsie, v kazdom momente je d,(a,v) < L(v), ¢o znamena, Ze v priebehu
prace algoritmu sa pre niektoré vrcholy méze L(v) zmenSovat, pre iné sa hodnota
L(v) uz stava pevnou a vtedy je presne rovnéa d,(a,v). Algoritmus pracuje este
s premennou A, ¢o je mnozina ,aktivnych® vrcholov, teda vrcholov s premennou
hodnotou L(v). Na zaciatku je A =V.

V hlavnom kroku algoritmu vyberieme z mnoziny vrcholov s pevnymi hodno-
tami L vrchol v, ktory ma hodnotu L(v) minimalnu, t.j. do ktorého je z vrcholu a
najkratsia vzdialenost zo vSetkych uz znamych vzdialenosti. Potom zistujeme, ¢i
sa cez tento vrchol v moézu skratit doteraz zname nie pevné vzdialenosti do jeho
susedov (vrcholov s este nie pevnou hodnotou L(x)) cez hrany, ktoré ich spéajaju.
Ak &no, prislusné vrcholy dostani mensiu hodnotu L(x).

Algoritmus urcenia minimalnej cesty (Dijkstra)

Vstup: Hranovo ohodnoteny graf G = (V| H), poc¢iatoény vrchol a.
Viystup: L(x) = dy(a,x) pre kazdy vrchol x € V.

1. Poloz L(a) :=0; L(x) := oo pre kazdé z € V \ {a}; A:=V.
2. Ak A =0, STOP,

3. Poloz v :={y € A; L(y) < L(z), z € A} (ak je viac moznosti, zvolTubo-
volnt).
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Poloz A := A\ {v}.

4. Pre vsetky x € A také, ze {v,z} € H poloz

L(z) = min{L(x), L(v) + f({v,2})}.
Skok na krok 2.

Poznamka. Pri praktickom programovani nahradime symbol oo nejakou velkou
hodnotou, o ktorej mame zarucené, ze bude vidsia ako dizka maximaélnej cesty
v G,napr. M =10° + 37, heny f({u,v}).

Poznamenajme este, Ze algoritmus mozeme (len nahradenim neorientovanych
hran {u,v} orientovanymi (u,v)) pouzit aj pre digrafy.
Priklad 5.1 Zistite dlzky minimélnych
ciest z vrcholu a do vSetkych vrcholov

ohodnoteného grafu, ktorého diagram je
na obr. 5.1.

RieSenie. Ziskané hodnoty L(x) pri jed-
notlivych prechodoch cyklami (2-3-4) al-
goritmu si zapisané v nasledujicej ta-
bulke. Podéiarknuté hodnoty st pri vr-
choloch, ktoré sme v 3. kroku zvolili za
vrchol v. St to vlastne definitivne hod-
noty L(v) = dy(a,v) pre vietky v € V.

Obr. 5.1

Poznamka. Néjst konkrétnu po-
stupnost vrcholov a hran cesty s mi-
nimalnou dlzkou z vrcholu a do zvo-
leného vrcholu je mozné ,spatnym‘
chodom, na ktory je prave tabulkovy
zapis priebehu vypoétu velmi vy- 12
hodny. Doporucujeme ¢itatelovi pre- 11
mysliet si tento postup. Ide pritom 11
vzdy o néjdenie predchédzajiceho 10
vrcholu minimalnej cesty, ak postu- 10
pujeme od jej konca.

S
e 8| o

8
o © 8 |a
N 8 8 8a
=% 58 88 8 8l
I~ 1 =1 8 |
o &8 88 8=

Dizka miniméalneho spojenia

Uvazujme suvisly hranovo ohodnoteny digraf 8 = (V,H), to znamena, Ze
kazdej hrane (v;,v;) je priradené kladné realne ¢islo f((v;,v;)) = w;;. Nech K je

spojenie z vrcholu v; do vrcholu v;. Stcet ohodnoteni hran spojenia S nazyvame
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dizkou spojenia ? Pre dva vrcholy v; a v; potom minimalnu z dlzok spojeni z v,
do v; nazveme dizkou minimalneho spojenia a ozna¢ime symbolom jw(vi, ;).
Ak nedodjde k nedorozumeniu, budeme skratene hovorit o vzdialenosti z v; do v;.

Na ohodnotenom digrafe si ukdzeme rieSenie 3. tilohy z predchadzajicej strany,
t.j. ako urcit vzdialenosti medzi vSetkymi dvojicami vrcholov ohodnoteného grafu.
K tomu potrebujeme pojmy cenovd a distancénd matica.

Definicia 5.1 Nech G = (V,H), |V| = n, je hranovo ohodnoteny digraf. Stvorcovi
maticu C = (¢;;) rddu n nazjvame cenovou maticou, ak pre jej proky plati

Wij ak (Ui,’Uj) S H,
Cij = o0, (l]{ (Ui,’l)j) é H,
0, aki=7j.

Definicia 5.2 Nech G = (V. H), |V| = n, je hranovo ohodnoteny digraf. §tvorcovi
maticu D = (d;;) radu n nazgvame diStanénou maticou, ak pre jej proky plati

jw(vi, vj), ak existuje spojenie z v; do vj,
dij =4 o0, ak neexistuje spojenie z v; do vj,
0, aki=j.

Cenova matica sa zo zadaného ohodnoteného digrafu ziska Tahko a sltzi nam
na vypocet diStan¢nej matice (matice vzdialenosti), v ktorej st prehladne zapisané
dlzky miniméalnych spojeni medzi vSetkymi dvojicami vrcholov. Nagim cielom je
teda vypocitat distancnt maticu. Jednym z moznych postupov na jej urcenie je
tzv. Floydov algoritmus, v ktorom Startujeme z cenovej matice a postupnym
,2umocnovanim® ziskame diStan¢nt maticu.

Algoritmus uréenia miniméalneho spojenia (Floyd)

Vstup: Hranovo ohodnoteny digraf 8 = (V, H) s vrcholmi vy, vg, . .., p,.
Vystup: Distanéna matica D = (d;;).

1. Poloz D := C, kde C je cenova matica digrafu 8, teda dg?) = ¢;; pre
vsetky 7,7 =1,2,...,n.
Poloz k := 1.

2. Vytvor maticu D®) = dz(-f) tak, ze

dy = min{d{; "V, dyy " +di V).

3. Ak k =n, STOP (D® = D), inak poloz k := k + 1.
Skok na krok 2.
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Priklad 5.2 Zostrojte distan¢nu maticu di-
grafu 8, ktorého diagram je na obr. 5.2.

RiesSenie. Najprv napiSeme cenovt maticu C
a polozime ju rovna matici D©. Pre k = 1 st
v matici D© prvy riadok a prvy stlpec ,pra-
covné“, a pre prvok dgjl.) zostrojovanej matice
D plati, Ze je rovny mensiemu z dvojice &i-
sel: prvok na tej istej pozicii v matici DO,
resp. sucet prvku v prvom riadku a j-tom

stipci a prvku v prvom stlpci a i-tom riadku. Obr. 5.2
Podobne konstruujeme D@ ... D® = D.
0 1 6 o o 0 1 6 oo
8 0 2 o~ 9 8 0 2 o 9
C = oo oo 0 9 4 =DO DW=| cc o 0 9 4 ,
3 5 oo 0 oo 3 4 9 0 o©
o oo oo 3 0 o oo oo 3 0
0 1 3 oo 10 0 1 3 127
8 0 2 o 9 8 0 2 11 6
DP=]| 0 0o 0 9 4 |, D® = 00 cc 0 9 4 |,
3 4 6 0 13 3 4 6 0 10
o oo oo 3 0 0© o0 oo 3 0
0O 1 3 12 7 0O 1 3 10 7
8 0 2 11 6 8 0 2 9 6
D® — 12 13 0 9 4 , DO =D = 10 11 0 7 4
3 4 6 0 10 3 4 6 0 10
6 7 9 3 0 6 7 9 3 0

Poznamka. Floydov algoritmus sa da bez problémov pouzit aj na hladanie dlzky
minimalnych ciest v neorientovanom grafe. Ak ho nechceme velmi modifikovat,
sta¢i v grafe G nahradit kazda hranu dvojicou opa¢ne orientovanych hrén s rov-
nakym ohodnotenim.

5.2 Minimalna kostra grafu

Kostra grafu je jeho podgraf, ktory obsahuje vSetky vrcholy, je stvisly a neobsa-
huje kruznicu. V neohodnotenych grafoch st rozne kostry daného grafu v zasade
rovnocenné, pretoze vsetky obsahuju rovnaky pocet hran. Konkrétne, kazda kos-
tra suvislého grafu G = (V, H) obsahuje prave |V| — 1 hran. Ina situacia nastane



92 KAPITOLA 5. GRAFOVE ALGORITMY

v hranovo ohodnotenom grafe. V takom pripade mé zmysel hladat kostry grafu,
ktoré maju extremalny (t.j. najmensi alebo najvacsi) sucet ohodnoteni hréan.

Majme stuvisly hranovo ohodnoteny graf G = (V, H). Zo v8etkych kostier grafu
G hladajme taki, ktord mé minimalny stucet ohodnoteni vSetkych jej hran. Je
zrejmé, ze existuje aspon jedna kostra 7= (V, H') s minimalnym sia¢tom ohodno-
teni hran a nazveme ju miniméalnou kostrou grafu G = (V, H).

Problém urc¢enia minimalnej kostry grafu mé svoju motivaciu v praxi. Z nasich
matematikov sa nim ako prvy tspesne zaoberal O. Boruvka zaciatkom 20. rokov
minulého storoc¢ia v suvislosti s navrhom siete pre rozvod elektriny. d'alsiu metdédu
rieSenia navrhol v roku 1930 V. Jarnik, ale zakladné myslienky ich algoritmov
sa vSeobecne rozsirili az po zavedeni pocitacov. My si uvedieme dva jednoduché
algoritmy a to Primov a Kruskalov. Primov je vyhodnejsi pri strojovom spracovani
problému, Kruskalov viac vyuzijeme pri rieSeni malych tloh na cviceniach, ak
budeme riesit tlohy, ktoré nejakym sposobom potrebuji minimélnu kostru alebo
jej modifikaciu.

I. Algoritmus urcéenia minimalnej kostry (Kruskal)

Vstup: Hranovo ohodnoteny graf G = (V, H).
Vijstup: Minimalna kostra T' = (V, H').

1. Zostroj diskrétny faktor T'= (V).

2. Zorad hrany grafu G do neklesajicej postupnosti vzhladom na ich ohodno-
tenia.

3. Do T pridaj z neklesajucej postupnosti prvii hranu, ktord v T nevytvori
kruznicu, a z postupnosti hran ju odober.

4. Ak |H'| = |V]| =1, STOP (T' = (V, H') je minimalna kostra), inak skok na
krok 3.

7 popisaného algoritmu vyplyva, ze ak ohodnotenia vSetkych hréan st navzajom
rozne, tak existuje jedind minimalna kostra grafu G.

II. Algoritmus uréenia minimalnej kostry (Prim)

Vstup: Hranovo ohodnoteny graf G = (V, H), V = {vy,vq,...,v,}.
Vystup: Minimalna kostra T'= (V(T"), H'(T)).

1. Poloz T := (V(T),H(T)), V(T) :={v:}, H(T) := 0.
2. Ak |V(T)| =n, STOP (T je miniméalna kostra).

3. Prev;, € V(T) awv; € V(G) \ V(T') zvolhranu {v;,v;} s minimalnym ohod-

notenim.
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Poloz V(T') := V(T)U{v;}, H(T) := H'(T) U {v;, v;}.
(Ak je viac hran {v;,v;} s rovnakym minimalnym ohodnotenim, z nich majui
najprv prednost hrany s najmensim ¢ a potom s najmensim 7).

Skok na krok 2.

Poznamka. V pripade existencie viacerych minimalnych kostier grafu pri postupe
podla Kruskalovho algoritmu moézeme ziskat ktorukolvek z nich. Primov algorit-
mus produkuje vzdy jedina kostru, ktora je ur¢ena oc¢islovanim vrcholov.

Priklad 5.3 Predpokladajme, Ze mame plan okresu, v ktorom existuje urcita siet
ciest prvej triedy. Je potrebné v zimnom obdobi zabezpecit dopravu tak, aby:

a) lubovolné dve obce boli spojené zjazdnou cestou,

b) naklady na udrzbu ciest boli minimalne.
Majme graf, ktorého diagram je modelom tejto situacie. Hranam priradime hod-
noty nékladov na tudrzbu ciest (napr. v tisickach kortn). RieSenim je kostra grafu
(silnejSie vyznafend) na obr. 5.3, ktorej sucet ohodnoteni hran je 21.

Obr. 5.3

5.3 Problém okruznej cesty

Predstavme si, ze v uréitom meste ma vyjst z posty poStovy dorucovatel, obist
vSetky ulice svojho obvodu a ma sa vratit naspét na postu. Cestu si ma naplanovat
tak, aby bola najkratsia.

S touto situaciou tuzko suvisi problém okruznej cesty, ktory Zziada néjst
v stvislom hranovo ohodnotenom grafe uzavrety sled, ktory obsahuje kazda hranu
aspon raz, a pritom stcet ohodnoteni hran toho sledu je minimalny. Pozaduje
teda také hranové pokrytie grafu, ktorého sucet ohodnoteni hran je minimalny.
Uvazujme nasledujtce pripady.

A. Graf G = (V,H) je hranovo ohodnoteny, a pritom eulerovsky. V tomto
pripade sa graf da pokryt jednym uzavretym tahom, v ktorom sa kazda hrana
grafu vyskytuje prave raz. Stucet ohodnoteni hran toho tahu je rieSenim nasej
tlohy.

B. Graf G = (V,H) je suvisly a ma prave dva vrcholy neparneho stupiia,
nech su to vrcholy u a v. Potom existuje pokrytie grafu jednym otvorenym tahom
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s koncovymi vrcholmi u a v, ktory uz obsahuje vSetky hrany grafu GG. Cesta musi
byt okruzné, a preto z u do v (alebo naopak) musime prejst po niektorych hranach,
ktoré sa uz vyskytli v otvorenom tahu. Pre tito cestu vyberieme zo vSetkych
moznosti taku, ktord dava minimalny sicet ohodnoteni hran. Je zrejmé, ze ak
k stctu ohodnoteni hran otvoreného tahu (vSetkych hran grafu) pridame stucet
ohodnoteni hran minimalnej cesty z u do v, dostaneme okruznu cestu v grafe G
s minimalnym stc¢tom ohodnoteni hréan.

C. Pripad B mo6zeme zovseobecnit. Nech suvisly graf G = (V, H) obsahuje préave
2m (m > 1) vrcholov neparneho stupna. Potom sa da pokryt prave m otvorenymi
tahmi. Kazdy z otvorenych tahov v jednom vrchole neparneho stupna zacina a
v inom kon¢i. Preto pri rieSeni problému vyhladame vSetky vrcholy s neparnymi
stupfiami a snazime sa ich po dvoch pospajat cestami tak, aby stucet hodnoteni
hran tychto m ciest bol minimalny. K tomuto ¢islu pripo¢itame stcet ohodnoteni
vSetkych hran grafu.

Poznamka. Problémom vo viac¢Som grafe moze byt velky pocet vrcholov nepér-
nych stupniov. Najst minimélne cesty medzi vSetkymi vrcholmi neparnych stupnov
grafu G mozeme napriklad Dijkstrovym algoritmom, ale vyhodnejsia je modifikacia
Floydovho algoritmu pre neorientované grafy.

Priklad 5.4 Majme hranovo ohodnoteny graf
G, ktorého diagram je na obr. 5.4. Vrcholy
B,C,D,E maji neparne stupne. Potrebujeme
teda najst dve cesty spajajuce do dvojic tieto Styri
vrcholy tak, Ze stucet ohodnoteni ich hran je mini-
maélny zo vsetkych moznosti. Mame tri moznosti:
ED+BC=9+8=17,
EB+DC=11+10=21,
EC+ BD=10+12 = 22.
Najvyhodnejsi je sucet ciest ED + BC = 17. Ak
k tomu ¢islu pripo¢itame stcet ohodnoteni vset-
kych hran grafu 67, dostaneme hodnotu minimal-
nej okruznej cesty 84. Obr. 5.4

5.4 Problém obchodného cestujiaceho

Majme hranovo ohodnoteny suvisly graf, v ktorom vrcholy predstavuju nejaké
mesta a hrany cestné spojenia medzi tymito mestami, pricom ohodnotenie hrany
predstavuje dlzku prislusného cestného spojenia. Obchodny cestujtci ma vyjst
z jedného pevne zvoleného mesta, prejst vSetkymi mestami prave raz a vratit sa
do pévodného mesta, pricom ma cestu volit tak, aby bola najkratsia.

Ak pouzijeme terminologiu teérie grafov, tak v hranovo ohodnotenom stvislom
grafe G = (V, H) méame najst hamiltonovski kruznicu, ktord méa minimalny sucet
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ohodnoteni hran.

Ak graf nie je hamiltonovsky, tiloha nemé rieSenie. Uz vieme, Ze nepozname
efektivne algoritmy ani na zistenie existencie hamiltonovskej kruznice v danom
grafe, tob6Z na najdenie miniméalnej. My si uvedieme metodu, ktora spolahlivo
riesi problém obchodného cestujtceho, avsak iba v grafoch s malym poc¢tom hran.

Priklad 5.5 Rieste problém obchodného cestujiceho v grafe, ktorého diagram je
na obr. 5.4.

RieSenie. KedZe v hamiltonovskej kruznici nezélezi na po¢iato¢nom vrchole, pred-
pokladajme, Ze obchodny cestujici vyjde z mesta A, mé prejst cez vSetky mesta
B,C,D,E a F prave raz a vratit sa do mesta A. Sucet ohodnoteni prejdenych
hrdn mé byt minimalny.

Na rieSenie problému pouzijeme tzv. rozhodovaci strom. Z vrcholu A mozeme
ist do B alebo do E. Tejto situacii buda v strome odpovedat dve orientované
hrany, a to hrana (A, B) a hrana (A, E). Ak si zvolime cestu do B, mame opéat dve
moznosti: bud podjdeme do C alebo do F'. V rozhodovacom strome potom budi
hrany (B,C) a (B, F). Takto pokra¢ujeme dalej v snahe prejst vSetky vrcholy
prave raz a vratit sa do vrcholu A. Ziskame teda rozhodovaci strom s korenom vo
vrchole A. Ohodnotenia hran grafu z obr. 5.4 moézeme preniest aj do koreniového
stromu, my ich v8ak kvoli prehladnosti na obrazok 5.5 nebudeme zapisovat. Na
obr. 5.5 je rozhodovaci strom, z ktorého je vidiet, ze v grafe existuje préve 6
hamiltonovskych kruznic, a to:

ABCFDEA (1) AEFDCBA (4)

ABCDFEA (2 AEDCFBA (5)

ABFCDEA (3) AEDFCBA (4)
A

BO
C /F F D
FA CL p By ¢ Ci\DF

llF D% o I]il ci i BiFil
K D FA AJ{ C D 3 FAQ cAi/

Obr. 5.5
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Hamiltonovské kruznice (1) a (6), (3) a (5), a tiez (2) a (4) st rovnaké, lisia sa
iba smerom ,,obehu*. Preto dalej uvazujeme iba kruznice (1), (2) a (3) a vypoc¢itame
stcty ohodnoteni ich hran. Kruznica (2) je minimélna so sa¢tom 42 ((1) ma stucet
46 a (3) ma stucet 50). Riesenim nasej tlohy s hamiltonovské kruznice (2) a (4).

Poznamka. Tato metdda rozhodovacieho stromu uz nie je pouzitelna pri hranovo
hustych grafoch s viac ako 20 vrcholmi ani ak nasadime rychle pocitace. Boli vyvi-
nuté niektoré heuristicke metody, t.j. metody ktoré nie vzdy su uspesné, ale dost
Casto tispesné su aj na grafoch az do 100 vrcholov. Napriklad metédu penalizacie
vrcholov mézZe CGitatel najst vo viacerych knihéch zo zoznamu literatury v zéavere.

5.5 Metodda kritickej cesty

Uvazujme ur¢ita siet projektu nejakého vyrobného procesu. Sietovy graf je gra-
fova reprezentacia nejakého projektu pozostavajiceho z navzajom stvisiacich tloh,
ktoré sa musia vykonat v ur¢itom poradi. Je to teda hranovo ohodnoteny sutvisly
acyklicky digraf G = (V, H) s jedinym pramefiom a jedinym tstim. Orientovana
hrana v digrafe G sa pouziva na znazornenie ¢innosti, Sipka na hrane znazornuje
smer pokracovania v projekte a ohodnotenie kazdej hrany je planovany cas trva-
nia prislusnej ¢innosti. Vrchol v G' oznacuje stav, kedy st ukoncené ¢innosti, ktoré
donho vstupuji a mozu zacat ¢innosti z neho vychadzajiace. Predpokladajme, Ze sa
nevyskytuju casové straty. Chceme najst optimdlne casové trvanie celého projektu.

Kritickou éinnostou nazyvame takt ¢innost, predlZenie trvania ktorej (za
predpokladu, Ze v ostatnych ¢innostiach je planovana doba trvania dodrzana) spo-

sobi predlzenie celého procesu. Draha medzi prametiom a Gstim v 8, ktorej kazda
hrana vyjadruje kritickd ¢innost, sa nazyva kriticka cesta.

Vrcholy sietového grafu budeme oznacovat trojicou ¢isel: 4, T'(7) a T"(i) (pozri
obr. 8.6).

¢islo 4 znamena poradové ¢islo pri o¢islovani vrcholov ¢islami od 1 do |V| tak,
ze kazda hrana smeruje z ¢isla mensieho do vacsieho.

¢islo T'(7) vyjadruje minimalnu dobu, za ktord sa da od zaciatku procesu do
prislusného stavu dostat — je to minimalne ¢asové ohodnotenie.

¢islo T"(i) udava posledny mozny ¢as, v ktorom musia zacat vSetky ¢innosti
odpovedajiice hranam vychadzajicim z vrcholu ¢, aby nedoglo k predlzeniu trvania
celého procesu — je to maximalne ¢asové ohodnotenie.

Stru¢ne si popiseme ¢innost algoritmu na hladanie miniméalneho ¢asového ohod-
notenia vrcholov digrafu. Nech st uz oc¢islované vrcholy digrafu. Zaciatok procesu,
t.j. vrchol 1 ma minimalne ¢asové ohodnotenie 0 (7°(1) = 0). Nech ¢ je [ubovolny
vrchol skimaného digrafu 8 Preberieme vsetky vrcholy j, j < 1, také, ze existuje
hrana (j,7). Ak oznac¢ime f(j,7) ohodnotenie hrany (j,4), tak vrchol i ohodno-
time najvacsim z ¢isel T'(j) + f(j,7), t.j. oznacenim ¢asu, v ktorom budt ukonéené
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vSetky ¢innosti konciace vo vrchole 7. Aby sme mohli vrchol ¢ ohodnotit, musia
byt ohodnotené vSetky vrcholy s mensimi poradovymi ¢islami.

Algoritmus minimalneho ¢asového ohodnotenia

Vstup: Hranovo ohodnoteny, suvisly, acyklicky digraf 8 = (V, H) s jedinym pra-
meniom, jedinym ustim a s ocislovanymi vrcholmi od 1 do n = |V| tak, ze pre
kazda hranu (i, 7) je i < j.
Vystup: Minimalne ¢asové ohodnotenie 7'(i) pre kazdy vrchol i.

1. Poloz T'(1) := 0.

2. Poloz 1 := 2.

3. Poloz T'(i) := max{T'(j)+ f(J,)} pre vietky vrcholy j < i, pre ktoré existuje
hrana (j,1).

4. Ak i =n, STOP, inak poloz i := i + 1.
Skok na krok 3.

Algoritmus maximalneho ¢asového ohodnotenia

Vstup: Hranovo ohodnoteny, suvisly, acyklicky digraf 8 = (V, H) s jedinym pra-
meiiom, jedinym ustim a s ocislovanymi vrcholmi od 1 do n = |V| tak, Ze pre
kazdt hranu (7, j) je i < j. Hodnoty T'(7) pre kazdy vrchol.

Vystup: Maximalne ¢asové ohodnotenie 7"(i) pre kazdy vrchol i.

1. Poloz T'(n) :=T'(n).
2. Poloz i :=n— 1.

3. Poloz T"(i) := min{T"(j)— f (4, j) } pre vSetky vrcholy j > 4, pre ktoré existuje
hrana (i, j).

4. Ak i =1, STOP, inak poloz i := i — 1.
Skok na krok 3.

Kaidy vrchol, ktorého minimalne a maximélne ¢asové ohodnotenia st rovnaké
(T'(i) = T'(i)), lezi na nejakej kritickej ceste, iné vrcholy na kritickej ceste nelezia.
K tomu, aby hrana (i, j) lezala na kritickej ceste, musi spliiat podmienky:

1. Vrcholy i, j lezia na kritickej ceste, teda T'(i) = T"(:) a T'(j) = T"(j).

2. Pre ohodnotenie f(i,j) hrany (i,j) plati f(i,j) = T(j) — T() (f(i,4) =

T'(3) = T'(3))-

Priklad 5.6 Najdite kriticka cestu vyrobného procesu, ktory je znazorneny gra-
fom ziskanym z grafu na obr. 5.6, ak v iom vrcholy ,,stiahneme” do malych krizkov
a neuvazujeme Cisla vo vrcholoch.
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Riesenie. Najskor prekreslime diagram tak, Ze vicsie krizky odpovedajtce vrcho-
lom rozdelime na tri ¢asti (pozri obr. 5.6). Do hornych ¢asti o¢islujeme vrcholy tak,
aby kazdé hrana smerovala z vrcholu s mensim ¢islom do vrcholu s va¢sim. Potom
do Tavych casti zapisujeme hodnoty 7'(i), t.j. minimélne ¢asové ohodnotenia. Vo
vrchole 1 je T'(1) = 0. Vo vrchole 2 je to T'(1) + f(1,2) = 0+ 8 = 8, teda T'(2) = 8.
Vo vrchole 3 je: T'(2) + f(2,3) =8+ 10 =18, T'(1) + f(1,3) = 0+ 20 = 20, preto
je T'(3) = 20, atd.

Potom vyplnime hodnoty 77(i), t.j. ndjdeme maximéalne ¢asové ohodnotenia.
Za¢neme vo vrchole 8, tu je 7"(8) = 40. Prejdeme k vrcholu 7, kde 7"(8) — f(7,8) =
40—4 = 36, teda T"(7) = 36. Takto pokrac¢ujeme vzdy k vrcholu s ¢islom o jednotku
mensim a napriklad pre vrchol 3 je: T7'(7)— f(3,7) = 36—5 =31, T'(6)— f(3,6) =
27 — 7 = 20, teda vo vrchole 3 je T(3) = 20, atd. Hrany kritickej cesty st na obr.
8.6 vyznacené silnejsie.

% § 5

4 B
/

5.6 Toky v sietach

Zatneme prikladom. Je dana siet potrubia, pricom potrubie méZze mat rézne prie-
mery a niektoré jeho ¢asti mozu byt aj jednosmerné. Siet potrubia je uzavreta ok-
rem dvoch miest, zaciatku a a konca z, kde tekutina do potrubia vteké, resp. z neho
vyteka. Mame urcit, aké maximélne mnozstvo tekutiny moze sietou za urcéit dobu
pretiect z a do z. Je logické sa zaujimat o maximélny tok (mnozstvo kvapaliny za
jednotku ¢asu). Potrubie a tekutinu sme uviedli iba pre nézornost, ale moze sa
jednat o rdzne prenosové siete a prenaSané médium moze byt tiez rozne. Jednym
z takych prikladov moézu byt aj siete na prenos informacii medzi jednotlivymi
pocitacmi. Pravidla, ktoré uvedieme v dalSej Casti, platia pre vSetky takéto tzv.
transportné siete. Tedriu uvedieme iba pre orientované grafy. Ak niektoré potrubia
st obojsmerné, sta¢i nahradit neorientované hrany dvojicami opacne orientovanych
hran s rovnakymi ohodnoteniami.
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Definicia 5.3 Transportna siet (alebo skrdtene siet) je suvisly, orientovany,
hranovo ohodnoteny graf G = (V, H) splniajiici nasledujiice podmienky:

1. v 5 existuje jediny pramen a,

2. v existuje jediné tustie z,

3. kazdd hrana (i,j) je ohodnotend nezdpornym cislom Cy;, ktoré nazgvame
kapacita hrany (i, 7).

Poznamka. V praxi sa iba zriedkavo stava, ze transportna siet ma jediny premen
a jediné ustie. Napriklad vodovodné potrubie rozvadza vodu z viacerych zdro-
jov a ustia st v kazdej domécnosti. Aby sme mohli takito situdciu matematicky
spracovat, priddme hrany orientované z jedného fiktivneho pramena do vsetkych
skuto¢nych, a tiez hrany zo skuto¢nych tsti do fiktivneho tstia. Kapacity novych
hran uvazujeme nekonecne velké.

Definicia 5.4 Nech 8 je transportnd siet. Tok transportnou sietou je zobrazenie
T :RTU{0} — H, ktoré kazdej hrane (i, j) priradi nezdiporné cislo T;; tak, Ze:

1. pre kazdi hranu (i,7) je T;; < Cyj,

2. pre kaZdy vrchol j rézny od pramena a tustia plati zdkon zachovania toku

cez tento vrchol, teda
1,3
i i

Veta 5.1 Nech T je tok v transportnej sieti 8 Potom tok z pramena je rovny

toku do 1stia, t.J.
Z Tai = Z ﬂz .

Definicia 5.5 Nech T je tok v transportnej sieti 8 cislo
> Tu=) T

nazgvame velkostou toku v sieti 8 Tok T je maximalny, ak pre kaZdy iny tok
T’ plati, Ze jeho velkost nie je vicsia ako velkost toku T .

Priklad 5.7 Na obr. 5.7 je transportna siet s vy-
znacenymi kapacitami hran Cj; (prvé ¢islo na kaz-

b 2,2 c
dej hrane) a s tokmi cez hrany 7;; (druhé ¢islo). 3.2 4,3
Velkost toku je Ty + Tyg = T, +T,. = 5. Je vi- -
diet, ze pre kazdy vrchol okrem a a z plati zakon a9 ' oz
N,/ A
& 2.2 e

zachovania toku, teda kolko donho vtecie, tolko
z neho vytecie. Ak by sme ale zmenili tok hranou
(d,e) na hodnotu 1, uz by neplatil zédkon zacho-
vania toku pre vrcholy d a e a ohodnotenia hran
¢islami 7T;; by sa nemohli nazyvat tokom.

Obr. 5.7
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V tejto jednoduchej transportnej sieti lahko zistime, Ze ak na hranach (a,d),
(d,c) a (¢, z) zvacsime tok o jednotku, zostana v platnosti podmienky kladené na
tok a velkost toku bude T, + 71,4 = 6, teda tiez vicsia o jednotku. Je to spésobené
zvacSenim toku pozdlZ cesty P : adcz. Znamena to, ze povodny tok v sieti nebol
maximélny a bolo mozné ho zvicsit. Nas bude zaujimat prave maximalny tok
v sieti, ako ziskat jeho hodnotu a ako zistit, Ze uz ho nemozno zvacsit.

Zistili sme, 7e ak sa nam podari najst cestu z prameia do ustia, pozdlz ktorej
je mozné zvacsit tok, tak sa zvacsi tok celou sietou. V nasom pripade vSak vsetky
hrany cesty P : adcz boli orientované od pramena k tustiu, teda zhodne s cestou
P. V niektorych sietach je mozné zvicSovat tok aj pozdlz ciest, ktoré obsahuju
aj hrany opaéne orientované vzhl'adom na cestu. O moznosti zviacSenia toku
celou sietou nés informuje nasledujtca veta.

Veta 5.2 Nech P je cesta v transportnej sieti 8 spliiagica podmienky:
1. pre kaZdi zhodne orientovand hranu (i,j) cesty P je T;; < Cy;,
2. pre kaZdi opacne orientovand hranu (i,7) cesty P je 0 < Tj;.
Nech X je mnoZina obsahujica ¢isla C;; — T;; pre zhodne orientované hrany cesty
P a cisla T;; pre opacne orientované hrany cesty P.
Ak A =min X a T* je tok transportnou sietou definovany

Tij ak (i,7) ¢ P,
;=< Ti; +A, ak (i,7) je zhodne orientovand s P,
T — A, ak (i,7) je opacne orientovand vzhladom na P,

tak velkost toku T* je o A wicSia ako velkost pévodného toku T .

Na zéklade tejto vety modZeme zostrojit algoritmus na hladanie maximéalneho
toku v transportnej sieti. Princip jeho ¢innosti spoc¢iva v tom, Ze v transportnej
sieti so zadanymi kapacitami hran za¢neme nejakym tokom (moze to byt nulovy
tok kazdou hranou) a hladdme cestu z prameiia do tstia, pozdiz ktorej je mozné
tok zvacsit. Ak ju ndjdeme, tok zvac¢sime, a opakujeme tento proces znovu. Ako
pomocku pri hladani cesty z a do z pouZzijeme oznacovanie vrcholov usporiadanou
dvojicou znakov, kde prvy znak znamena predchadzajtci vrchol prave oznacova-
ného vrcholu na hladanej ceste P a druhy znak je rovny hodnote, o ktort je mozné
zvacsit tok na ceste P od pramena po prave oznacovany vrchol. Za prevereny vr-
chol povazujeme taky, z ktorého sme uz oznacovali jeho neoznacenych susedov.
Algoritmus ukondi svoju ¢innost aZ ked tok siefou je maximalny. Preco je to tak,
si uvedieme neskor.

Algoritmus maximalneho toku (Ford — Fulkerson)

Vstup: Transportna siet 8 = (V,H), prameil a, Gstie z, kapacity hran C;; pre
kazdta hranu (i, j) a vrcholy ocislované a = vy, vy, ..., v, = z.
Vystup: Maximalny tok 7.
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Poloz T;; := 0 pre kazda hranu (3, j).
Oznac¢ vrchol a usporiadanou dvojicou ( , 00).
Ak je vrchol z oznaceny, skok na krok 6.

Zvoloznaceny, ale neprevereny vrchol v; s najmensim indexom i. Ak taky
neexistuje, STOP (tok je maximélny), inak poloz v := v; .

Nech («, A) je oznacenie vrcholu v. Prever kazda hranu (v, w) a (w, v) (v po-
radi (v, vg), (vo,v), (v,v1), (v1,v),...), kde w je neoznaceny vrchol. Ak pre
hranu (v, w) je Ty < Cyy, 0znaé vrchol w usporiadanou dvojicou

(v; min{A, Cyyy — Ty }) ,

inak hranu (v, w) neoznacuj. Ak pre hranu (w,v) je Ty, > 0, oznaé vrchol w
usporiadanou dvojicou
(v; min{A, T }) ,

inak hranu (w,v) neoznadcuj.
Skok na krok 3.

Nech (v, A) je oznacenie vrcholu z. Nech wy = z, w; = 7. Ak oznalenie
vrcholu w; je (7, A’), poloz w1 := «'. Pokra¢uj az do wy, = a. Teraz

P:a=wwi_1... wwy =z

je hladana cesta z a do z.
Zmen tok pozdlz cesty P takto: Ak hrana h je zhodne orientovanéd s P,
zvy$s jej tok o A, ak je opacne orientovana, zniz jej tok o A. Zru$ oznacenia

vSetkych vrcholov.

Skok na krok 2.

Priklad 5.8 Néjdite maximalny tok v tran-
sportnej sieti z obr. 5.8.

RieSenie. Kazdej hrane priradime tok T;; =
0. Oznac¢ime vrchol a znakom ( ,00). Teraz
oznacCujeme jeho susedov, pricom zachova-
vame ich poradie. Vrchol v; oznac¢ime zna-
kom (a,10) a vrchol vy znakom (a,8). Tym
sa vrchol a stava preverenym. 7 oznacenych a
nepreverenych vrcholov mé minimélny index
vrchol vy, takze teraz sa zaujimame o jeho ne-
oznacenych susedov. Je to jediny vrchol v, a
dostane oznacenie (vq,5). dalsi preverovany
vrchol je wvs.

Obr. 5.8

N

15
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Jeho neoznacené susedné vrcholy vy a vg oznacime rovnako (vy, 5). Teraz z oznace-
nych a nepreverenych vrcholov mé najmensi index vrchol v3. Nema neoznac¢enych
susedov a tym sa stava preverenym. Nasleduje vrchol vy. Jeho jediny neoznaceny
sused vs dostane oznacenie (vy4,5). Teraz preverujeme vs a z neho ozna¢ime iba
vrchol z znakom (vs,5). KedZe vrchol z je uz oznaceny, pokracujeme krokom 6,
kde ziskame cestu P : avivav4052, pozdlz ktorej mozeme zvicsit tok o hodnotu
5. Urobime to a za¢neme cely proces hladania novej cesty z pramena do ustia
odznova. dalsie pokracovania sa daju sledovat na postupnosti diagramov na obr.
5.9.

@10) 50 M) 6,0 (Vz 5) @s5) 55 (w3) 6,0 (,5)
Vi ) V6 V1 V) V(,
10,0 1,0 10,53 1 0
(,%) (V ,5) ,00) V5,7
; 8.0 6.0 ’ ( 8,0 6,5 ( >7)
8,0 15,0
V3 VA!_\ Vs V3 Vi l

(@8) 11,0”(v,,5) 12,0

(a,5)
O

10,5
(,%0)

a

87

A(V4’5)

5.5 (V4,1) 6,0 (V2, )

8,0

T Vs

6,5

10
V()al)

15,12

@8) 1,0 (v,,8) 12,5

(a, 5) 5,5

6,1

(s, 7)

0.

V3

\

RV, v, Vg
(o0
8,0 6,4
15,12
V3 V4 l

(a,1) 11,7 (vs,1) 12,12 12,12

Obr. 5.9

Na vysvetlenie, Zze v momente ukoncenia prace algoritmu je uz dosiahnuty tok
maximalny, potrebujeme nasledujtice pojmy.

Definicia 5.6 Rez (P, P) v transportne;j sieti 8 = (V, H) je rozklad jej vrcholovej
mnoziny na mnozinu P obsahujicu pramen a jej komplement P, ktory obsahuje
ustie. o

Kapacita rezu (P, P) je ¢islo

Yy
i€EP ]E?

_ Rez v sieti je teda l'ubovolné rozdelenie vrcholovej mnoziny V' na mnoziny P a
P, pricomae P,z P,PUP =V a PN P = (). Kapacita rezu je sucet kapacit

vietkych hran, ktoré za¢inaju v P a konéia v P. Hrany z P do P nas pri kapacite
rezu nezaujimaju.
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Veta 5.3 Nech T je tok v transportnej sieti a = (V,H) a nech (P, P) je rez v a.
Potom kapacita rezu (P, P) je vacsia alebo rovnd ako velkost toku T, t.j.

C(P,P)=> ) Ciy>=> Ta.

i€P jcp i

Veta 5.4 Nech T je tok v transportnej sieti 8_: (V,H) a nech (P, P) je rez v a.
Ak ﬁelk’ost’ toku T je rovnd kapacite rezu (P, P), tak tok T je mazimdlny a rez
(P, P) je minimdlny. Naviac

DL Bt

1€P jep

prave vtedy, ak

a) Ty = Cy; pre vietkyi € P aj € P
a zdroven,

b) T;; = 0 pre vsetkyi € P aj € P.

To znamend, 7e ak sa nam v transportnej sieti podarf nijst taky rez (P, P),
ze pre kazda hranu smerujicu z P do P je tok cez hu rovny jej kapacite a tok
kazdou hranou z P do P je nulovy, tak mame minimalny rez a jeho kapacita je zé-
roven rovna maximalnemu toku sietou. Ak si v§imneme, Ze algoritmus na hladanie
maximalneho toku kond¢i prave vtedy, ked uZz nemoZzeme oznacovat dalsie vrcholy,
t.j. ked hrany smerujtce z oznacenych vrcholov do neoznacenych st uz nasytené a
zaroven hrany z neoznacenych vrcholov do oznac¢enych maji nulové hodnoty toku,
tak mozeme vyslovit nasledujicu vetu.

Veta 5.5 V momente skoncenia ¢innosti algoritmus (Ford — Fulkerson) ddva na
vystupe maximdlny tok. Naviac, ak P (P) je mnoZina oznacenych (neoznacenijch)
vrcholov v okamihu ukonéenia ¢innosti algoritmu, tak rez (P, P) je minimdlny.

5.7 tlohy

8.1. V grafe, ktorého diagram je na obr. 5.10(a):
a) Najdite minimalnu kostru.
b) Néjdite maximélnu kostru.
¢) Vypocitajte dizky minimalnych ciest z vrcholu a do ostatnych vrcholov.
d) Rieste problém okruznej cesty.
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(b)
Obr. 5.10

8.2. Vypodcitajte dlzky minimélnych spojeni medzi vietkymi dvojicami vrcholov
v digrafe na obr. 5.10(b).

8.3. V grafe ziskanom zrugenim orientécii hran digrafu na obr. 5.10(b) rieste prob-
lém obchodného cestujticeho.

8.4. Najdite kriticki cestu v sietovom grafe, ktorého diagram je na obr. 5.11.

Obr. 5.11
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Obr. 5.12
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