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Kapitola 1
Teoria CGisel

1.1 Delitelnost, najvacsi spolo¢ny delitel

Definicia 1.1.1 Nech a,b € Z, a # 0. Hovorime, Ze ¢islo a deli ¢&islo b, ozna-
Cujeme a|b, ak existuje také celé ¢islo q, Ze b = aq. Namiesto ,a deli b* hovorime,

v,

Ze b je delitelné cislom a, alebo a je delitel ¢isla b, alebo b je ndsobok cisla a.
Veta 1.1.1 Nech a € I\E], b € Z. Potom ezistuje jedind dvojica celych cisel q,r, Ze
b=aq+ r,pricom0 < r < a.

Cislo v sa nazjva zvySok ¢isla b po deleni cislom a.

Zvysok &isla 195 po deleni &islom 7 je 6, pretoze 195 = 7 - 27 + 6. Cislo —195
po deleni ¢éislom 7 mé zvysok 1, kedze —195 = 7 - (—28) + 1, ¢islo —386 po deleni
Cislom 5 mé zvySok 4, pretoze —386 = 5 - (—78) + 4.

Cislo d sa nazyva spoloény delitel ¢isel a, b, ak d | a a zaroveii d | b. V mnozine
vSetkych spolo¢nych delitelov cisel a, b, existuje najviacsi prvok, ktory nazyvame
najvacsi spolo¢ny delitel ¢isel a,b, ozna¢ujeme nsd(a,b). Plati, ze nsd(a,bd)
sa da napisat ako linedrna kombinacia cisel a,b, t.j. existuju celé ¢isla k,l, ze
nsd(a,b) = k-a+1-b. Akym sposobom vieme najst ¢isla k,! ilustrujme v na-
sledujicom priklade. Este dodajme, Ze ak nsd(a,b) = 1, tak ¢isla a,b nazyvame
nesudelitelnymi.

Priklad 1.1.1 Pomocou Euklidovho algoritmu najdime najvacsi spolo¢ny delitel
danych dvoch ¢isel a potom ho zapisme ako ich linedrnu kombinaciu.

a) 243,765,
b) 2002, 2100,
¢) 7299,1377.

l0¢ N




Riesenie. Euklidov algoritmus na ndjdenie najvicsicho spoloc¢ného delitela
dvoch prirodzenych ¢isel a,b, b > a najdeme na zdklade vety V prvom
kroku najdeme zvysok r ¢isla b po deleni ¢islom a. Teda chceme zapisaf ¢islo b
nasledovne: b = aq + r, pricom 0 < r < a a ¢ je nejaké celé ¢islo. Potom tento
krok opakujeme s tym, ze do b vlozime a a do a vlozime r. Algoritmus kon¢i, ked
tymto postupom ziskame zvysok r rovny 0. Najvacsim spolocnym delitelom ¢isel
a,b je posledny nenulovy zvysok.
Aplikujme tento postup na ¢isla zo zadania.

a) Na zaciatku médme b = 765,a = 243. Najdeme zvySok &isla 765 po deleni
cislom 243. Kedze 765 = 243 - 3 4+ 36, zvolime nové a a b, a to b = 243 a
a = 36. Krok opakujeme, mame 243 = 36 - 6 + 27, potom v dalSom b = 36
a =27 a 36 = 27+ 9. Nakoniec, madme b = 27 a = 9, pricom 27 =9-3 40,
teda nsd(765,243) = 9. Teraz zapiSeme ¢islo 9 ako linedrnu kombinéciu éisel
765 a 243. Z predchadzajucich rovnosti postupne vyjadrime nenulové zvysky
r. Postupujeme od konca. Dostavame

9=36—27=36—(243—-36-6) = —243+36-7 = —243+7-(765—243-3) =
=7-765—22-243.

b) Aplikovanim Euklidovho algoritmu dostdvameme

2100 = 2002 + 98

2002 = 98 - 20 + 42

98 =42-2+14

42=14-3+0.

Teda nsd(2002,2100) = 14.

Vyjadrime nsd(2002,2100) ako linedrnu kombindciu ¢isel 2002 a 2100.

14 =98 —-42-2 =98 — (2002 —-98-20)-2 = —2-2002 +41-98 = —2-2002 +
+41- (2100 — 2002) = —43 - 2002 + 41 - 2100.

¢) 7299 = 1377 - 5 + 414
1377 =414 -3 + 135
414 =135-3+4+9
135 =9-1540.
Teda nsd(7299,1377) = 9.
Vyjadrime nsd(7299, 1377) ako linedrnu kombindciu ¢isel 7299 a 1377.
9=414—-135-3 =414 — (1377 —414-3)-3=—-3-1377+ 10 - 414 =
=-3-1377+10- (7299 — 1377 - 5) = —53 - 1377 + 10 - 7299. [

Ulohy
1.1 Pomocou Euklidovho algoritmu najdite najvacsi spolo¢ny delitel danych dvoch

Gisel a nasledne ho zapiSte ako ich linedrnu kombindciu.

a) 2016, 927,
b) 164,48,



¢) 1404, 1920,
d) 731,195.

Vysledky

1.1 a) nsd(2016,927) = 9 = 87 - 927 — 40 - 2016,

b) nsd(164,48) =4 =5- 164 — 17 - 48,
¢) nsd (1404, 1920) = 12 = 49 - 1920 — 67 - 1404,
d) nsd(731,195) =1 =15-195 — 4 - 731.

nsd

1.2 Kongruencie

Definicia 1.2.1 Nech n € N. Hovorime, Ze dve celé ¢isla a,b su kongruentné
modulo n, a = b (mod n), prdve vtedy, ked ¢isla a aj b maji rovnaky zvysok po
deleni cislom n.

Medzi kongruenciami platia urc¢ité vztahy. Tie, ktoré budeme pouzivat, uvedieme
priamo v priklade.

Priklad 1.2.1 Aky je zvySok ¢isla 2355'24% po deleni ¢islom 87

RieSenie. Vieme, Ze 2355 = 3 (mod 8).
Pouzijeme tvrdenie, ze pre lubovolné k € N plati:

aka = b ( mod n), taka* = b* ( mod n). (1.1)

Chceme zvolit (ak sa d4) konstantu k tak, aby ¢islo 3¥ malo ,,pekny* zvysok po
deleni &fslom 8, napriklad 1. Nech k = 2. Potom dostdvame 23552 = 1 (mod 8).
Predchéadzajici vztah pouzijeme este raz. Teraz zvolime mocninu & takd, aby sme
sa priblizili k ¢islu 2355'24%. Nech k = 622, dostavame (23552)%22 = 1622 (mod 8),
teda 235524 = 1 (mod 8).

Pre nenulové ¢ plati:

aka=Db ( mod n),taka-c=b-c ( mod n). (1.2)

Zvolme ¢ = 2355, mame 23551244 . 2355 = 1 - 2355 (mod 8) a kedze ¢&islo 2355
mé zvy$ok 3 po deleni &islom 8, tak aj ¢islo 23551245 m4 zvysok 3 po deleni &islom
8. [

Priklad 1.2.2 Ukazme, Ze ¢slo 19992022 konéf ¢islom 1.

8



Riesenie. Ak mame pretransformovat nasu tlohu na tdlohu tykajicu sa zvyskov,
tak ukézat, ze nejaké cislo kondi ¢islom 1 je to isté ako ukézat, ze toto ¢islo ma
zvySok 1 po deleni ¢islom 10. Vieme, ze 1999 = 9 (mod 10). Kedze éislo -1 ma

zvySok 9 po deleni ¢islom 10, mézeme pisat tiez 1999 = —1 (mod 10). Vyuzitim
vztahu 1.1} dostdvame 19992022 = (—1)2°22 (mod 10), t.j. 19992922 = 1 (mod 10),
¢o sme chceli ukazat. [

Priklad 1.2.3 Uk4zme, ze ¢islo 171 + 1917 je delitelné ¢islom 36.

RieSenie. Ukézat, ze ¢islo 17 4 1917 je delitelné ¢islom 36, znamend ukézat,
ze ¢islo 1719 + 1917 m4 zvysok 0 po deleni éislom 36. Plati, ze ak nejaké ¢islo je
delitelné dvomi navzajom nestdelitelnymi ¢islami, tak je delitelné tiez ich sticinom.
V nasej tlohe, ak ¢islo je delitelné ¢islom 4 a stiasne je delitelné aj ¢islom 9 (4 a
9 s nesudelitelné ¢isla), tak je delitelné aj ¢islom 36. Vieme, ze 17 = 1 (mod 4) a
19 = —1 (mod 4). Teda 17' = 1'% (mod 4) a 19'7 = (=1)'7 (mod 4).

Plati tvrdenie:

aka =b (mod n)a zirovenic =d ( mod n),taka+c=b-+d ( mod n). (1.3)

Na zéklade tohto vztahu dostdvame 17'° + 1917 = 1 + (—1) (mod 4). Teda
17 + 1917 = 0 (mod 4). To znamena, ze &slo 1719 + 1917 je delitelné ¢islom
4. Podobne ukézeme delitelnost deviatimi. Vieme, ze 17 = —1 (mod 9) a tieZ
19 =1 (mod 9), potom 17 = (—1) (mod 9) a 1917 = 1'7 (mod 9). Dostavame
1719 41917 = (=1) + 1 (mod 9). Teda 1719 + 1917 je delitelné aj ¢islom 9. L]

Priklad 1.2.4 VyrieSme linedrnu kongruenciu
a) 2-z =4 (mod 6),
b) 171 -z =2 (mod 263).
RieSenie. Ulohu vyriedime pomocou nasledujiicej vety:

Veta 1.2.1 Nech a,b € Z, m € N. Nech m { a. Potom a -z = b (mod m) md
rieSenie prdave vtedy, ked nsd(a,m) | b.

A ako vyzeraju tieto riesenia? Plati, Ze ak nsd(a,m) = k-a+1-m, tak k- n#
sd(a,m)
je rieSenie kongruencie. A ak nejaké ¢islo r je riesenie kongruencie, tak r — ﬁ

ar-+ ) je predchidzajtcim resp. nasledujicim rieSsenim kongruencie.

_m
nsd(a,m

a) V kongruencii 2 -z = 4 (mod 6) je a = 2,b = 4,m =6, 6 1 2, nsd(a,m) =
= 1nsd(2,6) = 2 a 2 | 4. Kedze nsd(2,6) =2 =2-1+6-0, mdme k = 1

a k~m = 2 je riesenim danej linearnej kongruencie. Potom rozdiel dvoch
za sebou iducich rieseni je nsdzg = g =3.Tedaze{...,—5,-1,2,58,...}.

Ne)



b) V kongruencii 171 - x = 2 (mod 263) je a = 171,b = 2, m = 263. Pouzi-
tim Euklidovho algorltmu dostaneme nsd(a,m) = 1 = 20 - 171 — 13 - 263.

Teda kK = 20 a &k - W
Potom rozdiel dvoch za sebou idtcich rieseni je
x € {...,—486,—223, 40, 303, 566, 829, . .. }.

m
nsd(a,m)

Ulohy

1.1 Urcte poslednau ¢islicu ¢isla
a) 765%7,
b) 247742
c) 123347
d) 355477,
1.2 Aky je zvySok ¢isla 35547 po deleni éislom 97

1.3 Vyrieste linearnu kongruenciu
a) 243 -z =4 (mod 625),

)
)
d) 10- 2z =2 (mod 12),
e) 6-z=1 (mod 10),
f) 4-2=1 (mod 5),
g) 7-x =46 (mod 21).
Vysledky
1.1 a) 5,
b) 9,
c) 7,
d) 5.
1.2 8
1.3 a) x =553 (mod 625),

)
b) z = 37 (mod 101),
c¢) z =3 (mod 5),
d) z =5 (mod 6),
e) neexistuje riesenie,
f) £ =4 (mod 5),

)

g) neexistuje riesenie.

10
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Kapitola 2

Mnoziny a binarne relacie

2.1 Zakladné pojmy tedrie mnozin

Priklad 2.1.1 Mnoziny zapisujeme pomocou charakteristickej vlastnosti, ktord
maju jej prvky alebo priamo vymenovanim prvkov. Napriklad, mnozinu A prvoci-
sel, nie vadsich ako 20, vieme zapisat ako mnozinu A = {z € N; 2 < 20 a x je prvodislo}
alebo vymenovanim vsetkych prvkov A = {2,3,5,7,11,13,17,19}. n

Definicia 2.1.1 Hovorime, Ze mnozina A je podmmnoZina mnoziny B, A C BEL
prdave vtedy, ked kazdy prvok mmnoziny A je aj prvkom mnoZiny B.

Priklad 2.1.2 Uvedme priklady podmnozin.
{3,8} € {2,3,4,5,8,11,12},
@ g {aa bu c, d}7
{4,010 {0, AL, {{b} . {a, c}} € {{a}, {b} . {a,c} {a,b,c}}.

Definicia 2.1.2 Potené¢nd mnoZina mnoziny A, P(A), je mnoZina vsetkijch
podmnozin mnoziny A.

Priklad 2.1.3 Nech A = {a,b,c}.
Potom P(A) = {0, {a},{b}.{c},{a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c}}. "

Na nasledujicom priklade si zopakujme operacie s mnozinami.

Priklad 2.1.4 Majme mnoziny A = {1,2} a B = {2,3,4}, pricom univerzilna
mnozina je mnozina prirodzenych ¢isel. Potom

zjednotenie mnozin A a B je mnozina AU B = {1,2,3,4},

prienik mnozin A a B je mnozina AN B = {2},

rozdiel mnozin A a B je mnoZina A — B = {1},

INiektor{ autori pouzivaji na oznacenie podmnoziny symbol C.
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rozdiel mnozin B a A je mnozina B — A = {3,4},

doplnok mnoziny A je mnozina A = {3,4,5,6,7,...},

doplnok mnoZiny B je mnozina B = {1,5,6,7,...},

symetrickd diferencia mnozin A a B je mnozina A + B = {1, 3,4},

symetrickd diferencia mnozin B a A je mnozina B + A = {1, 3,4},

karteziansky su¢in mnozin A a B je mnozina A x B = {(1,2),(1,3), (1,4),(2,2),

(2,3),(2,4)},
kartezidnsky siéin mnozin B a A je mnozina B x A = {(2,1),(3,1), (4,1),(2,2),

(3,2),(4,2)}. .

Definicia 2.1.3 Rozklad mnoZiny A je systém mnozin {Ay, As,... A}, pre
ktory plati:

ATUAU...UA, =A

A;NA;=0prei,je{l,2,...,n},i #j.

Priklad 2.1.5 Mnozina {{7},{2,5},{4,8},{1,3,6,9}} je jednym z moznych roz-
kladov mnoziny A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} ]

Ulohy

2.1 Napiste prvky mnoziny:
a) A={z eN; —13 < -2z — 1< 3 a x je parne},
b) B={z €Z; x =0 (mod 4)},
c) C={(z,y) €EZx7Z; 2> =yay<11}.
22Nech A={z€Z; =0 (mod 2)}, B={zeN; <5}, C={-3,-2,—-1,0,
1, 2,3}. Napiste prvky mnoziny:
a) AUBUC,
b) AnNBNC,
c) An(C - B),
d) (AnB)+C,
e) C+(C+B).

2.3 Nech A ={a,b,c} a B ={1,2}. Napiste prvky mnozin A x A, A X B, B x A.

2.4 Napiste prvky poten¢nej mnoziny P(A) mnoziny:

a) A=1{1,2},
12



b) A ={a,b,c, d}.

2.5 Najdite vSetky rozklady mnoziny:

a) A= {12},
b) B ={a,b,c}.
Vysledky
2.1 a 2,0,2,4},

) {—
b) {...,—8,-4,0,4,8,...},
c) {( 0), (=1,1),(1,1),(~2,4),(2,4),(=3,9), (3,9)}.
2.2 a) AU{-3,—1,1,3,5},
b) {2},
) {-2,0},
d) {-3,-2,-1,0,1,3,4},

e) B.

C

2.3 Ax A={(a,a), (a,b), (a,c), (b.a), (5,0), (b,0), (c,a), (¢, ). (c. )},
A x B=1{(a,1),(a,2),(b,1),(b,2),(c,1),(c,2)},
Bx A={(1,a),(1,b),(1,¢),(2,a),(2,b),(2,¢)}.

2.4 a) {0,{1},{2},{1,2}},
b) {0, {a}, {b}, {c}. {d}, {a,b},{a, c},{a,d}, {b,c}, {b,d}, {c,d}, {a, b, c},
{a,b,d},{a,c,d}, {b,c,d}, {a,b,c,d}}.

2.5 a) {{0,{1,2}}, {1}, {2}}},
b) {{0,{a,b,c}}, {{a}, {b}, {c}}, {{a}, {b, c}}, {{b}, {a, c}}, {{c}, {a, b}}}.

2.2 Binarne relacie a ich vlastnosti

Definicia 2.2.1 Bindrna reldcia z mnoZiny A do mnoZiny B je lubovolnd
podmnozina R kartezianského sucinu A x B. Ak uvaZujeme bindrne reldcie, v kto-
rych A = B, teda R C A x A, tak hovorime, Ze R je bindrna reldcia na
mnoZine A.

Ak (a,b) € R, hovorime, Ze prvok a je v reldcii R s prvkom b. Zapisujeme aRb.
Analogicky namiesto (a,b) ¢ R piseme aRb.

13



Definicia 2.2.2 Bindrna reldcia R na mnoZine M sa nazjva
reflexivna prdve vtedy, ked (Vx € M)zRx

symetrickd prdve vtedy, ked Vo,y € M) [t Ry = yRax]

(
antisymetrickd prive vtedy, ked (Vz,y € M) [(xRy A yRz) = = =y
(

tranzitivna prdve vtedy, ked Va,y,z € M) [(xRy AyRz) = 2Rz]

Definicia 2.2.3 Reldcia R na mnozine M sa nazjva ekvivalencia prave vtedy,
ked je reflexivna, symetrickd a tranzitivna.

Veta 2.2.1 Kazdd ekvivalencia R na mnoZine A urcuje rozklad tejto mnoZiny a
kazdy rozklad mnoZiny A definuje ekvivalenciu.

Trieda rozkladu mnoziny A podla ekvivalencie R, ktord obsahuje prvok = € A,
[*]®, je mnozina vSetkych prvkov z A, ktoré si v reldcii s prvkom z. Teda

[z]r = {y € A;2Ry}.

Priklad 2.2.1 Majme reldciu R na mnozine M = {1,2,3,4,5} definovant nasle-
dovne: 2Ry < |z — y| = 3. Vymenujme prvky reldcie R a uréme, ¢i je reflexivna,
symetrickd, antisymetrickd, tranzitivna.

RieSenie. Prvkami relicie R st vSetky usporiadané dvojice (z,y) € A x A pre
ktoré plati |z —y| = 3. Teda R = {(1,4),(1,5),(2,5),(5,2),(5,1),(4,1)}. Kedze
ziaden prvok z mnoziny M nie je v reldcii sdm so sebou, dand relacia nie je ref-
lexivna. Reldcia je symetrickd, pretoze ak (z,y) € R, tak aj (y,z) € R. Reldcia
nie je antisymetrickd, lebo (1,4) € R aj (4,1) € R, ale (1,1) ¢ R. R nie je ani
tranzitivna, lebo (1,5) € R aj (5,2) € R, ale (1,2) ¢ R. "

Priklad 2.2.2 Na mnozine M = {1,2,3,4,5} je dand reldcia S = {(1,2), (2, 3),
(4,4),(5,5)}. Uréme, ¢ reldcia S je reflexivna, symetrickd, antisymetricka, tranzi-
tivna. Uréme najmensiu ekvivalenciu € na mnozine M, ktord obsahuje relaciu S a
urc¢me rozklad mnoziny M urceny ekvivalenciou €.

Riesenie. Relécia S nie je reflexivna, lebo napr. pre 1 € M je (1,1) ¢ S (t.j. 1S1).

Rel4cia nie je ani symetrickd, kedze (1,2) € S, ale (2,1) ¢ S.

Pretoze podmienka (z,y) € S a (y,x) € S nie je splnend pre ziadne z,y € M,
implikdcia ((z,y) € S A (y,x) € §) = x = y plati pre lubovolné z,y € M, takze
relacia je antisymetricka.

Nakoniec, reldcia nie je ani tranzitivna, lebo (1,2) € S aj (2,3) € S, ale
(1,3) ¢ S.

Relécia S nie je ekvivalencia, lebo nie je reflexivna, symetrickd a tranzitivna.
Najmensiu ekvivalenciu € ndjdeme pridanim minimalneho poétu usporiadanych
dvojic tak, aby vzniknuta relacia mala vlastnosti ekvivalencie.
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Reldcia S bude reflexivna, ak do S priddme usporiadané dvojice (1,1),(2,2),
(3,3). Po pridani dvojic (2,1),(3,2) bude vzniknutd reldcia aj symetrickd. A na-
koniec pridanim usporiadanej dvojice (1,3) (a potom, aby zostala symetricks, je
nutné pridat aj (3,1)) je reldcia aj tranzitivna. Teda relacia e = SU{(1,1), (2,2),
(3,3), (2,1),(3,2),(1,3),(3,1)} je reflexivna, symetrickd a tranzitivna a navyse je
to najmensia relacia s tymito vlastnostami obsahujica relaciu S.

Nakoniec najdeme triedy rozkladu mnoziny M podla ekvivalencie e. Trieda
rozkladu [z]. prislichajica prvku x € M obsahuje vSetky prvky mnoziny M,
ktoré st s prvkom z v reldcii €, t.j.

[z]e = {y € M;zey}.

Teda [1]. = {1,2,3} = [2] = [3].. KedZe prvok 4 je v reldcii iba sdm so sebou a
to isté plati aj o prvku 5, tak [4]. = {4}, [5]c = {5}. Rozklad mnoZiny M uréeny
ekvivalenciou ¢ je {{1,2,3}, {4}, {5}}. L]

Priklad 2.2.3 Urcéme, ¢i relacia 7 na mnozine Z, ktord je definovana takto:
2Ty < x4y <1, je reflexivna, symetrickd, antisymetrickd, tranzitivna.

Riesenie:

Nech x € Z. Reldcia T nie je reflexivna, lebo napr. pre x = 3 neplati, Ze
3+3 <1, teda 373.

Nech z,y € Z. Ak z +y < 1, tak aj y + = < 1, kedze s¢itanie je komutativne.
Relacia T je symetricka.

Nech z,y € Z. Ak x +y < 1 a zaroven y + x < 1, tak nemus{ byt x = y. Staci
zobrat x = —7 a y = —9. Teda reldcia 7 nie je antisymetricka.

Nech z,y,z € Z. Ak x+y < 1 a zéroven y+ z < 1, tak z toho nemusi vyplyvat,
7e x+ z < 1. Staci vziat x = 2, y = —11, z = 8. Teda reldcia T nie je tranzitivna.m

Priklad 2.2.4 Relicia S na mnozine R je definovana takto: xSy < y = 2zx.
Ur¢me, ¢i relacia S je reflexivna, symetricka, antisymetricka, tranzitivna.

Riesenie: Reldcia S na mnozine R je reflexivna prave vtedy, ked
(Vz € R)z = 2x.

Kedze pre vsetky = # 0 nie je pravda, ze z = 2z, relicia S nie je reflexivna.
Reldcia § na mnozine R je symetricka prave vtedy, ked

(Vz,y e R) [y = 20 = = = 2y].
Napriklad pre x = 3 ay = 6 je 6 = 2-3 a zdroven 3 # 2 - 6, reldcia S nie je
symetricka.

Relacia & na mnozine R je antisymetricka prave vtedy, ked

Ve,y eR)[(y=2xha=2y) =z =y
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Z rovnic y = 2z a x = 2y vyplyva, ze y = 4y, ¢o plati prave vtedy, ked y = 0. Ale
potom aj x = 0, teda z = y. Relacia S je antisymetricka.
Relédcia S na mnozine R je tranzitivna prave vtedy, ked

(Vo,y,z € R) [(y =22 Az = 2y) = z = 2x].

Napriklad ak zvolime x = 3, tak y = 6. Potom z = 2.6 = 12. Ale 12 # 2. 3.
Relacia S nie je tranzitivna. m

Priklad 2.2.5 Zistime, ¢i bindrna reldcia R je ekvivalencia na danej mnozine. Ak
ano, uréme triedy rozkladu mnoziny podla ekvivalencie

a) R={(z,y) € Zx Z,z = y(mod 4)},

b) R={(z,y) €ZxZ, x|y}
Riesenie. Relicia na danej mnozine je ekvivalencia prave vtedy, ked je reflexivna,

symetrickd a tranzitivna. Ak reldcia nemd niektord z tychto vlastnosti, nie je ek-
vivalencia.

a) Zéapis xRy < x = y(mod 4) znamend, zZe dve celé ¢isla x a y sd v relacii R
prave vtedy, ked z a y maji rovnaky zvysok po deleni ¢islom 4.

(Vz € R)z = z(mod 4).

Reldcia R je reflexivna, lebo pre kazdé celé ¢islo x plati, ze = a = maja
rovnaky zvysok po deleni ¢islom 4.

(Vz,y € R) [z = y(mod 4) = y = z(mod 4)].

Relacia R je symetrickd, lebo pre lubovolné dve celé ¢isla x,y plati, ze ak
x a y maji rovnaky zvysok po deleni ¢islom 4, tak aj y a x maji rovnaky
zvySok po deleni ¢islom 4.

(Vz,y,z € R) [(z = y(mod 4) Ay = z(mod 4)) = x = z(mod 4)].

Relacia R je tranzitivna, lebo pre vsetky celé ¢isla x,y, z plati, ze ak x a y
maju rovnaky zvysok po deleni ¢islom 4 a zaroven y a z maji rovnaky zvySok
po deleni ¢islom 4, tak aj x a z maji rovnaky zvysok po deleni ¢islom 4.
Kedze dana reldcia je ekvivalenciou, tak urcime rozklad mnoziny Z urceny
touto relaciou. Najprv napiSeme triedu ekvivalencie [k]g pre nejaké k € Z.

[klr = {x € Z; 2Rk} = {x € Z; z = k(mod 4)}.

V tejto mnozine si teda vsetky celé Cisla, ktoré maji rovnaky zvysok po
delen{ ¢islom 4 ako éislo k. Teda [k]g = {...,k =12,k =8, k — 4, k, k +
+4,k+8, k+12,...}. Ozna¢me tuto mnozinu k. Dosadme za k konkrétne
¢isla.
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., —12,-8,-4,0,4,8,12,...} = {4; L € Z} = 0.

Oz ={

Mg ={..,~11,-7,-3,1,5,9,13,...} = {4l + 1; € Z} =T

2l = {...,—10,-6,-2,2,6,10,14,...} = {4l + 2; | € Z} = 2.
Blr ={...,~9,-5,-1,3,7,11,15,...} = {4l + 3; | € Z} = 3.

Mnoziny 0, 1, 2, 3 tvoria rozklad mnoZiny Z. Ozna¢me mnoZinu tried ekvi-
valencie Z4y = {0, 1, 2, g}lﬂ MnoZina Z4 sa nazyva mnoZinou zvyskovych
tried mnoziny Z podla modulu 4|ﬂ

b) Reldcia R na mnozine Z nie je ekvivalencia, lebo nie je symetrickd (napr. 1
deli 2, ale 2 nedeli 1). n

Ulohy
2.1 Nech A = {1,2} a B = {—1,0,1}. N4jdite prvky relicie R z mnoziny A do
mnoziny B, ktora je definovand takto: aRb< a > b+1,kdeac Aabe B.

2.2 Majme reldciu R na mnozine {1,2,3,4,5,6,7} definovant:
a) (v,y) ER <4 (x —v), b) (z,y) E R & x+y=5.
Vypiste prvky relacie R.

2.3 Su relacie R z predchadzajicej tlohy reflexivne, symetrické, antisymetrické,
tranzitivne?

2.4 Nech A = {1,2,3,4}. Zistite, ¢irelacia R = {(x,y) € AxA: x|y} jereflexivna,
symetricka, tranzitivna.

2.5 Na mnozine M = {1,2,3,4} su dané reldcie 71, 72, T3. Urcte, ktoré z nich st
reflexivne, symetrické, antisymetrické, tranzitivne. Najdite najmensiu ekviva-
lenciu ; na mnozine M, ktord obsahuje relaciu 7; pre i = 1,2, 3.

a‘) T = {(17 1), (17 2)7 (2 2)7 (37 3)7 (474>}7
b) T2 ={(1,1),(1,2),(2,1),(2,3),(3,1),(3,2)},
c) Ts={(1,2),(2,3)}.

2.6 Zistite, ¢i nasledujuce binarne reldcie st na danych mnozinach reflexivne, sy-
metrické, antisymetrické, tranzitivne.

a) R ={(z,y) e NxN: x|y},
b) R ={(z,y) e NxN:x|ya zédroveny |z},

2Pre m1 a ma (m1 # ma2) a pre konkrétne k plati, ze v mnozindch Z,, a Zy,, st mnoziny k
rozne.

3Vo vseobecnosti, ak m € N, tak mnozina Z, = { 0, 1, 2, ..., m— 1}, kde pre
ke {0,1,2,..m—1}jek = {....k—3m, k—2m, k —m, k, k +m, k 4+ 2m, k + 3m,...}
sa nazyva mnozina zvyskovych tried mnoziny Z podla modulu m.
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c) R={(v,y) €EZXZ:y=1x+3},

d) R={(z,y) €EZXZ:y=x?},

e) R={(x,y) e NxN; 2=y (mod 4)},
f) R={(z,y) €ZxZ:x-y=1 (mod 2)},
g) R={(z,y) e RxR:z+y=1000},
h) R ={(z,y) € RxR:x+3y < 10},

i) R={(z,y) € ZXZ:x+y je parne},
j) R={(z,y) € Nx N:z+y je nepirne},
k) R={(z,y) €Z xZ:4x =y (mod 3)},
1) RnaN:zRy < nsd(z,y) =1

m) RnaZ:zRy < |z —y| 21,

n) RnaR:zRy < |z —y| < 1.

2.7 Zistite, ¢i relicie R na mnozine Z si ekvivalencie. Ak dno, najdite prislusny
rozklad mnoziny Z urceny touto reldciou.
a) 2Ry & x Sy, b) 2Ry & x =y?,

¢) 2Ry < 3| (z +vy), d) zRy < x=y (mod 5),
e) 2Ry < = —y je parne, f) 2Ry < z|(y+3).

Vysledky

2.1 R = {(1,-1),(1,0), (2, —1),(2,0), (2, 1)}.

2.2 a) R={(1,1),(1,5),(2,2),(2,6),(5,1),(6,2),(3,3),(3,7),(7,3)(4,4), (5,5),
(6,6),(7,7)},
b) R ={(1,4),(4,1),(2,3),(3,2)}.
2.3 a) Je reflexivna, symetrickd aj tranzitivna, nie je antisymetricka.
b) Je symetrickd, nie je reflexivna ani antisymetrickd ani tranzitivna.
2.4 Je reflexivna aj tranzitivna, nie je symetricka.
2.5 a) je reflexivna, antisymetrickd aj tranzitivna, nie je symetricka,
e1 =T U{(2,1)},
b) nie je ani reflexivna ani symetrickd ani antisymetrickd ani tranzitivna,
£2=T2U{(2,2),(3,3),(4,4),(1,3)},
b) nie je ani reflexivna ani symetrickd ani tranzitivna, je iba antisymetricka,
e3 =T3U{(1,3),(2,1),(3,2),(3,1),(1,1),(2,2),(3,3), (4,4)}.
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2.6

2.7

a) je reflexivna, nie je symetrickd, je antisymetrickd, je tranzitivna,

b) je reflexivna, je symetrickd, je antisymetrickd, je tranzitivna,

o

) nie je reflexivna, nie je symetrickd, je antisymetrickd, nie je tranzitivna,

oL

) nie je reflexivna, nie je symetrickd, je antisymetrickd, nie je tranzitivna,

) je reflexivna, je symetrickd, nie je antisymetrickd, je tranzitivna,

@

-

) nie je reflexivna, je symetrickd, nie je antisymetrickd, je tranzitivna,

) nie je reflexivna, je symetrickd, nie je antisymetricka, nie je tranzitivna,

o

h) nie je reflexivna, nie je symetrickd, nie je antisymetrickd, nie je tranzitivna,

i) je reflexivna, je symetrickd, nie je antisymetrickd, je tranzitivna,

J
k

) nie je reflexivna, je symetrickd, nie je antisymetrickd, nie je tranzitivna,
1) nie je reflexivna, je symetrickd, nie je antisymetrickd, nie je tranzitivna,

je reflexivna, je symetricka, nie je antisymetricka, je tranzitivna,
m) nie je reflexivna, je symetrickd, nie je antisymetricka, nie je tranzitivna,

n) je reflexivna, je symetrickd, nie je antisymetrickd, nie je tranzitivna.

a) nie je ekvivalencia,

o

nie je ekvivalencia,

o

d

)
)
) nie je ekvivalencia,
) je ekvivalencia,

rozklad danej mnoziny urceny ekvivalenciou tvoria prvky mnoziny Zs,
e) je ekvivalencia,
rozklad danej mnoziny urceny ekvivalenciou tvoria prvky mnoziny Zs,

f) nie je ekvivalencia.
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Kapitola 3

Ciastocne usporiadané
mnoziny a zvazy

3.1 Ciastoc¢ne usporiadané mnozinny

Definicia 3.1.1 Bindrna relicia R na mnozine A, ktord je reflexivna, antisymet-
rickd a tranzitivna, sa nazyva reldcia c¢iastoéného usporiadania na mnozine
A. Potom usporiadand dvojica (A, R) sa nazyva ¢iastoéne usporiadand mno-
v

Zina.

Definicia 3.1.2 Nech (A, R) je ciastocne usporiadand mnoZina.

Prvok a € A sa nazgva najmendi prook v (A, R) prdve vtedy, ked pre lubovolny
prvok x € A plati, Ze aRx.

Prvok b € A sa nazgva najvacsi prook v (A, R) prdve vtedy, ked pre lubovolny
prvok x € A plati, Ze xRb.

Prvok ¢ € A sa nazgva minimdlny prvok v (A, R) prdve vtedy, ked neexistuje
prvok x € A taky, Ze x # ¢ a xRc.

Prvok d € A sa nazgva maximdlny prvok v (A, R) prdve vtedy, ked neexistuje
prook x € A taky, Ze x # d a dRx.

Definicia 3.1.3 Majme 0 # M C A.

mnoZinou horngch ohraniceni mnoziny M sa mnazgva mnozina
h(M) ={a € A; (Vx € M) 2Ra}.

mnozinou dolngch ohraniceni mnozZiny M sa nazjva mnozina
dM)={aec A;(Vx e M) aRzx}.

Najmensi prook (ak existuje) mnoziny h(M) sa nazjva supremum mnoziny
M. Oznacujeme to sup M.

Najvicsi prvok (ak existuje) mnoZiny d(M) sa nazgva infimum mnoZiny M.
Oznacujeme to inf M.

Ak M = {z,y}, tak v dalSom budeme oznacovat sup{z,y} = xVy a inf{z,y} =
= xAy, pricom zVy ¢itame spojenie prvkov z a y, inf{z,y} = zAy ¢itame priesek
prvkov x a y.
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Priklad 3.1.1 Majme dany Hasseho diagram nejakej ¢iasto¢ne usporiadanej mno-
ziny (A,R), kde A ={a,b,c,...0}.
0

Uréme supremum a infimum nasledujicich mnozin: {b, g}, {h, j},{m, c}, {f, 9},

{h,i}, {l,m,n}, {e,i,c}, {b,g,i}, {n,c}.

RieSenie. RieSenie zapiSseme do tabulky, pricom ur¢ime aj mnoziny hornych a
dolnych ohraniceni pre kazda zo zadanych mnozin.

’ M ‘ h(M) ‘ sup M ‘ d(M) ‘ inf M
{b.gt |{i,l,0} i {a} a
{h,j} {o} 0 {a,c,d} neexistuje
{m,c} {m, o} m {a,c} c
{f,g9} {i,l,m,n,o} | neexistuje | {a,c,d} neexistuje
{h,i} {l,0} l {a,b,¢,d, f} | neexistuje

{l,m,n} | {o}
{e,i, e} | {l,0}
{b,9,i} | {i,l,0}
{n,c} {n, o}

{a,¢,d, f,g} | neexistuje
{a7 C} C
{a} a
{a,c} c

S| ~|O

Priklad 3.1.2 Nech D,, je mnozina vsetkych nezapornych delitelov prirodzeného
¢isla n,n > 1. Uvazujme binarnu reldciu R na mnozine D,, definovana takto:
Ry < z|y. Uréme, ¢i relicia R je reliciou Ciastoéného usporiadania na mno-
zine D,,. Ak ano, znazornime zodpovedajici Hasseho diagram pre n=40 a uré¢me
maximélny, minimélny, najvicsi a najmensi prvok v (Dyo, R).

RieSenie. Ak mame zistit, ¢i relacia R je relaciou ¢iastoéného usporiadania, mu-
sime overit, Ci je reflexivna, antisymetrickd a tranzitivna.

Reldcia je reflexivna prave vtedy, ked (Va € D,) x| x.
Kedze © = 1 -z, tak x|z, a preto reldcia | na D,, je reflexivna.

Relécia je antisymetrickd prave vtedy, ked (Vz,y € D,,) [(x |yAy|z) =z =y].
Z predpokladov z |y a y|x vyplyva, Ze existuju celé éisla k,[ také, ze y = k -z a
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x=1-y. Dostavame y = k- (I - y) = k - 1 - x. To plati préve vtedy, ked k-1 =1. Z
toho vyplyva, ze bud k =1 =1 alebo k =1 = —1. Teda bud x = y alebo x = —y.
Ale pripad x = —y nastat nemdze, nakolko mnozina D,, zadporné ¢isla neobsahuje.
Rel4cia | na D, je antisymetrickd.

Relécia je tranzitivna préve vtedy, ked (Va,y,z € D,)[(z|y Ay|z) = ] z].
Z predpokladov z |y a y |z vyplyva, Ze existuji celé ¢isla k,[ také, ze y = k- a
z=1-y. Dostdvame z = [ - (k-x) =1k -, pricom k -l je celé ¢islo. Teda x| z.
Relécia | na D, je tranzitivna.

KedZe relacia | na D, mé vSetky pozadované vlastnosti, je relaciou ¢iastoéného
usporiadania. To znamend, ze (D, |) je ¢iastoéne usporiadand mnozina.
Teraz uréme nezdporné delitele ¢isla 40. Dyy = {1,2,4,5,8, 10,20, 40}. Hladany
Hasseho diagram je na obréazku.

40

Z tohto diagramu na zaklade definicie [3.1.2] ur¢ime najvacsi, najmensi, ma-
ximalny aj minimalny prvok. Najvacsi prvok je rovnaky ako maximalny prvok,
je to 40, najmensi prvok je ten isty ako minimélny prvok, je nim prvok 1. Vo
vSeobecnosti, ¢iastoéne usporiadand mnozina (D,,, | ) mé vzdy jediny maximélny
prvok, je to ¢islo n, ktory je zaroven najvacsim prvkom tejto ¢iastocne usporiada-
nej mnoziny. A tiez, (D, |) mé jeding minimdlny prvok, je to ¢éislo 1, ktory je aj
najmensim prvkom (D, |). ]

Priklad 3.1.3 Nech M = {{1},{2}, {1,2},{2,3,4}, {1,2,3}, {2,3,4,5},{1,2,3,4}}.
Je (M, C) Ciastocne usporiadand mnozina? Ak &no, zndzornime jej Hasseho dia-
gram a ur¢me maximalny, minimalny, najvacsi a najmensi prvok.

Riesenie. Zistime, ¢i reldcia C je reflexivna, antisymetricka a tranzitivna.
Relécia je reflexivna prave vtedy, ked

(VX eM)X CX.
Relécia je antisymetrickd prave vtedy, ked
VX, Y e M) XCYAYCX)=X=Y].
Relécia je tranzitivna prave vtedy, ked
VXY, Ze M XCYAYCZ)=XCZ].

Kedze pre znamu relaciu ,,byt podmnozinou®“ C platia vsetky tri predchiadza-
juce vlastnosti, je reldciou ¢iastoéného usporiadania. To znamend, ze (M,C) je
¢iasto¢ne usporiadand mnozina. Jej Hasseho diagram je na obrazku.
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{1,2,3,4}

{1,2,3} (2,3,4,5}
{1,2} {2,3,4}
{1} {2}

V (M, C) maximdlne prvky su {2, 3, 4,5}, {1,2, 3,4}, minimélne prvky st {1}, {2}.

Teda najvacsi ani najmensi prvok neexistuje. [

Ulohy

3.1 Nech T = {0, {a}, {b},{a,b},{b,c},{c,d},{a,c,d},{a,b,c,d},{b,c,d, e},
{a,b,c,d,e}}. Znazornite Hasseho diagram ¢iastoéne usporiadanej mnoziny
(T, C) a urcte:

a) inf{{a,c,d},{b,c,d,e}},
b) inf{{b, c},{a,c,d},{a,b,c,d}},
c) inf{{a,b,c,d}, {b}},

d) inf{{a,b,c,d},{b,c,d,e}},

e) sup{{b, ¢}, {c, d}},

£) sup{{a,b}, {b,c}},

g) sup{{b}, {a, b, ¢, d}},

b) sup{{a}, {c, d}}.

3.2 Urcte najmensi, najvacsi, minimélny a maximélny prvok ¢iastoéne usporiada-
nej mnoziny

a) ({5,7,14,35,140}, |).

b) ({2,3,4,6,8,12,16,18,36,48}, ).

c) ({0,{b},{d},{a,b,d}, {b,c,d}, {b,d, e}, {a,b,c,d}, {a,b,c,d e}} C),
d) ({{b},{d}, {a,b,d},{b,c,d},{b,d, e}, {a, b, c,d}} ©),

Vysledky

23



3.1

a) {c,d}, b) 0, c) {b}, d) neexistuje,
e) neexistuje, f) {a,b,c,d}, g) {a,b,c,d}, h) {a,cd}.
3.2 a) najmens{: neexistuje, b) najmensi: neexistuje,

najvacsi: 140, najvacsi: neexistuje,
minimélny: 5, 7, minimélny: 2, 3,
maximélny: 140. maximélny: 36, 48.

c¢) najmensi: 0, d) najmens{: neexistuje,
najvacsi: {a,b,c,d, e}, najvacsi: neexistuje,
minimélny: @, minimalny: {b}, {d},
maximélny: {a,b,c,d,e}. maximélny: {b,d, e}, {a,b,c,d}.

3.2 Zvazy
Definicia 3.2.1 Majme bindrnu reliciu R na mnoZine A. Usporiadand dvojica
(A, R) sa nazyva zvaz prave vtedy, ked si splnené nasledujice podmienky:
1. (A, R) je éiastoéne usporiadand mnoZina,
2. Pre kaZdé dva prvky x,y € A existuje spojenie xVy a priesek xAy.
Veta 3.2.1 Nech (A, R) je zviz. Potom pre lubovolné xz,y,z € A plati:
idempotentnost xVx =z, rAr = x,
komutativnost — xVy = yVz, xAy = yAz,
asociativnost (zVy)Vz = a2V (yVz), (zAy)Az =zA(yAz),
absorbcia zV(yAz) = x, zA(yVz) = x
Vo zviize priesek a spojenie sii zobrazenia: V: Ax A — Aa A: Ax A— A
Ide o binarne operécie, kedze dvom prvkom mnoziny A priradia jeden prvok z tej
istej mnoZiny. Preto zviiz moZeme definovat ako algebraicky systém (4,V, A), kde

A # 0 a pre priesek a spojenie platia vlastnosti idempotentnosti, komutativnosti,
asociativnosti a absorbcie.
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Definicia 3.2.2 Zvdizy (A1,V,A) a (As, @, ) st izomorfné prave vtedy, ked exis-
tuje bijektivne zobrazenie f : Ay — As také, Ze pre vsetky x, y € Ay plati

flavy) = f(z) @ f(y) (3.1)

a zdroven

f@hy) = f(z) ® f(y)- (3.2)
Priklad 3.2.1 Zistime, ¢i usporiadand dvojica (D, R) (z prikladu [3.1.2) je zvéz.

RieSenie. Vieme, Ze usporiadand dvojica (D,,,R) je ¢iastocne usporiadand mno-
Zina (pozri priklad). Potrebujeme este zistit, ¢i pre kazdé dva prvky x,y € D,
existuje spojenie zVy = sup{z,y} a zdroven existuje priesek zAy = inf{z,y}.
Kedze mnozina D,, je mnozinou vsetkych prirodzenych delitelov ¢isla n, v mno-
zine hornych ohraniceni prvkov z,y st vsetky spolocné nasobky ¢isel x,y. Z nich
najmensi prvok je najmensi spoloény nasobok ¢isel x,y, ozna¢me nsn{z,y}, ¢o je
sup{z, y}.

Podobne mozeme definovat inf{z,y} ako nsd{x,y}, najvacsi spolo¢ny delitel
¢isel x,y, kedze v mnozine dolnych ohraniceni si vsetky spoloc¢né delitele ¢isel , y
a jej najvacsi prvok je ich najvacsi spoloény delitel. Teda (D,,, R) je zviz. [

Priklad 3.2.2 Zistime, ¢i ¢iasto¢ne usporiadand mnozina (M, C) z prikladu
je zvaz.

Riesenie. KedZe ide o ¢iastocne usporiadanti mnozinu, staci zistit, ¢i lubovolné dva
prvky z mnoziny M maju spojenie aj priesek. Kedze mnozina je konecna, overime
to pomocou Hasseho diagramu. Z Hasseho diagramu tejto ¢iastocne usporiadanej
mnoziny vidime, ze napriklad prvky {1,2} a {2,3,4,5} nemaji supremum, t. j.
neexistuje ich spojenie. Teda sa nejednd o zvéz. [

Priklad 3.2.3 Zistime, ¢i zviz (Dys,|) je izomorfny so zvizom (Dsy, |).

Riesenie. Hasseho diagramy izomorfnych zvizov sa daju prekreslit tak, ze budi
rovnaké, az na pomenovanie prvkov.

Zvazy zo zadania si kone¢né, nacrtnime ich Hasseho diagramy.
45

50

9 15 10 25

3 2 5
i

1
Prekreslime Hasseho diagram druhého zvézu.
5

50
2 10
5 2
1
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Teraz pomocou tychto diagramov ndjdeme bijektivne zobrazenie f : D45 — Dsg,

ktoré spliia podmienky a f@) =1, f(3) =5, f(5) = 2, f(9) = 25,
f(15) =10 a f(45) = 50. Dané zvézy st izomorfné. "

Definicia 3.2.3 Zviz (A, @,B) sa nazjva podzvizom zvizu (A,V,A) prive
vtedy, ked A’ C A a pre lubovolné prvky x,y € A’ plati

TQy=1zVy (3-3)

a zdroven
z®y=xhy (3.4)

Poznamka. Kazdé dva prvky v podzvize maji rovnaké supremum a tiez rovnaké
infimum ako v zvéze.

Definicia 3.2.4 Zviz (A,V,A) sa nazjva distributivny prdve vtedy, ked pre lu-
bovolné prvky x,y,z € A plati

(zvy)Az = (zAz)V(yAz) (3.5)

(xAy)vz = (zVz)A(yyz) (3.6)

Veta 3.2.2 Zvdiz (A,V,A) je distributivny prdve vtedy, ked neobsahuje pod-
zvdz izomorfny s N5 ani s Ms.

M; N

Nech [ je najvicsi prvok a O najmensi prvok vo zvize (4,V, A).

Definicia 3.2.5 Zviz (A,V,A) sa nazjva komplementarny prive vtedy, ked ku
kaZdému prvku x € A ezistuje prvok x' € A tak, Ze plati xvx' =1 a xAz’ = O.
Prvok x’ sa nazjva komplementom k proku x.

Definicia 3.2.6 Zviz (A, R) sa nazgva boolovsky prdve vtedy, ked je distribu-
tivny aj komplementdrny.

V boolovskom zvize komplement je zobrazenie: ' : A — A . Je to undrna
operécia, lebo prvku mnoziny A priradi prvok z mnoziny A. Boolovsky zviz mo-
7eme definovat aj ako algebraicky systém (4,V,A,,0,I), A# 0, V,A st bindrne
operdcie a ' je undrna operdcia na A a O,I € A.

Definicia 3.2.7 Zviz (A,V,A,,0,I), A# 0 sa nazjva boolovska algebra.
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V boolovskom zvéze platia okrem vlastnosti idempotentnosti, komutativnosti,
asociativnosti, absorbcie, distributivnosti, existencie komplementu ku kazdému
prvku aj dalsie vlastnosti. Uvedieme tie, ktoré budeme v dalSom pouzivat.

VO =z, zAO = O,

VI =1, Al = x,
avx' =1, Az’ = O,
(zvy) =2'Ay', (zAy) =a'vy'.

Veta 3.2.3 V boolovskom zvize md kaZdy prvok prave jeden komplement.

Pozndmka: 7 predchiadzajicej vety vyplyva, ze ak zvéz je komplementarny a
nejaky prvok ma viac komplementov, tak zvéiz nie je distributivny.

Veta 3.2.4 Kazdy konecny boolovsky zviz md 2" (n € N) prvkov.
Priklad 3.2.4 Zistime, ¢i zviz ({1,2,4,8,10,40},|) je

o distributivny,

¢ komplementarny,

¢ boolovsky.

Riesenie. Najprv nakreslime Hasseho diagram daného zvizu.
40

10 4

1

Tento zvéz nie je distributivny, lebo obsahuje podzvéz uréeny prvkami {2, 4, 10,
8,40}, ktory je izomorfny so zvizom Nj. Tiez vieme ndjst tri prvky pre ktoré
neplati distributivny zdkon Neplati (10A8)v4 = (10v4)A(8V4).

Dany zvéz nie je ani komplementarny, kedZe napriklad k prvku 8 neexistuje
komplement. Ak by existoval komplement k prvku 8, nemohol by byt s nim v re-
tazci. Do ivahy by prichddzal iba prvok 10, ale inf{8, 10} je 2 a nie najmens{ prvok
1.

KedZe zvéz nie je ani distributivny ani komplementarny, nie je ani boolovsky. m

Priklad 3.2.5 Urc¢me vsetky péatprvkové podzvizy zvizu:

a) (Das, ),

b) ({0,{1},{1,2},{2,3},{2,3,4},{1,2,3,4}}, ©).
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Riesenie. Nakreslime Hasseho diagramy uvedenych zvézov.

a) b)
45 {1,2,3,4}
9 15 (1,2} {2,3,4}
3 5 {1} {2,3}
1 0

KedZe oba zvizy maju Sest prvkov, zaujima nas, ktory prvok moézeme vynechat
tak, aby boli splnené rovnosti[3.3|a[3.4] Urcite nemozeme v ziadnom zvéze vynechat
ani najmensi ani najvacsi prvok, kedze niektoré prvky x,y by nemali priesek resp.
spojenie, teda by to nebol ani zvéz.

a)

Teda v zvize (Dys,|) nemozeme vynechat 1 ani 45. Ak by sme vynechali
prvok 3, tak inf{9,15} v tomto zvize by bolo 1, ale v zvéze (Dys, |) je to 3.
Podobne, nemo6zeme vynechat ani 15, lebo sup{3, 5} by bolo rézne v tomto a
v povodnom zvaze. Ak vynechdme prvky 5 resp. 9, dostaneme zvézy, ktorych
Hasseho diagramy si na obrazku:

45 45

Lahko vieme preverit, Ze priesek aj spojenie akychkolvek dvoch prvkov v
oboch zvézoch si rovnaké ako vo zvize (Dys,|), teda ({1,3,5,15,45},]) aj
({1,3,9,15,45},|) st podzvizy zvizu (Dys, |).

V zvize ({0, {1},{1,2},{2,3},{2,3,4},{1,2,3,4}}, C) nemdzeme vynechat 0
ani {1,2,3,4}. Ak vynechdme iny prvok, dostaneme zvézy, ktorych Hasseho
diagramy si na obréazku:

{1,2,3,4} {1,2,3,4} {1,2,3,4} {1,2,3,4}

{2,3,4} {1,2} {1,2} {2,3,4} {1,2} {2,3,4}
{1} {2,3} {1} {2.3} {2.3} {1}
0 0

0 0

Opét velmi rychlo vieme overif, Ze priesek a spojenie Iubovolnych dvoch
prvkov si rovnaké ako v pévodnom zvéze.
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Teda zvaz ({0, {1},{1,2},{2,3},{2,3,4},{1,2,3,4}}, C) m4 tieto podzvizy:
({0.{1},{2,3},{2,3,4},{1,2,3,4}}, ),

({0, {1},{1,2},{2,3},{1,2,3,4}},©),

({0’ {1’ 2}7 {27 3}7 {27 3’ 4}’ {17 2737 4}}7 g)’
({@,{1},{1,2}7{273,4},{1,2,3,4}},Q). | ]

Priklad 3.2.6 Urc¢me, ¢i zvizy z predchadzajicej ulohy st :
i) distributivne,
ii) komplementérne.

Riesenie.

i) Na zéklade predchddzajicej tlohy, v ktorej sme nasli vetky patprvkové po-
dzvézy danych zvizov, vieme, ze zvéz:

a) (Dys,|) neobsahuje podzviz izomorfny ani s N5 ani s Ms, teda na zé-
klade vety [3:2.2] je distributivny.

b) ({0,{1},{1,2},{2,3},{2,3,4},{1,2,3,4}}, C) nie je distributivny, kedze
obsahuje podzviz izomorfny s My (vSetky jeho 5-prvkové podzvizy si
izomorfné s Ms).

Ak by sme chceli ukézat, ze zvéz nie je distributivny na zaklade definicie
museli by sme néjst tri prvky z mnoziny {0,{1},{1,2}, {2,3},
{2,3,4},{1,2,3,4}}, pre ktoré nie je splneny niektory z distributivnych
zékonov alebo Neplati napriklad rovnost

{13v{2,3)A{L, 2} = ({1A{1,2}) v ({2, 3}A{1, 2}).

ii) V oboch zvizoch uréime najmensi prvok I a najvacsi prvok O. Na zdklade
definicie chceme ku kazdému prvku z z danej mnoziny néjst prvok z’
tak, aby zvz’ = I a zAz’ = O,

a) V zvize (Dys, |) najvacsim prvkom je 45 a najmensim 1. Teda ku kaz-
dému z € Dy5 chceme najst prvok x' € Dy tak, aby zvz’ = 45 a
xAz’ = 1. Potom 1’ = 45,5 =9, 9 =5, 45 = 1. K prvkom 3 a 15 ne-
existuju komplementy, lebo neexistuje prvok u € Dys taky, ze 3Vu = 45
a 3Au = 1 ani prvok v € Dys taky, Ze 15Vv = 45 a 15Av = 1 . Teda
zvéz (Dys,|) nie je komplementdrny.

b) Najvacsim prvkom v zvize ({0, {1},{1,2},{2,3},{2,3,4},{1,2,3,4}},Q)
je {1,2,3,4} a najmensim (. Potom @' = {1,2,3,4}, {1} = {2,3},
{1,2} = {2,3}, {2,3} = {1}, {2,3,4} = {1}, {1,2,3,4} = 0. Zviz
({0,{1},{1,2}, {2,3}, {2,3,4},{1,2,3,4}}, C) je komplementdrny. m

Pozndmka: V predchddzajucom priklade, zvaz ({0, {1}, {1,2}, {2,3},{2,3,4},
{1,2,3,4}}, C) nie je boolovsky, nakolko mé 6 prvkov. A kedze sme zistili, ze dany
zvaz je komplementdrny a prvok {2,3} ma viac komplementov, na ziklade viet
a vieme povedat, Ze uvedeny zviz nie je distributivny.
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Priklad 3.2.7 Urcme, ¢i zvdz dany Hasseho diagramom je boolovsky.

a)

Zy

b) c) d)

Zy h Z3 H Zy 8

s3]
=3

o)
'

Q
Q
w
N

o]
!
o
=Y

a A 1

Riesenie.

a)

b)

Na zdklade vety zvaz Z1 nemoze byt boolovsky, kedze m4 sedem prvkov.
Ostatné tri zvizy mozu (ale nemusia) byt boolovské, lebo pocet ich prvkov
je mocninou ¢isla dva.

Urcéme najprv, ¢i zviz je komplementarny. Vo zvize Zs najvacsim prvkom je
h a najmensim a. Ku kazdému x € Z, chceme néjst prvok x’ € Z; tak, aby
platilo: vz’ = h a zAz’ = a.

Postupnym overovanim spojenia a prieseku pre konkrétne dva prvky zvizu

Zo sme zistili, ze ku kazdému prvku existuje prave jeden komplement, a to:
ad=hlt=g d=fd=ee=d f=cg¢g=>bl=a

Vo zvize Zs najvacsim prvkom je H a najmensim A. Ku kazdému z € Z3
chceme najst prvok o’ € Z3 tak, aby xva’ = H a zAx' = A.

Komplementy k prvkom st nasledovné: A’ = H, B’ = F, C' = F, D' = G,
E' =F F =D, G = B, H = A. Zviz je komplementdrny. Ale kedze
niektoré prvky maji viac komplementov (napr. B’ je tiez G), dany zviz nie
je distributivny. Potom nie je ani boolovsky.

Vo zvize Z, najvacsim prvkom je 8 a najmensim 1. Ku kazdému z € Z4
chceme néjst prvok =’ € Z, tak, aby vz’ = 8 a zAz’ = 1. K prvku 2 = 6
ale taky prvok z’ neexistuje, zvaz Z4 nie je komplement4rny. Teda nie je ani
boolovsky. [

Ulohy

3.1 Zistite, ¢i (A4,]) je zviz, pricom:

a)
b)

A=1{1,2,3,12,30,60},
A=1{1,2,3,4,5,6,12,15,20, 30, 36, 45, 90, 180},

¢) A={1,2,3,12,15,18,180}.
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3.2 Nech M = {a,b,c¢,d} a nech A je mnozina vSetkych podmnoZin mnoziny M,
ktoré maji neparny pocet prvkov. Zistite, ¢i (A, C) tvori zvéz.

3.3 Zistite, ¢i (T, Q) je zviz, ak T = {0, {b},{c}, {a,c},{b,c}, {a,b,c, e},
{a,b,c,d},{a,b,c,d,e}}.

3.4 Zistite, ¢i (P({a,b,c}), C) je zvéz.

3.5 Zistite, ¢i (P({a,b,c}),U,N) je zviz. Ak dno, zistite, ¢i je distributivny, kom-
plementarny.

3.6 Zistite, ¢i niektory zo zvazov (Dsg, |), (D2, |), (D10s, |), (D125, |) je izomorfny
so zvazom (P({a,b,c}), C).

3.7 Zistite, ¢i zvaz Ly = ({0,1} x {0,1,2,3,4,5}, <) , kde (a,b) < (¢,d) ©a < e
a zdrovetl b < d je izomorfny so zvizom Lo = (Dgg, |).

3.8 Zistite, ¢i zviz ({0,1,2} x {0,1,2,3}, <) je izomorfny so zvizom (Dza, |).

3.9 Nech A = {0, {a}, {b},{a,b},{a,c},{a,b,c}}. Ktoré zo zvizov (A, C), (D7r,]),
(Dlg, |), (Dgo, |), (Dlo, |) su izomorfné?

3.10 Zistite, ¢i (A4, C) je podzviz zvizu (P(X),C), ak A = {0, {b},{d},
{a’ b’ d}’ {b7 C7 d}, {b, d7 8}7 {a’ b, C7 d}7 {a7 b’ C, d7 6}} a X = {a7 b’ C7 d7 6}.

3.11 Zistite, ¢ zviz (Dso,|) je distributivny, komplementarny alebo boolovsky.
3.12 Zistite, ¢i zviz (Dego,|) je komplementarny.

3.13 Zistite, ¢i zviz ({1,2,3,5,6,15,30},]) je komplementarny, distributivny, bo-
olovsky.

Vysledky

3.1 a) nie, neexistuje napr. inf{12, 30},
b) nie, neexistuje napr. sup{2,5},
¢) nie, neexistuje napr. inf{12, 18}.
3.2 Nie, neexistuje napr. inf{{a}, {b,c,d}}.
3.3 Nie, neexistuje napr. sup{{b, c}, {a, c}}.
3.4 Ano.
3.5 Je to zvéz. Je distributivny aj komplementéarny.
3.6 Ano, (D3, |) aj (D1os, |)-
3.7 Ano.
3.8 Ano.
3.9 (4, ) = (Do, |) = (Dis, [), (D77, 1) = (Dio, |)-
3.10 Nie, napr. sup{{b}, {d}} je iné ako vo zvéze.
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3.11 Zvaz je distributivny, komplementarny aj boolovsky.
3.12 Nie, komplement k prvku 30 neexistuje.

3.13 Nie je komplementarny, je distributivny, nie je boolovsky.
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Kapitola 4

Boolovské funkcie a formuly
vyrokovej logiky

4.1 Boolovské funkcie

Definicia 4.1.1 Nech (D,V,A,,0,1) je boolovskd algebra, kde D = {0,1}. Zo-
brazenie f : D™ — D sa nazgva boolovska funkcia n premennigch. Zapisujeme
y= f(x1,22,...,2,), kde y,x1,x2,..., 2, € D.

Boolovska funkcia n premennych kazdej usporiadanej n-tici ndl a jednotiek
priradi nulu alebo jednotku.

Definicia 4.1.2 Nech f a g si boolovské funkcie. Potom
Spojenie fVg boolovskyjch funkcii f a g je funkcia
(fYg) (@1, sxn) = f(@1,. ., 20) V(21,0 T0).
Priesek fAg boolovskijch funkcii f a g je funkcia
(FAQ (1, ... on) = f(21, .. 2n)Ag(T1, -, Tn)-
Komplement f’ boolovskej funkcie f je funkcia
(. mn) = (f(x,. . x)) .

Zapisme komplement, priesek a spojenie boolovskej funkcie dvoch premennych
do tabulky.

’ 1 \ 9 H T} \ x1VTo \ 1Az ‘

0| 0 1 0 0
0 1 1 1 0
1] 0y 0O 1 0
1] 1] 0 1 1
Definicia 4.1.3 Boolovské funkcie f a g n premennych x1,...,x, sa rovnaji

prdve vtedy, ked f(x1,...,x,) = g(x1,...,2,) pre kazdi n-ticu (x4, ...,z,) € D™.
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4.2 Vyrokova logika

Vo vyrokovej logike elementarne vyroky nahradzame premennymi x,y, 2z, ... a po-
mocou logickych operacii (spojok) vytvarame formuly vyrokovej logiky.
Zékladnymi logickymi operaciami su:
e mnegécia, ziskame ju z vyroku pomocou slov ,nie je pravda, Ze ...“, oznacu-
jeme ju symbolom —
¢ konjunkcia, ziskame ju, ak spojime dva vyroky slovom ,a“, resp. ,a zaro-
ven“, oznacujeme ju symbolom A
o disjunkcia, ziskame ju ak spojime dva vyroky slovom ,alebo“, oznacujeme
ju symbolom V
o implikacia, ziskame ju, ak spojime dva vyroky slovami ,ak ..., tak ...,
oznacujeme ju symbolom =

o ekvivalencia, ziskame ju, ak spojime dva vyroky slovami ,,prave vtedy, ked*,
oznacujeme ju symbolom <

Pravdivostné hodnoty formul zapisujeme pomocou tabuliek pravdivostnych
hodnét.

8
<
8

V
0
1
1
1

Definicia 4.2.1 Formula «, ktord je vidy pravdivd (pre kaZdé ohodnotenie pre-
menngch md hodnotu 1), sa nazgva tautolégia.

Formula B, ktord je vidy nepravdivd (pre kaZdé ohodnotenie premenngch md
hodnotu 0), sa nazgva kontradikcia.

Tautologiu oznacujeme 1 a kontradikciu O.

Definicia 4.2.2 Formula sa nazjva splnitelnd prdve vtedy, ked existuje ohod-
notenie vjrokoviych premenngch, pri ktorom je formula pravdivd. Systém formail
S sa nazgva splnitelny prave vtedy, ked existuje také ohodnotenie vijrokovych pre-
mennyjch, pri ktorom je pravdiva kaZda formula systému S. Ak systém formail S
nie je splnitelny, nazyva sa nesplnitelny.

Priklad 4.2.1 Rozhodnime, ¢ formula (y = z) < (y V T) je tautolégia, kontra-
dikcia alebo splnitelna formula.

Riesenie: Pre danu formulu vytvorme tabulku pravdivostnych hodnét, v ktorej
kazdy riadok odpoveda jednému ohodnoteniu vyrokovych premennych z,y. Pre
kazdé ohodnotenie premennych ur¢ime pravdivostnd hodnotu danej formuly. Exis-
tuju Styri rézne ohodnotenia vyrokovych premennych x,y, teda tabulka ma Styri
riadky. Vo vseobecnosti, tabulka pravdivostnych hodné6t formuly, ktorda obsahuje
n vyrokovych premennych, mé 2" riadkov.
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[ y=2)e VD)

VT
1
1
0
1

<
1
0
0
1

KedZze existuje ohodnotenie vyrokovych premennych, pri ktorom je formula
(y = z) & (y V) pravdiva, ale tiez existuje ohodnotenie, pri ktorom je neprav-
div4, tak dand formula je splnitelnd formula, ale nie je tautolégia. L]

Priklad 4.2.2 Uréme, ¢ systém formil {y = z, y V T} je splnitelny.

Riesenie: Na zdklade tabulky pravdivostnych hodnét z predchadzajiceho pri-
kladu vieme, Ze existuje ohodnotenie premennych z,y (rt =y =1, z =y = 0), pri
ktorom st obe formuly pravdivé. Teda dany systém formil je splnitelny. (]

Kazdej formule vyrokovej logiky odpovedd nejakd boolovskd funkcia. A tiez
plati (neskor sa k tomu vratime), ze ku kazdej boolovskej funkcii existuje ne-
jakéa formula vyrokovej logiky. Teda medzi priesekom V a disjunkciou V, medzi
spojenim A a konjunkciou A, medzi komplementom ’ a negiciou ~ je urcens jed-
noznacnd korespondencia. Obdobne medzi najmensim prvkom O a kontradikciou
0, medzi najvacsim prvkom I a tautologiou 1. V dalsom preto uz nebudeme pou-
zivat symboly spojenia, prieseku, komplementu, najmensieho a najvac¢sieho prvku
V, A, 0,1, ale symboly disjunkcie, konjunkcie, negécie, kontradikcie a tautolégie
V,A, 7,0, 1.

V zapisoch formul vyrokovej logiky budeme pouzivat aj symboly pre implikdciu
a ekvivalenciu, ¢o je ,skratend® forma formul obsahujicich negéaciu, konjunkciu,
disjunkciu. Objasnime to v nasledujuicej casti.

4.2.1 Ekvivalentné formuly

Definicia 4.2.3 Formuly vjrokovej logiky  a B si (sémanticky) ekvivalentné
prdve vtedy, ked im odpovedajice boolovské funkcie sa rovnaji. Zapisujeme o H 5.

Kedze platia vztahy x =y H zVy, 2 <y H (TVy) A (xV7), tak formuly
obsahujtice logické spoky =, < vieme zapisat pomocou formul, ktoré si s nimi
ekvivalentné a obsahuju iba logické spojky V, A, .

Priklad 4.2.3 Ukazme, Ze formuly z < y a (T Ay) A (T V y) st ekvivalentné.

Riesenie. ozna¢me f; boolovski funkciu odpovedajicu formule x < y a fo boolov-
sk funkciu odpovedajicu formule (T A y) A (ZV y). Pomocou tabulky pravdivost-
nych hodnét uré¢ime hodnoty tychto funkcii pre vSetky ohodnotenia premennych

x,y.
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’ ‘y‘fl‘ ‘fAy‘(TAy)‘f\/y‘fz‘
t{1]1]o] o 1 1 |1
1lololo] o 1 0 |0
of1]o0 1] 1 0 1 |o
ojo[1]1] o 1 1 |1

Z tabulky vidime, Ze boolovské funkcie f; a fo sa rovnaji pre vietky (z,y) € D?,
teda dané formuly su ekvivalentné. Teda z <y H (TAy) A (TVy). "

Pre konjunkciu a disjunkciu platia obdobné vlastnosti ako pre priesek a spoje-
nie. Uvedme niekolko ekvivalentnych formul, ktoré budeme v dalSom pouzivaf.

Veta 4.2.1 Pre lubovolné vyrokové formuly o, B, v plati:
1. Idempotentnost

aha H a, aVa H a,
2. Komutativny zdkon

aNp H BAa, aVp H fVa,
8. Asociativny zdkon

aN(BAy) H (@nB) Ay, aVv(BVy) H(avB)Vy,
4. Absorpcia

aN(BVa) H a, aV(Bra) H a,

@ H o

De Morganove pravidld

(@nB) H (@VvB), (avB) H@np),
7. Distributivny zdkon
aV(BAY) H(aVB)AlaVy), an(BVy) H(@AB)V(aAy),
a=8Havg,
asf Ha=B8)AB=a).
Ak naviac 1 je Iubovolna tautoldgia a 0 je Iubovolna kontradikcia, tak plati:
10. 1AaHa O0AaH O,
11. 1vaH1l, O0vVvaH q
12. anaHO0, avaH1.

Priklad 4.2.4 Riesme priklad Upravami formul.

Riesenie. Vieme uz, ze dané formuly si ekvivalentné. Upravme druhi formulu
tak, aby sme ziskali prvii. Nad znak H budeme pisat ¢&islo vztahu z vety m
ktory sme pri tprave pouzili.
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@) A @ V) A @vpAEvy) B @GVoAEVY B o)Al
Sy Hyer "

Priklad 4.2.5 Presved¢me sa, ze nasledujice formuly st tautoldgie.
a) z = (y = x),
b) (T=7) = (z=y).

Riesenie. Pomocou vztahov uvedenych vo vete upravime zadané formuly.

8. 8. 3.,2. 11.
a) z=y=2) Hxz=OVvVe) HzTV(EyVe) H TVaVvy lz{ 1vy H 1,
b G+ @) B v =@y B Gvavevy W@
)

Az)V(TVY) Q @GVEVY)A(V@Vy) H 1A1 1|:°¢ 1. -

Priklad 4.2.6 Zjednodusme formulu ((p = ¢)A(¢=1)) = (p=71).

Riesenie. Opét pouzijeme ekvivalentné formuly z vety a formulu zo zadania
pomocou nich upravime.

(=N a=1)= (b= 5 =0 A=)V EvD) 5 =y
Vig=r)vEve) H BVaVv@voveve) H A VaAr)vEve) B (pa

ADV((@VpV ) ATVPYT)) W pAdvEvEve) B Gvevavea
A@VvqeVvpVvr) B 1. »

Priklad 4.2.7 NapiSme formuly ekvivalentné s formulou (x A y) = Z tak, aby
obsahovali iba:

a) negéciu a disjunkciu,
b) negéciu a konjunkciu,
¢) negéciu a implikaciu.

Riesenie. Vyuzitim ekvivalentnych formil upravime zadant formulu na pozado-
vany tvar.




Ulohy

4.1 Urcte, ¢i dané formuly su tautolégie, kontradikcie alebo splnitelné formuly.

(z==2)=(z=y)=(@=2),
F=7)= (r=y),

(zAy) V(@ AY) < (VYA (@ VY)),
(z=2)A(y=2) = (=AY = 2),
(
(
(

f) (z=2)V(y=2)=(z=y),
g) (zVy) =2) & (xAyAZ),
h) (zeyA(ze2)A(ye2).

zey, (VY AT Vy).

4.3 Napiste formuly ekvivalentné s formulou (zVy) = (Z A 2) tak, aby obsahovali
iba:
a) negaciu a disjunkciu,
b) negéciu a konjunkciu,

¢) negiciu a implikdciu.

Vysledky

4.1 a) tautolégia (teda aj splnitelnd),
b) tautolégia (teda aj splnitelnd),
¢) tautoldgia (teda aj splnitelnd),
d) kontradikcia,
e) tautoldgia,
f) splnitelnd, ale nie tautoldgia,
g) splnitelnd, ale nie tautolégia,
h) splnitelné, ale nie tautoldgia.
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4.3 Relacia vyplyvania

Definicia 4.3.1 Formula ¢ vyplgva (je sémantickym désledkom) zo systému
formaul S prave vtedy, ked je pravdiva pri kaZdom ohodnoteni vyrokovijch premen-
nych, pri ktorom je pravdivd kazdd formula zo systému S. Zapisujeme to S = g&E]

Definicia 4.3.2 Systém formil F vyplgva (je sémantickym désledkom) zo
systému formul S prave vtedy, ked vsetky formuly zo systému F su pravdivé pri
kazZdom ohodnoteni vyrokovych premennych, pri ktorom je pravdivd kazdd formula
zo systému S. Zapisujeme to S = F.

Priklad 4.3.1 Zistime, ¢i formula z = y vyplyva z formuly = Ay.

Riesenie: Urc¢me hodnoty tychto formil pre vSetky ohodnotenia premennych.

x Ly{z Hx/\ylz:xy
0100 1 1
0j0]|1 1 0
0110 1 1
01111 1 1
110]0 1 1
1101 1 0
11110 0 1
111 0 1

Kedze nie pre kazdé ohodnotenie premennych, pri ktorom je pravdiva formula
x Ay (napr. ohodnotenie (z,y, z) = (0,0, 1)), je pravdivd tiez formula z = y, takze
neplati x Ay = z = y. ]

Priklad 4.3.2 Zistime, ¢ formula z = g vyplyva zo systému formil {z < y, T}.

Riesenie:

LV pripade, ak systému formil S je nesplnitelny, tak S |= ¢ plati pre lubovolnti formulu .
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xLyLsz@ylsz:ﬂ
0[0]0 1 1 1
01011 1 1 1
0[1]0 0 1 1
O(1|1 0 1 0
11010 0 0 1
1101 0 0 1
1(1]0 1 0 1
1111 1 0 0

Z tabulky pravdivostnych hodnét vidime, Ze vzdy, ked s pravdivé obe formuly
z < y aj T (pre ohodnotenie (0,0,0) a (0,0,1)), tak je pravdivd aj formula z = 7.
Teda plati {z <y, T} E 2= 7. "
Priklad 4.3.3 Zistime, ¢i plati {x VT, A (zVa)} Eax=y.

Riesenie: Vytvorme tabulku pravdivostnych formul.

1:Ly{z“m\/@lz\/zLyA(z\/:c)lzéy
010]0 1 0 0 1
0101 1 1 1 1
011]0 0 0 0 1
O(1|1 0 1 0 1
11010 1 1 1 0
1101 1 1 1 0
11110 1 1 0 1
1711 1 1 0 1

Teda nie je pravda, ze ked si pravdivé obe formuly = V7, A (2 V x) (pre
ohodnotenia (0,0,1), (1,0,0) a (1,0,1)), tak je pravdiva aj formula z = y. Potom
neplati {x VY, A (zVa)} Ex=y. "

Priklad 4.3.4 Zistime, ¢iplati {pVq, ¢= (rAD)} E{p=r ¢&r}.

Riesenie:
quLer\/qu/\ﬁLqé(r/\ﬁ) Lpir{q@r
0101]0 0 0 1 1 1
0]0]1 0 1 1 1 0
0(1(0 1 0 0 1 0
0|11 1 1 1 1 1
1100 1 0 1 0 1
1101 1 0 1 1 0
111]0 1 0 0 0 0
1111 1 0 0 1 1
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7 tabulky pravdivostnych hodnét je zrejmé, ze nie pre kazdé ohodnotenie pre-
mennych, pri ktorom s pravdivé obe formuly pV ¢, ¢ = (r AD) (pre ohodnotenie
(0,1,1), (1,0,0) a (1,0,1)), st pravdivé aj obe formuly p = r, g < r. Teda neplati
{pVa, = (AD} E{p=71 g} -

Ulohy

4.1 Rozhodnite, ¢i plati M E «:
a) M={p=gq, pVq}, a:phg,
b) M={pVq, pAq}, a:p=q,
o) M={pVvqg g7 p=>r}, a: p=(qAT),
d) M={(pNqg)=r, AT, r =D}, «a: q¢=Dp,
e) M={ZVy Az (xVy)=2z 22z} a:y=u,
) M={z2=7%7, (zxAy)=>2 GAZ}, «a: y=z,
g) M={(z=y)Vz, 2z (tANy) =2 GAz}, a: (xVy) =z
h)y M={z= (yAz2), 2y, TV(y=2)}, a: AT,
) M={pvqg p=4q}, a:peq
HDM={(z=y)Vz, 2z (ztNy) =2z gAz}, a: (zVy) =z,
k) M={x=y, yVz, TAY}, a:y<z,
) M={zAy, x=2 &7, zVz}, a: sz

m) M={z=7% (xANy)=>2 GAZ}, a: ys .

Vysledky

4.1
a) neplati, b) plati, ¢) neplati, d) plati,
e) neplati, f) plati, g) plati, h) neplati,
i) plati, j) plati, k) neplati, 1) plati,

m) neplati.
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4.4 Normalny konjunktivny a normalny disjunk-
tivny tvar

Nech m,n € N. Uvazujme formulu vyrokovej logiky premennych x1, ..., 2y,.

Definicia 4.4.1 FElementdrnou disjunkciou sa nazyva disjunkcia premenngch
alebo ich negdcii x3 V x5V ...Vl (n £ m, kde x je x; alebo T; pre lubovolné
i € {1,2,...,n}). Elementdrnou konjunkciou sa nazgva konjunkcia premen-
nych alebo ich negdcii x7 Nx5 A ... A xfﬂ

Formula je v normdlnom disjunktivnom tvare (NDT) prdve vtedy, ked je
disjunkciou elementdrnych konjunkcii. Formula je v normdlnom konjunktiv-
nom tvare (NKT) prdve vtedy, ked je konjunkciou elementdrnych disjunkcii.

Formula o md dplng normdlny disjunktivny tvar a formula 8 md dplny
normdlny konjunktivny tvar prdive vtedy, ked o je v normdlnom disjunktivnom
tvare a B je v normdlnom konjunktivnom tvare, pricom kaZdd elementdrna konjun-
kcia v a a kaZdd elementdrna disjunkcia v 3 obsahuje vsetky vyrokové premenné
danej formuly.

Veta 4.4.1 Ku kazZdej boolovskej funkcii f existuje formula v normdlnom disjunk-
tivnom tvare, ktord jej odpovedd. Ku kazdej boolovskej funkcii f existuje formula
v normdlnom konjunktivnom tvare, ktord jej odpovedd.

Veta 4.4.2 Ku kazdej formule o existuje formula B, ktord je v mormdlnom dis-
Junktivnom tvare a plati « B S. Ku kazdej formule o existuje formula vy, ktord je
v normdlnom konjunktivnom tvare a plati o H ~.

V nasledujtcich dvoch prikladoch budeme k danému norméalnemu disjunktivnemu
(konjunktivnemu) tvaru formuly hladat odpovedajicu boolovski funkciu.

Priklad 4.4.1 Majme boolovsku funkeciu f(z,y) dani pomocou formuly (z Ay)V
V (Z A y). NapiSme tabulku pravdivostnych hodnot pre tito funkciu.

RieSenie: Je zrejmé, ze formula (z A y) V (T A y) je v Gplnom normalnom dis-
junktivnom tvare. Disjunkcia je pravdiva prave vtedy, ked aspon jeden jej Clen je
pravdivy. Teda v nasom pripade, boolovska funkcia f(x,y) md hodnotu 1 pri ne-
jakom ohodnoteni premennych iba ak niektora z konjunkcii z Ay, T Ay je pre toto
ohodnotenie premennych pravdiva. To znamenad, ze pri ohodnoteniach z = 1,y =1
ax =0,y =1 je boolovskd funkcia f(z,y) rovnd 1. Pri ostatnych ohodnoteniach
premennych je f(z,y) rovnd 0. Zapisme to do tabulky pravdivostnych hodnét.

v |y fl=.y)
T[] 1
1o o
o1 1
0[0] o

2V pripade n = 1, elementarna disjunkcia resp. elementdrna konjunkcia je premennd alebo
negacia premennej.
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Priklad 4.4.2 Majme boolovsku funkciu f(x,y) dant pomocou formuly (ZVg) A
A (z Vy) A (z V7). Napisme tabulku pravdivostnych hodnot pre tito funkciu.

Riesenie: Je zrejmé, ze formula (ZV7y) A (zVy) A (zV7F) je v uplnom normélnom
konjunktivnom tvare. Konjunkcia je nepravdiva prave vtedy, ked aspon jeden jej
¢len je nepravdivy. Teda v nasom pripade, boolovska funkcia f(z,y) ma hodnotu 0
pri nejakom ohodnoteni premennych iba ak niektora z disjunkcii ZVy, zVy, £ V7 je
pre toto ohodnotenie premennych nepravdiva. To znamend, ze pri ohodnoteniach
x=1l,y=laxz=0,y=0axz =0,y =1 je boolovskd funkcia f(z,y) rovna 0. Pri
ostatnych ohodnoteniach premennych je f(z,y) rovna 1. ZapiSme to do tabulky
pravdivostnych hodnot.

vy f=y)
1[I o©
1o 1
R
0j0 0

]
A teraz, v dalsom priklade chceme k danej boolovskej funkcii nédjst formulu v
normélnom disjunktivnom (konjunktivnom) tvare, ktord jej odpoveda.

Priklad 4.4.3 Majme boolovski funkciu troch premennych f(z,y, z), ktord na-
dobiida hodnotu 0 iba v bodoch defini¢ného oboru (0,0,1), (1,1,0), (1,0,1), (1,0,0).
Napisme formulu v Gplnom norméalnom disjunktivnom tvare a formulu v uplnom
normalnom konjunktivnom tvare, ktoréd jej odpoveda.

RieSenie: K takto danej boolovskej funkeii f(z,y,2) moZeme napisat tabulku
pravdivostnych hodnot. Pre riadky, v ktorych boolovskéd funkcia f(z,y, z) nado-
bida hodnotu 1, napiSeme elementarne konjunkcie z* A y* A z* a to tak, ze

o r, akzxz=1,
Tl 7, akxz=0.

Rovnako postupujeme pre y* aj z*. Vychadzame z toho, ze konjunkcia z* Ay* A z*
mé hodnotu 1 iba vtedy, ked z*, y* aj z* majt hodnotu 1. CiZe ak nejaka premenna
mé ohodnotenie 0, tak prislusnt premenni znegujeme.

Z tabulky uvedenej nizsie napr. pre ohodnotenie premennych (0,1,1), pri kto-
rom hodnota boolovskej funkcie f(z,y,z) je 1, odpovedajica elementdrna kon-
junkcia je T Ay A z.

Pre riadky, v ktorych nadobtda boolovska funkecia f(x,y, z) hodnotu 0, napi-
Seme elementarne disjunkcie z* V y* V z* a to tak, ze

. x, akxz =0,
r= z, akz=1.

Obdobne postupujeme pre y* aj z*. Kedze disjunkcia *Vy*V 2z* ma hodnotu 0 iba
vtedy, ked z*, y* aj z* maji hodnotu 0. Cize ak nejaka premennd ma ohodnotenie
1, tak prislusnti premennii v elementarnej disjunkcii znegujeme.
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Z tabulky napr. pre ohodnotenie premennych (1,1,0), pri ktorom hodnota bo-
olovskej funkcie je 0, je prislusna elementarna disjunkcia TV gV z.

z[y]z] f(z,y,2) | clementdrna konjunkcia [ elementarna disjunkcia
0]0]0 1 TAGAZ

0j0]|1 0 TVyVvVz
010 1 TAYAZ

0j1]1 1 TAYNZ

110]0 0 TVyYyVz
T[0[1 0 TVyVz
1[1]0 0 TVGV 2
1111 1 TAYNz

Disjunkciou elementdrnych konjunkcii dostaneme formulu (Z A § A Z) V
VZEAYAZ)V(EAYyAz)V(xAyAz), ktord odpovedd boolovskej funkeii f(x,y, z)
a je v uplnom norméalnom disjunktivnom tvare.

Konjunkciou elementdrnych disjunkcii dostaneme formulu (z V y V Z) A
ANZVyYVz)AN(TVyVZ)A(TVTYV z), ktord odpovedd boolovskej funkcii f(x,y, 2)
a zaroven je v Uuplnom norméalnom konjunktivnom tvare. ]

Priklad 4.4.4 Napisme v normalnom disjunktivnom tvare formulu
rA[P=(rvyg).

Riesenie: Teraz namiesto vytvorenia tabulky pravdivostnych hodnét, aby sme
zistili, pre aké ohodnotenia premennych mé dand formula hodnotu 1 a pre aké 0,
formulu zo zadania upravime.

rA(P= (rvy)) |8:| rA(PV(rvy)) }5=| rA(pV(rvy)) Q (rap)V(rar)v

1.
\Y] (r /\q) H (r A p) vVrV (r /\Q). Posledné formula je v normalnom disjunktivnom
tvare, aj ked nie v uplnom. [

Priklad 4.4.5 Napisme v normalnom konjunktivnom tvare formulu
(pAg) &

Riesenie: Opét rieSme tlohu tpravami zadanej formuly.

(pAg) & r Ii{ (pAg) =r)A(r= (pAD) }i| (pAQ) VT)A(TV

6.,5.,7.
VipAg) H ®VaeVvr)A(FVp) A(FV7), o uz je formula v normélnom
konjunktivnom tvare. L]
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V dalSom sa budeme zaoberat uré¢enim ¢o najjednoduchsieho normalneho tvaru
formuly vyrokovej logiky. K tomu budeme pouzivat Karnaughove mapy. Ide o
iny spdsob zapisu hodnot boolovskej funkcie namiesto do tabulky pravdivostnych
hodnét. Uvazujme boolovskil funkciu troch f(p,q,r) resp. Styroch premennych
f(p,q,r,s). Karnaughovu mapu si mozeme predstavit v priestore ako pneumatiku,
my ju zakreslujeme v rovine ako obdlznik. Karnaughova mapa pre boolovsku fun-
kciu 3 premennych je obdlznik s 2 riadkami a 4 stipcami a Karnaughova mapa pre
boolovskt funkciu 4 premennych je obdlznik so 4 riadkami a 4 stipcampozri ob-
rdzok nizsie). Kazdému riadku a stipcu bude odpovedat 0 alebo 1 resp. usporiadana
dvojica z nudl alebo jednotiek, ¢o budii ohodnotenia prislusnych premennych. Su-
sedné riadky aj susedné stipce sa lisia v prave jednej zlozke. Za susedné povazujeme
aj oba krajné riadky aj oba krajné stipce. Kazdé policko (Stvorcek) Karnaughovej
mapy teda prislicha jednému bodu definiéného oboru funkcie, teda jednej trojici
resp. Stvorici vytvorenej z nul a jednotiek. A kazdej trojici resp. Stvorici nul a
jednotiek odpoveda hodnota 0 alebo 1 prislusnej boolovskej funkcie.

rs

00 10 11 01
(0,0,0,0)|(0,0,1,0)|(0,0,1,1) |(0,0,0,1)

00

(1,0,0,0)|(1,0,1,0)|(1,0,1,1)| (1,0,0,1)

qr
00 10 11 01 10
(0,0,0) {(0,1,0) |(0,1,1) |(0,0,1) pq 11,00 [(LLLO)[(LLLY|(1,L,0,1)
0
11
p
(1,0,0) |(1,1,0) |(1,1,1) |(1,0,1) (0,1,0,0)[(0,1,1,0)[(0,1,1,1)[(0,1,0,1)
1 o1

Do Karnaughovej mapy zapiSeme hodnoty boolovskej funkcie. Z takto zapisanej
boolovskej funkcie vieme pomerne jednoducho vyjadrit minimalny disjunktivny
tvar (MDT) a minimalny konjunktivny tvar (MKT) formuly, ktord odpoveda
tejto boolovskej funkcii. St to normalne disjunktivne resp. normalne konjunktivne
tvary formuly pouzivajice najmensi mozny pocet bindrnych logickych spojok. Skor
ako napiSeme postup ako ziskame tieto tvary formul, definujme bazicki maticu.

Definicia 4.4.2 Bazicka matica jednotiek (nil) je cast Karnaughovej mapy ob-
sahugicich iba jednotky (nuly), ktord vytvdra obdlznik, rozmery ktorého si mocniny
c¢isla dva.

Kazdé bazickd matica jednotiek (niil) odpovedd nejakej konjunkeii (disjunkcii).
Cim viac jednotiek (ntl) obsahuje bézické matica, tym menej bindrnych spojok
bude v zodpovedajicej konjunkcii (disjunkcii).

Hladajme miniméalny disjunktivny tvar formuly, ktord odpoveda danej boolov-
skej funkcii. Vytvarame béazické matice jednotiek a to tak, aby boli splnené nasle-
dujice podmienky:

e pocet jednotiek v kazdej bazickej matici je maximalny,

3Karnaughova mapa pre boolovskt funkciu 2 premennych je ob’diinik s 2 riadkami a 2 st’Ipcami
a Karnaughova mapa pre boolovski funkciu 5 premennych je obdlznik so 4 riadkami a 8 stlpcami.
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e pocet bazickych matic je miniméalny,
¢ kazda jednotka z Karnaughovej mapy je v aspon jednej bazickej matici.

Ku kazdej bazickej matici napiseme konjunkciu, ktort vytvorime tak ako sme to
uviedli v priklade[4:4:3] Rozdiel je iba v tom, Ze tieto konjunkcie nemusia obsahovat
vSetky premenné. Su tam len tie premenné, ktoré maji rovnaké ohodnotenie vo
vSetkych polickach obsiahnutych v prislusnej bazickej matici. V tomto spéjani
jednotiek do béazickej matice je skryty distributivny zdkon a niektoré dalsie vztahy
uvedené vo vete Napriklad disjunkcia (z A y) V (z A7) je ekvivalentnd s
formulou z. V Karnaughovej mape pre boolovski funkciu dvoch premennych by
sme vytvorili bazickd maticu obsahujicu dve jednotky vedla seba v polickach
odpovedajtcich ohodnoteniam premennych (1,1) a (1,0) a napisali by sme namiesto
(z Ay)V (zAy) formulu z, lebo tieto dve ohodnotenia premennych maji spolo¢né
ohodnotenie premennej x = 1. Nakoniec z takto ziskanych konjunkcii napiseme
minimélny disjunktivny tvar ako disjunkciu ziskanych konjunkcii. Poznamenajme,
ze minimalne tvary nie st vo vSeobecnosti jednoznacné.

Pre ndjdenie minimalneho konjunktivneho tvaru platia obdobné pravidlé, ibaze
vytvarame bazické matice nul.

Priklad 4.4.6 Bez pouzitia Karnaughovej mapy uréme minimélny disjunktivny
tvar formuly, ktorej tplny normalny disjunktivny tvar je:

a) (ANYANZ)V(EAYyA2)V(xAGAZ)V (TATA 2),
b) (xAYGAZ)V(EAYA2)V(xAGAZ)V (ZAGAZ)V(TAGAZ),
c) (AGAZ)V(TAYAz)V (xANGAZ).

Riesenie. Chceme pouzit distributivny zakon, teda hladame vzdy dve elementarne
konjunkcie, ktoré maji rovnaké literdly (t. j. premennd alebo negécia premennej).
V pripade, ze niektort konjunkciu potrebujeme pouzit viackrat, staci ju do daného
disjunktivneho tvaru napisat este raz.

a) Zdruzime elementdrne konjunkcie v 1. a 3. zatvorke a v 2. a v 4. zdtvorke.
(AYNZ)V(EAYyA2)V (e AGAZ)V(ZAGAZ) H (e AZ)A(yVE)V((TA
Az)AN@GVY) H(@AZ)V(TA2)

b) Zdruzime elementarne konjunkcie v 1. a 4. zétvorke, v 2. a v 4. zétvorke a v
3. a v 5. zatvorke. Teda elemenarnu konjunkciu v 4. zatvorke uvazujememe
v tomto normélnom disjunktivnom tvare dvakrat.
(AGA)V(EAYAZ)V (@ AGAZ)V (EAGAZ)V(@TAGAZ) H (GA2)A
AEVENV(EA)AGVI)V(FADA@VE) H FA2)V @A)V FAZ)
Teraz zdruzime konjunkcie v 1. a 3. zatvorke.
GA2)VEAN2)VTGAZ) H@GA(zVZ)V(E@ZAZ) HyV(TAZ)

¢) ZdruZime elementarne konjunkcie v 1. a 3. zdtvorke.
(AGAZ)V@AYyA2Z)V (@ AGAZ) H (A A(zVE)V(EAYyAz) H
H@Ag) V(EAYA2). "
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Priklad 4.4.7 Ur¢me Uplny normélny disjunktivny tvar a tplny normalny kon-
junktivny tvar formuly (z V y) = Z. Minimalizujme ich.

Riesenie. Normalne tvary uréime pomocou tabulky pravdivostnych hodnét danej
formuly.

|2 evy| @vy =z

8

Y
1711 1 0
11110 1 1
1701 1 0
11010 1 1
0111 1 0
0[1]0 1 1
001 0 1
0[0]0 0 1

Oznacme f(z,y, z) boolovski funkciu, ktord odpovedd zadanej formule. Vyuzi-
tim riadkov, kde f(x,y, z) = 1, uréime uplny normélny disjunktivny tvar formuly.
Pre kazdy taky riadok napiseme elementarnu konjunkciu. Hladany Gplny normalny
disjunktivny tvar je (x AyAZ)V(x AGAZ)V (TAYAZ)V(EATGAZ)V(TAGAZ).

Teraz ur¢ime Gplny normalny konjunktivny tvar danej formuly. Pre kazdé ohod-
notenie premennych, v ktorom je f(z,y, z) = 0, napiSeme elementarnu disjunkciu.
Uplny normélny konjunktivny tvar je (ZVGVZE)A(ZVyVE)A(zVFVZ).

Minimalizaciu urobime najprv pomocou tprav a potom pomocou Karnaugho-
vej mapy.

(AYNZ)V (2 AGAZ)V(TAYAZ)V (ZAGAZ)V (EAGAZ) H (2 AZ)V(EAZ)V(TATAZ)
HzVv@AygAz) H ZV(ZATY), ¢o je minimalny disjunktivny tvar.
(ZVYVZ)ANTVYyVZ)A(zVYgVZ) H ZV(ZA(2VY)) H ZV(TAY) H (TVZ)A(FVZ),
to je minimalny konjunktivny tvar.

7 Karnaughovej mapy ihned ziskame miniméalne tvary. Hodnoty boolovskej
funkcie f zapiSeme z tabulky do Karnaughovej mapy.

Yz
00 10 11 01

o 1 1 0 1

Najprv vytvorime bézickti maticu obsahujucu styri jednotky, ktoré st v prvom
a druhom stlpci. Im odpovedajtice ohodnotenia premennych majt spoloéné ohod-
notenie premennej z = 0, ¢omu odpoveda z. Dalej vytvorime béazicki maticu, ktora
obsahuje jednotku v prvom riadku a poslednom stipci a jednotku v prvom stipci
a prvom riadku. Im odpovedajtice ohodnotenia premennych maji spolo¢né ohod-
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notenia premennych x = y = 0, comu odpovedd T A y. Teda hladany minimélny
disjunktivny tvar je Z V (T A 7).

Teraz uré¢ime minimélny konjunktivny tvar. Vytvorime béazickti maticu dvoch
nil, ktoré st v druhom riadku. Im odpovedajice ohodnotenia premennych maji
spoloéné ohodnotenia premennych x = z = 1, ¢omu odpoveda z V x. Potom vy-
tvorime bazickd maticu dvoch nil v trefom stipci. Ich rovnako ohodnotenymi
premennymi st y = z = 1, ¢omu odpovedd z V 7. Teda hladany minimalny kon-
junktivny tvar je (Z VZ) A (g V 2). "

Priklad 4.4.8 Uré¢me minimalny disjunktivny tvar a minimalny konjunktivny
tvar formuly, ktorda odpoveda boolovskej funkcii:

a) f(x,y,z) z prikladu [4.4.3]

b) f(p,q,7), ktord nadobida hodnotu jedna iba v bodoch definiéného oboru
(1,1,1) a (0,0,1),

c) f

(p,q,7,s), ktord nadobtida hodnotu nula iba v bodoch defini¢ného oboru
1 ? (1707070)7 (1707130)7 (1705071)’ (1)17070)’ (17170’1) a (1’07171)'
Riesenie:

a) Najprv vyrieSime tito tlohu tak, Ze pomocou ekvivalentnych formil zjedno-
dusime najprv normalny konjunktivny tvar a potom normélny disjunktivny
tvar odpovedajicej formuly.

e

va;gvz)A(EVyv,z)A(nyYQE)A(fvva)
H (yva)VeAD)A(@V2)VyAY) H (yvz) Vo)A (@Vz)v

11.
\Y% O) H (y \/Z) A (f \% z) Nakolko disjunkcie y V Z, TV z nemaji spolo¢ny
literal, formulu (y \/2) A (E\/ z) uz nevieme zjednodusit. Teda sa jednd o mi-
nimalny konjunktivny tvar formuly, ktora odpoveda danej boolovskej funkcii.

@AGAZDV EZAYAZ)VE@AYA2)V (zAyA=2) Q
H (@A) A@Vy)V(yaz)a@vae) H (FAZ) A1)V ((yA2)A

10.
A 1) H (E A E) \Y (y A z) Konjunkcie T A Z, y A z nemaji spolo¢ny literal,
formula (E A E) \Y (y A z) sa neda zjednodusit. Ide o minimalny disjunktivny
tvar odpovedajicej formuly k zadanej funkcii.

Teraz rieSme ulohu pomocou Karnaughovej mapy. Hodnoty boolovskej fun-
kcie, ktoré sme v priklade zapisali do tabulky pravdivostnych hodnot,
teraz zapiSeme do Karnaughovej mapy. Bazické matice v Karnaughovej mape
budeme oznacovat pomocou farebnych obdlznikov. Im odpovedajice disjun-
kcie resp. konjunkcie budeme pisat rovnakou farbou.

Najprv pomocou bazickych matic nil ndjdeme minimalny konjunktivny tvar
formuly, ktord odpoveda tejto boolovskej funkcii. Vytvorime dve bazické ma-
tice rozmerov 1 x 2, ktorym odpovedaji disjunkcie y V Z (ohodnotenia pre-
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mennych v polickach jednej bazickej matice maji spolo¢né ohodnotenia pre-
mennych y =0, z=1) a TV z (ohodnotenia premennych v polickach druhej
bézickej matice maji spolo¢né ohodnotenia premennych z =1, z = 0).

2y
00 10 11 01

Iolllm
Il

Minimélny konjunktivny tvar je (f V z) A (y V Z).

Teraz pomocou bazickych matic jednotiek ur¢ime minimalny disjunktivny
tvar. Vytvorime dve bazické matice. Oznaéime ich pomocou dvoch obdlzni-
kov rozmerov 1 x 2. Im odpovedajice konjunkcie st T A Z (rovnako ohod-
notené premenné s x = z = 0) a y A z (rovnako ohodnotené premenné si

y=z=1).
yz
00 10 11 01

EI=SINE
1oouo

Miniméalny disjunktivny tvar je (f A 2) \Y (y A z).

V tlohach b) a ¢) zapiSeme hodnoty boolovskych funkcif do prislusnych Kar-
naughovych map a ur¢ime miniméalne disjunktivne a minimalne konjunktivne
tvary formul, ktoré odpovedaji danym boolovskym funkcidm.

Funkeia f(p, ¢, r) nadobiida hodnotu jedna v bodoch definiéného oboru (1,1,1)
a (0,0,1), teda hodnotu nula nadobtida v bodoch (0,1,0), (0,1,1), (1,0,1),
(1,0,0), (0,0,0), (1,1,0). NapiSeme oba normélne tvary formuly, ktord odpo-
veda tejto boolovskej funkcii. Najprv ich zjednodusime tpravami.
Normalny konjunktivny tvar je (p VgV 7‘) A (p VgV ?) A (ﬁ VaqV ?) A (ﬁ \Y
VgVr)A(pVgVvr)A(BVgVr).

Najprv chceme pouzit distributivny zakon, teda hladame vzdy dve elemen-
tarne disjunkcie, ktoré maji rovnaké literdly (t. j. premennd alebo negicia
premennej). V pripade, Ze niektora disjunkciu potrebujeme pouzit viackrat,
staci ju do daného konjunktivneho tvaru tolkokrat pridat. Pouzijeme dva-
krat distributivny zdkon pre prvé dve a dalSie dve elementarne disjunkcie,
ostatné opiSeme a prva a stvrti elementarnu disjunkciu napiseme este raz.
Potom formulu znovu zjednodusime.

((pv) Vv (rAT))A((BVa)V (FAT))A(pVaVr)A(BVEVT)A(pVEVT)A(PV eV
vr) H (eva)Avae) A((pvr)v(ang) A(pvr)vang) H (pva) AV
Vo) A(pvr)A(@vr) H (pvg) AVa)A(rv (pap)) H (pva) A(BVa) Ar.
Teda (p \Y, 6) A (;ﬁ \Y q) A1 je minimalny konjunktivny tvar.
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Normaélny disjunktivny tvar je (p/\q/\r) \% (ﬁ/\@/\?). Kedze sa neda zjednodu-
sit (elementarne konjunkcie neobsahuju dve rovnaké premenné resp. negicie
premennych), je to aj minimélny disjunktivny tvar danej funkcie.

Teraz urc¢ime minimalne tvary pomocou Kargnaughovej mapy. ZapiSeme
hodnoty danej boolovskej funkcie f(p,q,r) do Karnaughovej mapy.
qr

qr
00 10 11 01 00 10 11 01

Lo ol o]
IEOIE o o | [1)] o

Miniméalny konjunktivny tvar je (To \Y q) A (p \% q) AT
Minimélny disjunktivny tvar je (p ANgN 7') \Y (p ANGNA r)

Pri hladani minimélneho konjunktivneho tvaru pomocou Karnaughovej mapy
st dve nuly (v poli¢kach pre ohodnotenia premennych (1,0,0) a (0,1,0)) zahr-
nuté v dvoch bazickych maticiach. Tomu odpoved4, ze pri iprave normalneho
konjunktivneho tvaru sme elementarne disjunkcie (ﬁ\/q\/r), (p\/q\/r) pouzili
dvakrat.

¢) Teraz pouzijeme iba Karnaughove mapy. Zjednodusenie normalnych tvarov

formuly dpravami ponechdvame na Citatela.
s rs

00 10 11 00 10 | 11 01

01
00 1 0 1 1
10 0 0 0 0 10 0 0 0 0
pq y4
o
1

00 1 0 1 1

11 0 1 1 11 0 1 1 0

a1 | 1| 1 | 1 ‘1 1 1‘

Minimélny konjunktivny tvar je AN(gVTVs)ADVr).
Minimélny disjunktivny tvar je V(gAT)V(DAS). ]

Priklad 4.4.9 Uréme minimélny disjunktivny tvar boolovskej funkcie f(p, q,r,s),
ktora nadobuida hodnotu 1 iba v tychto bodoch definiéného oboru:

a) (0,0,0,0), (0,0,0,1), (1,1,0,0), (1,1,1,0), (1,1,1,1), (1,1,0,1),

b) (0,0,0,0), (0,0,1,0), (0,0,1,1), (0,0,0,1), (1,0,0,0), (1,0,1,0), (1,0,1,1), (1,0,0,1),
(1,1,0,0), (1,1,0,1),

¢) (0,0,0,0), (0,0,1,1), (0,0,0,1), (1,0,1,1), (1,0,0,1), (0,1,0,0), (0,1,0,1),

d) ( ) ( )

) (0,0,0,0), (0,0,0,1), (1,0,0,0), (1,0,1,0), (1,0,0,1), (1,1,0,0), (1,1,1,0), (0,1,1,0).
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Riesenie: Zapiseme hodnoty tychto boolovskych funkcii do Karnaughovych map.
Potom postupne v kazdej mape vyznac¢ime tuénym pismom tie hodnoty 1 bo-
olovskej funkcie, ktoré vytvaraju bazickd maticu. Pod mapu napiseme konjunkciu,
ktord odpoveda vyznacenej bazickej matici aj s vysvetlenim.

a)
s
00 10 11 01

00 1 0 0 1

0 0 0 0 0

pq
11 1 1 1 1
01 0 0 0 0
s rs
00 10 11 01 00 10 11 01
00 1 0 0 1 00 1 0 0 1
10 0 0 0 0 10 0 0 0 0
pgq pq
11 1 1 1 1 11 1 1 1 1
01 0 0 0 0 01 0 0 0 0
DPAQGQANAT PAQ.

Ohodnotenia premennych v poli¢kach vyznacenej bézickej matice (vlavo)
maju rovnako ohodnotené tieto premenné: p = 0, ¢ = 0 a r = 0. Preto
piseme konjunkciu p AGAT.

Ohodnotenia premennych v polickach vyznacenej bazickej matice (vpravo)
maji rovnako ohodnotené premenné p = 1 a ¢ = 1. PiSeme konjunkciu p A g.

Miniméalny disjunktivny tvar je  DAGAT) V (p A q).

00 10 11 01

00 1 1 1 1

10 1 1 1 1
pgq

11 1 0 0 1

01 0 0 0 0
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TS s

00 10 11 01 00 10 11 01
00 1 1 1 1 00 1 1 1 1
10 1 1 1 1 10 1 1 1 1
Pq rq
11 1 0 0 1 11 1 0 0 1
01 0 0 0 0 01 0 0 0 0
PAT q.

Ohodnotenia premennych v polickach vyznacenej bazickej matice vlavo maja
rovnako ohodnotené premenné: p = 1 a r = 0. Preto piSeme konjunkciu pAT.

Ohodnotenia premennych v polickach vyznacenej bazickej matice vpravo
maji rovnako ohodnotenti iba premennt ¢ = 0, comu odpoveda konjunkcia
q.

Minimélny disjunktivny tvar je (p AT) V q.

T8
00 10 11 01

00 1 0 1 1

pq

01 1 0 0 1

s s
00 10 11 01 00 10 11 01
00 1 0 1 1 00 1 0 1 1
0| 0 0 1 1 0| 0 0 1 1
Pg Pg
11 0 0 0 0 11 0 0 0 0
01 1 0 0 1 01 1 0 0 1
DAT qAs.

Ohodnotenia premennych v poli¢kach vyznacenej bazickej matice (vlavo)
maji rovnako ohodnotené premenné: p = r = 0. Tomu zodpoveda konjunkcia
DPAT.
Ohodnotenia premennych v polickach vyznacenej béazickej matice (vpravo)
maji rovnako ohodnotené premenné ¢ = 0 a s = 1. Preto piseme konjunkciu
qnNs.
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d)

00

pq

01

Minimalny disjunktivny tvar je (DAT) V (G A s).

s
00 10 11 01
0| 1 0 0 1
0] 1 1 0 1
pq
11 1 1 0 0
01 0 1 0 0
s s s
00 10 11 01 00 10 11 01 00 10 11 01
1 0 0 1 00| 1 0 0 1 00| 1 0 0 1
1 1 0 1 0] 1 1 0 1 0| 1 1 0 1
rq rq
1 1 0 0 |1 1 0 0 w1 1 0 0
0 1 0 0 o1 0 1 0 0 o1 0 1 0 0
gAT AT pAS AT

Ohodnotenia premennych v polickach vyznacenej bdzickej matice (vlavo)
maji rovnako ohodnotené premenné ¢ = r = 1 a s = 0. Odpovedajica
konjunkcia je g A7 A'S.

Ohodnotenia premennych v poli¢kach vyznacenej bazickej matice (v strede)
maju rovnako ohodnotené premenné p = 1 a s = 0, ¢omu zodpoveda kon-
junkcia p A'S.

Ohodnotenia premennych v polickach vyznaenej bézickej matice (vpravo)
maju rovnako ohodnotené tieto premenné: ¢ = r = 0. Teda piSeme konjun-
kciu gAT.

Minimalny disjunktivny tvar je (¢ A7 AS)V (pAS)V (GAT). ]

Priklad 4.4.10 Linka pozostéva z 3 strojov. Zostrojme kontaktni siet s mini-
malnym poctom vypinacov tak, aby signalizovala, ze nastal pripad, ked prvy stroj
nepracuje a z ostatnych pracuje aspon jeden.

Riesenie. Premennymi z, y, z oznac¢me vyroky: x — prvy stroj pracuje, y — druhy

stroj

pracuje, z — treti stroj pracuje. Kontaktna sief mé signalizovat, Ze nastal

niektory z nasledujicich pripadov:

druhy stroj pracuje, prvy a treti nepracuju,
prvy a druhy stroj nepracuju, treti pracuje,
prvy stroj nepracuje, druhy a treti pracuju.
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Tieto pripady mdzeme charakterizovat boolovskou funkciou f(z,y, z), ktord bude
mat hodnotu 1 iba v argumentoch (0,1,0), (0,0,1), (0,1.1). Inak ma hodnotu 0.

Zapisme to do Karnaughovej mapy.
Yz
00 10 11 01

ol 0 1 1 1

10 0 0 0

Mbobzeme vytvorit dve bazické matice s dvoma jednotkami v prvom riadku, raz
jednotky v druhom a tretom stipci a raz jednotky v trefom a v Stvrtom stipci. Im
odpovedajice ohodnotenia premennych maji spoloéné ohodnotenia premennych
x = 0ay =1 (v pripade prvej bazickej matice), comu odpovedd TAyax =0,z = 1
(v pripade druhej bézickej matice), comu odpovedd T A z. Minimélny disjunktivny
tvar je (T Ay) V (T A z). Tomu zodpovedd kontaktnd siet so Styrmi vypina¢mi. Ak
pouzijeme este distributivny zékon, nasu formulu moézeme upravit na jednoduchsi
tvar T A (y V z), ktory sa uz nedd dalej zjednodusit. Pocet kontaktov pre takto
zapisanu funkciu st tri. Kontaktna siet prislichajica tejto formule je nacrtnuta
na obréazku, pricom konjunkcii odpoveda sériové zapojenie a disjunkcii paralelné
zapojenie.

%
—o{o— —
X
oo
VA

Ulohy

4.1 Napiste uplny normalny disjunktivny tvar danej formuly a minimalizujte ho.
a) (zVz)=y) e [HA2),
b) (z<7) = (2AT),

o) (VY Az) ©u) = (TAT).

4.2 Napiste tplny normélny konjunktivny tvar danej formuly a minimalizujte ho.
a) z e (y= (TV2)),
b) (T = y) AZ,
¢) FA(zAT)) Vu
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4.3 Nech boolovskd funkcia F(z,y,z) je dand tabulkou. Urcte tplny normdlny
konjunktivny tvar jej odpovedajicej formuly. Mimalizujte ho.

’x‘y‘z‘F(z,y,z)‘
11111 1
11110 0
1101 1
11010 1
011 0
0]1]0 1
0|01 0
0]0]0 1

4.4 Nech boolovska funkcia F(z,y,z) je dand tabulkou. Uréte tplny normalny
disjunktivny tvar formuly, ktora jej odpoveda. Minimalizujte ho.

’x‘y‘z‘F(m,yw)‘
11111 0
11110 1
1101 0
11010 1
0111 1
01110 1
0]0]1 1
0100 1

4.5 Napiste minimalny disjunktivny tvar a normalny konjunktivny tvar formuly,
ktorej iplny normalny disjunktivny tvar je:

a) (TAYAZ)V(TAYyA2Z)V(AGAZ)V(EATGA 2),

)

b) (AGAZ)V(TAYA2)V(@AGAZ)V(TAGAZ)V(TAYAZ),

c) (xAYAzZ)V(zAYAZ)V (e AGAZ)V (2 AGAZ)V (TAGAZ)V (TAYAZ)V (TAYAZ),
d) (AGAZ)V(TAYyAz)V(xAGAZ).

4.6 Dant formulu napiste v iplnom norméalnom disjunktivnom tvare a v iplnom
normalnom konjunktivnom tvare:

a) @=y) ANz Ay (zVy),
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o) p=a)A(@=7)V(AT)),
d) (z=y) Az,

e) (T=y) VZ,

f) (7)) = (A7),

g) @=y) =7,

h) (pVgVF) s

4.7 Napiste minimalny disjunktivny tvar formuly, ktorda odpoveda boolovskej fun-
keii f(p,q,r,s), ktord nadobtida hodnotu 0 iba v bodoch definiéného oboru
(1703]‘70)7 (0307071)’ (0?07171)’ (17170’0)7 (17031’1)7 (0’0’070) a (1’17130)'

4.8 Nech boolovska funkcia f(p, ¢, 7, s) nadobtda hodnotu 1 iba v bodoch definié¢-
ného oboru (0,1,0,1), (1,1,1,0), (1,1,0,0), (0,0,1,1), (0,1,1,1) a (1,1,1,1). Napiste
minimalny konjunktivny tvar formuly, ktora odpovedaja tejto funkcii.

4.9 Napiste minimalny disjunktivny tvar a minimalny konjunktivny tvar formuly:
a) (z < (yVvz) = ((TVY) AZ),
b) ((z=2)Ay) & (TVY),
c) ((zvy)Az)] =T

4.10 Linka pozostava z 3 strojov. Zostrojte kontaktnu sief a pomocou boolovskej

algebry ju maximalne zjednoduste tak, aby signalizovala, Ze nastal niektory z
nasledujicich pripadov:

a) prvy stroj nepracuje, ostatné stroje pracuju,

b) prvy stroj pracuje a z ostatnych dvoch iba jeden pracuje.
4.11 Linka pozostava z 3 strojov. Zostrojte kontaktni sief s minimélnym poctom
vypinacov tak, aby signalizovala, ze nastal niektory z nasledujicich pripadov:
a

len prvy stroj pracuje,

b

)

) len tret{ stroj nepracuje,
c¢) len treti stroj pracuje,
d) len prvy stroj nepracuje.

4.12 Linka pozostava zo 4 strojov. Zostrojte kontaktni siet s minimalnym poctom
vypinacov tak, aby signalizovala, ze nastal niektory z nasledujicich pripadov:
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a
b
¢

d

e

len treti stroj nepracuje,

len prvy a stvrty stroj pracuje,
len prvy pracuje,

len prvy a druhy stroj pracuje,

len druhy nepracuje.

Vysledky

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

a) (TAGAZ)V(TAYAZ)V (2 AYAZ),

Z)V(ZAYA2)V(ZAGAZ)V (AyAz)V (TATAz2),
(;U/\y) \/(f/\z) (x/\y) alebo (:E/\y) \Y (y/\z) \Y (T/\@),

¢) (TAGAZATU)V (EAGAZAW)V (EAGAZAT)V (TAYAZAT)V (EAYAZAW)V
V(ZAYyAzAR)V (2 AYAZAU)V (2AYAZAT)V (2AYyAZAU) Y (2AY Az ),
TAZ)V(ZAu)V (@ZAU)V (zAyAu)V (TAzAT).

a) (zVyVz)A(zVyVZ)A(zVyV2)A(zVYVZE)A(ZVTV2),
a:/\(@\/z),

b) (xVyVz)A(zVyVz)A(zVyVZz) A (ZVYyVZE)A(TVYVE),
(J:Vy)/\E,

o) (TVyVzVu) A(TVYVzVu)A(ZVyVZVu) A (ZVYVEVU)A(2VyVEVu),
(zVu) (y\/E\/u).

(ZVYV2)A(xVGVE)A(zVyVZ),

(xVZ)AN(T VTV 2).

(EAYANZ)V (@ AGAZ)V(EAYAZ)V (TAYA)V(ZATAZ)V (TATAZ),

ZVYIVZIIANTVYVZIIA(xVyVz)A(zVTV2),

(E\/@\/z) (x\/y\/z) (xVyVz)A(xVyVI)A(x VTV 2).
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(
@Vy) A@Vy)A(Vy),

b) (x AyA2)V(eAGAZ)V(TAYyA2)V(TAGA 2),
ZVYVONETVYyVz)A(xVGV2)A(xVyVz),

) PAGAT)V (P AGAT)V (BAGAT)V (BAGAT)V (BATAT)V (BATAT),
(BVaVT)A(PVaVr),

d) (AYyA2)VEAYyA2)V(TAGA 2),
@ZVYVONETVYVEIA@TVYV2)A(xVyVz)A(xzVgVz),

e) (TAYA2)V(AYAZ)V(ZATAZ)V(@AGAZ)V (TAYA2)V (TAYAZ)V

V(TEAYAZ),
zVyVz,

D (@AyA2)V(@AYyAZ)VTAYyAZ)V(TAGAZ)V(TAGAZ),
ZVyYyVZIIN(T@TVyVz)A(xVTV2),

g) (ANYAZ)V(@AGAZ)V(@AYAZ)V(TAGAZ)V(TAGAZ),
ZVYVEIAN(ETVYVI)A(xVTV3I),

h) (BAGATAS)V (PAGATAS)V (PAGATAS)V (DATATAF)V

VEAGATAS)V (BAGATAS)V (BPAGATAS)V (DAGATAS),
(pVaVvrVs)A@EVEVrVs)A(BVqVTVS) AV aVrVs)A
ApVGVFVS)A(pVaVTVs)A(pVaVrVs) A(pVGVTFVs).
4.7 PATAS)V (pAGAT)V (BAG)V (qAs).
&8(?Vrvﬂ qu%N@Vs%N@Vr)
4.9 a) (A V(@AY)V([FAZ), @VY)A(xVyVZ),
b) @Ay)V(yAz), yA @V 2),
¢) (xAy)VZVT, (kVZVT)A(yVZVT).
4.10
70—0/0—0/
T Y Z
o—o/o—o{
T Y Z
o—o(o—o/
T Y z

4.11

g
€T z

o007
T z
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4.12
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Kapitola 5

Algebraické struktary

5.1 Grupy, cyklické grupy

Priklad 5.1.1 Zistime, ¢i mnozina Z spolu s danou binarnou operaciou [J tvori
grupu, ak:

a) adb=a+b+1,
b) adb=a—b+1.

RieSenie. Chceme ukézat, ze (Z,0) je grupa. Podla definicie musime ukézat, zZe

1. mnozina Z je uzavreta vzhladom na binarnu operaciu [, t.j.
Va,be Z:aldb € Z,

2. plati asociativny zakon vzhladom na bindrnu operéaciu [J, t. .
Ya,b,c € Z : (ab)Oc = aO(bc),

3. mnozina Z obsahuje neutralny prvok vzhladom na operéaciu [J, t.j.
de € Z Va € Z : alde = a = ela,

4. ku kazdému prvku z mnoziny 7Z existuje inverzny prvok vzhladom na ope-
raciu O, t.j.
VYa € Z 3a' € Z: a0d' = e = d'Oa.

a) Nech adb=a+b+ 1.

1. adb=a+ b+ 1 € Z pre Tubovolné a,b € Z
mnozina Z je uzavretd vzhladom na bindrnu operaciu .

2. (@Ob)Oc=(a+b+1)0c=(a+b+1)+c+1=a+b+c+2
aO(®0Oc) =a0(b+c+1)=a+ (b+c+1)+1=a+b+c+2
Plati asociativny zadkon vzhladom na binarnu operéciu [J.

3.at+e+l=a=e+a+1l,tedae=—-1la—-1€Z
mnozina Z obsahuje neutralny prvok vzhladom na operaciu [J.
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4. a+ad +1=—-1=d +a+1,tedaad' =-2—-a,—-2—acZ
Ku kazdému prvku z mnoziny Z existuje inverzny prvok vzhladom na
operaciu [.

Teda (Z,0) je grupa.
b) Nech aOb=a —b+ 1.

1. adb = a — b+ 1 € Z mnozina Z je uzavretd vzhladom na bindrnu
operaciu (.

2. (edb)0c=(a—b+1H0c=(a—b+1)—c+1l=a—-b—c+2
a000c) =ad(b—-—c+1)=a—-(b—c+1)+1=a—-b+c

Kedze (aJb)Oe # aJ(b0c), neplati asociativny zakon vzhladom na bindrnu
operaciu O, teda (Z,0) nie je grupa. [

Definicia 5.1.1 Nech (G, x) je grupa a nech n € Z. Pre lubovolny prvok z € G
definujeme mocninu " nasledovne:

n—krdt

THL KT Kk T, akn >0,
" = e, akn =20,
v’ xx’ %% 2/, akn<O.

(—n)—krdt
Priklad 5.1.2 Nijdime mocniny 2°, 2° a 27° v grupe
a) (Z,+),
b) (R —{0},).

Riesenie. Najprv potrebujeme zistif neutralne prvky a inverzny prvok k prvku 2
v oboch grupéach zo zadania.

a) V grupe (Z,4+) je neutrdlny prvok 0. Inverznym prvkom k 2 je -2. Potom
20=0,22=2+4+2+2+2+2=10a2"° = (=2) + (=2) + (-2) + (-2) +
+ (—-2) = -10.

b) V grupe (R—{0},-) je neutralny prvok 1. Inverznym prvkom k 2 je % Potom

0 _— 5 _ — -5 _1 1 1 1 1 __ 1

Definicia 5.1.2 Ak v grupe (G, *) ezistuje taky prvok x € G, Ze kazdy prvok mno-
ziny G je jeho mocninou,tak grupa sa nazgva cyklicka a prvok x je generadtorom
grupy.
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Pozndmka: Na mnozine Z, opericia & znamena sc¢itanie modulo n a operacia ®
nasobenie modulo n.

Priklad 5.1.3 Je grupa (Zg, @ ) cyklickd? Ak d4no, najdime vSetky jej generatory.

Riesenie. Zistime,¢i niektory prvok mnoziny Zg je generatorom danej grupy. Pr-
vok 0 nie Je generator pretoze 0" =0pre lubovolne n € Z. Prvok 1 je generatorom,
pretoze 1= =0, 1= =1, 1= =2, T = =3, T = =4, T = =5, teda umoctiovanim prvku
1 postupne ziskame vsetky prvky mnoziny Zg. Teda danda grupa je cyklicka.

5l 5 32 - b =
2 =2 2"=4,2 =0,
52

Néjdime ostatné generatory grupy Kedze 2 =0,
prvok 2 nie je generatorom. Kedze 3 0 3 =33

0, ani prvok 3 nie

je generdtorom. KedZe - 0, T = 4, T Zg =

\O\

) ani prvok 4 nie je
generatorom Teraz naJdlme mocniny prvku 5. Dostaneme 5=0,5 =55 =
=4, 5 = =3, 5t = =4, 5 = = 1, teda kazdy prvok mnoZiny Zg sa d4 napisat ako
mocnina prvku 5, a 5 je generator. Uvedomme si, %e ked umociiujeme, mocnina
mobze byt aj zapornd. Ale v tejto grupe, zdporné mocniny jej prvkov vygeneruji

rovnaké prvky ako kladné mocniny. n

Definicia 5.1.3 Radom prvku z v grupe (G, *) je najmensie prirodzené éislo n
také, zZe x™ = e. Zapisujeme rdd x = n.

Definicia 5.1.4 Podgrupou grupy (G, *) budeme nazjvat dvojicu (H,*), pricom
H C G a H je uzavretd vzhladom na operdciu *.

Priklad 5.1.4 Uréme rddy vSetkych prvkov v grupe (Zg, €) a ndjdime vSetky
podgrupy tejto grupy. Nasledne urobte rozklad grupy podla jej dvojprvkovej podg-
rupy.

RieSenie. V grupe (Zg, ®), kde Z¢ = {0,1,2,3,4 5} je neutranym prvkom prvok
0. Rddom nejakého prvku x danej grupy je najmensie prirodzené ¢islo n také, ze
2™ = e = 0. Na zéklade rieSenia predchddzajiceho prikladu vieme, Ze

rad 0 = 1;

rad 1 = 1rdd 5 = 6;

rad 3 = 2;

rad 2 = rdd 4 = 3.

Plati, ze vsetky podgrupy cyklickej grupy su tiez cyklické a podla Lagrange-
ovej vety rdd grupy (Co je pocet prvkov grupy) je ndsobkom rddu podgrupy.
Teda podgrupy grupy (Zg, @) mozu mat jeden, dva tri alebo Sest prvkov. Vyuzi-
tim predchddzajiceho prikladu, dostdvame tieto podgrupy {0}, {0,3}, {0,2,4},

Teraz naJdlme rozklad grupy (Zg, ®) podla podgrupy H = {0,3}.

Trieda pravého rozkladu prislichajtica prvku x € Z4 je xH = {x®h,h € H}.

Trieda lavého rozkladu prislichajica prvku z € Z4 je Hx = {h®x,h € H}.
Dostavame nasledujice pravé triedy rozkladu

0H ={0®0,0®3} ={0,3}
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1H={190,193} ={1,4}
2H={2®0,293} ={2,5}
3H={3®0,393}={3,0}
4H ={49 0,493} = {4,1}
5H={5®0,5®3} =1{52}
Nakolko operacia @ je komutativna, lavy rozklad bude rovnaky ako pravy. =

Priklad 5.1.5 Zistime, ¢i zobrazenie f : (R*,) — (R,+), f(z) = Inz je
homomorfizmom resp. izomorfizmom uvedenych grap.

Riesenie. Najprv zistime, ¢i sa jednd o homomorfizmus. Overime, ¢i plati:

(Vz,y € RY): f(z-y) = f(z) + f(y)

Upravme Tavt stranu.

fl-y)=Mn(z-y)=mnz+ny=f(z)+f(y),

teda dané zobrazenie je homomorfizmus grip. Aby dané zobrazenie bolo izo-
morfizmom grip, musi byt bijektivne, t.j. injektivne aj surjektivne. Teda, m& pla-
tit: (Va,y e RY) : w2 #y = f(x) # f(y) a zdrovenl (Vy € R)(3z € RT) : y = f(x).

Zobrazenie f je injektivne, lebo (Vz,y e RT) iz £y =>Inz #Iny= f(z) #
# f(y)-

Zobrazenie f je surjektivne, lebo (Vy € R)(3z € R") : y = In z. Stadi pre
Iubovolné y € R zvolit x = e™Y, pricom vieme, ze e™¥ € RT.

Teda zobrazenie f je izomorfizmom danych grup. [

Ulohy

5.1 Zistite, ¢i mnozina Z, spolu s bindrnou operaciou [J tvori grupu, ak:
a) x0y =x — vy,

b) aldb=a+b,

c) allb = ab,

d) aAb=a+ b+ ab,

@

f) alb = a+ (=1)%,

g) zxy=xy?

)
)
)
)
) Ay =z +y+5,
)
) @
h)

a*xb=ab+ 1.

5.2 Zistite, ¢i dand mnozina spolu s binarnou operéciou tvori grupu, ak:

a‘) (287@)7
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b (Z11—{0},®),

¢) (Zn,®),

d) (2,—{0},©),

e) (Za X Zs3,®),

f) ({1, -1,i, -}, 4),

g) (Ss,0 ), Ss je mnozina vsetkych permutécii mnoziny {1,2,3} a o je operacia

skladania zobrazeni.

5.3 Zistite, ¢i mnozina A = {x € R : x = 7¥, k € Z} spolu s operéciou:
a) sCitania,
b) nésobenia
tvori grupu.
5.4 Zistite, ¢i mnozina A = {2" : n € Z} spolu s opericiou:
a) sCitania,
b) nédsobenia
tvori grupu.

5.5 Zistite, ¢i mnozina A C Zj; spolu s bindrnou operaciou ® tvori grupu.

a) A={1,3,150},

)

b) A={8,7,53,1},
A _
) A

:{ S}a
— {1,70}.

o

d

5.6 Nech K,, = {z € C,z2™ = 1}, n € N. Zistite, ¢i mnozina K, tvori grupu
vzhladom na operéciu:

a) scitania,

b) nésobenia.
5.7 Najdite rady prvkov:

a) Q’ 3v grupe (Z87@)7

b) 2,3 v grupe (Zs — {0}, ®).

5.8 Zistite, ktoré z nasledujtcich grip sa cyklické:
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(Ra+)7 (@7+)7 (K87 ')7 ({I € R,: Tr = 7k’k € Z}a ')a
(537 0)7 (R - {0}7 .)’ (ZSa ®)a (Z7 - {0}7 ®),
({2”,’11 S N}, -), (ZQ X ZQ,@)7 (ZQ X 73, EB), (Z2 X Z4,@).

5.9 Najdite grupu, v ktorej kazdy prvok okrem neutralneho je jej generatorom.
5.10 Zistite, ¢i dané zobrazenie je homomorfizmom resp. izomorfizmom grip.
a) [:(Z,4) — (Z,+), f(z)=4=z,
b) f:(RY) — (BY,), flz)= L,
c) fRxR,+)— R,+), flz,y)=xz+y—2.

5.11 Zistite, ktoré z nasledujucich grip sd izomorfné.

(R’+)7 (K67')7 (K87')a (Z&EB)L
(5370 )7 (Ri {0}7)7 (Z7a@)a (Z7 - {0}7®),
(Zd-), (Zz X Zg,@).

5.12 Najdite vsetky podgrupy danych grip a najdite ich rozklady podTa ich stvor-
prvkovych podgrip.

a) (K47'>7
b) (Zs,®).

Vysledky

5.1 a) nie, b) éno, c

, f) dno, g

nie, d) nie,
, h) nie.

) )
) )
5.2 a) 4no, b) 4no, ¢) 4no, d) 4no,
) 4no, f) nie, g)

5.3 a
5.4 a

5.5 a
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5.6 a) nie,
b) 4no.
5.7 a)rad 2=4,1r4d 3 =38,
b) rad 2 =4, rdd 3 = 4.
5.8 Nasledujtce grupy su cyklické:

({2n7n € N}7 ')7 (Z2 X Zilv@)7 (K87 ')7 (Z87@)a
(Zy x Z3,®), (Z7 — {0}, ®), {zeR:z=TkecZ},).

5.9 (Z7 — {0}, ®)
5.10 a) homorfizmus,
b) izomorfizmus,
¢) nie je ani homorfizmus.

5.11 (Ks, ) & (Zs, D)
(Z2 x Z3,®) = (Ks, ) = (Z7 — {0}, ®)

5.12 a) {1}, {1,-1}, {1,-1,i,—i},

5.2 Okruhy, obory integrity, telesa a polia

Definicia 5.2.1 Nech A je mnoZina a nech O, /A si bindrne operdcie. Potom
(4,0, A) sa nazgva okruh prave vtedy, ked

1. (A,0) je komutativna grupa,
2. (A, D) je pologrupa,

3. Operdcia A je distributivna vzhladom na operdciu O, t. j.
Vr,y,z € A: 2A(yOz) = (zAy)O(xAz),
(20y)Az = (xLz)0(yAz).

Ozna¢me e(O) - neutralny prvok vzhladom na operdciu 0 a e(A) - neutrdlny prvok
vzhladom na operéaciu A.

Definicia 5.2.2 Okruh (A,0,A) sa nazjva obor integrity prdve vtedy, ked ne-

existuji netrividlne delitele nuly, t.j. Va,y € A: ((z # e(O0) Ay # e(0)) = zlAy #

£ ().

Definicia 5.2.3 Okruh (4,0, A) sa nazgva teleso prave vtedy, ked (A—{e(0)}, A)
je grupa.

Definicia 5.2.4 Teleso (A,00, A) sa nazjva pole prave vtedy, ked (A—{e(0)}, A)
je komutativna grupa.
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Priklad 5.2.1 Zistime, ¢i (Zg, ®,®) tvori okruh alebo obor integrity.
Riesenie. (Zg, ®,®) tvori okruh prave vtedy, ked
1. (Zg,®) je komutativna grupa,
2. (Z¢,®) je pologrupa,
3. Operacia ® je distributivna vzhladom na operéaciu @, t.j.
VE,Y,Z€Z¢ :T® (YBZ)=(TRY) ®(TRZ),
Tey)z=(TQZ) & (YR 32).
Overme jednotlivé podmienky.

1. Vyudijeme nasledujiicu Cayleyho tabulku na overenie toho, ze (Zg, @) je ko-
mutativna grupa.

olol1]z]3]1]5
olil2]3l3]a]5
Tl1l2]3]2]5]0
2lzl3l2]s5]0]1
slalz]slo]1]2
ilalslol1]z2]3
slslol1]2]3]1

Z Cayleyho tabulky vidime, ze:

e mnozina Zg je uzavretd vzhladom na binarnu operéaciu &,

e mnozina Zg obsahuje neutralny prvok 0 vzhladom na opericiu @,

e ku kazdému prvku 7 z mnoZiny Zg existuje inverzny prvok z’ z mnoziny

, . ~ == = = = 5 = = —

Zg vzhladom na operdciu @, ato0 =0,1 =5,2 =4,3 =3,4 =4,
5 =T

e bindrna operécia @ je komutativna (pretoze tabulka je symetricka podla
hlavnej diagondly).

Este ukazeme, ze bindrna opericia @ je asociativna, t.j. VZ,7,Z € Zg :
(ZDY)Dz=T® (y®z). Najprv upravme lavii a potom pravii stranu.
Zoy)dz=0vty®z=2+y+=2

TOWPzZ)=Thyt+z=x+y+=z

Teda operacia @ je asociativna.

2. Pouzijeme Cayleyho tabulku.
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olol1]z]3]1]s
o[olololalo]o
1]ol1|2]3]1]5
s [ol2]d]ol2]a
s(ol3/0]3]0]3
ifolalz2]o0la]2
A HEEBEEEE

7 Cayleyho tabulky vidime, ze mnozina Zg je uzavreta vzhladom na bindrnu
operaciu Q.

Teraz ukazeme, ze bindrna operacia X je asociativna, t.j. VZ,y,Z € Zg :
(ZT®Y)®z=7® (¥®Zz). Najprv upravme lavii a potom pravii stranu.
(TRYYRZ=T yRz=T 7 Z.

TR YRZ)=TQRy 2=T -7y 2.

Teda operacia ® je asociativna.

3. Vfa?,§€z6if®(?®?) :(f®y)@(f®§)
ey ez=2TR2) 8 [FR32).

V obidvoch rovniciach upravime Tavi a prava stranu a porovndme ich.
IRGez)=TQyt+z=z(y+2)=zyt+zz
ZRYDTR2)=Ty®TZ=09y T2
Toyz=r+ty®z=(r+y)z=12Fyz
ZR2Z)D([HYRZ)=T2z2OYz=122+ y.2.

KedZe platia aj distributivne zdkony, (Zg, ®, ®) je okruh.

Okruh (Zg, ®, ®) tvori obor integrity préve vtedy, ked neexistuji netrividlne
delitele nuly, t.j. VZ, 5 € Zg : (T #£O0AY #0) = TRY #0). Zvolme T = 2Ny = 3.
Potom 2® 3 = 0. Teda okruh (Zg, 4, ®) nie je oborom integrity. A teda (Zg, ®, ®)
nie je ani teleso ani pole. ]

Ulohy

5.1 Zistite, ¢i mnozina spolu s dvomi bindrnymi operaciami (A, +,-) tvor{ okruh,
obor integrity, teleso alebo pole, ak:

a) A= {a+bvV2+c¥2, a,b,ceQ},
b) A = {a+bi, a,bc Z},

¢) A={a+bi, a,beQ},

d) A={a+b¥2, a,becQ},
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e) A={zeRaz="7F keZ}
f) A je mnozina neparnych celych é&isel,

g) A je mnozina parnych celych ¢isel.

5.2 Zistite, ¢éi (P(A),=,N), A # 0 je okruh resp. pole, ak X+Y = (X-Y)U(Y —X).
5.3 Zistite, ¢i (M, +, ) je pole, ak:
a) M = M,(RY]

b) M:{(% Z)eMQ(R)}.

5.4 Rozhodnite, ¢&i zobrazenie ¢(a,b) = (b,0,a) je homomorfizmus resp. izomor-
fizmus okruhov (R3,+,-) a (R%,+,-), ak + a - st s¢itanie a ndsobenie n — tic
po jednotlivych zlozkach.

5.5 Rozhodnite, ¢ zobrazenie f : R3 — R? je homomorfizmom resp. izomorfiz-
mom okruhov (R3,+,-) a (R? +,"), ak:

a‘) f(x,y7z) = (x,y),
b) f(z,y,2) = (y,9).

g) obor integrity.
5.2 Je to pole.
5.3 a) nie je,

b) je.
5.4 Je homomorfizmus.
5.5 a) homomorfizmus,

b) homomorfizmus.

LM, (R) je mnozina $tvorcovych matic rddu n, ktorgch prvky si redlne cisla.
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Kapitola 6

Grafy

6.1 Zakladné pojmy

Definicia 6.1.1 Nech V, H si disjunktné mnoziny a nech H C (‘2/) Usporiadand
dvojica (V, H) sa nazjva graf. Zapisujeme to G = (V, H).

Definicia 6.1.2 Podgrafom grafu G = (V, H) je graf G1 = (V1, Hy), kde V; CV
a H; C H. Faktorom grafu G = (V, H) je podgraf G1 = (V, Hy).

Definicia 6.1.3 Nech |V|=n. Graf K, = (V, (g)) sa nazjva kompletny graf

(teda medzi kaZdgmi dvoma vrcholmi je hrana). Graf D, = (V,0) sa nazjva dis-
krétny graf.

Definicia 6.1.4 Graf G = (V,H) sa nazjva bipartitny graf prdve vtedy, ked
V=ViUV, a Vi NV, =0, pricom pre kaZdi hranu e = {u,v} plati, Ze u € V1,
v € Vo. Kompletny bipartitny graf K, , = (V, H) je bipartitng graf, v ktorom
[Vi| = m, |Va| = n a pocet hrdn je m - n.

Definicia 6.1.5 Nech k € NU{0}. Graf G = (V, H) sa nazjva pravidelny (re-
guldrny ) graf stupria k prdve vtedy, ked vsetky vrcholy maji stupen k.

Definicia 6.1.6 Komponent grafu je kazdy jeho maximdlne suvisly podgraf.

Definicia 6.1.7 Graf G = (V7 (‘2/) — H) sa nazgva komplement grafu G =
= (V. H).

Definicia 6.1.8 Postupnost nezdporngch celyjch cisel si,ss,83,...,8, Sa nazyva
grafova prave vtedy, ked existuje graf s n vrcholmi, ktorého stupne si rovné vset-
kym cislam tejto postupmosti.

Veta 6.1.1 (Havlova veta) Nech s1, S2, S3, ..., Sn je postupnost nezdpornych
celyjch cisel takd, Zen 2 2,1 < s1 S n—1 pre ktord plati 81 2 s9 2 83 2 -+ 2 Sy
Potom tdto postupnost je grafovd prdve vtedy, ked je grafovd postupnost so — 1,
s3—1, ..., 85,41 — 1, 85,42, ..., Sn-
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Pozndmka k Havlovej vete: VSimnime si, ze v nerastiicej postupnosti s1, s2, S3, ..., Sp
odstranime prvy ¢len s; a dalsich s; ¢lenov znizime o jedna.
Definicia 6.1.9 Grafy G1 = (Vi,Hy) a Gy = (Va,Hs) si izomorfné prdve
vtedy, ked existuje bijektivne zobrazenie f : Vi — Va také, Ze {v;,v;} € Hi &

& {f(v), f(vj)} € Ha.

Priklad 6.1.1 Majme diagram grafu G = (V, H).
V2

U3 U6

Vg U5
Vypisme prvky mnoziny vrcholov V|, mnoziny hran H a napiSme stupne vset-
kych vrcholov.
RieSenie. Vrcholy st oznafené, mnozina vrcholov je V' = {vy, va, v3,v4, V5, Ug }.
Kazdud hranu zapiSseme pomocou dvoch vrcholov, s ktorymi inciduje, mnozina hran

daného grafu je H = {{va, vs}, {va,va}, {v2,v5}, {vs,v5}, {va, 5}, {vs,v6}}. Stu-
peii vrchola v, oznac¢ujeme to d(v), je pocet hran, s ktorymi vrchol v inciduje. Teda
0(v1) =0,6(va) = 3,0(v3) = 2,8(vg) =2, §(vs) =4, 6(vg) = 1. m

Priklad 6.1.2 Nech graf G = (V, H) md aspon dva vrcholy a nech pocet hran
je mensi nez pocet vrcholov. Ukazme, ze graf G mé aspon jeden vrchol stupna 1
alebo 0.

Riesenie. Dokazme toto tvrdenie sporom. Predpokladajme, ze vrchol stupna 1
ani vrchol stupna 0 v grafe G neexistuje. Teda kazdy vrchol v; ma stupen aspon
2, 0(v;) 2 2.

Pre Iubovolny graf G = (V, H) plati:

V]

2[H| =Y 5(v:)

Z tohto vztahu dostdvame 2 |H| = 2|V, ¢o je v spore s predpokladom, Ze graf ma
menej hran nez vrcholov. [

Priklad 6.1.3 Naértnime diagramy grafov  a) K5, b) D4, c¢) K34, d) K3 4.
Riesenie.

a) Diagram grafu Kj:
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b) Diagram grafu Dy:

c) Diagram grafu Kj 4:

d) Diagram grafu K3 4:

A=<\

<

Priklad 6.1.4 Nacrtnime diagramy

a) vSetkych podgrafov grafu Ko,

b) vSetkych faktorov grafu Kj,

¢) vsetkych neizomorfnych faktorov grafu Ks.
Riesenie.

a) Su styri podgrafy grafu Ks:

G 01 Vg
GQZ U1 e e U2
Gg: o Uy
Gy V1 e

b) Graf K3 mé osem faktorov:

72



U1 U1 U1

V2 U3 V2 /\ V3 V2 L« V3
U1 (%] U1

V2 U3 V9 @ \ U3 Vo / ® U3
U1 U1
° °

V) &——e U3 V2 e o U3

¢) Na zdklade rieSenia v Casti b), graf K3 m4 iba Styri navzdjom neizomorfné
faktory:

U1 U1

U1 U1
. .
UQA'UB vg/\vg V2 e———0 U3 V2 @ o U3

Priklad 6.1.5 Urc¢me, ¢i dané dvojice grafov st izomorfné. Svoj zaver zdovod-
nime.

a)

b

O.v;
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RieSenie. Graf vlavo oznatme G a graf vpravo Ga. Ak dva grafy G; a Ga su
izomorfné, tak

e maju rovnaky pocet vrcholov,

e maju rovnaky pocet hran,

e maju rovnaké stupne vrcholov,

e bud st oba suvislé alebo oba nie si1 suvislé,

e susednost vrcholov sa zachovava,

¢ incidencia vrcholov a hran sa zachovava.

AvSak ani splnenie uvedenych podmienok nezarucuje, ze grafy si izomorfné.

Ak chceme ukézat, ze grafy st izomorfné, snazime sa prekreslit ich diagramy
tak, aby boli rovnaké (aZ na pomenovanie vrcholov a hran). Inak, ak chceme uké-
zat, Ze nie st izomorfné, hladdme dévod, v ¢om sa liSia.
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a) Grafy maju rovnaky pocet vrcholov, ale pocet hran je rozny. Teda grafy G,
a (G5 nie s izomorfné.

b) Grafy maji rovnaky pocet vrcholov, rovnaky pocet hrdn, prislusné grafové
postupnosti st tiez rovnaké. Ale kedze graf G je suvisly a graf G5 je nesu-
visly, grafy G a G nemdzu byt izomorfné.

¢) Ani v tomto pripade grafy G; a Ga nie st izomorfné, pretoze obidva grafy
maju prave jeden vrchol stupna tri, ktory v grafe Gy susedi s vrcholmi stup-
nov 1, 1 a 2 a v grafe G5 s vrcholmi stupnov 1, 2 a 2.

d) Tieto grafy nie st izomorfné, kedze v grafe Gy neexistuje kruznica nepédrnej
dlzky a v grafe Go je kruznica dlzky tri.

e) Opit, ani tieto grafy nie st izomorfné, nakolko oba grafy maji prave dva
vrcholy stupna tri, ktoré v grafe (G nie st susedné ale v grafe G5 st susedné.

f) Grafy spiﬁajﬁ vSetky vyssie uvedené nutné podmieky, tak sa pokisime pre-
kreslit diagram grafu Go. Najprv oznacme jeho vrcholy

U3, V2

Vg U1

a potom nakreslime jeho diagram nasledovne:

vg V1

V3 ()

V4 Us

U8 vr

Teda grafy G1 a Gy st izomorfné.

g) Stadéi oznadit vrcholy grafu G; a nésledne prekreslit jeho diagram tak, aby
sme ziskali diagram grafu Gs, grafy st G; a G5 izomorfné.
U4

Vg U5 Vg VU1 V2

U1 U2 U3 U3

Priklad 6.1.6 Urc¢me, ¢i dand postupnost je grafova:
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a)
b)

c)

5,8,4,0,4,3,1,2,15,2,4, 3,5, 2, 2,
4,1,2,5,4,4, 2,3,

1,1,1,2,3,3,3, 4,4, 4, 4.

Ak 4no, nacrtnime prislusny diagram grafu.

Riesenie.

a)

Pocet vrcholov nenulového stupna je 14, teda najvacsi stupen vrchola v ta-
komto grafe méze byt 13. Kedze vrchol stupna 15 nemdze existovat, dand
postupnost nie je grafova.

Pocet vrcholov neparneho stupna je v kazdom grafe parny. Nakolko uvedend
postupnost obsahuje tri neparne ¢isla, nemoze ist o grafovi postupnost (sicet
stuptiov vSetkych vrcholov je parne ¢islo).

Pre ttato postupnost pouzijeme viacnasobne Havlovu vetu, aby sme zistili, ¢i
sa jedna o grafovd postupnost. Pred kazdym pouzitim uvedenej vety skon-
trolujeme, ¢i postupnost je neklesajica. Ak nie, preusporiadame jej Cleny.
Pokracujeme az dovtedy, kym nevieme o niektorej postupnosti s urcitostou
povedat, ¢i je alebo nie je grafova.

, 4,4,4,3,3,3,2,1,1, 1 n =11, s; = 4, pouzijeme Havlovu vetu

(odstranime konstantu v ramceku a podé¢iarknuté ¢isla znizime o jedna)

3,3,3,2,3,3,2,1,1, 1 usporiadame do nerasticej postupnosti
, 3,3,3,3,2,2, 1,1, 1 n = 10, s; = 3, pouzijeme Havlovu vetu
2,2,2,3,2,2,1,1, 1 usporiadame do nerasticej postupnosti
, 2,2,2,2,2,1,1,1 n =9, s; = 3, pouzijeme Havlovu vetu
1,1,1,2,2,1,1, 1 n=2~8

O poslednej postupnosti vieme, ze je grafova, kedze vieme nakreslit diagram
8-vrcholového grafu, Gy, ktorého stupne vrcholov sa 1, 1, 1, 2, 2, 1, 1, 1.

G

Potom, na zdklade Havlovej vety, aj postupnost zo zadania je grafova.
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Teraz nacrtnime diagram grafu, ktory ma 11 vrcholov a ich stupne s 1, 1, 1,
2,3,3,3,4,4, 4, 4. Budeme postupovat systematicky, vyuzijeme postupnosti
ziskané pouzitim Havlovej vety. Zacneme poslednou postupnostou, ktorej
odpovedajuci graf G; ma diagram na obrazku vyssie. V dalSom kroku chceme
nacrtnit diagram grafu, ktory odpoveda postupnosti , 2,2,2,2,2,1,1, 1.
V grafe G teda priddme novy vrchol (jeho stupei je konstanta v rdmceku)
a tri hrany, ktoré s nim budi incidovat, pricom z troch vrcholov stupna 1
v grafe G; sa stant vrcholy stupiia 2 (s to podé¢iarknué ¢isla). Tento graf
ozna¢me Gy. Teraz v grafe G priddme vrchol a tri hrany s nim incidentné,
pri¢om z troch vrcholov stupna 2 v grafe G budi vrcholy stupnia 3. Graf, ozn.
(I3, odpovedd postupnosti , 3,3,3,3,2,2,1, 1, 1. A nakoniec priddme
vrchol a $tyri hrany tak, Ze tento novy vrchol bude mat stupen 4 a Styri
vrcholy, ktoré mali v grafe G stupne 3, 3, 3, 2 budi mat stupne 4, 4, 4, 3.
Graf G4 odpoveda grafovej postupnosti 7 4,4,4,3,3,3,2,1, 1, 1.

N 4

Priklad 6.1.7 Pre aké x je postupnost 4, 3, x, 2, 1 grafova?

Riesenie. Hladany graf ma mat 5 vrcholov, pricom jeden z nich m& stupen 4.
To znamend, ze tento vrchol susedi so vSetkymi vrcholmi grafu. Teda x musi byt
nenulové. Stucet stupnov vrcholov v grafe je parne cislo, teda z méze byt iba 2
alebo 4. Postupne nahradime x tymito ¢islami a pomocou Havlovej vety zistime,
¢i postupnost je grafova.

r=2: 4,3,221

2,1,1,0
0,0, 0

KedZe existuje graf s troma izolovanymi vrcholmi, tato postupnost je grafova.
x=4: 4,4,3,2,1
3,2,1,0

Téato postupnost nie je grafova, pretoze graf so styrmi vrcholmi, v ktorom jeden
z nich ma stupen 3 a iny stupen 0, neexistuje.
Teda iba pre = = 2 je postupnost 4, 3, x, 2, 1 grafova. ]

Priklad 6.1.8 Ur¢me pocet komponentov grafu
a) K5, b) D4, C) K3’4.

Riesenie. Vyuzijeme diagramy tychto grafov z prikladu
7



a) Kedze graf K35 je savisly, tak mé jediny maximélne stavisly podgraf, a je nim
on sam.

b) Graf Dy nie je suvisly, ma styri maximélne sivislé podgrafy, a st nimi jed-
notlivé vrcholy.

c¢) Ani graf K34 nie je sivisly, ma dva maximdlne stvislé podgrafy, jeden je
izomorfny s K3 a druhy s Kjy. n

Ulohy

6.1 Nech graf G = (V, H) méa 5 vrcholov.
a) Moze graf G obsahovat sticasne vrcholy stupiia 0 a 47

b) Ak m4 graf G prave dva vrcholy rovnakého stuptia, moézu to byt prave 0
alebo prave 47

¢) Je mozné, aby v grafe G mal kazdy vrchol iny stupen?

6.2 Ukazte, ze plati:
2|H]|
mS ——
V]

kde m je nejmensi stupeni a M je najvacsi stupen vrchola v grafe G = (V, H).

A

M,

6.3 Nech graf G = (V, H) m4a 15 hran. Urcte pocet vrcholov, ak jeho komplement
ma 13 hran.

6.4 Zistite, ¢i existuje faktor grafu K; taky, ktory je izomorfny so svojim komple-
mentom.
6.5 Rozhodnite, ¢i dana postupnost je grafova:
a) 2,4,2,1,2,8'7,2,4,5,3,3,0,4,

b) 5,5,5,4,4,4,4,3,3,2, 1,

d

)
)
) 4,4,3,3,3,22,2,1,
) 1,2,2,3,5 55,3,
)

¢) 8,8,7,.6,6,6, 6,553,322 21,1, 1.

6.6 Sedem priatelov si slibilo, ze kazdy posle z dovolenky pohlanicu trom z ostat-
nych Siestich. Je mozné takto zariadit korespondenciu s tym, ze kazdy napise
len tym, od ktorych dostane pohladnicu?

6.7 Ktoré z uvedenych grafov st izomorfné?
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6.8 Su dané grafy izomorfné? Ak dno, ndjdite nejaky izomorfizmus.

O8:

b)

B

6.9 Na futbalovom turnaji hrda 11 muzstiev. Je mozné, aby 6 muzstiev odohralo 4
zapasy, 3 muzstva 3 zapasy a 2 muzstva 2 zapasy?

6.10 Nacrtnite diagramy vsSetkych neizomorfnych faktorov grafu Kjy.
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Vysledky

6.1 a) Nie. b) Nie. c¢) Nie.

6.2 Pre lubovolny vrchol v; plati m < 6(v;) £ M. Potom
VI <3 8w < M-|V]
VI3 |H| < M|V
m < <M
6.3 Nech |V| = n. Potom rovnica () = 28 ma jediné rieSenie n = 8.

6.4 K7 ma 21 hran, ¢o je neparne ¢islo a teda neexistuje rozklad grafu na dva
izomorfné faktory (museli by mat rovnaky pocet hran).

6.5 a) Nie. b) Ano. ¢) Ano. d) Ano. e) Ano.

6.6 Nie, lebo neexistuje pravidelny graf stupna 3 so siedmimi vrcholmi (stcet
stuptiov nemdze byt nepérne ¢islo).

6.7 Iba G3 a G4 su izomorfné.
6.8 a) Nie. b) Nie. b) Nie.

6.9 Nie, lebo neexistuje graf s 11 vrcholmi, ktorého stupne vrcholov su 4, 4, 4, 4,
4,4, 3,3, 3,2, 2.

6.10




6.2 Vzdialenost v grafe

Definicia 6.2.1 Nech G = (V, H) je sivisly graf. Dizka cesty v grafe je pocet
hrdn tejto cesty. Vzdialenost vrcholov u, v, oznacujeme d(u,v), v grafe G je dlzka
najkratsej cesty spdjajicej vrcholy u,v.

Definicia 6.2.2 Nech G = (V, H) je suvisly graf.
Cislo e(u,G) = max d(u,v) sa nazgva excentricita vrchola u.
veE

Cislo P(G) = max e(u, G) sa nazgva priemer grafu G.
ue

Cislo r(G) = mi‘r/l e(u, @) sa nazgva polomer grafu G.
ue

Kazdy vrchol, ktorého excentricita je round polomeru grafu G sa nazjva stred
grafu G.

Definicia 6.2.3 Nech G = (V, H) je graf, V = {v1,va,..., 00}, H={h1,ha, ..., hpm}.
Matica incidencie grafu G je matica A = (a;;) typu (n,m), pricom
o 1 ak hj = {v;, v} prenejaké v, €V,
Y%= 0 inak.

Definicia 6.2.4 Nech G = (V,H) je graf, kde V. = {v1,vs,--- ,v,}. Matica
susednosti grafu G je Stvorcovd matica B = (b;;) rddu n, pricom

D ak {v;,v;} € H,
Y 0 inak.

Pozndmbka: V matici incidencii A sa v kazdom stipci nachédza &slo 1 prave dvakrat,
ostatné prvky si nuly. V matici susednosti B, pocet jednotiek v riadku (StIpCi)
je rovny stupnu vrchola, ktorému prislusny riadok odpoveda. Matica B musi byt
symetricka podla hlavnej diagondly.

Veta 6.2.1 Nech B je matica susednosti stvisliého grafu G = (V,H), |V| = n.
Nech BY) = B+ E, kde E je jednotkovd matica. Nech B®) = B(*=1 . (1),
pricom v sucine matic budeme pouzivat boolovské scitanie a ndsobenie prvkoﬂ.
(k)

Potom pre lubovolné k = 1,2,...,n plati: prook b;;" matice B®) je rouny jednej

prave vtedy, ked d(v;,v;) < k.

(k)

Z predchadzajtcej vety vyplyva, ze prvok b;;" matice B®) je rovny nule prave

vtedy, ked d(v;,v;) > k.

Veta 6.2.2 Graf G = (V,H), |V| = n je sivisly prdve vtedy, ked prokami matice
B s iba jednotky.

Priklad 6.2.1 Pre dany graf G

1Jedind zmena oproti klasickému s¢itaniu a nasobeniu je, ze 1+1=1.
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napiSme maticu susednosti B a maticu incidencie A.

Riesenie. Vrcholy aj hrany st na obrazku oc¢islované, mézeme napisat obe matice.
Matica incidencie grafu G:

hi ha hs hy hs he hr hg hg

vy (1 1 1 1 1 0 0 0 O

v 1 0 0 0 0 0O 0 0O
A= U3 01 000 1O0O00O0
T w001 000110
vs| 00 01 0 0 0 1 1
vs\0 0 0 0 1 1 1 0 1

Matica susednosti daného grafu G:
V1 V2 V3 V4 Us Vs

v1/0 1 1 1 1 1
veal 1 0 0 0 0 O
p_ v 100001
_’U4100011
vs] 1 0 01 0 1
w\1 01 110

Priklad 6.2.2 Uréme (bez kreslenia diagramu) pomocou danej matice susednosti
grafu

011010
10 0 0 00
10 0 0 0 1
B = 0 0 0 0 01
100 0 0O
001 10O

vzdialenost ktorych vrcholov je
a) vacsia ako 2,
b) mensia alebo rovnd ako 3,

¢) mensia ako 2,
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d) rovna 3.
Je dany graf suvisly?

RieSenie. Pripoéitanim jednotkovej matice F k matici B vytvorme maticu B().

B —

O O R FH =
[N oNoNol N
_ O O = O
_ o= O OO
O = OO O =
_H O R FR OO

Postupne budeme vytvarat dalsie ,mocniny® B®) matice B podla vztahu
B®) = B(=1) . B pricom nésobenie a séitanie je boolovské.

Plati, Ze prvok bgj]-c) v matici B je 1 prave vtedy, ked vzdialenost d(v;, vj) Sk,
resp. bl(-;-c) = 0 prave vtedy, ked vzdialenost d(v;,v;) > k.

7 toho vyplyva, ze graf je savisly prave vtedy, ked v matici BUYVI=1 s iba
jednotky.

Postupne dostavame nasledujice matice.

1 110 1 1
111010
2) _ p) . p) _ 1 111 11
BY=B7-B"=100110 1
1 11010
1 01101
1111 1 1
1 110 1 1
(3) _ p@) . np) _ 1 111 11
BY=B"-BY=1101101
1 110 1 1
1111 11
1111 1 1
1111 11
4) _ pB) . pl) _ 1 111 11
BY=B"-BY=1 111111
1111 11
1111 1 1

Teraz sa mozeme vratit k odpovediam na otazky nasho zadania.

a) Vzdialenost d(v;,v;) je vic¢sia ako 2 prave vtedy, ked v matici B @) je bg?) =0.

Ide o nasledujtice vzdialenosti vrcholov: d(vy,v4), d(ve,vs), d(ve, vg), d(va, vs5),
d(vs, vg).
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b)

Vzdialenost d(v;,v;) je mensia alebo rovna ako 3 prave vtedy, ked v matici
B® je ol =1.

To plati pre vSetky vzdialenosti vrcholov okrem d(ve,v4) a d(vg, vs).

Vzdialenost d(v;,v;) je mensia ako 2 (t. j. mensia alebo rovnd ako 1) préve
vtedy, ked v matici B je bz(-jl-) =1.

St to nasledujice vzdialenosti vrcholov: d(vy, v1), d(v1, v2), d(vy,v3), d(vi,vs),
d(v27 U?)a d(Ug, ’Ug), d(’l}g, UG), d('U4, U4)7 d(U4, Uﬁ)v d(v57 U5)a d(Uﬁ, ’Uﬁ).

Vzdialenost d(v;,v;) je rovnd 3 (t. j. mensia alebo rovnd ako 3 a zdroven
vicSia ako 2) prave vtedy, ked v matici B®) je bz(-f-)

matici B®) je bg’) =1

= 0 a zaroven prvok v

Tuto podmienku spliiaji vzdialenosti vrcholov: d(vy,vy), d(va, vg), d(vs,vg).

Kedze matica B obsahuje iba jednotky, potom aj matica B(®) bude obsaho-
vat iba jednotky. A teda graf je suvisly. ]

Priklad 6.2.3 Ur¢me priemer, polomer a stred grafu zadaného pomocou dia-
gramu:

2)

v, V, Vs Vs

Riesenie.

a)

Na zaklade definicie urc¢ime excentricity vSetkych vrcholov.
e(v1,G) = mgx d(v1,v;) = max{d(v1,v1), d(v1,v2),d(v1,v3),d(v1,vs),
d(vi,vs),d(v1,v6)} = max{0,1,2,2,1,3} =3,
e(ve,G) = max d(vg, v;) = max{d(vs, v1), d(ve,vs2),d(va, v3), d(va, v4),
d(vg,vs), (UQ,UG)} =max{1,0,1,1,1,2} = 2,
(vs,G) = max d(vs,v;) = max{d(vs,v1), d(vs, v2),d(vs, v3), d(v3,v4),
(

o

d(vs,vs), (v3,v6)} max{2,1,0,1,2,1} = 2,
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e(vy,G) = maxd v4,v;) = max{d(vy, v1), d(vs, v2), d(vg,v3),d(v4, v4),

( (
d(vg,vs), (v4,v6)} =max{2,1,1,0,2,2} = 2,
e(vs, ) = max d(vs,v;) = max{d(vs, v1), d(vs, v2), d(vs,v3),d(vs, v4),
d(vs,v (v5,v6)} =max{1,1,2,2,0,3} = 3,

( (

e(vg ) = maXd ve, v;) = max{d(ve, v1), d(ve, v2), d(vs, v3), d(ve, Vy),

d(vg,v5),d(v6,v6)} =max{3,2,1,2,3,0} = 3.

Polomer grafu G je r(G) = 11}11611‘1/ e(vi, G) = 2, priemer grafu G je P(G) =
= max e(v;, G) = 3 a stredom grafu G je kazdy vrchol v;, pre ktory e(v;, G) =
= r(G) = 2. Cize stredmi grafu st vrcholy va, v3, vy.

b) Vypodéitame excentricitu e(v, G) pre kazdy vrchol v daného grafu G podla
vztahu e(v,G) = max d(v,u). Uréime priemer grafu P(G) = max e(v, G),
ue ve

polomer grafu r(G) = Hél‘I/l e(v,G) a stredom je kazdy vrchol v, pre ktory
plati e(v, G) = r(G).

V nasom grafe pre kazdy vrchol v je e(v,G) = 2. Teda P(G) =r(G) =2 a
kazdy vrchol je aj stredom daného grafu. L]

Priklad 6.2.4 Urcéme priemer, polomer a stred grafu zadaného pomocou matice
susednosti z prikladu [6.2.2]

RieSenie. Na zdklade definicie [6.2.2 a s vyuzitim vety mozeme z rieSenia
predchadzajiceho prikladu ziskat rieSenie tejto ilohy. Excentricitu nejakého vr-
chola v; totiz mozeme najst z ,mocnin® B*) matice susednosti B a to tak, Ze je
to najmensia ,mocnina“ k matice B, v ktorej i-ty riadok obsahuje samé jednotky.

Potom polomer grafu G je najmensia ,mocnina“ k matice B, v ktorej sa na-
chadza riadok obsahujici samé jednotky a ak -ty riadok v tejto matici obsahuje
iba jednotky, tak vrchol v; je stredom grafu G. Priemerom grafu G je najmensia
,mocnina“ k matice B, ktorej vSetky prvky su jednotky.

Teda pre nés graf, r(G) = 2 a P(G) = 4. Stredmi st vrcholy vz a vg. L]

Ulohy
6.1 Pre dany graf G

V2

h
U3 h2 h3 U6
hs
Vg v
ha
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napiste maticu susednosti B a maticu incidencie A.

6.2 Zistite pomocou matice susednosti grafu (bez kreslenia diagramu)

01 0000
101 100
010101
B= 01 1010
000101
000 0 10
vsetky dvojice vrcholov, ktorych vzdialenost je
a) vicsia ako 3,
b) najviac 4,
¢) rovna 3.
6.3 Graf je dany pomocou matice susednosti
0100 00
10 00 00
000110
B= 001 001
001 001
000010

Bez kreslenia diagranu zistite, ¢i dany graf je suvisly.

6.4 Urcte vsetky dvojice vrcholov, ktorych vzdialenost je vécsia ako 2 v grafe,
ktorého matica susednosti je

01 011
101 10
B=]101 0 0 0
110 0 0
1.0 0 0 O

6.5 Urcte priemer, polomer a stred grafu G, ktorého diagram je
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Vysledky

00 0 0O 0 000 0O

11100 001 110

100 00 010000
6.1 A= 01010 |’ B= 0100160

001 11 01 0101

00 0 01 0 0001O0
6.2

a) Ziadne dvojice vrcholov,
b) vSetky dvojice vrcholov,
c) (v1,vs), (v1,ve).

6.3 Graf nie je suvisly.
6.4 (1}37 U5).

6.5 a) P(G) =3, r(G) =2, stredy: vz, v4, V5, Ve,
b) P(G) =2, r(G) = 1, stred: vrchol stupria 6.

6.3 Stromy a kostry

Definicia 6.3.1 Strom je suvisly graf, ktory neobsahuje kruznicu.
Definicia 6.3.2 Kostra grafu G = (V, H) je faktor, ktory je stromom.

Veta 6.3.1 Nech B je matica susednosti grafu G = (V,H), |V| = n a D je
Stvorcovd matica D = (d;j) rddu n, pricom

dor — 0 ak i # 7,
e d(v;) aki=j,

kde §(v;) je stuperi vrchola v;. Pocet kostier grafu, ozn. p(T'), vypocitame podla
vztahu
p(T) = det(D — B);,

pricom (D — B); oznacuje maticu, ktord ziskame z matice D — B odstrdnenim
i-tého riadku a i-tého stlpca.

Priklad 6.3.1 Nacrtnime vsetky navziajom neizomorfné stromy s najviac 5 hra-
nami.

Riesenie. KedZe sa méa jednat o stromy, nacrtneme diagramy suvislych grafov
bez kruznic, v ktorych pocet hrdn je o jednu menej ako pocet vrcholov. Najprv
uvazujme stromy, ktoré obsahuji iba vrcholy stupnov 2,1 a 0. Potom také, ktoré
obsahuji aspon jeden vrchol stupna 3. A nakoniec také stromy, ktoré obsahuju
vrchol stupna 4 alebo 5. Teda existuje Strnast neizomorfnych suvislych grafov bez
kruznic s 0,1,...,5 hranami.
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Priklad 6.3.2 Naértnime diagram fubovolnej kostry grafu  a) K34, b) K34.

Riesenie. Kostra grafu je stuvisly podgraf bez kruznic obsahujuci vsetky vrcholy.
Vyuzijeme diagramy uvedenych grafov nacrtnuté v priklade [6.1.3]

a) Jedna z kostier grafu K3 4:

b) Graf K34 nem4 kostru, nakolko to nie je stvisly graf. L]

Priklad 6.3.3 Vypocitajme pocet roznych kostier grafu, ktorého diagram je na

obrazku.
Vg

v3 U1

Vg Vs

Riesenie. Najprv napiseme maticu susednosti B daného grafu a diagondlnu ma-
ticu D, ktord mé na hlavnej diagonéle stupne vrcholov:
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SO NOO
O w o oo
w oo oo

pocet kostier grafu je
p(T) = det(D — B);.

Zvolme i = 2 (druhy riadok obsahuje najviac nenulovych prvkov).

2-1 0 0-1

14111 (2) g_‘l)*(l)
p(T) = det(D — B)2 = det 0-1 2-1 0= -
0-1 3 -1
0-1-1 3-1 1 0-1 3
-1 -1 0-1 3 5
2-1 0 0 2 -1
=2.(-1)?|-1 3-1|-(-1)°" 0-1 3|=2(18-2-3)+(—6+1)=2L
0-1 3 -1 0-1
Dany graf ma 21 roznych (vratane izomorfnych) kostier. m

Priklad 6.3.4 Vypocitajme priemer, polomer a stred grafu G, ktorého diagram

S
L

Riesenie. Najprv oznac¢ime vrcholy grafu.

v17 V18
rm V13 rm rds rlﬁ
ro fﬂ ) rs vy Vs g
v7 g Vg Vipe———oU11
Dany graf je strom. Mézeme postupovat tak, ze vytvorime grafy G1, Ga, . .., Gg

a to tak, ze graf G;41 vznikne z grafu G; vynechanim vrcholov stupiia 1 (a teda
aj hrén, ktoré s nimi inciduji). Vynechané vrcholy patrili k ,najvzdialenejsim*
Kazdym takym vynechanim sa excentricita kazdého vrchola v tomto novom grafe
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znizi o 1. Potom priemer nového grafu sa znizi o 2 a polomer o 1. Postupujeme
dovtedy, kym neziskame jednovrcholovy resp. dvojvrcholovy strom. Pre nas graf
dostavame tymto postupom nasledujice grafy:

G1
r}w
g U1 V2 U3 r4 U5
V10
G,
Gt V2 V3 V4

Gs

*—0

v2 U3

Pre posledny graf G3 urcéime priemer, polomer a stred. P(G3) = r(Gs3) = 1,
stredy st vrcholy vy, v3. Teraz uréime priemer a polomer predchadzajicich grafov.
Teda P(G2) = 3, r(G2) = 2, P(G1) =5, r(G1) =3 a P(G) =7Tar(G) =4
Stredy grafu G st rovnaké ako stredy grafu Gs. ]

Ulohy

6.1 Aky je pocet kostier grafu K57
6.2 Nacrtnite diagramy vsetkych neizomorfnych kostier grafu Kj.
6.3 Nacrtnite diagramy vsetkych kostier grafu Kjy.

6.4 Uréte (bez kreslenia diagramu) pocet kostier grafu, ktorého diagram je

6.5 Urcte (bez kreslenia diagramu) pocet kostier grafu, ktorého diagram je




Nacrtnite jednu z nich.

6.6 Urcte (bez kreslenia diagramu) pocet kostier grafu, ktorého matica susednosti

je
01 0010
1 01 0 00
01 01 01
B = 0 01 000
10 0 0 0 O
0 01 000

6.7 Kolko neizomorfnych kostier obsahuje kruznica C,,, kde n € N, n = 3?

6.8 Urcte priemer, polomer a stred grafu G, ktorého diagram je

a)

b)
Vysledky
6.1 5% =125

6.2 Neizomorfné kostry grafu Ky:

6.3 Kostry grafu Kj:
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V2 U1 V2 V1 V2 U1 V2

S
=

p q <
_ . : . l
U3 V4 (%] (% (%] V4 (%] (%
V2 U1 V2 V1 V2 U1 V2 U1
r— p *r— [—1
p—-—e r—l r—e <
U3 V4 (%] (% (%] (% (%] (%
V2 U1 V2 V1 V2 U1 V2 U1
[/’ ,\
U3 V4 (%] (% (%] (% (%] (%
V2 U1 V2 U1 V2 U1 V2 U1
U3 (% (%] (% (%] (%1 (%] (%
6.4 12
6.5 35
6.6 1
6.71

6.8 a) P(G) =8, r(G) =4, stredy: v13,
b) P(G) =6, r(G) = 3, stred: vrchol stupna 4.

6.4 Farbenie grafov

6.4.1 Farbenie vrcholov grafov

Chceme najst minimalny pocet farieb, pomocou ktorych vieme zafarbit vrcholy
grafu G = (V, H) tak, aby kazd4 hrana incidovala s vrcholmi zafarbenymi réznymi
farbami. Toto ¢islo nazyvame chromatické ¢islo grafu G. Oznacujeme x(G).

Veta 6.4.1 Nech m je mazimum zo vsetkych stupriov vrcholov grafu G = (V, H).
Potom
X(G) =m+1.
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Veta 6.4.2 Kazdy strom s aspon jednou hranou md chromatické cislo 2.

Veta 6.4.3 Graf G = (V,H) (V # 0) md chromatické cislo 2 prive vtedy, ked

neobsahuje kruznicu nepdrnej dizky.
Bipartitny graf je graf, ktorého chromatické cislo je 2.

6.4.2 Farbenie hran grafov

Chceme najst minimalny pocet farieb, pomocou ktorych vieme zafarbit hrany grafu
G = (V, H) tak, aby kazdy vrchol incidoval s hranami zafarbenymi réznymi far-
bami. Toto ¢islo nazyvame chromaticky index grafu G. Oznacujeme X(G).

Veta 6.4.4 Nech m je mazimum zo vsetkych stupriov vrcholov grafu G = (V, H).
Potom
m<X(G) Em+ 1.

Ulohy

6.1 Urcte chromatické ¢islo a chromaticky index nasledujicich grafov:

<

a) b)

¢) Ks d) K, e) C7 f) Cs g) Petersenov graf (priklad h))
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6.1a) x(G) =3, X(G) =4 b) x(G) =3, X(G) =4
¢) X(Ks5) =5, X(K5) =5 d) x(K) =4, X(Ky) =3
e) x(C7) =3, X(C7) =3 f) x(Cs) = 2, X(Cs) =2
g) x(G) =3, X(G) =4 h) x(G) =5, X(G) =4
i) x(G) =2, X(G) =4

6.5 Hamiltonovské, eulerovské, planarne grafy

Definicia 6.5.1 Graf G = (V, H) sa nazgva eulerovsky prdve vtedy, ked existuje
uzavrety tah, ktory obsahuje vetky hrany grafu. Tento tah sa nazjva eulerovsky.

Veta 6.5.1 Graf G = (V, H) je eulerovsky prdve vtedy, ked je stvisly a kaZdy jeho
vrchol md pdrny stupen.

Definicia 6.5.2 Graf G = (V, H) sa nazjva hamiltonovsky prdve vtedy, ked md
kruznicu, ktord obsahuje vsetky vrcholy (hamiltonovska kruznica).

Ak graf je bipartitny a jeho particie vrcholov majua rézny pocet prvkov, tak tento
graf nie je hamiltonovsky.

Veta 6.5.2 Nech G = (V,H), |V| =n, n 2 3 je graf. Ak stuperi kaZdého vrchola
je aspon 3, tak graf G' je hamiltonovsky.

Veta 6.5.3 Nech G = (V,H), |[V| = n, n = 3 je graf. Ak pre lubovolné dva
nesusedné vrcholy u,v plati 6(u) + 6(v) = n, tak graf G je hamiltonovsky.

Definicia 6.5.3 Graf G = (V, H) sa nazgva planarny prdve vtedy, ked existuje
jeho diagram v rovine, Ze kaZdé dve hrany maju spolocné nanajvys krajné vrcholy.

Diagram planarneho grafu, v ktorom sa nepretinaji hrany, rozdeluje rovinu na
disjunktné oblasti, ktoré nazyvame oblasti planarneho grafu.

Veta 6.5.4 (Eulerova veta) Nech G = (V, H) je suvisly plandrny graf. Nech r
je pocet oblasti grafu G. Potom plati

|H|—|V]|+2=r.
Désledok 6.5.1 Ak G = (V, H) je suvisly a plandrny graf, tak |H| < 3|V| — 6.

Dosledok 6.5.2 Ak G = (V, H) je suvisly plandrny graf bez trojuholnikov, tak
H| <2[V|— 4.

Désledok 6.5.3 Kazdy plandrny graf obsahuje aspon jeden vrchol stupria najviac
5.

Désledok 6.5.4 Grafy K5 aj K33 nie si plandrne.
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Priklad 6.5.1 Dokazme désledok [6.5.1]

RieSenie. OznaCme r pocet oblasti planiarneho grafu. Kazda oblast planarneho
grafu ma na obvode aspon 3 hrany, pricom kazda hranu zapocitavame do dvoch
prilahlych oblasti. Teda plati 2|H| = 3r, z ¢oho dostdvame 2 |H| = r. Dosadme
do Eulerovho vztahu |H| — |V| + 2 = r. Dostaneme 2 |H| 2 r = |H| — [V| + 2.
Teda —% |H| 2 — |V| + 2, odtial |[H| < 3|V|— 6. u

Majme graf G s aspoii jednou hranou. Ak z neho vynechdme hranu {u,v}
a nahradime ju dvoma novymi hranami {u,z} a {z,v}, hovorime, Ze novy graf
vznikol z grafu G rozpolenim hrany {u,v}.

Definicia 6.5.4 Dva grafy sa nazyvaji homeomorfné prive vtedy, ked si izo-
morfné alebo dostaneme izomorfné grafy konecnym poctom rozpolovani hrin v
tychto grafoch.

Veta 6.5.5 (Kuratowského veta) Graf G je plandrny prdve vtedy, ked neobsa-
huje podgraf homeomorfny s grafom Ks ani s grafom Ks 3.

Priklad 6.5.2 Urcme, ¢i sa dany graf je eulerovsky resp. hamiltonovsky.

a)

Riesenie.
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a) Kazdy vrchol mé parny stupen a je suvisly, teda graf je eulerovsky. Teda
v grafe existuje eulerovsky tah, jeho ndjdenie ponechdvame na citatela. A
tento graf je aj hamiltonovsky, nakolko kazdy vrchol mé stupen aspon “;—l

Teda existuje hamiltonovské kruznica, ktora citatel najde velmi Tahko.

b) Graf nie je eulerovsky, lebo nemd vsetky vrcholy parneho stupiia. Tento
graf je hamiltonovsky, kedze existuje hamiltonovska kruznica (je vyznacend
zelenou farbou).

<L

¢) Kazdy vrchol ma parny stupen a je suvisly, graf je eulerovsky. Graf nie je
hamiltonovsky, nakolko neexistuje hamiltonovska kruznica. Ak by existovala,
musela by obsahovat vsetky hrany vyznacené ¢ervenou farbou (vdaka tomu,
7e graf obsahuje viacero vrcholov stupiia dva), ¢o nie je mozné.

Priklad 6.5.3 Ktoré z nasledujicich grafov si homeomorfné?

Gy
e Go G

Gs

Riesenie. Grafy G1, Gg a G7 st homeomorfné, kedze v Gg staci pridat dva vr-
choly stuptia dva, ktoré vznikni rozpolenim dvoch hran (st vyznacené prazdnym
krazkom), v Gi7 staé¢i pridat tri vrcholy stupna dva, ktoré vznikni rozpolenim troch
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hrdn a v G staci pridat jeden vrchol stupna dva, ktory vznikne rozpolenim jednej
hrany. Takto ziskané grafy budu izomorfné.

Gs G

Grafy Go, G3, G4 a G5 su homeomorfné, kedze Gy, G4 a G5 su izomorfné,
vSetky tri vznikli z K4 rozpolenim dvoch susednych hran a v G staci pridat jeden
vrchol stupna dva, ktory vznikne rozpolenim jednej hrany a tym bude izomorfny
s ostatnymi.

Gs

Priklad 6.5.4 Urcéme, ¢i dany graf je planarny. Ak je planarny, prekreslime jeho
diagram bez pretinania hran, v opacnom pripade ukazeme, Ze obsahuje podgraf,
ktory je homeomorfny s grafom K3 3 alebo s grafom Ks.

a) b)
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U1

V2 Ve

U3 Us

Vg

Riesenie. Podla Kuratowského vety plati, Zze graf je plandrny prave vtedy, ked
neobsahuje podgraf homeomorfny ani s K33 ani s Ks.

a) Diagram tohto grafu vieme prekreslit bez pretinania sa hrén, teda dany graf
je planarny.

b) Graf je izomorfny s grafom K3 3, teda nie je planarny.
c¢) Tento graf je homeomorfny s grafom Kj 3, teda tiez nie je plandrny.

d) Ani tento graf nie je planarny, kedZe obsahuje podgraf (vznikne odobratim
jednej hrany a jedného vrchola) homeomorfny s K 3.

e) Ozna¢me dany graf G. Najprv skisame prekreslit diagram grafu bez preti-
nania hran. Kedze sa nam to nedari, skisme najst podgraf H tohto grafu,
ktory bude izomorfny napr. s grafom K5 (nakolko kazdy vrchol v G mé stu-
perni aspon 4). Nech v hladanom podgrafe H je vrchol v7 a vSetky hrany s nim
incidentné. Teda potom aj vrcholy ve, vs, vs5, vg. Pridajme k H vSetky hrany
povodného grafu G, ktoré inciduju s ITubovolnymi dvoma z tychto vrcholov.
St to hrany {vs,vs}, {vs,vs}, {vs,v6}, {va,v6}. Dvojice vrcholov va,v5 a
v3, Vg nie st susedné v H. Ale ked priddme do H hrany {vs,v1}, {v1,vs5},
{vs,v4} a {v4,ve}, ziskame sice dalsie dva vrcholy v; a vy, ale tie budd mat
v podgrafe H stupen dva, ¢o znamend, ze vznikli rozpolenim hran {vq,vs} a
{v3, vg}. Takto vytvoreny graf H je podgrafom grafu G (H vznikol z G vy-
nechanim hrén {va,v4}, {v4,vs}, {vs,v1} a {v1,v6} 2z G) a je homeomorfny
s grafom K. Teda graf G nie je planany. Je mozné, ze graf G obsahuje tiez
podgraf homeomorfny s grafom K3 3. ¢itatelovi odportucame overit si to.

f) Graf, ktorého diagram je na obrézku, sa nazyva Petersenov graf. Ukdzeme,
ze to nie je plandrny graf. Ndjdeme jeho podgraf homeomorfny s grafom
K33 (dany graf neobsahuje podgraf homeomorfny s K5, kedze vrcholy st
stupna iba 3). Vynechajme z Petersenovho grafu lubovolny vrchol, napr. d.
Ziskame graf s deviatimi vrcholmi, pricom Sest vrcholov bude mat stupen 3
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a tri vrcholy budi mat stupen dva. Diagram ziskaného grafu prekreslime.
Teraz je zrejmé, ze graf je homeomorfny s grafom K3 3. Teda Petersenov graf
nie je planarny.

U1 V3 Vs

U2 V4 Vg

Priklad 6.5.5 Dokazme, ze graf K5 nie je planarny.

RiesSenie. Graf K5 ma 5 vrcholov a 10 hran. Vyuzijeme tvrdenie dosledku [6.5.1
KedZe neplati 10 < 3 -5 — 6, tak graf K5 nie je plandrny. ]

Priklad 6.5.6 Diagram 4-pravidelného, suvislého, planarneho grafu rozdeluje ro-
vinu na 20 oblasti. Aky je pocet vrcholov, pocet hran a aké st stupne vrcholov
tohto grafu?

Riesenie. Mame dané r = 20. Kedze graf je 4-pravidelny, pre ITubovolny vrchol v;
V]

je 0(v;) = 4. Dosadime do vzorca 2 - |H| = > 6(v;) a dostdvame 2 - |H| =4 - |V].
i=1

Pretoze sa jedna o suvisly, plandrny graf, mézeme pouzit Eulerov vzorec r = |H| —

—|V]|+2. Potom 20 = |H|—|V|+2, odtial |H| = |V |+ 18. Z tychto dvoch rovnic,

dostédvame |V| = 18 a |H| = 36. m

Ulohy

6.1 Urcte, ¢i dany graf je eulerovsky. V pripade, Ze nie je, najdite pokrytie grafu
minimalnym poctom otvorenych tahov.

a) b)
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6.2 Urcte, ¢i dany graf je hamiltonovsky. Ak je hamiltonovsky, najdite hamilto-
novsku kruznicu a ak nie je, tak zdévodnite preco.

a) b)

6.3 Dokdzte, Ze pre lubovolny, stvisly, planarny graf G = (V, H) bez trojuholnikov
plati |H| £ 2|V| —4.

6.4 Dokézte, ze graf K3 3 nie je planarny.

6.5 Ak4 je nutnd a postacujica podmienka, aby kompletny bipartitny graf K, ,
bol planarny?

6.6 Urcte, ¢i dany graf je planarny. Ak je plandrny, prekreslite jeho diagram bez
pretinania hran, inak ukéazte, Ze obsahuje podgraf, ktory je homeomorfny s
K3 3 alebo s K.

a) b)
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c) d) K
e) f)
g) h)

i) j)

6.7 Nacrtnite diagram pravidelného grafu, ktorého kazdy vrchol ma stupen 4, je
planarny a mé najmensi mozny pocet vrcholov.

6.8 Vynechajte z grafu K3 3 resp. K5 lubovolnt hranu a ukézte, Ze je planarny.
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Vysledky

6.1 a) Ano.

b) Nie. Kedze v grafe je Sest vrcholov nepdrneho stupiia, pokrytie 3 otvore-
nymi ftahmi, pricom kazdy tah zac¢ina a koné¢i vo vrchole neparneho stupna, je
minimélne.

6.2 a) Nie. Dany graf m4 chromatické ¢islo dva, teda je bipartitny, ale jednotlivé

particie vrcholov maju 6 a 7 prvkov, teda graf nie je hamiltonovsky.

b) Nie. Graf je bipartitny s réznym poc¢tom vrcholov v jednotlivych particiach,
teda nie je hamiltonovsky.

¢) Ano.

d) Nie. Lebo v grafe existuju dva vrcholy, odobratim ktorych vzniknd tri
komponenty.

6.3 Kedze graf neobsahuje trojuholniky, kazda stena plandrneho grafu ma na ob-

vode aspon 4 hrany, pricom kazdt hranu zapocitavame do dvoch prilahlych
stien. Teda plati : 2|H| = 4r, z ¢oho % |H| = r. Dosadenim do Eulerovho
vztahu dostaneme 3 |H| = |H| — |V| 4 2. Teda —3 |H| = — V| + 2, odtial
H| < 2[V] -4

6.4 Graf K33 mé 6 vrcholov a 9 hran. Na zédklade predchadzajucej tlohy graf K33

nemdze byt plandrny, lebo neplatf 9 < 2-6 — 4.

6.5 min{m,n} < 2.

6.6

a) Nie. Obsahuje podgraf homeomorfny s K3 3.

b) Nie. Obsahuje podgraf homeomorfny s K5 (aj s K3 3).

c¢) Nie. Obsahuje podgraf homeomorfny s Kj 3.

d) Nie. Obsahuje podgraf K.
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h) Nie. Obsahuje podgraf homeomorfny s K3 3
i) Ano
j Ano

6.7 Kedze graf K5 nie je plandrny, pocet vrcholov 4-pravidelného plandrneho
grafu musi byt aspon Sest. Diagram jedného z takychto grafov je na obrazku.

6.8 Ponechavame na citatela.
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Kapitola 7

Digrafy

7.1 Zakladné pojmy

Definicia 7.1.1 Nech V = {v1,vs,...,0,}. Nech H je podmnoZina mnoZiny V X
x V —{(v1,v1),...,(vn,v,)}. Digraf G je usporiadand dvojica G = (V,H). Ak
(vi,vj) je hrana digrafu, tak vrchol v; sa nazyjva zac¢iatoény a vrchol v; koncovy
vrchol tejto hrany.

Definicia 7.1.2 Majme digmfa = (V,H). Nechv e V.

Vonkajsim stuptiom vrchola v, §7(v), sa nazijva pocet hrdn, pre ktoré vrchol
v je zaciatocngm vrcholom. Vnlitornym stupniom vrchola v, 6~ (v), sa nazjva
pocet hrdan, pre ktoré vrchol v je koncovym vrcholom.

Vrchol v sa nazjva rovnovazny prdve vtedy, ked 6T (v) = 5~ (v).

Vrchol v sa nazjva pramen prdve vtedy, ked 6*(v) >0 a §~(v) = 0.

Vrchol v sa nazjva Gstie prdve vtedy, ked 6T (v) =0 a 6~ (v) > 0.

Definicia 7.1.3 Sled v digrafe je takd postupnost vrcholov a hrdn, ktorej odpove-
dajiica postupnost po zruseni orientdcie hrdn je sledom v grafe. Spojenie v digrafe
je sled, v ktorom sa zachovdva orientdcia hrdn. Orientovany tah v digrafe je spo-
jenie, ktorému po zruseni orientdcie hran odpovedd tah v grafe. Draha v digrafe
je spojenie, ktorému po zruSeni orientdcie hrdn odpovedd cesta v grafe. Cyklus v
digrafe je uzavretd drdha.

Definicia 7.1.4 Digraf je suvisly, ak graf, ktory vznikne zrusenim orientdcie
hrdn, je suvisly.

Definicia 7.1.5 Nech 8 = (V,H) je suvisly digraf. Vzdialenost v digrafe 8 =
= (V,H) z vrcholu u do vrcholu v, d (u,v), je diZka najkratsej drihy z vrcholu u
do vrcholu v.

Definicia 7.1.6 Digraf sa nazyva acyklicky prdve vtedy, ked neobsahuje cyklus.

Veta 7.1.1 Ak digraf 8 = (V, H) je acyklicky, tak obsahuje vrchol, ktory je pra-
menom.
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Veta 7.1.2 Digmfa = (V, H) je acyklicky prdve vtedy, ked vrcholy digrafu vieme
oznacit cislami 1,2,...,|V| tak, Ze kaZdd hrana (i,7) spliia podmienku i < j.

Definicia 7.1.7 Nech 8 = (V,H) je digraf, kde V. = {vy,va,...,0,}, H =
= {h1,he,...,hy}. Matica incidencie digrafu je matica A = (aij) typu
(n,m), pricom

1 ak hj = (v;,v;) prenejaké vy €'V,
a;j = —1 ak h; = (v, v;) prenejaké v, €V,
0 nak.

Definicia 7.1.8 Nech G = (V,H) je digraf, kde V = {v1,va,...,v,}. Matica
susednosti digrafu 8 je stvorcovd matica B = (b;j) rddu n, pricom

b 1 ak (vi,v;) € H,
K 0 inak.

Priklad 7.1.1 Majme diagram digrafu 8 =(V,H).
U2

(OR? U6

Vg U5
Napisme vonkajsie a vnutorné stupne vsetkych vrcholov. Je niektory vrchol
rovnovazny, pramen, ustie? NapiSme Tubovolny sled, spojenie, orientovany tah,
drahu a cyklus.

RieSenie. Mnozina vrcholov je V' = {vy,va,v3,v4, v5,06}. Kazdd (orientovanii)
hranu zapiseme pomocou dvoch vrcholov, pricom prvy vrchol je zac¢iatoény vrchol
hrany a druhy vrchol je koncovy vrchol hrany. Mnozina hran daného grafu je
H = {(v3,v2), (va,v2), (v2,05), (vs,v3), (5,04), (v6,v5), (vs,v1)}. Stupne vrcholov
st 0T (v1) = 0,07 (ve) = 1,07 (v3) = 2,0 (vg) = 1,6 (v5) =2,6"(vg) =1 a
0 (1) =1,0"(v2) =2,0 (v3) =1,0 (vg) =1, (v5) =2, 5 (vg) =0.

Vrcholy vyg, vs st rovnovazne, nakolko ich vonkajsie a vnitorné stupne s rov-
naké. Vrchol v, je ustim, kedZe ma kladny iba vndtorny stupen. Vrchol vg je
pramenom, lebo mé kladny iba vonkajsi stupen.

Sledom je napriklad postupnost vrcholov a hrén (medzi dvoma za sebou idtcimi
vrcholmi) vy, vs, vs, v1, V3.

Spojenim je napriklad postupnost vs, v4, va, vs, Us.

Orientovanym tahom je postupnost vs, vy, va, U5, V3, Vs.

Drdhou je postupnost vs, vy, vs.

Cyklom je postupnost vy, va, vs5, V4. [

Priklad 7.1.2 Ur¢éme, ¢i dany digraf je acyklicky.
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Riesenie. Pokisme sa ocislovat vrcholy daného digrafu tak, aby bola splnena
podmienka uvedend vo vete Teda, aby zaciato¢ny vrchol kazdej hrany mal
mensie ¢islo ako jej koncovy vrchol. Ak vrcholy takto ocislujeme, dany digraf je
acyklicky. Ak také ocislovanie neexistuje, znamena to, ze digraf nie je acyklicky, a
teda obsahuje cyklus. KedZe vieme, ze v acyklickom digrafe existuje pramen (veta
, budeme postupovat tak, zZe nadjdeme v zadanom digrafe pramen a oznacime
ho ¢islom 1. Vynechame vSetky hrany, ktoré z neho vychadzaju. V takto ziskanom
digrafe opéf najdeme pramen, dame mu c¢islo 2 a znovu vynechame vsetky hrany,
ktoré z neho vychadzaju. Postup opakujeme, az kym nie st ocislované vsetky
vrcholy (ziskali sme diskrétny digraf), resp. v niektorom dalsom digrafe uz nevieme
najst pramen, ¢o znamend, ze tento digraf nie je acyklicky. Teda tam existuje
cyklus, a teda ani povodny digraf nie je acyklicky. Ak v niektorom kroku méame
na vyber z viacerych prameiiov, vyberieme lubovolny z nich.
Predchédzajicim postupom dostavame nasledujice digrafy:

,z, 2 2

e e e

t %Ql s t
42 S T 3 4 2

%\ %\ N

$ t 3 i $ &

Posledny digraf neobsahuje ziadnu hranu a mé vsetky vrcholy oé¢islované, teda
povodny digraf je acyklicky. Diagram digrafu zo zadania s oznacenymi vrcholmi
Cislami 1,2, ..., 7 tak, Ze kazd4 hrana (i, j) spliia podmienku 7 < j, je na obrézku:

7 ) 4 2



Priklad 7.1.3 Napisme maticu susednosti B a maticu incidencie A digrafu 8,
ktorého diagram je na obrazku.

Riesenie. Vrcholy aj hrany st oznacené, moézeme napisat obe matice. Matica
incidencie je

-1 1 o 0 o0 o0 0 o0
0 0 1 0 1 0 0 -1
A= o 0 0 0 -1 1 1 0
1 0 -1 -1 0o 0 -1 0
0 -1 0 1 0 -1 0 1
Matica susednosti je
0 00 01
0 01 10
B=| 0 0 0 1 1
10 0 0 O
01 010

Pozndmka: V matici incidencii A sa v kazdom stipci nachédzaju éisla 1 a -1 préve
raz, ostatné prvky st nuly. V matici susednosti B, pocet jednotiek je rovny pocétu
hréan v digrafe. Matica B nemusi byt symetrickd podla hlavnej diagonaly.

Ulohy
001 0O
0 01 0O
7.1 Nacrtnite diagram digrafu, ktorého matica susednostije B=| 0 1 0 1 0
0 00 0O
110 10

7.2 Nacrtnite diagramy vsetkych navzdjom neizomorfnych suvislych digrafov na
troch vrcholoch.
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7.3 Zistite, ¢i dany digraf je acyklicky. Ak dno, tak oc¢islujte vrcholy podla vety
a ak nie, tak nédjdite cyklus.
a) b)

7.4 Majme kruznicu C,,. Kolkymi spésobmi vieme priradit jej hrandm orientaciu
tak, aby ziskany digraf bol acyklicky?

Vysledky

7.1

.
A

K

U3

> D
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A
/. /.

>~

7.3 a) Ano. b) Nie. b) Nie. b) Ano.

7.4 2" —2.

7.2 Orientované stromy a kostry

Definicia 7.2.1 Orientovany strom ? je digraf, ktory po zrusent orientdcie je
stromom.

Definicia 7.2.2 Nech ? je orientovany strom s aspon. dvoma vrcholmi, v ktorom
existuje drdha z vrcholu v do kaZdého z ostatnich vrcholov. Potom T, sa nazjva
korenovy strom a vrchol v koren stromu.

Definicia 7.2.3 Korenovy strom ?U, v ktorom kazZdy vrchol md vonkajsi stupen
0 alebo 2, sa nazyva binarny strom.

Definicia 7.2.4 V bindrnom strome vrchol, ktory je dstim, sa nazgva list (von-
kajsi vrchol). Vichol, ktory nie je list, sa nazgva vnutorny vrchol.

Definicia 7.2.5 Nech ?U = (V, H) je bindrny strom, V. je mnozina listov a V;
je mnozZina vniutorngch vrcholov.

Hibkou hl(?v) bindrneho stromu ?v sa nazijva ¢islo

hl(?v) = max j(v, u).

ueV
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VonkajSou dizkou E(?U) bindrneho stromu ?U sa nazyva cislo

E(?U) = Z 7(v,u).

ueVe

Vniitornou dizkou I(?U) bindrneho stromu ?v sa nazyva cislo

I(?q,) = Z j(v,u).

ueV;

Definicia 7.2.6 Nech ?v = (V, H) je bindrny strom, V. je mnoZina listov. Nech
kazdému vrcholu v; € V. je priradené nezdporné c¢islo w;. VonkajSou w-dlzkou
E,(T,) bindrneho stromu 77, sa nazyva c¢islo

Ew(?y) = Z w; - 7(1},1)1').

v €Ve

Definicia 7.2.7 Nech 8 je digraf, ktory vznikol orientdciou grafu G. Nech K je
kostra grafu G. Potom digraf K, ktory vznikol orientdciou hrdn (rovnakou ako v
) grafu K, sa nazyjva orientovana kostra digrafu 8

Definicia 7.2.8 Kostra siuvislého digrafu 8, ktord je korenovy strom, sa nazyva
korenova kostra digrafu G.

Veta 7.2.1 Nech A je matica incidencie digrafu = (V,H), |V| = n. Potom
pocet vsetkijch réznych kostier digrafu G, ozn. p(T'), vypocitame podla vziahu
p(T) = det(4 - AT);,

pricom (A - AT); oznacuje maticu, ktori ziskame z matice A - AT odstrdanenim
i-tého riadku a i-tého stlpca, i € {1,2,...,n}.

Pozndmka: V predchidzajtcej vete namiesto matice A - AT mozeme zobrat
maticu D — B — BT, pricom B je matica susednosti digrafu 8 a D = (di;) je
stvorcova matica radu n, kde

T 6T (v) + 6 (vy) aki=j.

Veta 7.2.2 Pocet vsetkijch roznych korenovich kostier digrafu 8 = (V,H) s ko-
reniom vy € V, ozn. p(T ), je
p(T,) = det(K.),
kde K = (kij) je stvorcovd matica rddu n, pricom
- 57(1}1')7 1=7,
I —bij, 1% 7.
Matica K je vytvorend z matice K vynechanim s-tého riadku a s-tého stl/pca.
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Priklad 7.2.1 Uréme podet vietkych rozmych kostier digrafu G z prikladu
Nacrtnime diagram jednej z nich.

RieSenie. Pocet vsetkych réznych kostier digrafu € je p(?) = det(A-AT);. Tahko
sa presved¢ime (pozri pozndmku vyssie), ze

g
S
S
|
O~ OO
_o O O
= =0 OO
\
OO R~ O
—_ o = OO
O = = OO
— O O = O
_— o o= O kOO
I
ORr R PR OOOO
\
—_
p—

OO DO OO O

2 0 0 -1 -1
0 3 -1 -1 -1
= 0 -1 3 -1 -1 |=b-B-1B".
1 -1 -1 4 -1
1 -1 -1 -1 4

Kedze chceme z poslednej matice vynechat i-ty riadkok a i-ty stipec, zvolime 4
tak, aby ziskana matica mala ¢o najviac nulovych prvkov. Zvolme i = 5 a ziskany
determinant vypocitajme rozvojom podla prvého riadku.

2 0 0 -1

0 3 -1 -1 3 -1 -1

_ ATy _ o (_1y1+1.| _ _
p(T) = det(A-AT)5 = 0 1 s o |=26D 1 3 -1 |+

-1 -1 -1 4 -4
0 3 -1
+(=1)- (=)™ 0 -1 3|=2-(36-1-1-3-3—-4)+(-9+1)=40.
-1 -1 -1

Dany digraf ma 40 réznych kostier.

Diagram jednej z nich:
V4 Vs

U1 V2 U3

Priklad 7.2.2 Vypocitajme pocet vSetkych réznych korenovych kostier digrafu
Gz prikladu s korefiom  a) va, b) vy4.
Nacrtnime vsetky korenové kostry s koreniom vy.

Riesenie. Pocet vsetkych roznych korenovych kostier digrafu 6 s korenom vy je
p(?vs) = det(K). Najprv napiSme maticu K (pozri vetu .
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1 0 0 0 -1
0 1 -1 -1 0
K=| o o 1 -1 21
1 0 0 3 0
0 -1 0 -1 2
01 1 0 -1
a) p(To) =det(ka)=| 0 o 75 T l=| -1 3 0|=6-1=5
00 -1 2 0 -1 2
1 0 0 -1
2 0 1 -1 0 1 -1 0
b) p(T,,) = det(Ky) = 0 o0 1 -1l=| 0 1 -1j=2-1=1
0 -1 0 2 -1 0 2

Dany digraf méa péat réznych korenovych kostier s korenom vs a jednu s koreniom
v4. Nacrtnime korenovu kostru s korenom vy.

V4 Us

U1 V2 U3

Priklad 7.2.3 Majme binarny strom dany diagramom:

_ Urcme, ktoré vrcholy su listy. Vypocitajme hibku, vonkajsiu dizku a vnitornt
dlzku stromu.

Riesenie.
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Korenom tohto stromu je vrchol vys.

Mnozina listov (vonkajsich vrcholov) je V., = {v1,va, v4, vs, v7, vs, g, v11 }.
Mnozina vnitornych vrcholov je V; = {vs, vg, v10, V12, V13, V14, V15 }-
Hlbka bindrneho stromu hl(T ,,,) = max (v15,u) = 5.

Vonkajsia dizka E(T ) = 3 d(vis,u) =2+3+5+5+4+2+3+3 =27,
ueVe

Vnttornd dizka I(T )= 3 d(visu)=1+2+3+4+1+2=13. =
ueV;

Priklad 7.2.4 Navrhnime optimélne kédovanie znakov pomocou bindrnej po-
stupnosti premennej dlzky, ak pravdepodobnost vyskytu jednotlivych znakov je
dana tabulkou.

znak A B | C D E F G
pravdepodobnost | 0,02 | 0,1 | 0,02 | 0,23 | 0,15 | 0,35 | 0,13

RieSenie. Chceme na¢rtnit bindrny strom s minimalnou vonkajsou w-dizkou, kto-
rého listami budd vrcholy oznacené ako znaky dané v zadani. Vrcholy rézne od
tychto znakov bud vnatornymi vrcholmi bindrneho stromu. To znamena, ze listy,
ktorych pravdepodobnost je najmensia, maju byt od korena bindrneho stromu
najvzdialenejsie. Postupujeme tak, ze vyberieme dva znaky s najmensimi pravde-
podobnostami, odstrdnime ich zo zadanej tabulky a vytvorime novy vrchol (bez
oznacenia), ktory bude v bindrnom strome vnditornym vrcholom a spojime ho s
oboma vybranymi listami. Pravdepodobnost tohto vnitorného vrchola (¢o je sticet
pravdepodobnosti listov) priddme do tabulky. V kazdom dalSom kroku vyberieme
dve najmensie pravdepodobnosti (prislichajice znaku alebo vntitornému vrcholu),
odstranime ich z tabulky a priddme do nej novy vrchol, ktorého pravdepodobnost
bude sticet pravdepodobnosti tychto vybranych vrcholov. Tymto spésobom pokra-
¢ujeme az dovtedy, kym nie st vSetky vrcholy pouzité (a z tabulky odstrdnené).
Stcasne so zapisovanim do tabulky, na¢rtdvame aj binarny strom.

A B C D E F G
0,02]0,1]0,02]0,23|0,15]|0,35| 0,13
0,1

x . X 10,23]0,150,35 0,13 | 0,04
X 0,23 | 0,15 | 0,35 | 0,13 X 0,14
0,23 10,15 0,35 | x < 0,27
X X 0,35 0,27 | 0,38
x < 10,38 0,62
X X 1]
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Jeho vonkajsia w-dizka je
Eo(Ty) = T d(v,0) =2-0,234+2-0,15+3-0,13+4-0,1+5-0,02 +

+5-0,02+2- O 35—2 45.

Zakédovanie znakov urobime tak, ze kazdej hrane v bindrnom strome, ktora
smeruje vlavo, priradime ¢islo 1, a kazdej hrane smerujicej vpravo priradime ¢islo
0. Pre kazdy list, drahu z korena k listu vyjadrime ako postupnost cisel 0 a 1.
Ziskame nasledujice kédy znakov.

znak | A B C D|FE |F |G
kéd | 01001 | 0101 | 01000 | 11 | 10 | 00 | 011

Ulohy

7.5 Urcte pocet vSetkych roéznych kostier digrafu 8, ktorého diagram je na ob-
razku. Nacrtnite jednu z nich.

N\

7.6 Vypocitajte pocet vsetkych roznych korenovych kostier digrafu 8 z predcha-
dzajucej tlohy s koreiom  a) vs, b) vy.

U5
V4

U3

7.7 Urcte pocet vSetkych roznych kostier digrafu 8, ktorého diagram je na ob-
razku. Nacrtnite dve navzajom neizomorfné kostry.

v U
4 U5 6

(¥
U1 2 V3

7.8 Vypocitajte vonkajsiu a vnutorni dizku bindrneho stromu, ktorého diagram

je na obrazku:
v
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7.9 Navrhnite optimalne kédovanie znakov pomocou binarnej postupnosti pre-
mennej dlzky, ak pravdepodobnost vyskytu jednotlivych znakov je dana ta-
bulkou.

a) znak A | B C |D |E | F
pravdepodobnost | 0,2 | 0,15 | 0,2 | 0,1 [ 0,2 | 0,15
b) znak A B C D E | F G H
pravdepodobnost | 0,03 | 0,07 | 0,12 | 0,18 | 0,1 ] 0,22 | 0,18 | 0,1
Vysledky
7.5 20.
U5
(] U1 V4
U3
7.6 a)6,  b)O0.
7.7 224.
7.8 E(T,) =16, (T ,) = 6.
7.9 Prisluiné bindrne stromy maji vonkajsiu w-dizku: a) 2,60 b) 2,88.
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Kapitola 8

Grafové algoritmy

Majme graf G = (V, H) (resp. digraf G = (V,H)). Nech R* je mnozina kladnych
redlnych &fsel. Zobrazenie w : H — RT nazyvame hranovym ohodnotenim
grafu G (digrafu 8) Pre hranu h; ¢islo w(h;) nazgyvame ohodnotenie (vaha)
hrany h;.

V dalsom budeme hovorit namiesto hranovo ohodnoteny graf (digraf) iba ohod-
noteny graf (digraf).

8.1 Minimalna kostra grafu

Definicia 8.1.1 Nech G = (V, H) je suvisly, ohodnoteny graf. Minimalna kos-
tra grafu G = (V, H) je kostra grafu G = (V, H), ktord md zo vsetkych kostier
grafu minimdlny sucet ohodnoteni vsetkijch jej hrdn.

Stucet ohodnoteni hran kostry budeme tiez nazyvat vaha kostry.

Kruskalov algoritmus

Vstup: Suavisly, ohodnoteny graf G = (V, H).

Vystup: Minimalna kostra T.

Nech graf ma n vrcholov. Vahy hran zoradime do neklesajicej postupnosti.
Zacneme s diskrétnym faktorom 7T daného grafu. Postupne v kazdej iteracii pri-
déavame do 7" hranu s najmensim ohodnotenim tak, aby nevznikla kruznica. Ak T
ma n — 1 hran, tak kon¢ime a 7' je minimélna kostra grafu G.

Ak graf mé m hran, zlozitost Kruskalovho algoritmu je O(m - logn).

Primov algoritmus
Vstup: Suavisly, ohodnoteny graf G = (V, H) s vrcholmi vy, va, ... vy,.
Vystup: Minimalna kostra T.

1. Nech T je graf, ktory obsahuje vrchol v; a Ziadnu hranu.

2. Ak T'méa n — 1 hran, tak kon¢ime a T je miniméalna kostra grafu G.
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3. Zo vsetkych hran grafu G, ktoré nie st v T a st incidentné s niektorym
vrcholom v T, vyberieme hranu s najniz$im ohodnotenim, ktorej pridanim
do T nevznikne kruznica. Priddme ju (a aj vrchol, s ktorym inciduje) do 7.
Ak je viac takych hran, vyberieme hranu, ktora inciduje s takym vrcholom
v T, ktory ma najmensi index. Ak existuje viac takych hran, vyberieme tu,
ktora inciduje s vrcholom s najmensim indexom, ktory nie je v T'. Skok na
krok 2.

Zlozitost Primovho algoritmu je O(n?).

Priklad 8.1.1 Ur¢me miniméalnu kostru grafu, ktorého diagram je na obrazku

18 3
10 . 5! 3 3
> 2 3
6 4 7
174 2y 1
1 3

a) Kruskalovym algoritmom,
b) Primovym algoritmom.
Riesenie.
a) Ohodnotenia hrédn zoradime do neklesajicej postupnosti.

1,1,2,2,3,3,3,4,5,5,6,7,7,8,10,11, 14,17, 18, 20, 28

Zacneme s diskrétnym grafom.

Postupne do tohto diskrétneho grafu priddavame hrany s najnizsim ohodnote-
nim tak, aby nevznikla kruznica. Ak pridame hranu, jej vihu podc¢iarkneme,
inak jej vahu preskocime.

1,1,2,2,3,3,3,4,5,5,6,7,7,7,8,10,11, 14, 18, 20, 28

Ziskame minimalnu kostru:

10 5




Jej vaha je 33. Poznamenajme, Ze to nie je jedind minimélna kostra, ktoru
mozeme tymto algoritmom ziskaft.

b) Najprv musime oznacit vrcholy daného grafu.

U1 18 V2 3 V3
0 8
10/ P N A
V4 6 U3 4 7
17 1 2 4 1
vg 1 Vg 3 V10

Zactneme s grafom, ktory obsahuje iba vrchol v;. Postupujeme podla algo-
ritmu. V kazdom kroku priddvame vrchol a hranu. Po jednotlivych krokoch
sa nasledovne rozsiruje pociatoény jednovrcholovy graf:

U. 1 U1
10[
0y
V1 U1
10 10,
2 U6
U4 Us N 6 U5
" 0
10 10
2 U6 2 Us
N 6 U5 on 6 U
2 2
Vg v 1 U;)
G U]
10{ 10[
2 Vs 3 ur 2 Ve 3 v7
Uy 6 U5 Vg4 6 V5
2 2 1
CH 1 U;) U8 1 ’U;') V10
U1 Vg U1 1{2 3 U3
10, 5 10 5
2 Ve 3 vr 2 U6 3 ur
Uy 6 V5 N 6 U
2 1 2 1
vg 1 Ug V10 Vg 1 Vg V10
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Posledny graf je minimélnou kostrou grafu zo zadania. Jej vaha je 33. Pri da-
nom oznaceni vrcholov grafu, Primovym algoritmom ziskame jedint kostru.m

Ulohy

8.1 Urcte minimélnu kostru daného grafu Kruskalovym algoritmom

)

V7 Vg 6 Us
6 3 3
Vg 1 ) v10 - V11 1 V4
8 2 i 2
V1 V2 3 U3
b)
V10 3 U11 V12
10 9 5
(Ve 4 (Vs
4 6 2| 6
V4 8 Y5 V6
3 3 b) 4
(%1 5 V2 V3

8.2 Urcte minimélnu kostru daného grafu Primovym algoritmom

)

11
(%) v )
[}
3 - 3
9|vs 2 ™ U7 |8
e}
5 3 4
4
V4 Us Vg
7
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7 2 b 6 b
vo 14 V10 V11 V1o
4 ) 7 !
4 6 1 4 6
Vs 4 Ve vr 11 (%3
7 5 8 6 13 4
1}1 V2 9 V3 5 V4

8.3 Existuje ohodnoteny graf, ktorého vsetky minimélne kostry ziskané Primovym
algoritmom (pri Iubovolnom oznaceni vrcholov) st izomorfné?

Vysledky

8.1 a) Véha min. kostry je 22. b) Véha min. kostry je 35.
8.2 a) Véha min. kostry je 24. b) Véha min. kostry je 59.

8.3 Ano. Napr. K, s rovnakym ohodnotenim vsetkych hrén.

8.2 Vzdialenost dvoch vrcholov

8.2.1 Najkratsia cesta v ohodnotenom grafe

Nech kladné &islo w({i, j}) oznaéuje vahu hrany {i, j}. Dizka cesty v ohodnotenom
grafe je sticet ohodnoteni hrén tejto cesty. Najkratsia cesta medzi dvoma vrcholmi
je cesta s najmensou dizkou medzi tymito vrcholmi. Vzdialenost dvoch vrcho-
lov v; a v; v ohodnotenom grafe, oznac¢ujeme d,,(v;,v;), je dizka najkratsej
cesty z v; do v;. V nasledujicom Dijkstrovom algoritme mdme na zaciatku dané
dva vrcholy, ozna¢me ich a,z, ktorych vzdialenost chceme vypocitat. Vrcholom
v; priradujeme znacky L(v;), ktoré st najprv docasné, ktoré sa mozu zmenit, a
neskor sa stavaju trvalymi. Ak pre vrchol v; je znacka L(v;) trvald, tak hodnota
L(v;) je dlzka najkratsej cesty z vrchola a do vrchola v;.

Dijkstrov algoritmus

Vstup: Stvisly, ohodnoteny graf G = (V, H), vrcholy a, z.

Vystup: L(z) je dlzka najkratsej cesty z a do z.

1. Nech L(a) = 0. Pre vSetky vrcholy x # a nech L(z) = cc.

Ak z ¢ V, tak konéime a L(z) je dizka minimalnej cesty z a do z.

Vyberme vrchol v € V' s najmensou hodnotou L(v). Mnozina V =V — {v}.

= W

Kazdému vrcholu z € V, ktory je susedny s vrcholom v, priradime znacku
L(z) = min{L(z), L(v) + w({v,z})}. Skok na krok 2.

Zlozitost Dijkstrovho algoritmu je O(n?).
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Priklad 8.2.1 N4jdime dizky minimélnych ciest z vrchola vy do vietkych ostat-
nych vrcholov v grafe s diagramom:

11
Vo v 0
5 4
3 4 5 6 3
5 1 "
9| V3 ap U7 |8
8
5 3 4
4 2
O2) 5 Ve
7

Riesenie. Postup uvedeny v Dijkstrovom algoritme budeme zapisovat, kvoli pre-
hladnosti, do tabulky tak, Ze pod vrcholom v; budeme pisat jeho znacku L(v;).
Kazdému riadku zodpoveda jedno prejdenie algoritmu. Po vybrati najmensej hod-
noty, v dalsich krokoch do prislusného stipca uz ni¢ nepiseme. Nakolko hladdme
diéky minimélnych ciest z vrchola v4 do vSetkych ostatnych vrcholov, tak postup
ukonéime, ked mnozina V' bude prazdna.

(%) U1 (%) V3 V4 Vs Ve (%rd v Vv

oo oo o0 oo 0 o0 o0 oo oo {vg,vr,v2,V3,V5,V6,V7,V8}
o0 00 9 5 4 7 oo 00 {vo,v1,v2,v3,v6, v7,v8}
oo 00 9 5 6 8 7 {vo,v1,v2,v6,v7,v8}

~ 9 8 6 8 7 {vo,v1,v2,v7,vs}

4 9 8 8 7 {vo,v1,v2,v7}

14 9 8 8 {vo,v1,v7}

14 9 8 {vo, v1}

11 9

{vo}
11 0

Zo ziskanych hodndt vieme, Ze dy,(vg, vo) = 11, dy (v4,v1) = 9, dyy (v4,v2) = 8,
oy (Vg,v3) = 5, dy(va,v5) = 4, dy(v4,v6) = 6, dy(vg,v7) =8 a dyy(vg,v8) =7. m

8.2.2 Najkratsia driha v ohodnotenom digrafe

Obdobne ako v ohodnotenych grafoch, aj v ohodnotenych digrafoch definujeme
vzdialenost dvoch vrcholov. Len musime uvazovat dand orientaciu hran. Nech
kladné ¢islo w((4, 7)) je vaha (ohodnotenie) hrany (i,7). Ohodnoteny digraf mo-
Zeme popisat cenovou maticou.

Definicia 8.2.1 Nech 8 = (V,H) je digraf, kde V = {v1,va,--+ ,v,}. Cenova
matica digrafu 8 je stvorcovd matica W = (w;;) rddu n, pricom

w((vi,v;))  ak (vi,v;) € H,
w;j = 00 ak (vi,vj) ¢ H,
0 ak i =j.
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Dizka drahy v ohodnotenom digrafe je sti¢et ohodnoteni hran tejto drahy. Najk-
ratsia drédha z vrchola v; do vrchola v; je drdha s najmensou dlzkou spomedzi
vSetkych dréh z v; do vj. Vzdialenost dvoch vrcholov v; a v; v ohodnote-

nom digrafe, oznacujeme d ,(v;,v;), je dizka najkratsej drahy z v; do v;. Ak
ziadna taka drédha neexistuje, tak d ., (vi,v;) = 0o0. Je zrejmé, ze d ., (v;,v;) = 0.
Na zistenie vzdialenosti dvoch vrcholov v ohodnotenom digrafe mézeme pouzit
predchadzajuci Dijkstrov algoritmus, ak v niom budeme uvazovat orientaciu hran.

Priklad 8.2.2 Dijkstrovym algoritmom vypocitajme vzdialenost z vrchola vg do
vsetkych ostatnych vrcholov v digrafe s diagramom:

V2 16 V3
3 4
o 3l o " .
1 J g
g 1 vy

Riesenie. Jednotlivé kroky opét zapiseme do prehladnej tabulky.

Vv V2 VU3 U4 Vs Vg 14

00O 00 0 0 o0 0 {111,1)2,113,714,”5}
5 9 oo 1 o0 {v1,v2,v3,v5}
5 9 9 4 {v1,v2,v3}

5 9 6 {v1,v2}

5 9 {1}

12 0

Dostévame jw(v(;,vl) =12, 71”(7)6,1)2) =9, jw(vg,v;;) =6, 771,(1)6704) =1
ajw(v6,v5)=4~ "

Ak chceme zistit vzdialenost medzi vSetkymi dvojicami vrcholov, tak vypoci-
tame maticu vzdialenosti.

Definicia 8.2.2 Nech 8 = (V, H) je digraf s n vrcholmi. Matica vzdialenosti
(distanéna matica) digrafu G je Stvorcovd matica D = (d;;) rddu n, pricom
dij = dw(vi,v5).

Na vypocet matice vzdialenosti v ohodnotenom digrafe, pouzijeme Floydov
algoritmus.

Floydov algoritmus

Vstup: Ohodnoteny digraf s vrcholmi vy, va, ... v,.

Vystup: Matica vzdialenosti D = (d,;).

1. Polozme D) = W
2. Vytvorfme maticu D) = (dgf)) tak, ze dgf) = min{dl(ffl), dg,ljfl) + d,(clj-fl)}
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3. Ak k = n, kon¢ime a matica D) = D. Ak k < n, polozime k = k+ 1 a skok
na krok 2.

Zlozitost Floydovho algoritmu je O(n?).
Priklad 8.2.3 Floydovym algoritmom uré¢me distan¢nt maticu digrafu

21 7
Vs, v V3

9

Riesenie.
Nakolko digraf méa 5 vrcholov, vypoéitame matice D*®) pre k =0,...,5.
Cenova matica je

0 2 oo 10 o©
5 0 17 4 o0
DO =wW=| c0 oo 0 7 oo
oo oo 11 0 9
6 oo oo 21 O

Ako uréime prvky matice D")? Podrobne napiSeme ako ziskame prvky dgjl-) na
zéklade vztahu dif) = min{d{i™" d{y™" + d""V}, pre k = 1. Kedze k = 1,

zvyraznime si vSetky prvky v prvom riadku a prvom stipci v matici D),

d{) = min{d(?,d\} + d{}} = min{0,0 + 0} = 0
dg) = min{dgg), a9 + dﬁ?} =min{2,0+2} =2
d%) = min{d(lg), dﬁ) + dﬁ?} = min{oo,0 + co} = 0
dY) = min{d'9,d) + d)} = min{10,0 + 10} = 10
dtY) = min{d'?,dy + d'?} = min{co,0 + co} = 0o

Sy = min{d),d$} + d\9} == min{5,5+0} =5
d) = min{dY,dS? +d\9} = min{0,5+2} =0
min{d$),,d) + d'9} = min{17,5 + co} = 17
d) = min{d'},d$? + d\%} = min{4,5 + 10} = 4
dS) = min{d?,d{y + d{?} = min{oo, 5 4 oo} = 0o

IS8
WS
wr=

Il

Sy = min{dY, d\? + d'9} == min{oc, 0o + 0} = oo
dg;) = min{dgg), dg(i) +d\9} = min{oo, 00 + 2} = 0o
d$y) = min{d'Y,d\} + d'%} = min{0, co + oo} = 0
d) = min{d'?),d? + d\%} = min{7,00 + 10} = 7
dg? = rnin{dé?7 dg) + dgg)} = min{oo, 00 + 0o} = 0o
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dSY) = min{d'?,dy + d{}} = min{oo, 00 4 0} = 0o
d') = min{d'?,d\? + d\9} = min{oo, 00 4+ 2} = oo
d$y) = min{d'Y,dy + d\%} = min{11, 00 4+ o0} = 11
d}) = min{d'?,d\? + d'9} = min{0, 00 + 10} = 0
d$) = min{d\?,dy + d\?} = min{9, 00 + 00} = 9

d) = min{dQ,d{9 + d'9} = min{6,6 + 0} = 6
min{d),d) + d{9} = min{co, 6 + 2} = 8
d) = min{d?,d{? + {9} = min{oo, 6 + oo} = oo
dY = min{d),dy + d\%} = min{21,6 + 10} = 16
d) = min{d?,d{? + d\?} = min{0,6 + 00} = 0

Prvky zapiseme do matice.

0 2 o 10 o©

5 0 17 4 o~

DU =] © oo 0 7 o
co oo 11 0 9

6 8 oo 16 O

Pri vipoéte matice D) pouzijeme maticu D), v ktorej vyznaéime prvky v dru-
hom riadku a v druhom stlpci. Dostavame maticu:

Postupne ur¢ime ostatné matice.

0 2 19 6 o
5 0 17 4 o
D® = oo oo 0 7 o0
oo oo 11 0 9
6 8 25 12 O
DB = D@
0 2 17 6 15
5 0 15 4 13
DW =] o0 o 0 7 16
co oo 11 0 9
6 8 23 12 0

0 2 17 6 15
5 0 15 4 13
DO =122 24 0 7 16 | =D.
15 17 11 0 9
6 8 23 12 0

V matici D st dlzky najkratsich drah medzi lubovolnymi dvoma vrcholmi grafu.

Hodnota dg-’) vyjadruje vzdialenost z vrchola v; do vrchola v;. [
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Ulohy

8.4 Dijkstrovym algoritmom urcte diiky minimdalnych ciest z vrchola v4 do ostat-
nych vrcholov v grafoch z tlohy

8.5 Dijkstrovym algoritmom uréte dizky minimalnych drah z vrechola vs do ostat-
nych vrcholov v digrafe

a) b)
Us
6 3
10/ v 2 U1 \d -UQ 16 Vs
5 6
vr 12 o 9 v3 4
) 8
4 % 7 V1 s
O\ VS ) V2 3
1 10
U1 ;}6 1 V4
8.6 Floydovym algoritmom urcte maticu vzdialenosti digrafu
a) b)
Vs 3 U3 V4 2 VU3
3
25 15 20( 13 4 vs\9 |5
0 6 2 3
7 b)
1 U2
4 U1 4 V2
c) d)
Vs ) Vs
5 3 3 )
U1 U1
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Vysledky

8.4 a) dy(vg,v1) = 10,dy (va, v2) = 2, dy(va,v3) = 3, dy(va,v5) = 1, dyy,(va, v6) =
= 7, dw(v4,v7) = 8, d (U4,’U8> = 11, dw(v4,v9) = 107 dw(U4,U10) 4
dw(v4,v11) =1.

b) dy (v, v1) = 3, w(v
= 12, d (U4,’U7) s
= 11, d (’04,’1)12) ].

8.5 a) jw(v5,v1) = 12, jw(’l]&’l)g) = 15, jw(v5,1}3 = 7
w(Vs,06) = 5, 7w(v5,v7) =10, 71”(”5,118) =13, g =
(vs

l?711)(1}57’01) = 18; 7’u)(/UfnUQ) = 153 771)(’057’03 =
w(l/5,’l}6) = 6.

1,02) = 8, dy(vg,v3) = 10, dyy(v4,v5) = 6, dy(v4,v6) =
4, dyy(v4,v8) = 6, duy(v4,v9) = 9, d(va,v10) = 8, du(v4,v11) =
2.

8.6 a) b)
0 4 13 10 0 85 3 5
70 9 6 4 09 7 9
D = . D=1]19 5 0 12 14
10 14 0 20
13 17 3 0 16203
23 6 4 0
c) d)
0 3 6 4 2 0 5 9 16 12
9 0 9 7 4 10 0 4 11 7
D = 14 5 0 12 9 D= 6 11 0 7 3
3 6 2 0 4 5 10 14 0 2
5 8 5 30 3 8 12 4 0

8.3 Metoda kritickej cesty

Uvazujme acyklicky, ohodnoteny digraf, ktory ma jeden pramen a jedno tustie. Ta-
kyto graf nazveme siefovy graf a zndzornuje siet nejakého projektu. Orientovana
hrana znézoriiuje nejakd ¢innost, jej ohodnotenie vyjadruje dizku trvania tejto
¢innosti. Vrchol grafu vyjadruje stav, v ktorom st ukoncéené vsetky ¢innosti, kto-
rym zodpovedaju hrany vchadzajice do tohto vrchola a mézu byt zacaté ¢innosti
odpovedajice hrandm vychédzajicim z vrchola. Nasim cielom je urcit optimalne
asové trvanie celého projektu. Cinnost, ktorej prediZenie sposobi predizenie celého
projektu, nazyvame kriticka ¢innost. Drahu z prameria do ustia, ktord obsahuje
kritické ¢innosti, nazyvame kriticka cesta.

Pri hladani kritickej cesty postupujeme nasledovne. Kazdému vrcholu daného
digrafu priradime tri hodnoty:

o i - o¢islovanie vrchola v zmysle vety [7.1.2]
o T'(i) - minimélne ¢asové ohodnotenie,

o T'(i) - maximélne ¢asové ohodnotenie.
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V digrafe kazdy vrchol znédzornime takto:

Kazdy vrchol, ktorého minimélne aj maximélne ohodnotenia st rovnaké, lezia
na nejakej kritickej ceste. Hrana (u,v) lezi na nejakej kritickej ceste prave vtedy,
ked vrcholy w aj v lezia na kritickej ceste a zaroven plati, ze w((u,v)) = T'(v) =T (u),
w((u,v)) =T"(v) = T"(w).

Algoritmus pre miniméalne ¢asové ohodnotenie:

Vstup: acyklicky, ohodnoteny digraf s jednym pramenom a jednym tstim.

Vystup: T'(i) pre vSetky vrcholy i.

1.

2.

T(1) =0

Poloz i = 2.

. Poloz T(i) = max{T(j)+w((j,7))} pre vSetky j < i, pre ktoré existuje hrana

(45 9)-

. Ak i = n, tak konc¢ime.

. Poloz i =i+ 1, skok na krok 3.

Algoritmus pre maximalne ¢asové ohodnotenie:

Vstup: acyklicky, ohodnoteny digraf s jednym pramenom a jednym tustim.

Vystup: T'(i) pre vSetky vrcholy i.

1

2.

T'(n) =T(n)
Polozi=n—-1

Poloz T'(i) = min{T"(j) — w((4,7))} pre vsetky j > i, pre ktoré existuje
hrana (i, 7).

. Ak i =1, tak koncime.

. Poloz ¢ =i — 1, skok na krok 3.

Priklad 8.3.1 N&ajdime kritickd cestu v digrafe:
5 6

10 1
12 6 4

11 12
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Riesenie.
Najprv vrcholy oé&islujeme podla vety

5 /& 6

11 \\ / 12

- 1

5 GS/\ 6
6
5

11 \3\19 2

5

i B1/3Y 2

Z tohto posledného digrafu vidime, ze kazdy vrchol, okrem vrchola s dis-
lom 7, lezi na nejakej kritickej ceste. Teraz chceme urcit hrany leziace na kri-
tickej ceste. Hladdme hrany (i,5), pre ktoré plati, ze w((,5)) = T(j) — T(7),
w((i,7)) =T'(j) — T'(4), priom vrcholy 7, j musia lezat na kritickej ceste. Kritic-
kou cestou v digrafe je drdha medzi tymito vrcholmi: 1-2-3-4-5-6 - 8. [
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Ulohy

8.7 Urcte kriticku cestu v digrafe

a)

Vs 12 V1 9 Ug
9 g 0 5
12 0
7 8 2
U7
Ve 10 8 vy 12 V10 6 11
5 8 7 4 3
4
9 15 2 6 3
b)
vs
4 3
10/ ve 2 U1 \4
b} 6 y/
U7 8 &) 5 VU3
4 2 7

Vg 6 U2

3 10
U1
Vysledky

8.7 a) Kritickou cestou je drdha vg — vg — v7 — v5 — v1 — Vs — V19 — U3 — V11.
b) Kritickou cestou je draha vg — vg — vg — Vo — V3 — V4 — V5 — V7.

8.4 Toky v sietach

Definicia 8.4.1 Suwisly digmfa = (V, H) nazgvame siet prdve vtedy, ked
e md prdve jeden pramern,
e md prdve jedno ustie,

o kaZdd hrana (i,j) je ohodnotend kladnym cislom c;;.
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Hodnotu ¢;; nazyvame kapacita (priepustnost) hrany (3, j).

Definicia 8.4.2 Majme siet 8 Tok v sieti je funkcia T, ktord kaZdej hrane (i, j)
priradi nezdporné cislo T;; tak, Ze plati

o pre kaZdd hranu (i,7) je T;j < cij,

o pre kaZdy vrchol j rézny od pramena aj ustia, plati Y, Ty; = >, T (ak
(i,5) ¢ H, tak T;; = 0).

Cislo T;; nazyvame tok na hrane (i, ).
Druhé podmienka definicie > Tij = >, Tji, znamend, Ze tok prichadza-
jaci do vrchola j je rovny toku vychddzajicemu z vrchola j. Teda tok vo vrchole

J sa zachovava.
Pramen oznac¢me a, tstie z.

Veta 8.4.1 Ak T je tok v sieti, tak tok, ktory vychddza z pramena je rovny toku,
ktory prichddza do istia, t. j. >, Tei =Y, Tjz.

Definicia 8.4.3 Nech T je tok v sieti. Cislo > i Tai = >, Ti. nazyvame velkost
toku T.

Chceme najst maximalny tok, t. j. tok s maximalnou velkostou.
Zékladnou myslienkou nasledujiiceho algoritmu urcenia maximalneho toku je,
ze zacneme nejakym tokom, ktory, pokial je to mozné, postupne zvicujeme.

Algoritmus Ford—Fulkersona:
Vstup: Siet 8, pramen a, ustie z, kapacita ¢, vrcholy a = vy, v1,...,v, = 2.

Vystup: Maximélny tok 7.
1. Poloz T;; = 0 pre kazdd hranu (¢, 7).
Ozna¢ vrchol a znackou ( , 00)

Ak ustie z je oznacené, skok na krok 6.

- W N

Zvol neprejdeny, ale oznaceny vrchol v; s najmensim indexom i. Ak taky
vrchol neexistuje, tak kon¢ime a tok je uz maximalny. Inak dosad v = v;.

5. Nech («, A) je oznalenie vrchola v. Prezrieme kazdd hranu (v,z), (z,v),
pricom z je neoznaceny vrchol.
Pre hranu (v, ) vykondme:
o ak Ty < Cyy, tak vrchol z oznacime (v, min{A, cpy — Tpz}),

o ak T, = cyz, tak vrchol x neoznacime.
Pre hranu (z,v) vykoname:

e ak T,, > 0, tak vrchol x oznac¢ime (v, min{A, Ty, }),
o ak T,, = 0, tak vrchol z neoznacime.
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Vrchol v sa tymto stal prejdeny. Skok na krok 3.

. Nech (v,A) je oznalenie vrchola z. Nech zy = z, 1 = 7. Ak (v,9) je
oznacenie vrchola z;, dosad z;11 = v Pokracuj az do xy = a. Mame cestu
P:a=uxp,xiq1,...21,29 = z z vrchola a do vrchola z, na ktorej zmenime
tok nasledovne:

.....

notu A, inak na nej tok zmensime o hodnotu A. Vsetky oznacenia vrcholov
odstranime a sko¢ime na krok 2.

Zlozitost Ford a Fulkersonovho algoritmu je O(m - n).
Priklad 8.4.1 Uréme maximéalny tok v digrafe
b 5 c 6

10 1
a 12 6 4 z

12

Riesenie. Najprv kazdej hrane priradime nulovy tok a oznac¢ime pramen a kazdy
dalsi vrchol podla Ford-Fulkersonovho algoritmu.

(a,blo) 5/0 (b,c5) 6/0 (0215)
10/0 1/0
a 12/0 6/0 4 z
(;00) / / / (d,1)
8/0 15/0
(a?S) 11/0 c{g 12/0

Ustie z mé4 znacku (d, 1). Teda A = 1. Na ceste P : a,b,¢,d, z zmenime tok o
hodnotu 1. A opét znacime vrcholy.

@9 0 e
10/1
a 2/0 6/0 4
Lo / /
8/0
e 11/0 12/0
@y My Py

Dostavame A =4 a cestu P : a,b, ¢, f,g,z. Opédt na tejto ceste zmenime tok o

hodnotu A a znovu znac¢ime vrcholy.
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5/5_ "¢ 6/1
10/5 1/1
a 12/0 b/4 4 z
,00) / / / (9,8)
8/0 15/4
e 11/0 12/4
@y 0y Py

Méame A = 8 acestu P : a, ¢, f, g, z. Zmenime tok na tejto ceste. Vrcholy znovu
chceme oznacit.

(,5) 5/5 ¢ 6/1
10/5 1/1
a 12/0 b/4 4/ z
(’Oog/s 15/0

e 11/8° | 12/12

Ale tentoraz ustie sa neda oznacit, teda mame maximélny tok. Jeho hodnota

je 13. [
Ulohy
8.8 Ford-Fulkersenovym algoritmom urc¢te maximalny tok v digrafe
a)
b 9 c
24 3
a 10 9 z
6 1
11 20
d 8 e
b)
b 9 c 10 d
12 4
a 7 6 5 6 8 z
7 13
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V2 12 Ve 9 Vg
9 5 0
Vs 5 0
7 3
V3
VU1 10 8 vr 12 V10 6 V12
5 8 7 4 3
4

4 15 [ 6 v11

Vysledky

8.8 a) 31 b) 7 c) 26
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