Urcity integral

Pojem urcity integral

Definicia 1 Majme spojiti a neziporni funkciu f : (a,b) — R. Rozdelime interval {a,b) na
podintervaly pomocou deliacich bodov a = g < 1 < v < Tpu_q1 < x,, = b. KaZdy takyto sys-
tém podintervalov nazveme delenie intervalu {a, b). Dizku i-teho Ciastocného intervalu (;_1, x;),
kdet = 1,2,...,n oznacujeme Ax; = x; — T;_1.

Definicia 2 C'slo ||D|| = max{Axq, Axa, ..., Ax,} nazjvame normou delenia D.

Definicia 3 Ak pre kaZdé prirodzené cislo m je dané jedno delenie D, intervalu {a,b), hovo-
rime o postupnosti delent intervalu (a, b). Postupnost { Dy}, delent intervalu (a, b) sa nazjva
normdlna, ak lim || D,|| = 0.

Definicia 4 Nech t; pre i = 1,2,...,n je lubovolny bod z intervalu {x;_1,x;). Integralnym
siuctom funkcie f pre delenie D intervalu {a,b) a pre dani volbu cisel ty,ta, ..., t, nazgvame
cislo

S(f, D) = f(tl)Aazl + f(t2)AQ32 4+ ...+ f(tn)Aa:n = zn: f(tz)ACUZ.

Definicia 5 Nech funkcia f je definovand a ohranicend na {a,b). Nech pre lubovolni normdlnu
postupnost {Dp}oS | deleni intervalu {(a, b) a lubovolnii volbu bodov t; v ciastocnych intervaloch
existuje lim S(f, Dy), potom hovorime, Ze funkcia f je integrovatelnd na intervale {a,b) a tito
limitu nazgvame urcitym integralom funkcie f na intervale {a,b). Teda

n b
lim 3" f(t)Aw: = [ f(=) de,
i=1 p

kde a je dolnd hranica a b je hornad hranica urcitého integralu.



Vypocet a vlastnosti urcitého integralu

Veta 1 (Newton — Leibnizov vzorec) Nech funkcia f je integrovatelnd na intervale {a,b) a
nech ma na intervale {(a, b) primitivnu funkciu F'. Potom plati

[ F(@) de = F(b) - F(a) = [F(@)],.

Veta 2 Nech a < b a nech funkcia f je integrovatelnd na intervale {a,b). Potom

o /bf(:n)dw:—/af(w)dac

. /af(w)dazzo

Veta 3 Nech funkcie f, g si integrovatelné funkcie na intervale {(a,b) a nech k1, ko € R. Potom
b

plati /b k1 f(x) + ka2 - g(x)] dx = kq /b f(x)dx + ks / g(x) dx.

a

Veta 4 Nech a < b < c¢. Nech funkcia f je integrovatelnd na intervale {a,b) a nech je in-
tegrovatelnd na intervale (b, c). Potom je funkcia f integrovatelnd aj na intervale {a,c) a plati

—

| f(az) dx :/bf(:r;) dm+/f(m) dz.

Q

Veta 5 Ak je funkcia f spojitd na intervale (—a, a) a je

e pdrna, tak / f(x)dx = 2/f(m) dx
—a 0

a
e neparna, tak / f(x)dx =0
—a



Existencia urcitého integralu

Veta 6 Ak je funkcia f spojitd na intervale {(a,b), tak je na tomto intervale integrovatelnd.

Veta 7 Nech funkcia f je ohranicend na intervale {a,b) a md v tomto intervale konecny pocet
bodov nespojitosti, potom je na tomto intervale integrovatelnd.

Substitu¢na metdéda

Veta 8 Nech funkcia f spojitd na intervale {a,b) a nech funkcia @ md spojiti deriviciu na
intervale {(a, B) a zobrazuje interval {a,b) do {(a, B). Potom plati

7fW@N¢%w¢r:ffmdt

p(x) =t
¢'(z) dx = dt

r=a—>t=y(a) =«

r=b—o>t=¢pb =p
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Metdéda per partes

Veta 9 Nech funkcie w, v maju spojité derivicie na intervale {a,b). Potom plati

b

/u(w)v'(w) dz = [u(z)v(z)]’ — /b u'(x)v(x) dr.

a



Geometrické aplikacie urcitého integralu-elementarne oblasti

Definicia 6 Nech funkcie f, g si spojité funkcie definované na intervale (a,b), f : (a,b) — R,
g : {(a,b) — R. Nech pre kazdé = € {(a,b) je g(x) < f(x). Potom mnozinu D bodov (z,y) €

R?, kde
a<zxz<b

g(x) <y < f(=x)

nazyvame elementdrna oblast vzhladom na os O,.

y 4

0 d b x:

Definicia 7 Nech funkcie ¥, ® si spojité funkcie definované na intervale {c,d), ¥ : (¢, d) — R,
® : (¢c,d) — R. Nech pre kazdé y € (c,d) je ¥(y) < ®(y). Potom mnoZinu Q bodov

x,y) € R2, kde
(z,y) e<y<d

U(y) <z < P(y)

nazyvame elementdrna oblast vzhladom na os O, .




Plosny obsah rovinnych utvarov

Veta 10 Plosny obsah elementdrnej oblasti D sa pocita podla vzorca

P = [[f(z) - g(2)] do

Veta 11 Plosny obsah elementdrnej oblasti Q sa pocita podla vzorca

d

P = / [®(y) — ¥(y)] d

c

Objem rotacného telesa

Veta 12 Objem telesa, ktoré vznikne rotdciou elementdrnej oblasti D okolo O, je

V = W/f(:c)—g(a:)}d:c

Veta 13 Objem telesa, ktoré vznikne rotdciou elementdrnej oblasti Q okolo O, je

/ ©%(y) — ¥ (y)] dy

Dizka krivky

Veta 14 Ak krivka C je grafom f : (a,b) — R, ktord md spojiti deriviciu, tak jej diZka £ je

o= [\i+r@r



