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Riadenie vyrobnej linky
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Model vyrobnej linky z hl'adiska ukoncenia projektu

Modelovy systém - vyrobna linka - motivacia

Formulacia

Predpokladajme, ze ¢asy x(5), ktoré sme pre ukonéenie projektu
na vyrobnej linke so Styrmi strojmi vypocitali v predchadzajicich
prikladoch, st zavazné pri planovani ukonéenia zakazky. Vzhladom
na mozné sklzy v priebehu vyroby (vypadok pradu, pokazeny stroj)
vyvstava problém: Aky velky vypadok, na ktorom stroji a

pri ktorom pracovnom wkone si mézeme dovolit, aby sme napriek
tomu dodrzali slabené casy x(5) ukonéenia zakazky?
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Riadenie vyrobnej linky
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Model vyrobnej linky z hl'adiska ukoncenia projektu

Modelovy systém - vyrobna linka - ilustracia

3 praca 1. stroja pre linku, t.j. 1.
@ stroj musi ukonéit r-ty dkon nie
5 neskér ako

@ 3. ¢. pred svojim
4 (r 4+ 1)-vym tkonom
@ 2j. ¢ pred (r+ 1)-vym
tkonom 2. stroja
@ 4j. ¢ pred (r + 1)-vym
tkonom 3. stroja

@ yi(r) €as, kedy sa najneskoér méze
ukoncit r-ty pracovny dkon na i-
tom stroji

oL@ ©

r+1

yi(r) = min{y1(r +1) =3, ya(r +1) = 2, y3(r + 1) — 4}
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Riadenie vyrobnej linky
[eYe] Yo

Model vyrobnej linky z hl'adiska ukoncenia projektu

Formalizacia zapisu - pouzitim prvku ¢/ =

yi(r) = min{yi(r +1) =3, ya(r +1) = 2, y3(r +1) — 4}
ak polozime 314 = ¢’ = oo, formalny zapis

yi(r)=min{y1(r+113a11, yo(r+1H3a12, y3(r+1Hais, ya(r+1 1314}

kde
a1 = —a1
app = —an (1)
;3 = —as
s = —ag
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Riadenie vyrobnej linky
ocooe

Model vyrobnej linky z hl'adiska ukoncenia projektu

Formalizacia zapisu - rekurzivny zostupny popis DDS

Rekurzivny zostupny popis systému pozostavajici z n strojov v
klasickej algebre:

yi(r) = min{y1(r+1)+3j1, yo(r+1)+3ai2, . .., yn(r+1)+3ain}

@ /-ty stroj

@ (r+ 1)-va udalost (pracovny tkon)
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Riadenie vyrobnej linky
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Min-plus algebra

Definicia

Nech R je mnozina realnych cisel. Nech R* = R U {co}. Nech
a® b=min{a, b} aa® b=a+ b, pre [ubovolné a, b € R
Usporiadani trojicu (R*, @/, ®') budeme nazyvat min-plus algebra.

Priklad:

@3x'4=3+4=7

Q4®'3=4+3=7

© 59’'8=min{5,8} =5

Q 84'5=min{8,5} =5

Q22 (49'6)=2+min{4,6} =2+4=06
Q2044206 =min{2+4,2+6} =min{6,8} =6
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Riadenie vyrobnej linky
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Min-plus algebra

Vysledky v dualnych algebrach

Min-plus algebra je tzv. dualna algebra k max-plus algebre.
Kazdému vysledku v max-plus algebre zodpoveda analogicky
(vzhladom na nové operacie) tzv. dualny vysledok, ktory plati
v min-plus algebre.
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Riadenie vyrobnej linky
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Min-plus algebra

Sacin matic v min-plus algebre

Definicia
Nech A € R*(m,r) a B € R*(r,n). Sacinom matic A a B
nazyvame maticu C € R* (m, n), C = (c;), pre ktori

69/
ci=an® bj® anp @ by & - & a; ® by = Z aik ® by,

pre i =12 ....m j=12...,n. ‘ |
Zapis: C=A®' B

Priklad:

ws=(333) (35 1) (2 2 a)

2 =2®"40' 0930 (-1)®'2=min{2+4,0+3, -1+2} =1



Riadenie vyrobnej linky
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Min-plus algebra

Jednotkova matica v min-plus algebre

Definicia

Stvorcovti maticu E’ € R* (n, n), E' = (&) nazyvame jednotkovou
maticou, ak pre i,j =1,2,...,n

_ g pre i#]j
eij:{ p # J

0 pre =y
Priklad:
6/ El
E=| ¢ &
e e 0
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Riadenie vyrobnej linky
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Min-plus algebra

Mocnina matice v min-plus algebre

Nech A € R*(n, n). Nech p € N. p-tou mocninou matice A
nazyvame maticu AlPl

E' =0
(Pl — p
A {A@’A[P‘” p=12,...

Zapis: AlPl = (a,[f])

Priklad:

2 —3\B 2 -3\ (2 —3\B

g4 B ¢ 4 )%\ 4 -
_ (2 3\ (4 1) 1
N g 4 )~ &g 8) \é& 12
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Riadenie vyrobnej linky
©0000000000

Kriticky diagram

Formalizacia zapisu - rekurzivny zostupny popis DDS

Rekurzivny zostupny popis systému pozostavajici z n strojov v
min-plus algebre:

yi(r) = yi(r+1)®'31 @ yo(r+1)®'3p @ ... &' yo(r+1)®’ 3,

Maticovy zapis:

y(=A&y(r+1)=(-A) & y(r+1)
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Riadenie vyrobnej linky
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Kriticky diagram

Aplikacia - vyrobna linka - Priklad

Priklad:

Majme vyrobna linku pozostavajicu zo 4 strojov, ktort sme
predstavili v predoslych prikladoch. Nech A je matica prechodu
daného DDS, resp. x(5) Casy ukoncenia projektu, ak vyrobny
proces zacne na vsetkych strojoch v ¢ase nula

3 4 ¢ 8 32
72525 x(5) = 28
A=la6 34 s 0

e 306 30

Aky vypadok pri jednotlivych strojoch mézme tolerovat pri 4-tom
pracovnom Ukone, aby sme dodrzali ¢asy x(5) ukoncenia projektu?
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Riadenie vyrobnej linky
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Kriticky diagram

Aplikacia - vyrobna linka - Priklad

Riesenie:
3 4 ¢ 8 -3 =2 =4 g
| 2 5 2 ¢ T -4 -5 —6 -3
ks 4 6 3 4 GAS)SL) e -2 -3 0
e 3 0 6 -8 ¢ -4 -6

y(r)=A & y(r+1)
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Riadenie vyrobnej linky
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Kriticky diagram

Aplikacia - vyrobna linka - Priklad

Riesenie:
3 4 ¢ 8 -3 =2 =4 g
| 2 5 2 ¢ T -4 -5 —6 -3
ks 4 6 3 4 GAS)SL) e -2 -3 0
e 3 0 6 -8 ¢ -4 -6

y(r)=A & y(r+1)

Ak y(5) = x(5)

Monika Molnarova Max-plus algebra



Riadenie vyrobnej linky
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Kriticky diagram

Aplikacia - vyrobna linka - Priklad

Riesenie:
3 4 ¢ 8 -3 =2 =4 g
| 2 5 2 ¢ T -4 -5 —6 -3
ks 4 6 3 4 GASISLS e -2 -3 0
e 3 0 6 -8 ¢ -4 -6
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Riadenie vyrobnej linky
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Kriticky diagram

Aplikacia - vyrobna linka - Priklad

Porovnanim najneskorsich casov ukoncenia 4-tej etapy y(4) a
najskorsich €asov ukoncenia 4-tej etapy x(4) zistime

26 26
23 22
24 24

@ na 1. stroji je najskorsi a najneskorsi ¢as ukoncenia 4-ej etapy
totozny, t.j. ziaden sklz si nemézeme dovolit

@ na 2. stroji je najskorsi €as o 1 €.j. mensi ako najneskorsi ¢as
ukoncenia 4-ej etapy , t.j. mdzeme si dovolit sklz si 1 &.j.

@ na 3. stroji si mdzeme dovolit sklz 2 €.j.

@ na 4. stroji si ziaden sklz nemézeme dovolit
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Kriticky diagram

Zostupny stavovy orbit

Majme DDS s maticou prechodu A € R*(n, n) a vektor

y € F(n,1). Postupnost stavov y(p+ 1) =y, y(p) = A ®y,
yip—1) =AM &y, .., y(1) = (AP &y nazyvame

(p + 1)-stavovy zostupny orbit zalozeny na vektore y.

Pre modelovy systém z predchadzajiceho prikladu 5-stavovy
zostupny orbit ma tvar:

y(5), y(4), y@3), y(2), y(@)

32 26 21 16 11
28 23 18 13 8
30 |71 26 [ 21 )7 16 || 11
30 24 18 12 6
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Riadenie vyrobnej linky
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Kriticky diagram

Kritické stavy

Definicia

Nech DDS je dany maticou prechodu A € R*(n, n). Ak existuje
re{1,2,...} pre [ubovolné i € {1,2,...,n} také, ze sa najskorsi
Cas ukoncenia cyklu x;(r) a najneskorsi €as ukoncenia cyklu y;(r)
rovnaju

xi(r) = yi(r), (2)

tak x;(r) nazyvame kritickym stavom.
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Kriticky diagram

Kritické stavy - Priklad

Kritické stavy modelového systému:

3 14 20 26 32
5 10 16 22 28
x(): | 5 11 || 18 || 22 || 30
6 12 18 24 30
11 16 21 26 32
8 13 18 23 28
YO g | we || 21 o] 26 || 30
6 12 18 24 30
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Kriticky diagram

Kriticky spojené stavy
Vi, j, r musi nastat jeden z pripadov:

xi(r+1) > a;+x(r)
= a; +x(r)

Kritické stavy x;(r + 1) a x;j(r), pre ktoré

xi(r+1) = aj + xj(r), (3)

nazyvame kriticky spojené.

3 14 20 26 32

(s 5 10 16 22 28
3 )7 1L || 18 || 24 |7 30

6 12 18 24 30
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Kriticky diagram

Kriticky diagram

Ak spojime vo vzostupnom orbite kazdé dva kriticky spojené
kritické stavy, dostaneme kriticky diagram.

Poznamka: Kriticky diagram ukazuje, ako maly sklz kritického
stavu vyvola sklz nasledujicich kritickych stavov.
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00000000080

Kriticky diagram

Algoritmus vytvorenia kritického diagramu

@ zostrojime n-rozmerny vektor x(1) na zaklade vstupnej matice
prechodu A radu n a vstupného n-rozmerného vektora t asov
spustenia vyroby na jednotlivych strojoch: x(1) = diag(A) + t,

@ zostrojime vzostupny orbit x(1), x(2),..., x(p) dizky p rovnej
zadanému poctu etap, podla vztahu x(r + 1) = A® x(r), pre
r=1,2,....,p — 1, pricom uchovame informaciu, pre aké j
vznikla hodnota x;(r + 1) z hodnoty x;(r), pre i =1,2,...,n
(ak xj(r + 1) a xj(r) s kritické stavy, tak sa kriticky spojené),

© polozime y(p) = x(p) a zostrojime zostupny orbit y(p),. ..,
y(2), y(1) dizky p podla vztahu y(r) = A’ @' y(r + 1), pre
r=p—1,...,2,1,

Q porovname Casy x;(r) a yi(r) pre i =1,2,...,n v danej etape,
a ak sa rovnaji, vyznacime vo vzostupnom orbite tento
kriticky stav, postup opakujeme pre etapy r =1,2,...,p,

@ vo vzostupnom orbite spojime tseckou tie dva kritické stavy v
dvoch po sebe nasledujicich etapach, ktoré su kriticky spojené.
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Kriticky diagram

Kriticky diagram

3 14 20 26 32

5 10 16 22 28
x(r) :

3 11 18 24 30

6 12 18 24 30
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Kriticky diagram

Kriticky diagram

3 14 20 26 32

5 10 16 22 28
x(r) :

3 11 18 24 30

6 12 18 24 30
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Kriticky diagram

Kriticky diagram

3 14 20 26 32

5 10 16 22 28
x(r) :

3 11 18 24 30

6 12 18 24 30
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Kriticky diagram

Kriticky diagram

3 14 20 26 32

5 10 16 22 28
x(r) :

3 11 18 24 30

6 12 18 24 30
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Kriticky diagram

Kriticky diagram

3 14 20 26 32

5 10 16 22 28
x(r) :

3 11 18 24 30

6 12 18 24 30
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Kriticky diagram

Kriticky diagram

3 14 20 26 32

5 10 16 22 28
x(r) :

3 11 18 24 30

6 12 18 24 30
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Kriticky diagram

Kriticky diagram

3
5
3
6

14
10
11
12
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Kriticky diagram

Kriticky diagram

3
5
3
6

14
10
11
12
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Kriticky diagram

Kriticky diagram

3
5
3
6

14
10
11
12
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Kriticky diagram

Kriticky diagram

3
5
3
6

14
10
11
12
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Konjugacia

Konjugacia skalarov a matic

Definicia

Nech A = (aj;) je matica, kde a;j € RU {—00,00}. Maticu
A" = (3j) nazyvame konjugovanou maticou k matici A, ak pre

Lj=12,...,n
—aji pre aj € R/
aj=4 € pre aj=¢
e pre aj=¢

Operaciu ' nazyvame konjugaciou.

Poznamka: Skalar mozno povazovat za maticu typu 1 x 1.

. /
Priklad: 3 = —3
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Konjugacia

Konjugacia matic - Priklad

= W
%) \
<~ O
\

Y

\
M(A)
o M
o |

—
N
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Konjugacia

Vlastnosti konjugacie - stcet skalarov

Veta (Konjugéacia stctu skalarov)

Nech A1, A2, ..., Ap € RU{—00,00}. Potom plati

o [ij@A,}' - Ejj@'x-,
o [Z@/Aj}' _ ;@A;.

J

Priklad:
o M =2, =-3 X =4

o [Z%}/ — 4= Z$/Aj
J

J

f2) [Z%AJ] _ g Z%
J J
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Konjugacia

Vlastnosti konjugacie - siicet matic

Nech A € R. Nech x € F(m, 1). Potom plati

QO N®A=0
Q W:)\@X,
QO X¥®x=0.

Veta (Konjugacia sictu matic)

Nech A = (aj), B = (bjj) s matice, kde aj;, bj € RU {—00, c0}.
Potom plati

1) (A@B)/:A/EB/B/,

Q@ (A’ B =AaB.
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Konjugacia

Vlastnosti konjugacie - siicin

Veta (Konjugéacia sacinu skalarov)

Nech A, u € R. Potom plati

()\®H)I:/J/®/)\I

Veta (Konjugacia sacinu matic)

Nech A€ F(m,r), B € F(r,n). Potom plati

(A®B)/:BI®IA/

D: Nech C=(cj)=A®B a (' =(c)

[ZEBafk ® bk’} Z (ajk ® byi)’ Z b:k ®’ akj
k
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Konjugacia

Vlastnosti konjugacie - mocnina matice

Nech A€ F(m,r), B € F(r,n), tak A®' B € F(m,n).

Veta (Konjugécia mocniny matice)

Nech A € F(n,n). Potom plati

(A4 = ()

D: veta o konjugéacii sacinu matic

(A®B)/:B/®/A/
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Konjugacia

Aplikacia - vyrobna linka - Priklad

Priklad:

Majme vyrobni linku pozostavajicu zo 4 strojov, ktori sme
predstavili v predoslych prikladoch. Nech A je matica prechodu
daného DDS, resp. y(5) Casy ukoncenia projektu

3 4 ¢ 8 32
2 5 2 ¢ _ | 28
A 4 6 3 4 ®) 30
£ 30 6 30

Kedy najneskér musime spustit vyrobu na jednotlivych strojoch, aby
sme dodrzali Casy y(5) ukoncenia projektu?
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Konjugacia

Aplikacia - vyrobna linka - Priklad

y(1) = A (A (A (A& y(5) =
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Konjugacia

Aplikacia - vyrobna linka - Priklad

y(1) = A (A (A (A& y(5) =

(A & y(5) = (A*) & y(5) =
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Konjugacia

Aplikacia - vyrobna linka - Priklad

y(1) = A (A (A (A& y(5) =

= (MM y(5) = (A*)Y & y(5) =

/

19 23 20 26 32

172017 2| |22

= | 18 21 1824 |% |30 |7
17 21 18 24 30
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Konjugacia

Aplikacia -

000000080

vyrobna linka - Priklad

—19
—23
—20
—26

23
20
21
21

AR (A (A (AR y(5)))

20
17
18
18

—17
—20
—17
—22

(A & y(5) = (A*) & y(5) =

/

26 32
2| | 28|

% | ©| 30 |~

24 30

_18 —17 32 11
21 21 | | 28] [ s
“18 —18 [P 30 [T 11
o4 24 30 6
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Konjugacia

Aplikacia - vyrobna linka - Priklad

y(1) = A (A (A (A& y(5) =

= (MM y(5) = (A*)Y & y(5) =

/

19 23 20 26 32
|17 2017 2| 28]
= 1821 18224 |%| 30|~
17 21 18 24 30
190 —17 —18 —17 32 11
| -3 20 21 21 | [ 28| [ 8
= | 20 —17 —18 —18 |® |30 | " | 11
26 —22 —24 —24 30 6

t = y(1)—diag(A) = (8,3,8,0)"
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Konjugacia

Minimax algebra

Definicia

Pojmom minimax algebra budeme oznacovat vypoéty na mnozine
R U {—00,00} s pozitim operacii z max-plus aj min-plus algebry,
pricom definujeme

e®e = éQe=c¢

e = d@e=¢

Poznamka:

Ak x(1) je kone¢ny a A € F(n, n), tak je cely (p + 1)- stavovy
vzostupny orbit koneény. Kedze plati aj dualne tvrdenie je aj cely
zostupny orbit konecny. Teda s problémom ¢ ® €', resp. ostatnymi
dodatoéne definovanymi operaciami sa nebudeme stretavat.
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Dopravny systém
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Model dopravného systému

Model dopravného systému - popis

Popis systému:
Majme kruhovy dopravny systém v meste, ktory spaja Styri mestské
Casti Ny, No, N3 a Ny s nasledujicimi spojmi:

@ z mestskej Casti Ny ide spoj do N, a presun trva 2 ¢.j.

@ z mestskej Casti N, ide spoj do N3 a presun trva 3 &.j.

@ z mestskej Casti N3 ide spoj do Ny a presun trva 4 ¢.j.

@ z mestskej Casti Ny ide spoj do Ny a presun trva 1 &.j.
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Dopravny systém
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Model dopravného systému

Model dopravného systému - ilustracia
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Dopravny systém
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Model dopravného systému

Matica dopravného systému

Definicia

Maticou dopravného systému s n spojmi nazyvame Stvorcovi
maticu D = (djj) radu n, v ktorej kazdy prvok dj; je bud konecné
redlne Cislo, ktoré reprezentuje ¢as prepravy z dopravného uzla j do
dopravného uzla i alebo ¢islo rovné &’ = 0o, ak z dopravného uzla j
do dopravného uzla i priamy spoj nepremava.

Dopravny systém predstaveny v priklade ma maticu

g & € 1
D g e
D= / / /
g 3 & ¢
/ / /
g & 4 ¢
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Dopravny systém
©0000000000

Uloha dosiahnutel'nosti dopravného spojenia

Formulacia problému

Formulacia

Predpokladajme, ze autobusy sa vydaji na cestu v asoch wuy, w»,
u3 a ug. Aké najskorsie mozu byt Casy vi, vo, v3 a vy, kedy mézeme
nastlpit na autobus v kazdej mestskej ¢asti?

Riesenie

Moznosti vyberu spoja:

@ spoj vychadza z danej mestskej casti

@ spoj dosiel z predchadzajiicej mestskej Casti
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Uloha dosiahnutel'nosti dopravného spojenia

Analyza problému

Kedy mézeme nastipit na autobus v mestskej €asti N17

vi = min{ug, min{di1 + v1, di2 + v2, di3 + v3, dia + wa}} =
= min{u, dis+ v4}
= min{u1, 1 + va}
@ di4 = 1 reprezentuje trvanie trasy z N4 do N1
@ v, Cas kedy je mozné nastipit najskér v N4
vi = min{u;, min{djj + v;}}
J
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Dopravny systém
00@00000000

Uloha dosiahnutel'nosti dopravného spojenia

Formalny zapis v min-plus algebre

Popis dopravného systému v klasickej algebre:

vi = min{u;, min{d;; + v;}}
J

Popis dopravného systému v min-plus algebre:

&'
/ /
Vi = u; D E dij ®" v;
J

Maticovy zapis: v =u @' D@ v
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Dopravny systém
000@0000000

Uloha dosiahnutel'nosti dopravného spojenia

Riesenie dopravného problému

v=ud® D®'v
Opakovanou aplikaciou pravej strany rovnice dostavame

v = ud DR (ud' D®'v)=
_ U®ID®/U@,D[2]®,V:

— uo' D uae' DA ue DB & ug ...
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Dopravny systém
00008000000

Uloha dosiahnutel'nosti dopravného spojenia

Riesenie dopravného problému

Priklad:

Pre dopravny systém dany maticou D a vektorom Startovacich
casov u = (9, 0, 2, £') T vypocitajme D ®' u. Aka je interpretacia?

g & & 9 5
2 ¢ ¢ ¢ 0 11

< _ e ¢ P _
beu = g 3 & ¢ . 2 o 3
g ¢ 4 ¢ g 6
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Dopravny systém
00000@00000

Uloha dosiahnutel'nosti dopravného spojenia

Riesenie dopravného problému

u=(9,0,2¢)"

D® u=(,11,3,6)"
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Dopravny systém
000000@0000

Uloha dosiahnutel'nosti dopravného spojenia

Riesenie dopravného problému

v=ud' D ue'DP & vae' DB & ua' ...

Interpretacia:

u ... spoj vychadza z danej mestskej Casti
D ®' u ... spoj dosiel po absolvovani jednej trasy

o
o
o Dl @' u ... spoj dosiel po absolvovani dvoch tras
o

V nasom priklade so 4 mestskymi Castami, cakame na spoj, ktory

@ vychadza z danej mestskej Casti alebo

@ dosiel po absolvovani jednej alebo dvoch alebo troch tras

Monika Molnarova Max-plus algebra



Dopravny systém
00000008000

Uloha dosiahnutel'nosti dopravného spojenia

Riesenie dopravného problému

Vo vseobecnosti s n mestskymi astami, ¢akame na spoj, ktory

@ vychadza z danej mestskej €asti alebo

@ dosiel po absolvovani jednej az n — 1 tras

v=ud D ue DA uad' DBl g v ...a' D"~ g u
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Dopravny systém
00000000800

Uloha dosiahnutel'nosti dopravného spojenia

Riesenie dopravného problému

Pouzitim distributivneho zakona a binomickej vety dostavame

v = u® DQued DA uae/ DBl g ua' ... DIl g u=
_ (E/ @/ D @/ D[2] @/ D[3] @/ o @/ D[n—l]) ®/ =

[n—1] & u

— (E/ @/ D)
v = (E’ @ D)[n_l] ® u
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Dopravny systém
00000000080

Uloha dosiahnutel'nosti dopravného spojenia

Problém dopravného spojenia - Priklad

Priklad:

Majme dopravny systém v meste, ktory sme predstavili v predoslych
prikladoch. Nech D je matica systému

/

/
g e €
2 ) )1‘/ E/
C [
D= / / /
g 3 & ¢
g & 4 ¢

Predpokladajme, ze autobusy startuji z jednotlivych mestskych
Casti nasledovne

@ z mestskej Casti N; v Case 9
@ z mestskej Casti N, v Case 0
@ z mestskej Casti N3 v Case 2
@ z mestskej Casti N; neide Ziaden autobus

Monika Molnarova Max-plus algebra



Dopravny systém
0000000000e

Uloha dosiahnutel'nosti dopravného spojenia

Problém dopravného spojenia - Priklad

Uloha

Aké najskorsie mozu byt casy vi, vo, v3 a v4, kedy mbzeme nastipit
na autobus v kazdej mestskej €asti?

Riesenie: v = (E’ oY D)[nfl] ® u
Vv = (E/ @/ D)[3] ®/LI:
0 & ¢ 1\2 9 085 1 9
S T Y T B - Y (R
o g 3 0 & 2 |71 5 3 06 | 2 B
g & 4 0 g’ 9 7 4 0 &
= (7,0,2,6)"
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Dakujem za pozornost.
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