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Aritmetické vektory
°

Pojem aritmetického vektora

Pojem aritmetického vektora

Nech n € N. Usporiadani n-ticu Cisel ay, as, ..., a, nazyvame
n-rozmernym aritmetickym vektorom. Cisla ay, ap, ..., a, nazyvame
zlozkami alebo stiradnicami aritmetického vektora.

Zapis: a = (a1, a2, .., an)

a

(2,-3,1) 3-rozmerny vektor
b=(2,-3,1,5) 4-rozmerny vektor
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Aritmetické vektory
.

Linearna kombinacia vektorov

Lineadrna kombinacia vektorov

Nech m, n € N. Nech 3z, 33,...,3, s n-rozmerné vektory.
Linedrnou kombinaciou vektorov 3z, ap,...,a, nazyvame vektor
X=a1-3a1+aQp-a+: -+ am-ay,. Konstanty a1, as,...,am
nazyvame kombinaénymi koeficientami.

(
a2 =(4-6,2), ap=—-2
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Aritmetické vektory
°

Linearna zavislost

Linearna zavislost

Nech m,n € N. Vektory a7, 33,...,a, (n-rozmerné) s linearne
zavislé, ak existuja ¢isla o, ap,...,an € R, aspon jedno rézne od
nuly, také, Ze plati oy a1 +ap - @ + -+ + am - @ = 0. Ak vektory
nie st linedrne zavislé, hovorime, Ze s linedrne nezavislé.

2,-3,1), a1 =2

= (2,
= (4,-6,2), ap = —1

x|

=1 - a1 + Qo - ay =
2-(2,-3,1)+(-1)- (4,-6,2) =
©.00)
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Matice
©0000000

Pojem matice

Pojem matice

Maticou typu m X n nazyvame mnozinu prvkov zapisanych do
tabulky s m riadkami a n stlpcami, pre m,n € N:

a1l a2 ... dln
A — ani a»o ... aon
dmi dm2 ... dmn

Zapis: A= (aj), i=1,2,...,m;j=1,2,...,n
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Matice
0®000000

Pojem matice

Specialne typy matic

Transponovana matica k matici A = (aj;) typu m x n je matica
AT =B = (b;) typu n x m, kde b; = aj;, pre i = 1,2,..., m;

j=1,2,...,n.
1 4

A:(i ?) 2) Al=| 2 5

3 6
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Matice
00®00000

Pojem matice

Specialne typy matic

1 -2 3 4
0 5 -1 7
A= 6 -2 8 1
4 2 -3 0
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Matice
00080000

Pojem matice

Specialne typy Stvorcovych matic

Diagonalna matica: D = (dj;), kde pre i,j =1,2,...,n
0 re i#j
dy — { p # J

[ubovolné pre =

Zapis: D = diag(di1, d22, . .., dnn)

O
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Matice
00008000

Pojem matice

Specialne typy Stvorcovych matic

Jednotkova matica: E = (ej), kde pre i,j =1,2,...,n

o 0 pre i#j
Y11 pre i=j

m

Il
o or
o+~ o
— o o
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Matice
00000800

Pojem matice

Specialne typy Stvorcovych matic

Horna (dolna) trojuholnikova matica: A = (aj;), kde a;; = 0, pre
I>-/ (I<J)l Ia_j: 172,-..,”

1 2 0 1 0O

A=| 0 0 3 B=| 2 2 0
0 0 1 2 2 3

horna dolna
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Matice
00000000

Pojem matice

Specialne typy matic

Lichobeznikova matica: A = (aj;), kde a;; =0, pre i > j,
i=1,2,...,m; j=1,2,... n (prvky pod hlavnou diagonalou su
rovné nule).

2 3 105
A=]1 00 3 1 2
00120

Monika Molnarova Ziklady linedrnej algebry



Matice
00000008

Pojem matice

Specialne typy matic

Stupnovita (Gaussova) matica: A = (a;), i =1,2,...,m;
j=1,2,...,n je lichobeznikova matica, v ktorej kazdy nasledujici
riadok obsahuje aspon o jednu nulu zlava viac ako predchadzajici
riadok.
2 3 105
A= 00 3 1 2
0 00 20
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Matice

Operéacie s maticami

Sicet matic

Sactom matic A, B typu m x n nazyvame maticu C = (c¢;;) typu
m x n, pre ktor(l ¢;j = ajj + bjj, pre i =1,2,....m; j=1,2,...,n.

Zapis:C=A+B
2 0 —1 0 21
A_<32 o) B_<104>
(240 042 —14+1\ (2 2 0
A+B(3—12+0 0+4>(224)
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Matice
0e00

Operéacie s maticami

Nasobenie matice konstantou

Nech k je konstanta, k-nasobkom matice A typu m X n nazyvame
maticu C = (¢;;) typu m x n, pre ktordi ¢jj = k - ajj, pre
i=12,....mj=12...,n.

Zapis:C=k-A
2 0 -1
A_(32 o>
2 0 -1 4 0 -2
2'AQ'(32 O><64 o)
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Matice

Operéacie s maticami

Sacin matic

Nech m,n,r € N. Nech A = (ajj) je matica typu m x r a B = (by)
je matica typu r x n. Stcinom matic A, B nazyvame maticu
C=(cj)typumxn, kdeprei=1,2,....m; j=1,2,...,n,
C,'J':a,'l'b1_j+ai2'b2j+“'+air'brj:Zkaik'bkj-

Zapis:C=A-B

4
A.B— 2 0 -1 . 3 _1 _ C11 C12 <13
3 2 0 5 3 Co1 C2 (23

C12:311-b12+312-b22+al3-b32:2-4+O-3—|—(—1)~2:6

O = O
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Matice
Operéacie s maticami

Mocnina matice

Nech n € N. Nech A = (ajj) je Stvorcova matica radu n. Maticu A"

E r=20
r __ )
A_{A-Af1 r=1,2,...

nazyvame r-tou mocninou matice A.

>
N
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>
>
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o — o
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Matice

Hodnost matice

Hodnost matice

Nech m, n € N. Hodnostou matice A typu m X n nazyvame
maximalny pocet linearne nezavislych aritmetickych vektorov
tvoriacich riadky resp. stlpce matice A.

Zapis: h(A)

Definicia

Ekvivalentnou riadkovou Gpravou matice nazyvame:
@ zmenu poradia riadkov,
@ vynasobenie riadku nenulovou konstantou,
© pripocitanie linearnej kombinacie inych riadkov k niektorému
riadku.
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Matice

Hodnost matice

Ekvivalentné matice

Dve matice budeme nazyvat ekvivalentné, ak sa jedna z matic da
upravit na druh pomocou ekvivalentnych riadkovych tprav.

Zapis: A~ B

Veta

@ Nech matica A je ekvivalentna s maticou B, tak h(A) = h(B).

© Kazdd maticu mozno pomocou ekvivalentnych Gprav upravit
na ekvivalentna stupnovita (Gaussovu) maticu.

© Nech m € N. Nech A je stupnovitd matica s m nenulovymi
riadkami, tak h(A) = m.

v
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Matice

Hodnost matice

Vypocet hodnosti matice

Algoritmus

1. K danej matici A ndjdeme ekvivalentni stupnoviti maticu B.

2. h(A) je rovna poctu nenulovych riadkov matice B.

2 1 3 -1 1 3 4 -2

. 3 -12 of|_ |0 -5 -5 3

11 34 217710 0o 0 o0

4 -3 1 1 0 0 0 ©
h(A) =2
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Matice
ocooe

Hodnost matice

Vypocet hodnosti matice — Priklad

Priklad:

Uréme hodnost matice A.

5 1 -1 0 1 =1 =5 0
3 0 2 =2 0 1 4 0
A= 2 1 2 0 |~=...x| 0 0 5 =2
4 3 0 1 0 0 0 —-11
2 -3 -1 -3 0 0 O 0
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Determinant matice
°

Pojem determinantu

Pojem determinantu

Definicia

Nech n € N. Nech A je Stvorcova matica radu n. Nech Mj; je
Stvorcova matica radu n—1, ktora vznikla z matice A vynechanim
i-tého riadku a j-tého stlpca v pripade, ak n > 2. Determinantom
matice A nazyvame Cislo det A, pre ktoré plati:

Q detA=a;1,pren=1

Q@ detA = a;;detMy; —appdet Mo +... + (—1)1+”al,, det My,
pre n > 2.

Zapis: det A, resp. |A|

Monika Molnarova Ziklady linedrnej algebry



Determinant matice
©0000000000000

Vypocet determinantu

Sarusovo (krizové) pravidlo pre maticu radu 2

det A = S i = a11-adx — a2 - az
a1 ax
2 3
detA‘1 4'2-4—3~1.
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Determinant matice
0®000000000000

Vypocet determinantu

Sarusovo (krizové) pravidlo pre maticu radu 3

ai1 a2 a3 +a11-a22-a33 + ap1-a32-ai13+
detA=| a1 ax a3 |= +azi-a12-a3 — a13-ax»-as1—
a3l a32 as3 —ap3-as2-ay] — a33-3d12-4az1
2 3 4
detA=|1 0 2 |=205+114+332—-403—-212-531=3
315
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Determinant matice
00®00000000000

Vypocet determinantu

Rozvoj podfa riadku

Nech n € N. Nech A je stvorcova matica radu n > 2. Plati

n n
detA = Z(—l)iJrja,-J--detM;j = Zaij'AU’ =12 500 g 1l
j=1 j=1

rozvoj podla i-tého riadku

;g?g 00 6 100

=1(-1)*7| 3 1 2 [+10(-1)*™|2 3 1
1o 0o 2 0 1 120
120 1
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Determinant matice
000®0000000000

Vypocet determinantu

Rozvoj podla stipca

Nech n € N. Nech A je Stvorcova matica radu n > 2. Plati

n n
detA:Z(—l)l+JaUdetMU:ZaIJAU7 .j:1727'”7n
i=1 i=1

rozvoj podla j-tého stlpca

=1-(=1)*"3]1 0 10
100 10 Lo 1
120 1
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Determinant matice
0000@000000000

Vypocet determinantu

Vymena dvoch riadkov (stipcov)

Nech n € N. Nech A je stvorcova matica radu n > 2. Nech matica
B vznikla z matice A vymenou dvoch riadkov (stlpcov), tak

detB = —det A
1 00 0 6 1 0 0 0 6
2 310 2 2 310 2
0213 0|=—|100 0 10
1 0 0 0 10 0 21 3 O
1 20 0 1 1 2 0 0 1
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Determinant matice
00000800000000

Vypocet determinantu

Vynasobenie riadku (stlpca) konstantou

Nech n € N. Nech A je stvorcova matica radu n. Nech matica B
vznikla vynasobenim i-tého riadku (j-tého stlpca) matice A
konstantou c, tak

detB = c - det A
1 0 0 0 6 1 00 0 6
2 310 2 2 310 2
0 6 39 0|=3-{]0213 0
1 00 0 10 1 00 0 10
1 2 00 1 1 2 0 0 1
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Determinant matice
000000@0000000

Vypocet determinantu

Pripocitanie linearnej kombinacie riadkov (stipcov) k riadku (stipcu)

Nech n € N. Nech A je stvorcovad matica radu n > 2. Nech matica
B vznikla pripocitanim linearnej kombinacie inych riadkov (stlpcov)
k nejakému riadku (stlpcu) matice A, tak

det B = det A
01 1 1 0 1 1 1
1011 10 1 1
1 2 3 4 1 2 3 4
4 3 1 2| —4R, 0 3 -3 =2
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Determinant matice
00000008000000

Vypocet determinantu

Vypocet determinantu matice

Algoritmus

1. V pripade, ak je matica radu 2 alebo 3, pouzijeme krizZové
pravidlo.

o Pomocou ekvivalentnych tprav vytvorime riadok (stlpec), v
ktorom sa nachadza jeden nenulovy ¢clen.

o Urobime rozvoj podla vzniknutého riadku (stlpca).

e Postup opakujeme, kym nemame vysledok alebo neznizime rad
na hodnotu nanajvys tri a pouzijeme krizové pravidlo.
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Determinant matice
00000000800000

Vypocet determinantu

Vypocet determinantu matice — Priklad

Priklad:
0111 01 1 1
\N—’l 011 /10 1 1|
11234 -R |02 2 3|
4 3 1 2| —4R; 0 3 -3 -2
1 1 1
=1.-(-1)*2|2 2 3|=
3 -3 -2

= [-4-64+9—(6—9—4)] =6
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Determinant matice
000000000e0000

Vypocet determinantu

Vypocet determinantu matice — Priklad

Priklad:

Vypocitajme determinant matice

2 0 3 4 1
6 3 -9 12

A= 4 4 1 2 -1
4 0 6 10 2

-5 10 0 20 5

IA| = 3180
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Determinant matice
0000000000e000

Vypocet determinantu

Specialne pripady

Nech n € N. Nech A je stvorcova matica radu n. Nech matica AT
vznikla transponovanim matice A, tak

det AT = detA
2 3 4 2 1 3
1 0 2|=]3 01
3 15 4 2 5
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Determinant matice
00000000000e00

Vypocet determinantu

Specialne pripady

Nech n € N. Nech A je Stvorcova matica radu n. Nech vsetky prvky
niektorého riadku (stlpca) matice A st nuly, tak

detA=0
01 1 1
1 0 1 1
0 O 0 0 =
0 3 -3 -2
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Determinant matice
0000000000000

Vypocet determinantu

Specialne pripady

Nech n € N. Nech A je trojuholnikova matica radu n. Potom
determinant matice A je rovny sacinu prvkov na hlavnej diagonale.

4 1 23 4 000
0 -2 11 1 200
0 05 1| |2 150" %(252=-80
0 00 2 3 112
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Determinant matice
0000000000000e

Vypocet determinantu

Specialne pripady

Nech n € N. Nech A, B st stvorcové matice radu n. Potom

det(A-B) =detA-detB

5 2 1 0 31 5 2 1 0 31
1 0 -1 2 10 =10 -1 2 10
0 2 3 4 21 0 2 3 4 21
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Inverzna matica
]

Pojem inverznej matice

Pojem inverznej matice

Nech n € N. Nech A je stvorcova matica radu n a E jednotkova
matica rovnakého radu. Maticu A~! nazveme inverznou maticou
k matici A prave vtedy, ak A-A~'=A"1. A=E.

Nech n € N. Nech A je Stvorcova matica radu n. Maticu A
nazveme regularnou (singularnou) maticou prave vtedy, ak
det A # 0 (det A =0).
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Inverzna matica
©00000000

Vypocet inverznej matice

Algebricky doplnok

Nech Mj; (subdeterminant) je Stvorcova matica radu n—1, ktora

vznikla z matice A vynechanim i-tého riadku a j-tého stlpca, &islo
Aj = (—1)" det M;; nazyvame algebrickym doplnkom matice A

prislachajtcim prvku aj;

1 —4 -3
A= 1 -5 -3
1 6 4
1 -4
Aoz = (—1)2+3det Mo3 = —‘ 1 6 ‘ —2
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Inverzna matica
0®0000000

Vypocet inverznej matice

Adjungovana matica

Nech n € N. Nech A je stvorcova matica radu n. Maticu B
nazveme adjungovanou maticou k matici A prave vtedy, ak
bjj = Aji (algebricky doplnok prvku aj), pre i,j =1,2,...,n.

Zapis:
T
Auir A ... A
adj A— A21 A22 . A2n
Anl An2 o Ann
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Inverzna matica
00®000000

Vypocet inverznej matice

Vypocet inverznej matice pomocou adjungovanej matice

Nech A je regularna matica. Potom k nej existuje inverznad matica
A1 a plati
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Inverzna matica
000@00000

Vypocet inverznej matice

Vypocet inverznej matice pomocou adjungovanej matice — Priklad

Priklad:

Pomocou adjungovanej matice vypocitajme inverzni maticu
k matici

3 —6 3
A= 9 6 0
-9 0 3
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Inverzna matica
0000@0000

Vypocet inverznej matice

Vypocet inverznej matice pomocou adjungovanej matice — Priklad

detA = —54 — A je regularna = JA!

Al A Az A A Az
ATl = | An An Axp | =| A An An | =
Asr Az Ass A1z Az Asz
—18 18 18 -2 2 2
= —g | 27 36 27 |=—¢%| -3 4 3
—54 54 36 -6 6 4
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Inverzna matica
00000@000

Vypocet inverznej matice

Vypocet inverznej matice pomocou Gaussovej metédy

Algoritmus

@ Zostrojime blokovi maticu (A| E).

@ Pomocou ekvivalentnych riadkovych Gprav prevedieme na tvar
s hornou trojuholnikovou maticou na lavej strane. Ak boli
riadky matice linearne zavislé (aspon jeden riadok matice A sa
vynuloval), je matica singuldrna a inverzni matica k nej
neexistuje.

© Ak je matica regularna, upravime pomocou ekvivalentnych
riadkovych dprav na diagonalnu maticu na lavej strane.

Q Predelenim diagonalnymi ¢lenmi upravime na blokovi maticu
(E|A7Y).
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Inverzna matica
000000800

Vypocet inverznej matice

Vypocet inverznej matice pomocou Gaussovej metédy — Priklad

Priklad:

Pomocou Gaussovej eliminacie vypocitajme inverzni maticu
k matici

3 —6 3
A= 9 6 0
-9 0 3
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Vypocet inverznej matice

Vypocet inverznej matice pomocou Gaussovej metédy — Priklad

3 0 0 1 -1

~ 0 6 0 3 —4

0 0 —3|-3 3
1 1

N<§ I
~ 2 3
0O 0 1|1 -1

Inverzna matica
00000000

—1
73 ~
2
1
)= Ela
2
3
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Inverzna matica
000000000

Vypocet inverznej matice

Vypocet inverznej matice pomocou Gaussovej metédy — Priklad

1 1 1
L =4 0z —2 2 2
1 i3 3 1
A =132 -3 32 |=-6| 343
1 -1 —% -6 6 4
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Dakujem za pozornost.
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