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Uvod

Predkladana vysokosSkolska ucCebnica je zbierkou uloh k predmetu Numerické metody,
pravdepodobnost’ a matematicka Statistika, vyuCovanému v druhom rocniku bakalarskeho
Studia na FEI TU v KoSiciach, ale moze posluzit aj ¢itatel'ovi s inym technickym, ale aj
ckonomickym zameranim. '

Ucebnica je c¢lenena do dvanastich kapitol, ktoré¢ svoyim obsahom zodpovedaju
aktudlnym prednasSkam a cviceniam z tohto predmetu a nadvizuje na vysokoskolsku ucebnicu

[3]. RNDr. Ivan Dano, PhD. je autorom kapitol 1 — 6, PhDr. Eva Ostertagova, PhD. je

autorkou kapitol 7 — 12.

Kazda kapitola v uvode obsahuje niekol’ko rieSenych vzorovych prikladov so stru¢nym
vykladom teorie, ktora je potrebna k vyrieSeniu daneho prikladu. Druha cast” kazdej kapitoly
obsahuje pomerne rozsiahlu databazu uloh k danej téme, pn ktorych su uvedené aj ich
vysledky. Ucebnica obsahuje mnozstvo prikladov a uloh z technickej praxe a bezného Zivota.
Boli do nej zaradené aj priklady a ulohy, ktorych nieSenie vyzaduje nazornejsi vyklad tych
zakladnych matematickych metod a postupov, ktoré sa d’alej vyuzivaju pri Studiu odbornych
predmetov.

Touto cestou d’akujeme recenzentom RNDr. Vladimirovi Lackovi, PhD. a Mgr. Janovi
PribiSovi, PhD. za starostlivé preCitanie rukopisu aza cenné rady, ktoré prispeli ku jeho
skvalitneniu.

Autori



1. Numerické riesenie nelinearnych rovnic
Riesené priklady:

Priklad 1.1. Metodou polovién¢ho delema intervalu vypocitajte vacsi realny koren rovnice
lnx—x+3=0 spresnostou € =5-107".

RieSenie: Separaciou korefiov zistime, Ze rovnica f(x) =0 ma dva kladné realne korene ¢, a
«,, ktoré lezia v intervaloch (O,l) a (4,5). Vicsi redlny koren lezi v intervale <455>. Pocet
b—a 5-4

e 5107
dostavame, 7e n+1=75, respektive n=4. Staci teda urobit’ » =4 deleni 1ntervalu (4,5).

polovi¢nych deleni vypoéitame pomocou vztahu 2" > =20, teda 2°>20 a

+b
Stred ¢ 1ntervalu (4,5) vypocitame pomocou Vvzorca ¢ = . , kde a=4a b=5. Ak

)
f(c)=0, tak ¢ je korefiom rovnice f(x)=0. Ak f(c)#0 a f(a)f(c)<0, tak korei «,

lezi v intervale <a, c). V opa¢nom pripade dany koren lezi v intervale <c,b>. Novovzniknuty

interval sa nazyva aktualnym intervalom. Ak dlzka aktualneho intervalu je mensia ako zadana
presnost, tak vypocet ukonime a bod c¢ je pribliznd hodnota korena ¢, vypocitana

s presnostou £. V opaCnom pripade opit prevedieme polovicne delenie aktualneho intervalu
a vypolet opakujeme. Ak oznalime a, =a, b, =5b, postupnym polovicnym delenim

aktualnych intervalov ziskame intervaly (aljb,>j <a2,b2>,, . <anjbn>, ..., pre ktoré je

f(a ) f(b)<0, n=0,1,2,.... Medzivysledky sme zaokruhl'ovali na Sest’ desatinnych miest a

su uvedene v tabulke.

& a, b, C, /(c,)

0 4 5 4,5 0,00407
1 4,5 5 4,75 ~0,19185
2 4,5 4,75 4,625 —0,09352
3 4,5 4,625 4,5625 |—0,04463
4 4.5 4,5625 4,53125 —0,02025

Presna hodnota korena «, lezi v intervale <4,,5;4,53125>. Dlzka daného intervalu je uz

mensia ako zadana presnost £ a preto priblizna hodnota korena je o, =4,53125. Vzhl'adom

na zadanu presnost’ £ = 0,05, priblizna hodnotu korena zaokrihlime na dve desatinné miesta,
b—a
c — | < . kde
4 2 2??-1-]

t.). @, =4,53. Odhad chyby vypoCtu mdzeme urobit’ na zaklade vzt'ahu

¢ je stred intervalu <an,,,b”> a &, je presna hodnota korena.

Priklad 1.2. Prostou itera¢nou metoédou vypocitaje najmens$i realny koren rovnice
x*"+9x—4=0 spresnostou £ =107

RieSenie: Separaciou korenov zistime, ze rovnica f{(x) =0 ma dva realne korene. ktore lezia

-~

v intervaloch ¢, :<— 3_.,—2> , O, :<Ojl> . Najmensi realny koren lezi v intervale (= 3-2



v intervaloch &, = <— 3,—2) y O, = <0,1> . NaymenS$i realny koren lezi v intervale (— 3,——2).

Rovnicu prepiSeme na tvar x = @(x) , kde ¢(x) = — Y4-9x .
9

44)(4~9x)

Podmienka konvergencie je splnena. Pre vypocet postupnosti iteracii (x” )'::0 teda mozeme

@'(x)l? =0,2215<1.

Overime splnenie podmienky konvergencie: g = Tax)
xe{—3,-2

pouzit’ vztah x | =—i4\/4-—9xn . Za zaliato¢nu iteraciu x, s1 zvolime lubovolny bod

z intervalu (— 3,—2) . Nech x, =-2,5. Medzivysledky budeme zaokruhl'ovat na tr1 desatinne

. 9 I — 1-0,2215 _ _
miesta. Iterany proces ukoncime, ak |x ,, —x | < 1.e= 107 =0,035 .
q 0,2213
Postupnost’ jednotlivych iteracii je uvedena v tabulke.
X Stoptest

—2,3 0,231>0,035
—2,269  10,046>0,035
—2.,223  10,009<0,035
—2,214

L= OO S

Cow : . , . , , ) T
RieSenim rovnice je iteracia x,, ktorti vzhi'adom na zadant presnost” € =10 zaokruhlime na
3

dve desatinné miesta, t.). &, =-2,21 .

s presnostou € =107
RieSenie: Separaciou korenov zistime, ze rovnica ma dva realne korene ¢, a ¢, leziace
v intervaloch <— 2,—~1> a <O,1>. Viacsi redlny koren «, lezi v intervale <O,,1>. Vypocitame prvu
a druht derivaciu funkcie f(x)=e" +x° —3. Na intervale <O,1> su f'(x)=e +2x>0 a
f"(x)=¢e" +2>0 ateda na danom intervale nemenia znamienko. Na zaklade podmienky
o Jx,)
ntl xn ,
/(x,)

vypocitame jednotlivé iteracie x_, n=0,1,2,.... Medzivysledky budeme zaokruhl'ovat’ na péat

f(x,) f"(x,)>0 urCime zaciato¢nu iteraciu x, =1. Pomocou vzorca x

desatinnych miest. Iteracny proces ukoncime, ak f(x , —¢&)f(x ., +&)<0. Postupnost
jednotlivych iteracii je uvedena v tabulke.

& X, /(x,) /H(x,)
0 1 0,71828 4,71828
1 0,84776 0,05311 4,02993
2 0,83458 0,00037 3,97301
3 0,83449 0,00001




f(x, =€) f(x,+&)=—-0,00041-0,00038 <0. Teda neSenim rovnice je iteracia x,, ktoru

zaokruhlime na Styri desatinn€ miesta o, = x; =0,8345 .

X
Odhad chyby vypoctu iteracie x, urobime na zaklade vzt'ahu 1x3 ~,| < 'fgj ), , kde
M = H}{I)I}) l f '(x)l a (&, je presna hodnota vicSieho realneho korena rovnice. Vypocitame
- L 0,00001
M = nzan} e’ +2x1 =1 aurobime odhad chyby vypoctu: ~x3 — a'zj < F =(,00001.
xe{U,]

Ulohy:
Metoda polovicného delenia intervalu (bisekcie)

Graficky separujte vSetky redlne korene rovnice. UrCeny koren vypocitajte metdodou

poloviéného delenia intervalu s presnostou €.
1.1.

x> —6x° —8x+7=0; mensi kladny realny korefi s presnostou & =5.10".

0,66803]
1.2.
x° —4x° +4x =2 =0; valsi zaporny redlny korefi s presnostou £€=5.10"".
—0,5724]
1.3.
2x* —4x’ +6x° +8x—7=0; najviacsi redlny koren s presnostou £=5.10".
0,65050]
1.4.
x* +2.7x" =2.1=0; vicsi zapomny redlny koren s presnostou € =5.107.
- 1,17253]
1.5.
x*+2x" +x7 =5=0; mensirealny koren s presnostou €=35.10"".
- 2,0767]
1.6.
Inx+x=0; redlny koreil s presnostou &= 5.10"".
0,568
1.7.
e* +x—2=0; realny koren s presnostou &= 5.10".
10,443]

Metoda prostej iteracie

Graficky separujte vSetky realne korene rovnice. Uréeny koren vypocitajte metddou proste)

iteracie s presnostou & .

1.8.
X" —12x+1=0; najmensirealny koren s presnostou € =107".

 ————
|
4

»
M



1.9.
x*4+2x° =2x° —~4x+2=0; mensi kladny realny koreni s presnostou £=107".

10,45
1.10.
x> =3x" —=2x+3=0; najmensi redlny korefi s presnostou € =107".
-1,975]
1.11.
Inx+2x—4=0; realny koren s presnostou £=10".
1,727
1.12.
e’* +x—9=0; realny koren s presnostou €=10"""
11,0374
1.13.
2
4x° — %— —6x+1=0; najmensirealny koren s presnostou € =107
1,201
1.14.
2x* +3x° +4x~3=0; vicsirealny korefi s presnostou £=107".
10,515]

Newtonova metoda

Graficky separujte vietky redlne korene rovnice. UrCeny koren vypocitajte Newtonovou
metodou s presnostou £.

1.15.
Inx—x+2=0; najvacsirealny koreni s presnostou £=10"".
13,1462
1.16.
e —2x --% =0; najmen§i redlny korefi s presnostou £ =10".
—1,2051]
1.17.
: x—2 ; y , —4
SIn X + - ; =0; realny koren s presnostou £€=10" .
10,7046
1.18.
X’ +4x” =3x—1=0; najvacsi redlny koren s presnostou £ =107
0,85762]
1.19.
x> +2x"+x-3=0; najvicsi redlny koreni s presnostou £ =107
0,86371]



1.20.

IIIII

1.21.

e* +Inx=0; realny koren s presnostou £=107".

1.22.

P . v r r v -
e~ —8x=0; najmensi realny korefi s presnostou £=10""

1.23.

Inx+8x=0; realny korefi s presnostou £=10".

1.24.

10

x> —=5x+3=0; najmensirealny korefi s presnostou & =107".

1,81172]

10,2699

0,17870]

0,2007]

—1,6180}



2. Itera¢na metoda rieSenia sustav linearnych rovnic
RieSené priklady:

Priklad 2.1. Jacobiho itera¢nou metddou s presnostou € =107 rieSte sustavu rovnic
10x,+ x,— x;=9
x, —20x, + 2x; =-51
—-2x, + 21x, + 8x, =93.

RieSenie: V danej sustave linearnych rovnic druhu rovnicu pripocitame k trete) rovnici tak,
aby matica sustavy bola diagonalne dominantna. Teda

10 1 =D
4=11 =20 21, 10>1-|—‘—1, ~——20‘>1+2, 10>q—1{+1.NOVOVZHikIlUﬁ1 sustavu rovnic
(x, 0 =01 01 (0,9
prepiSeme na tvar ;:H;-l—g, kde x= x, |, H=1005 0 0]l], d = 2,55 1.
X5 o0l =01 0, 4.2 )

Vypocitame riadkovi normu matice H . Teda
|H| =max|0,1+0,1;0,05+0,5; 0,1+0,1]=02<1.

Norma matice je menSia ako 1 a preto 1teracny proces ¥ = 7 x% 1 d bude konvergovat .
Postupnost’ jednotlivych iterdcii zostrojime tak, ze s1 zvolime l'ubol'ne zaciatocné priblizenie
( xl(m\

(0) (0}

presncho rieSenia x, a d’alSie priblizenia budeme pocitat’ podl'a rekurentnych

vztahov

- k -
N =—-01x," + 0,1x," + 09
, k ;L,
x, " = 0,0le( "+ 0,1x," + 2,55

(h+1) _ (k) (k)
X, = Olx, " = 0Ix," "+ 4,2.

| , L= 1-0,2
Vypocet ukonéime, ked {x**" —x™| < HJ]“ “m £ = . 2: 1072 = 0,04 . Odpovedajiicou
normou k riadkove) norme matice H je pre vektor x riadkova vektorovad norma |x , Ktora
vypocitame podl'a vztahu ;‘ = max |xf.! . Postupnost’ priblizeni je uvedena v tabulke

m i=1, 2,

k e ¢, e ] <0.04
0 0,9 2,55 4,2 0,465>0,04
1 1,065 3,015 4,035 0,63>0,04
2 1,002 3,0067 4,005 0,006<0,04
3 0,9998 3,0006 3,9995




Za priblizni hodnotu rieSenia danej sustavy rovnic berieme hodnoty uvedené v poslednom
riadku zaokruhlene na dve desatinné miesta, t.j. x, =1, x, =3, x, =4 . Odhad chyby vypoctu

AP VIR
= 4
Ay * 4 r s (k+1) - || Hm (k+1) (k) o ;
moOzeme urobit’ na zaklade vztahu |x"' —af <— T - X ,kde a=| «, | je
o 1-]H], " |
_ \ &3
presné riesenie danej sustavy linearnych rovnic.
Ulohy:
2‘1'

Jacobiho iteraénou metédou rieste sustavu linearnych rovnic s presnostou £ =107 .
21x, = 2x, - 3x, =—1

19x, +18x, — 2x, =4
3x, — 2x, —33x, =227.
[_ 15 0555 "7]

2.2.

Jacobiho itera¢nou metddou rieste sustavu linearnych rovnic s presnostou € =107 .
18x, — 19x, + 2x, =12

2x, + 21x, —  x,=23
—2x,+ x,—15x,=15.

2.3.
Jacobiho iteratnou metédou rieste sustavu linedmych rovnic s presnostou € =107

x, — 3x,—-20x,=9
3x, = 10x, + x,=-3%
30x, + x,+ 2x,=32.

1; 4, —1]

2.4.

Jacobiho itera¢nou metodou riedte stistavu linearnych rovnic s presnostou € =107 .
20x, + x, + 4x,- 2x,=39

x, + x,—12x, =6
3x, — 20x, — 8x, =12
0,5x, + 4x, - 19x, =-10.
2;1; - 0,25; 0,5/

12



2.5.

Jacobiho itera¢nou metddou rieste sustavu linedrnych rovnic s presnostou € =107 .
12x,— x, =-=10

24x, + x, =3
4x, + 21x, =—41.
0,25, - 1; - 2]
2.6.
Jacobiho itera¢nou metodou rieste sustavu linedrnych rovnic s presnostou £ =107
X, — X, +1lx, =23
Hx, = x; =24
33x, + x, =-35
X+ x,— 20x, =-13.
- 1;-2;2;0.5]
2.7.

Jacobiho itera¢nou metddou rieste sustavu linedrnych rovnic s presnostou £ =107°.
x, + dx, =—14
x, — 3x, =—2
x, +4x,—x,=8.
15 1; - 3]

13



3. RieSenie sustav nelinearnych rovnic
RieSené¢ priklady:

Priklad 3.1. Iteratnou metdédou s presnostou € =107 rieSte v oblasti D:<0,1>X<3,4>

sustavu nelinearnych rovnic x° +y~ —4y=0, x’ —=y+3=0.

RieSenie: Povodnu sustavu rovnic f(x)=0 upravime na sustavu tvaru x = g(x), kde

i

x=(x,y). Teda

y=2+ 4-x*
xzﬂy~3.

Jacobiho maticu zobrazenia g oznacime g'(x). Najdeme danu maticu a vypocitame jej

riadkovia normu. Teda

\

( dg, 0g V(=X 0
2'(x) = ox  dy | _ Ja-x

dog, 0g; 0 1 _ |
\ ax By y N 33’\/()/-—1)2 y
— X 1
'(x)| = max + 0,0+ = max {0,57735;0,20998|= 0.57735.

g ( ) m xE(O,l).yE(BA) J4 . x2 33\/(y B 1)2 [ ]

Existuje konStanta g =0,58, ktora vyhovuje podmienke E(i) <g=0,58<]. Potom

sustava rovnic x = g(x) ma prave jedno rieSenie x” € D a pri l'ubovolnej vol'be zaciatocne]

——— f i
. r . - F rr k r F F
aproximacie x'” € D postupnost aproximacif (x( ))H , ziskana pomocou rekurentnych

vzt'ahov
y(k+]) :2+J4—(x(k))2 ,,
LKD) %/ym _3,

konverguje k presnému rieSeniu x~ danej sustavy. Vypocet jednothivych aproximacii x

, , - 1—058
x5 x ) gl 1.e= 0(5)’8 107" =0,00724 . V tabulke su uvedené
mo g ,

dané aproximacie zaokruhlené na pit’ desatinnych miest.

(k+])

ukoncéime, ked

k x® y® D _x®I <0.00724
0 0.5 3.5 0.4365 > 0.00724

1 07937 3.9365 0.1847 > 0.00724

) 0.9784 3.83576 0.0364>0.00724

3 0.94195 3.74434 0.0357>0.00724

A 0.90627 3.76429 0.0186>0.00724

3 10,91429 3.78288 0.0073>0.00724

6 0.92164 3.77878 0.0038<0,00724

7 0.92004 3.77498

14




Za priblizni hodnotu presného rieSenia sustavy berieme hodnoty uvedené v poslednom riadku
tabul’ky zaokrihlené na dve desatinné miesta, t3. x=0,92, y=3,77. Odhad chyby vypoctu

moéZeme urobit’ na zaklade vztahu [|[x* —x*| < 1 4 [l — x® , k=0,1,... .
n — q i

Priklad 3.2. Newtonovou itera¢nou metddou s presnostou £ =107 rieste v danej oblasti
D= <1,2> x(O,Jl) sustavu nelinearnych rovnic xy—x+1=0, 2x> +y-3=0.
RieSenie: Vypocitame si potrebné parcialne derivacie obidvoch funkcii f(x,y)=xy—x+1 a
g(x,y)=2x"+y-3. Teda al =y-1, a—f =X, ig‘_ =4x, _@_&_’_ = 1. Zvolime st zatiatoénu

ox oy Ox oy
aproximéciu x’ =1, ¥'¥) =0. Postupnost’ d’al§ich aproximacii ziskame vypo&tom pomocou

rekurentnych vzt'ahov

(k) |, (k) (k) ,(K)
of (x a};y ) (x5 — x %)) 4 Jf (x ayaJ/ ) (y* = y®)y = _f}(x(k)jy(k)) |
dg(x, y™) (x*D — x®y 4 ag(x(k):y(k)) (y*D = ph)y = _o(x®, y ).

Eh: ay

Vypocet ukon¢ime, ked [|x"* —x™| <g,kde x=(x,y). Jednotlivé aproximacie su

m

uvedené v tabulke.

k x® pt IRCETRENTSY s
0 : 0 0,2>10"

: 1,2 0,2 10,04 >10"

2 1,191488 0,160713 0.0003<10"

3 [,191491 0,160771

Za pribliznu hodnotu rieSenia dane) sustavy nelinearnych rovnic berieme hodnoty uvedené
v poslednom riadku zaokruhlené na dve desatinn€ miesta, t.3. x =119, y=0,16.

Ulohy:
3.1.
[tera¢nou metddou s presnostou £ =107 rieste v oblasti D = <0;0,5> X (2,5;3) sustavu

nelinearnych rovnic x° +y° —4y+3=0, 10x—-y+2=0.
0,099;2,995|

3.2.
[tera¢nou metddou s presnostou € =107 rieSte v oblasti D = <3,5;4> ><<0;0,5> sustavu

nelinearnych rovnic x* +y° —=4x=0, x-10v-2=0.
13,9901:0,1990)
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3.3.
[teraCnou metodou s presnostou £ = 10 rieste v oblasti D = (0,1) ><<3,,4> sustavu
nelinearnych rovnic x* +y -4y =0, 10x—-y+2=0.
10,1990;3,9901]
3.4.
IteraCnou metddou s presnostou € = 10~ rieSte v oblasti D = <2;2,,5> X(O;O,S) sustavu
nelinearnych rovnic x*+ v —8x+12=0, x+4y=39878.
12,059;0,4822]
3.5.
[tera¢nou metddou s presnostou € =107 rieSte v oblasti D = (1,5;2) x<1,5;2> sustavu
nelinearmych rovnic x° —y° —-1=0, xp° —y-4=0.
11,502;1,546]
3.6.
Newtonovou metodou s presnostou € =107 rieSte v oblasti D = (—— 1;—0,5) ><<O,,2;O,5>
sustavu nelinearnych rovnic smy—-x=1,2, 2y+cosx=1,7.
—0,74; 0,48
3.7.
Newtonovou metédou s presnostou € =10 rieste v oblasti D = (1,5;2> ><<0,5;1> sustavu

nelinearnych rovnic xy—1=0, y—(x- 1)3 -0,21=0.
11,719; 0,582 ]
3.8.
Newtonovou metddou s presnost'ou & =10 " rieSte v oblasti D = <1; 1,2>><<0,5; 1> sustavu

nelinearnych rovnic 9x> +y° —-10=0, 2xy+4y-5=0.
1,0173; 0,8286]
3.9.
Newtonovou metddou s presnostou £ =107 riete v oblasti D = <1; 1,,5> X(O,S;l) sustavu
nelinedrnych rovnic 6x” +5y° ~15=0, 2x° —y-3=0.
11,332; 0,548
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4. Aproximacia funkcil
RieSené priklady:

Priklad 4.1. Zostrojte Lagrangeov interpolacny polyndm pre funkciu f(x), ktorad je zadana
tabul'’kou svojich funkénych hodnét y. = f(x -} v uzlovych bodoch X,

X, 0 1,5 6,3

!

v 145 3,14 |41

RieSenie: Lagrangeov interpolaén)’} polyn(’)m budeme hladat na zaklade vzt'ahu

L (x)= Z y.l(x),kde [ (x)= H — . V nasom pnpade je funkcia f(x) zadana v troch
_.0 -

I%

uzlovych bodoch , ¢o znaci, ze n =2 . Vypocitame koeficienty /,(x),/,(x) a /, (Jt) . Teda

(x x, J(x —x, )_ x* —83x 10,2
o) = ( - X, )(xo X, ) 10,2 j
(x=x)x=x,) _ x*—68x
1= ( Ay )(xl _xz) -7.95

X, — X, {x, Hx) 36,04

( 0)(x ) x2 —1,5x
[, (x) = ( ( -

Vypocitané koeficienty dosadime do vztahu L,(x)=y,/,(x)+y, [ (x)+y,/,(x). Teda

= 10,2 F-6.8 =
L,(x)=145> 8;3)‘; < 13142 - 955x +411 x36 (1): = = —0,1387x% +1,3348x +1,45 .

Priklad 4.2. Funkcia f(x)je zadana tabulkou svojich funkénych hodn6ét y = f (xf.)

v uzlovych bodoch x,

x 0 1 3 5

i

-

V. —6 — 3 0 1

Uréte hodnotu funkcie f(x) vbode x=2.

Riesenie: Nahradime funkciu f(x) Lagrangeovym interpolacnym polyndomom L, (x)
a vypocitame pribliznu hodnotu funkcie f(x)v bode x =2 pomocou tohto polynomu. Najprv
vypocitame koeficienty /. (x), i=0,1,2,3 Lagrangeovho interpolatného polynomu v bode
v=2.Teda

17



_ (2“3(0)(2_351_2__353) ___}_.__
29 (xz "xo)(xz _x1)(x2 _xs)" 2 0
(2 x N2 x, (_2_:362) kL
L PR Py S, T

Po dosadeni do vzt'ahu
Li(2) =y, (2)+ y,[,(2)+ y,1,(2) + y,/5(2)
dostavame hl'adanu pribliznu hodnotu tunkcie f(2) = L,(2)=—

Priklad 4.3. Funkcia f(x) je zadana tabul'kou svojich funkénych hodnét y. = f(x.)

v uzlovych bodoch x.

. 1,462 1,491 2247 3.490

R

V 0,38 0,40 0,81 1,25

-1

Pomocou inverzného Lagrangeovho interpolacného polynomu rieste rovnicu f(x) =0,53.

RieSenie: Pouzijeme inverznu Lagrangeovu interpolaciu. Ked'ze nas v tomto pripade nebude
zaujimat’ celkovy tvar inverzného Lagrangeovho interpolatného polynomu, ale len jeho

hodnota v konkrétnom bode, vypocCitame najprv jeho koeticienty /.(y), i =0,1,2,3 v tomto
bode a az potom L,(0.53). Teda

0,53 - yl)(o
»)

( Y (yo 2?)(}’0 y3)

(0 33—y, )(0553 e
( 0)(}4 yz)(yl y3)

(0 33—y, )(0,,53 Vi )(0553 — y3) =(,18099 .

2 =y s =2 )y, = 33)
»)

(0553_)70)(0553 1 (0553“.]/2)

(J’:;""' 0)(y3_ 1)( 3_}"2)

Po dosadeni do vzt'ahu pre inverzny Lagrangeov interpolaény polyndém
L.(0,53) = x,/,(0,53) + x,/,(0,53) + x,/,(0,53) + x,/,(0,53),

dostavame hl'adanu pribliznu hodnotu x = /7 (0,53) = L,(0,53) =1,6958671.

e
u.:
\:‘
""--_--""
—_—
uC:’
w
|
o=
S ——
|
L
L
-
!
o0
= 1

1.(0,53) = (

[(0,593) =

1,(0,53) =

=-0,01678.

[,(0,53) =

Priklad 4.4. Odhadnite na celom intervale interpolacie chybu pri interpolacii funkcie zadane;
tabul'kou svojich tunkénych hodnét y. = f(x,) v uzlovych bodoch x.
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X 300 305 315 323

{

V. In300 In305 In315 In323

RieSenie: Pouzijeme vzt'ah pre odhad chyby interpolacie

‘f(x) L (X)i ot ”1)'|x xo)(x—xl)...(x-—x”],,kde

=sup | "V (x), a=x, b=x
IE(H._b)

M

n+l

V nasom pripade j¢ n=3 a interval interpolacie je (300,323). Na tomto intervale je
6

9% = ——- ohraniCena a preto mozeme vSeobecne znamymi postupmi z matematicke;
X
’ Citat’ = O _ 0 lobal '
analyzy wvypocitat M,. Teda M, = sup 1= ;- Globalne maximum M,
xe(300,323)) X 300

polynomu |(Jc--—)cU )(x—xl)...(x—-—x”] odhadneme tak, Ze s1 na intervale interpolacie
vypoCitame globdlne maxima M, polynomov ‘x-——xfi a potom pre odhad M plati
M,<MM,...M,. Po dosadeni do vztahu pre odhad chyby terpolacie dostavame

30344v (= 300)(r—305)(x - 315)x = 323) € - +23.17:15-23 4210

Ilnx—L3 (x)l < A10°

Priklad 4.5. S akou presnostou mozeme vypocitat pomocou Lagrangeovho interpola¢neho
polyndmu In309 , ak pozndme hodnoty 1n300, In305,In315, In323.

RieSenie: Pouzijeme vzt'ah pre odhad chyby interpolacie

6L, 0] S oo e ), e

= sup f(”*”(x), a=x,, b=x,.

n
xe(a,b)

M

n+1

Podobne ako v predchadzajucom priklade je » =3 a interval interpolacie je tiez (300,323>.

6 o . 6 6

— ohraniCena a preto je M, = sup - =

X xe(300,323) X 300%
Po dosadeni do vzt'ahu pre odhad chyby interpolacie dostavame

In309 - L,(309)| < 3054 " (309-300)(309 —305)(309 —315)(309 - 323) =

Teda na tomto intervale je /' (x)=

9.-4.6-14

L —&
TR

Priklad 4.6. Funkcia f(x) je zadana tabul'kou svojich funkénych hodndt y. = f(x.)

v uzlovych bodoch x

0.5 2.1 82 25.6
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Uréte ktora z dvoch funkcii g (x)=ax+b a g,(x)=e“"" lepsie aproximuje v zmysle MNS
funkciu f(x).

RieSenie: Pr1 aproximacii funkcii metodou najmenSich stvorcov hl'adame funkciu

K n
go(x):Zajgoj (x) tak, aby sucet Stvorcov odchylok Z(go(xr.)—* f (xf.))?' bol minimalny.
j=0 i=]

Teda tloha aproximovat funkciu f(x) funkciou @(x) pomocou MNS spociva v uréent

takych realnych koeficientov a,, a,, ..., a, , ktoré minimalizuju funkciu
d(ay,a,,...,a, )= ¥ (@(x,)— f(x,)) . kde funkcia d(ay,a,,...,a,) je zrejme tzv. kvadraticka
1=]

odchylka. Koeficienty a,, a,, ..., a, mdéZzeme ur¢it rieSenim sustavy linearnych rovnic

aozwo(xf)g%(xf)"' --*+akz¢k(xf)§9o(x;‘) — Zf(xf)q)o(xf) n
i=1 i=1 i=I

aoi@o(xf)gok(xf)"' "‘+aki¢)k(x:‘)¢k('x£) — if(xfWk(xf)-

V pripade funkcie g, (x) koeficient a, =ba koeficient a, =a. Sustava linearnych rovnic

nadobudne tvar
4b + 6a = 36,400002

66 +14a =95,300003 .

VyrieSenim danej sustavy dostaneme, z¢ funkcia g,(x)=38,14x—3,11 a d(b,a) = 64,722008.
Aby bolo mozné pouZit’ ten isty postup vypoctu koeficientov a, b aj v druhom pripade, tak si

. W r . h r
aproximacnu rovnicu f(x) = g,(x)=e“"" prechodne upravime na tvar

In(f (x)) = In(g, (x)) = ax+b.
Teraz s1 uz méZeme vytvorit sustavu linearnych rovnic s neznamymi koeticientami a a b.

Teda
4b + 6a =5,395516,
6b+14a =14,67798.

VyrieSenim danej sustavy dostaneme, ze funkcia g,(x)= e”7'"""%%% a odchylka
d,(b,a)=0,023135. Vel'm1 mala kvadraticka odchylka v druhom pripade automaticky dava
odpoved’ na otazku, ktora z funkcii g,(x) ag,(x) lepsSie aproximuje funkciu f(x) v zmysle

ax+b

metody najmensSich Stvorcov. Je to funkcia g,(x)=¢e" .

Ulohy:

Zostrojte Lagrangeov interpolaény polynom pre funkciu f(x), ktora je zadana tabul’kou.

4.1.
X 0 1 5
v 2 3 147

[7x” —6x+ 2]

20



X, 1 2 —4
v, 3 = 4

[—1,3x" —4.,1x +8,4]
4.3.

i1 13 14 18

Y 1342 | 2210 2758 | 5850

[x° + x]

y 25 8 |15 [-23

[x? —10x +1]

23x°—63x2 —234x+324
162

—

4.7.

{2)(2 - 3x+ lJ

Funkcia f(x) je zadana tabulkou. Pomocou Lagrangeovho interpolacného polyndému urcte
hodnotu funkcie f(x) v bode z.

4.8.

X, 321 322.8 13242 1325
V. 2,506 2,508 (2,510 2,511
7=323.5

12,5090066 ]
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y —6 —3 0 ]
z=4
0.6
4.10.
X, ] 2 4 3
y 0 ] 2 3
z=25
1,3549107]
4.11.
X, 0,89 1,14 1,50 |1,62
v, 12,435 [3,126 4,481 [5,053
z =135
3,8558517]
4.12.
X 0,14 0,28 10,57 1,0
y 1,15 1,323 | 1,768 | 2,718
z=0,238
12.2262829]
4.13.
X, 1,2 1,59 1,77 1,83
V. 3,320 14,903 |5,870 6,233
z =161
15,0019886
Pomocou inverzného Lagrangeovho interpolacného polyndomu vypoditajte hodnotu x,
pre ktoru funkcia f(x) zadana tabul'’kou nadobuda funk¢na hodnotu v.
4.14.
X, 3,287 4,055 15,528 5,584
y, 1,19 1,40 1,71 1,72
v=155 |
4,7083196]
4.15.
X 1,462 1,491 2,247 3,490
v 0,38 0,40 0,81  |1.25
v=0.53

1.6958682]
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X 8,935 11,473 18,356
v 2,190 2,440  |2,910
v =2.49
12,074198]
4.17.
X, 1,377 2,075 [2,637  [3.,095 [4,572
v 0,32 0,73 0,97 1,13 1,52
v=1.0
2,717331]
4.18.

S akou presnostou mozeme vypoditat pomocou Lagrangeovho interpolaéného polynomu
In101,5, ak pozname hodnoty In100, In101, In102 a In103.

7.9.107]
4.19.
S akou presnostou mozeme vypocitat hodnotu V113

pomocou lLagrangeovho

interpolaéného polynomu pre funkciu y:\/; , ak zvolime za wuzlové body
x,=100, x, =121, x, =144 .

2,02.107]
4.20.
S akou presnostou mozeme vypocitat pomocou Lagrangeovho interpolaéneho polynomu
: ak pozname hodnoty : : L
J115 J100 121 4144
8.2.107
4.21.

Odhadnite na celom intervale interpolacie chybu pri interpolacit funkcie zadane) tabul’kou
svojich funkénych hodndt y. = f(x;) v uzlovych bodoch x,

X 100 121 144
v J100 V121 V144

2,78.107 ]
4.22.

Odhadnite na celom intervale interpolacie chybu pri interpolacn funkcie zadanej tabul’kou
svojich funkénych hodndt y, = f(x.) v uzlovych bodoch x




X, 100 121 144
y, 1 | 1
J100 J121 J144

1,39.107]

Funkcia f(x) je zadana tabul'kou. Metddou najmenSich Stvorcov aproximujte funkciu f(x)
funkciou g(x).

4.20.
X, 0 1 2 3 4
y 21 35 |5 6,7 |8
g(x)=ax+b
1,5x +2,06]
4.21.
x. 10 00 |10 [20 [30 |40
N 108 |20 |49 [222 |60,6 |133.0
g(x)=ax’ +bx’ +cx+d
1,5898148x° +1,4761905x +3,5030423x — 6,1134921]
4.22.
x 0,78 1,56 234 3,2 |38l
N 25 12 112 [225 |48
g(x)=ax’ +bx+c
1,002352x — 4,014309x +5,022148]
4.23.
X 2 - . 0 1 1
), 0,045872 | 0,071942 | 0,069930 | 0,169492 [ —0,526316 | —0,454545
1 |
X)) =
gx) ax+b
) l
—7,995418x +5,968173
4.4,
X 0,83 |-0,75 |-0,14 0,28 0,56 1,15
N 13,3 13,6 14,9 15,5 16,2 17,5
g(x)=ae”

15,0061032 13521 ]




4.25.

X 0 1 2 3 4
v, [0,741937 [1,252763 [1,609438 | 1,902107 |2,079442
g(x)=ab’
0.869187 (1,281305)" |
4.26.
X 0,78 1,56 2,34 3,12 3,81
v 0,51 0,58 0,71 0,93 1,32

g(x)=In(ax” +bx +c)
[1n(0,31479x7 ~ 0,808341x + 2,166604)

4.27.
X, 0 0,5 1,1 2
y. —-1,75 10,53 0,25 1,25

g(x)=a+bsinx
1—1,797146 + 2,810868 sin x]

4.28.
X, 0 0,5 1,1 | 2
V. -1,75 |-0,53 10,25 1,25

g(x)=a+bsmx+ccosx
- 0,753021 +1,744669 sin x — 0,911546 cos x]

25



5. Numericky vypocet urcitého integralu

RieSené priklady:

i

Priklad 5.1. Vypocitajte lichobeznikovou metddou integral jcos x“dx pre n=10
0

a odhadnite chybu vypoctu.

RieSenie: Rozdelime interval (0,1) na n=10 ¢casti. Uréime krok h= ha :%:0.1.
¥

]

Pribliznu hodnotu integralu [cos x* dx vypotitame na zdklade vzfahu
0

b _
h n—1 | \
Jf(x)dx =E(f(a)+f(b)+22f(a-l—zh) .
a =1 J
1 O 1 / 9 \
Teda J.cosx2 dx = —--i-—- cosO+cosl+221c:os(0+i0.l)2 = (0,903122.
0 \ i=1 J
b —
Na zéklade vztahov |R( f )‘ < » sz, M, = n%a;(> / ”(xj urobime odhad chyby vypoctu.
14 Xel d,
Teda M, = max|-4x” cosx’ ~2sinx*|<4+2=6 a ‘R(f)‘ < : -6 =0,005.
- xe(U,l) 12 OO

4
Priklad 5.2. Vypocitajte Sismpsonovou metdodou integral I Vxdx s presnostou £ =107
1

RieSenie: Najprv urime n, ktoré€ zabezbec¢i dosiahnutie ziadanej presnostt € vypoctu dan€ho

5
integralu. Na urCenie » pouzijeme vztahy ‘R( f/ )I < (fg_oa“)" M,<e, M, = n%ax> ¥ (xl
7 xel{a,b
15 | 15 b-a) 315 |
Teda M, = max =—, n24 (b-a) M, =4 —— =5,9645 . Pn1 zaokruhleni
(L) 16/x7 1 16 V 180¢ V180-107 16

hore na pame cislo dostavame, ze n=6 a h= 4;1 =0,5. Pribliznt hodnotu integralu
vypocitame na zaklade vzt'ahu

b A [ k k1 A »

jf(x)dng fla)+ f(b)+4Y fla+(2i=1)h)+2) f(a+2ih)|, k ==

a \ =1 i=1 /

4 4 3 e 2 A
Teda |+/xdx = %-5- VI+V4+4Y J1+(2i-1)0,5+2% J1+2i0,5 | = 4,6665626
! \ = =1 /
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Ulohy:

Pre zadany pocet n deleni vypocitajte lichobeznikovou metodou integral J. f(x) dx

a odhadnite chybu vypoctu.

5.1.
e

S.9.

Tln dx, n==6
(

5.6.

6
J.ln()c3 +1)dx , n=8

e

SIN X~

dx , n=10
x+1

ST

1,622039]

0,198607]

1,476842]

13,933881]

—0,425794]

16,183535]

17,170212]

0,181064]
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5.9.

]

J.c:osx2 dx, n==8
{

0,902333]

b
Pre zadany pocet »n deleni vypocitajte Simpsonovou metodou integral J. f(x) dx aurobte

'

odhad chyby vypoctu.

11,793170]

1,125387]

5.12.

2.4
jln(l-l—xﬁ dcx, n==6

0

2,138582]

5.13.

1 .
J~smx

x+1

dx , n=10
0,284225]

5.14.

[sin(1+x7)dx, n=10

0,928765]

5.15.

jcosx2 dx . n=10

—0,443081]

23



1,687673]

17,716761]

b
Lichobeznikovou metddou vypocitajte dany integral j f{x) dx tak, aby ste dosiahli

zadanu presnost €.

5.18.

I
j"{x  £=0.,001
Ol—i-x

5.20.
10
j& dx . £=0,05

1

S.21.

ljef dx . £=005

()

S.22.

lje*x‘”” dx, €=001

0

1n=13;0,693517]

7 =8;0,834670]

n=3;20,180670]

[n=7;1,471866)

n=6;0,745119]
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5.23.
J‘e? dx , &=0,001

n=11;2,270077]

5.24,

1 .
J‘Smx

x+1

dx , £=0,001

0

7 =14;0,283827]

5.25.

1
J.cos(l—-xz) dx , €=0,01

0

[n =7, 0,749805]

b
Simpsonovou metdodou vypocitajte dany integral .[ f(x) dx tak, aby ste dosiahli
zadanu presnost’ £.

5.26.
]- ax
1+ x

, &£=0,001

0

7 =6;0,693170]

5.27.
]_[ dx
; JI+x |

£ =0,001
n = 6;0,828434]

5.28.
5
j\/E dx . £=001
1

7 =28;6,786788]

5.29.

lje dx . £=001

0

n=6:1,462873]
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5.30.

]
je“f dx. £=0,0001
{

7 =8;0,746826]

5.31.
4
[In(x+2)dx , &=0,0001
2

n=6:3,205378]

5.32.

1
jsinxz dx . £=0001
(

n=6;0,310205]

5.33.

]
J.cos.)r:2 dx , € =0,0001
0,

n=10; 0904524



6. Numerické rieSenie diferencialnych rovnic a ich sustav
Riesené priklady:

Priklad 6.1. Cauchyho ulohu y'=1+2(y—x), y(0)=1 rieste na intervale (0,,,0.2) najprv

Eulerovov a potom Heunovov metddou s krokom #=0.1. Vysledky porovnajte s hodnotami
presn¢ho rieSenia danej ulohy:.

RieSenie: Pouzijeme rekurentny vzorec Eulerovej metody

Yin =, +k, kde

ko=hf(x,p)a f(x,y)=1+2(y=x).
Teda
v, =y, +hf(x,,y,)=1+01(1+2)=1+03=1,3,

v, =y, +hf(x,y,)=13+034=164.
Porovnanie priblizne vypocitanych hodnét y, rieSenmia s hodnotami y(x,) presneho rieSenia

je uvedene v tabul'ke

z X, y, y(x,) e, =|y(x)-y,
0 0 1 1 0

1 0,1 13 13214 0,0214

) 0,2 1,64 1,6918 0,0518

Ukazeme, ze Heunova metdda je ovela presnejSta ako predchadzajuca Eulerova metoda.
Jedinou nevyhodou pouzitia Heunove] metody v porovnani s Eulerovou metodou je zloziteSi
rekurentny vzorec, ktory obsahuje o jednu smernicu viac ako rekurentny vzorec Eulerove;

metddy. Vypocitame priblizn€ hodnoty y. rieSemia Cauchyho ulohy pomocou rekurentného

vzorca Heunove) metody

k
Yia =Y 1 kl-; ~, kde

ki=hf(x,v), ky=hf(x +hy +k).
Porovnanie priblizne vypocitanych hodnét y, rieSenia s hodnotami y(x,) presného rieSenia

Cauchyho ulohy je uvedené v tabul’ke

: y, y(x,) e, =|y(x) -,
0 0 ] ] 0

1 0,1 1,32 1,3214 0,0014

2 0.2 1,6884 1,6918 0,0034

Priklad 6.2. Cauchyho ulohu
Vi=(xy -5, y(0)=1
rieste na intervale <O;O,2> s krokom % = 0,1 metédou Rungeho-Kutta 4. radu.

Riesenie: Pouzijeme rekurentny vzorec metodyv Rungeho-Kutta
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Vit =V, +_é'(k1 +2k, + 2k, +k,), kde

K
ky=hf(x;,y,), ky =h f(x, +g:y5 +_2'1'):
I k,
K, =hf(xf—|---2-,yf | 2“), k,=hf(x +hy +k;).

Vypocitané jednotlivé smemice k., i=1,2,3,4 a priblizné hodnoty y, rieSenia Cauchyho
ulohy st uvedené v tabulke

L X Yi k, k, k k,

0 |0 1 —10,042768 | —11,545308 | —11,628692 | —14,873752
1 10,1 —10,87742 | —14,934772 | =21,016962 | —22,253744 | —34,836960
2 10,2 —33,596279

Priklad 6.3. Cauchyho ulohu
y'=2y—z+sinx, v(0)=2,
z(0)=1

rieSte na intervale <0;0,3> Standardnou metodou Rungeho — Kutta 4. radu s krokom 4 =0,1.

z'=-5y—-2z+x",

RieSenie: Priblizné rieSenie tejto Cauchyho ulohy pre systémy obycajnych diferencialnych
rovnic vypocitame pomocou sustavy rekurentnych vzorcov metdody Rungeho — Kutta 4. radu

Viep = Vi +":'5'(k1 +2k2 +2k3 +k4):«

l
z. =2z +=(m +2m,+2m, +m,), kde

I+ 6
h k m

kk=hf(x,y.,z), kK, =hf(x,+—,y, ljz.i 1 :

1 f( ] y; 1) 2 f( 7 2 y; 2 i 2)

h K, m,

k}“_‘hf(xf'l'znyf"'"?:zf Ll 2H)a k4:hf(xf+h?yf+k3’zf --H’13),
h k m

m =hg(x,,y.,z,), m,=hg(x +—,y, +—,z, +—),

 =hg(x,y,,z;), my, =hg(x, R it 2)

h k m
m, =hg(x, +—,y, +—,z, +—
s = hg(x, S Vit E T

Yy, m,=hg(x, +hy +k,,z +m,).

Vypocitane jednothive hodnoty smemic k., i =1,2,3,4 su uvedené v prvej tabul'ke, jednotlivé
hodnoty smernic m,, i =1,2,3,4 su uveden€ v druhej tabulke a priblizné hodnoty y. a z,
rieSenia Cauchyho ulohy si uvedené v tretej tabulke.

f X k, k, k, k,

0 0 0,3 0,394998 0,402235 0,508733
] 0,1 0,507408 0,621340 0,633191 0,764063
2 0,2 0,762523 0,905561 0,923092 1,090037




l X, m, m, . m,

0 0 -12 ~1.154750 | -1,183025 | —1.163513
1 0.1 | —1,164631 -1.173770 | -1.201339 | —1.237959
2 0.2 ~1.238249 | -1302804 |-1.332108 | —1.428373
! A; Vi <

0 [0 D 1

1 0.1 2400533 —0,173177

2 10,2 3.030622 ~1.365312

3 0.3 3.948933 —2.688053

Priklad 6.4. Cauchyho tlohu
V'+2y'—xy =sinx,

w0)=1, y'(0)=1

rieSte na intervale <0;0,,5> Standardnou metodou Rungeho — Kutta 4. radu s krokom /2 =0,1.

RieSenie: Uvedenu diferencialnu rovnicu prepiSeme na systém diferencialnych rovnic. Teda
polozime y'=z,potom y''=z" a dostavame systéem diferencialnych rovnic

y=z,
z'=xy—2z+sinx.

Zaciatocne podmienky Cauchyho ulohy po tejto trasformacin maju tvar y(0)=1 a z(0) =1.

Teraz mozeme podobne ako v predchadzajucom priklade priblizné rieSenie Cauchyho ulohy
pre systemy diferencidlnych rovnic vypocitat uz pomocou znamej sustavy vzorcov metody

Rungeho - Kutta 4. radu

1
YVien =V, 6(k1 2k2 2k3 k4):
Z :zf-k-é-(m1 +2m, +2m, +m,), kde
h k,
ki =hf(x,y,2,), k, =h f(x +E:yf | 5
17 k

k.=hf(x +—,y +—

3 f( ; 2 y: 2

m, = hg(xf?yiﬂzi)f‘ m, :hg(xf T

h k

m,=hg(x, +—,y, +—=,z, +

2 2

Vypocitane jednotlivé hodnoty smeric k,, i =1,2,3,4 suuvedené v prvej tabul'ke, jednotlivé

m

5 L ; +_L) :

2

,Z, +%—3—)5 k,=hf(x, +hy +k,,z +m,),

M,

2

2

ok
¥ T

{4
:Z;' +_£L):

hodnoty smernic m, , i=1,2,3,4 apriblizné hodnoty

), m, :hg(xf +h:y;‘ +k3ﬁzf +m3)-

- su uvedené v druhe; tabulke.

Priblizne hodnoty v, rieSenia pdvodne) Cauchyho ulohy su uvedené v tretej tabul'ke.
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: X K\ k, k; K,
0 10 [ 0,1 0,09 | 0,091512 0,082720
] 0,1 0,082839 0,07560 0,076876 0,070652
2 0,2 0,070753 0,065839 | 0,066910 | 0,062846
3 10,3 0,062932 0,059967 0,060864 0,058612
4 0.4 0,058683 0,057351 0,058102 0,057367
i X, z, m, m, m, m,
0 0 ] (.2 —0,169752 | —0,172802 | —0.144541
] 0,1 0,828392 | ~0,144785 | —0,119270 | —0,121876 | —0,098080
2 T0,,2 0,707532 | —0,098292 | —0,076868 | —0,079072 | —0,059112
3 0,3 1 0,629318 | —0,059295 | -0,041357 | —0,043203 | —0,026491
4 0.4 0.586834 | —0,026648 | —0.,011636 | —0,013167 | 0,000835
l X )
0 0 B
] 0,1 1,090957
2 0,2 1,167364
3 0,3 1,233880
4 0.4 1,294415
5 0.5 1,352240
Ulohy:
6.1.
Cauchyho ulohu
y=xy, y(0)=1
rieSte na intervale (0;0,5) Eulerovou metodou s krokom 72 =0.1.
0 0,1 0,2 0,3 0.4 0,5
] ] 1,01 1,0302 1,061106 | 1,103550
6.2.
Cauchyho ulohu
X
y': T y(O) =1
Y
rieSte na intervale <0;0,5> Eulerovou metodou s krokom ~2=20,1.
0 0,1 0,2 0,3 0.4 0,5
1 ] 1,01 1,029802 | 1,058934 | 1.096708
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6.3.

Cauchyho ulohu
X
y': 3'_-15 y(l)zl
y
rieSte na intervale (1;L4> Eulerovou metddou s krokom /4 =0.1.
] 1.1 1,2 1,3 | 1.4
1 ] 1,01 1,027636 | 1,050738
6.4.
Cauchyho ulohu
Y= 4 0.1y%,  ¥(0)=0
1.5+x
riesSte na intervale <0;0,,3) Eulerovou metodou s krokom 2 =0.1.
0 0,1 0,2 0,3
0 0,066667 | 0,129072 | 0,187573
6.5.
Cauchyho tulohu
y'=ye =2y, y(0)=1
rieSte na intervale <0;0,3> Eulerovou metodou s krokom 2 =0,1.
0 0,1 0,2 0,3
| 0.9 0,809519 | 0,727656
6.6.
Cauchyho ulohu
vi=xy, ¥0)=1
rieste na intervale <0;0,3) Heunovou metodou s krokom #2=0.1.
0 0,1 0,2 0,3
1 1,005 1,020175 | 1,045986
6.7.
Cauchyho ulohu
y'=ylet =2y,  ¥(0)=1
rieSte na intervale <O;0_.,3> Heunovou metodou s krokom 72 =0.1.
0 0,1 0,2 0.3
l 0,904759 | 0,818582 * 0.740606
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6.8.

Cauchyho ulohu
y'=x"(1+y),

y(0) =1

rieSte na intervale <0;0,3> Heunovou metodou s krokom /2 =0.1.

6.9.

Cauchyho ulohu
COS Y

1.5+ x

y'=

+0.1y7,

y(0)=0

rieSte na intervale <0;0j3> Heunovou metddou s krokom #=0,1.

6.10.

Cauchyho ulohu
y'=x7(1-

_y)a

y(0)=1

0 0,1 0,2 0,3
1 1,001 | 1,006007 | 1,019082
0 0.1 0,2 0,3
0 0,064536 | 0,124998 | 0,181738

rieSte na intervale <0;0,,3> Standardnou metddou Rungeho — Kutta 4.radu s krokom /2 =0,1.

6.11.

Cauchyho ulohu
yl: yz — 3)(_}/ )

rieSte na mtervale <0;0,3>

6.12.

Cauchyho ulohu
Xy — X
VX

y'=

) >

rieste na intervale <0;O,3>

6.13.

Cauchyho ulohu

y_2y2-x

9

y(0)=1
Standardnou metdédou Rungeho — Kutta 4.radu s krokom 7 =0.1.

y()=0

y(1)=0

0

0,1

0,2

0,3

1

1,000667

1,005340

1,018081

0

0,1

0,2

0,3

1

1,093964

1,171454

1,225463

Standardnou metédou Rungeho — Kutta 4.radu s krokom 2 =0,1.

0

0,1

0,2

0,3

]

—0,104999

-0,

219998

—0,344997

riesSte na intervale <1;1,3> Standardnou metdédou Rungeho — Kutta 4.radu s krokom /4 =0,1.

1

1,1

1,2

1,3

0

—0,095857

—0.

186067

—0,273559




6.14.
Cauchyho ulohu

Y

y'=—

X

2

Y

X

Inx,

y() =1

rieSte na intervale (l;lj4> Standardnou metddou Rungeho — Kutta 4.radu s krokom /#=0,2.

6.15.
Cauchyho ulohu

y'=—(y+1)cosx,

»(0) =1

1

1,2

1,4

1

0,845784

| 0,748228

rieSte na intervale <O;0,2> Standardnou metodou Rungeho — Kutta 4.radu s krokom 2 =0,1.

6.16.
Cauchyho ulohu

y'= y""1 —4y+5sm(3x),

y(0) =1

0,1

0,2

1

| 0.809976

0,639642

rieSte na intervale <0;0,05> Standardnou metddou Rungeho — Kutta 4. radu s krokom

h=0,05.

6.17.
Cauchyho ulohu

2y

y'=——t—

X

X
1 b,
o

y(0.5) =1

0,035

0,875641

rieSte na intervale <Oj5;0,,6> Standardnou metodou Rungeho — Kutta 4. radu s krokom

h=0,05.

6.18.
Cauchyho ulohu

38

y=y+z,

Z'=y+e +1,

y(0) =1,
z(0) =0

0,55

0,6

0,609284

0,730593

rieSte na intervale (0;053> Standardnou metodou Rungeho — Kutta 4.radu s krokom 42 =0.1.

X 0 0,1 0,2 0.3
v 1_ 1,121046 | 1,288781 | 1.511104
- 0 0,310863 | 0,647165 | 1.015123




6.19.

Cauchyho ulohu
y=y+tz, y(0)=0,
Z'=y—z+e, z(0)=1
rieSte na intervale <O;0,3> Standardnou metodou Rungeho — Kutta 4.radu s krokom 2 =0.1.
X 0 0,1 0,2 0,3
V. 0 0,105513 | 0,224218 | 0,359660
z, 1 1,010017 | 1,040268 | 1,091358
6.20.
Cauchyho ulohu
y=y+z, »0)=1,
z=y—z+xe, z(0)=0
rieSte na intervale (0;0,3} Standardnou metddou Rungeho — Kutta 4.radu s krokom ~2=0,1.
X, 0 0,1 0,2 0,3
v 1 1,110525 | 1,244424 | 1,405722
z 0 0,105513 | 0,224219 | 0,359662
6.21.
Cauchyho ulohu
y=xtz, »(0)=0,
z'=—y—-2z+xcosx, z(0)=2

rieSte na intervale (0;0,3) Standardnou metodou Rungeho - Kutta 4.radu s krokom /2 =0,1.

X, 0 0,1 0,2 0,3
V. 0 0,186729 | 0,353135 | 0,507099
z, 2 1,651075 | 1,390204 | 1,199557
6.22.
Cauchyho ulohu
y'=z+smx, v(0)=2,
z'=—y-2z+x, z(0) =1

rieSte na intervale <0;Oz,3> Standardnou metodou Rungeho — Kutta 4.radu s krokom /2 =0,1.

X, 0 0,1 0,2 0,3
y, 2 2,086275 | 2,149777 | 2,196616
z ] 0,637908 | 0,343814 | 0,107159
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6.23.
Cauchyho ulohu

y'=z—y+sinx, y(0)=2,
z'=y—-2z4+c0sx, z(0) =2
rieSte na intervale <O;O,3> Standardnou metddou Rungeho — Kutta 4.radu s krokom /42 =0,1.
X, 0 0,1 0,2 0,3
v 2 2,000300 | 2,002181 | 2,006658
z, 2 1,909216 | 1,834060 | 1,771000
6.24.
Cauchyho ulohu
y'=y=e +1, y0)=1, y(0)=0
riesSte na intervale (0;0,3) Standardnou metodou Rungeho — Kutta 4.radu s krokom 72 =0,1.
0 0,1 0,2 0,3
1 1,015183 1 1,061606 | 1,1408935
6.25.
Cauchyho ulohu

yV'i+y-y=e, y0)=0, y(0)=1
rieSte na intervale <0;0,3> Standardnou metddou Rungeho — Kutta 4.radu s krokom 42 =0,1.
0 1 0,1 0,2 0,3
0 0,100329 | 0,202610 | 0.308739
6.26.
Cauchyho ulohu

y'+y'=y=xe, y0)=1, y(0)=1
rieste na intervale <0;0,,3> Standardnou metdédou Rungeho — Kutta 4.radu s krokom /# =0,1.
0 0,1 0,2 0,3
] 1,100333 { 1,202679 | 1,309100
6.27.
Cauchyho tlohu

y'+2y+y=xcosx, y(0)=0, y'(0)=2

rieSte na intervale (0;0,,3) Standardnou metédou Rungeho — Kutta 4.radu s krokom 2 =0,]1.

0

0.1

0,2

0,3

0

1 0,181125

0,328691

0,448316

6.28.
Cauchyho tlohu

y'+y=smx, y0)=1, y'(0)=2

rieSte na intervale <0;053> Standardnou metodou Rungeho — Kutta 4.radu s krokom /#=0,1.

0

0,1

0,2

0,3

1

1,194837

1,378733

1,550836
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7. Nahodn¢ javy a pravdepodobnost’
Riesene priklady:

Priklad 7.1. Kol'ko roznych hlaskovych zoskupeni s desiatimi pismenami mdzZeme zostavit
z pismen slova MATEMATIKA?

RieSenie: Pouzijeme vzorec pre permutacie s opakovanim: P’ n) = i
) pre p P . T .
I 2 k

kde zakladny subor ma »; prvkov jedneho druhu, #; prvkov druhého druhu, ... , az »; prvkov
k-tého druhu, pricom », +n, +...+n, =n.

Poznamka: V pripade, Ze sa kazdy prvok vyskytne len raz, dostaneme vzorec pre permutacie
(bez opakovama): P(n) = n!.

\" naSom priklade sa pismeno A vyskytuje trikrat, pismena M a T dvakrat, pismena E, [ a K

1
raz. Dostaneme; 10 =151 200.

3120201011

Priklad 7.2. Na telefonnom vedeni, spajajucom miesta M; a M,, ktoré si od seba vzdialené
4 km, dojde k preruSeniu. Urcte pravdepodobnost’ toho, Ze sa vedenie prerusi v prvych 500 m
od miesta M, za predpokladu, Ze preruSenie je rovnako mozné na ktoromkol'vek useku.

RieSenie: Oznacime A jav, pozostavajuci v preruSeni vedenmia v prvych 500 m. Uvazujme,
7e celé vedenie je rozdelené na useky o dlzke 1 m. Vykonavame takto diskretizaciu spojitého
modelu. Potom celkovy pocet elementarnych vysledkov je n = 4 000, pocet elementarnych
vvsledkov priaznivych javu 4 je m = 500. Pouzitim klasickej definicie pravdepodobnosti

dostdvame: P(A):—n—?—-— >0 =0,125.

7 “4000

Priklad 7.3. Aka je pravdepodobnost’ toho, ze troma hracimi kockami hodime na prvy raz tri
rovnake Cisla?

RieSenie: Oznacime A jav, ze troma hracimi kockami hodime na prvy raz tr1 rovnake c¢isla.
Pocet vSetkych rovnako pravdepodobnych moznosti ako dosiahnit’ vysledky na troch

kockach vypoc¢itame pomocou vzorca pre variacie s opakovanim: V'(n, k) = n".

Tedan=6" =216.
Priaznivé moznosti su: [1,1,1], [2,2,2], [3.3.3], [4,4.4], [5.5,5], [6,6,6], teda ich pocet je m = 6.

Potom pouzitim klasickej definicie pravdepodobnosti dostaneme: P(A) = m__6 1

7 :216__3_6'

Priklad 7.4. Aka je pravdepodobnost’ toho, ze nahodne vybrané nanajvys Stvorciferné cislo
zostavene len z Cislic 1, 2, 3, 5 je delitelné dvomi? Predpokladdme, 7ze ziadna z Cislic sa
v zostavenom ¢isle neopakuje.

RieSenie: OznaCme A4 jav, Ze nahodne vybrané nanajvy$ Stvorciferné cislo zostavené
len z Cislic 1, 2, 3, 5 je delitel'né dvomi (ziadna z Cislic sa v zostavenom cisle neopakuje).
nt

(n—k)!
Pocet vietkych moznosti bude: n=V(4,1)+V(4,2)+V(4,3)+V(4,4)=4+12+ 24+ 24 = 64.
Pocet priaznivych moznosti bude: m=1+V{(3,1)+V(3,2)+V(3,3)=1+3+6+6 =16.

Pouzijeme vzorec pre varidcie bez opakovania: Vn, k) =
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16
Teda dostavame: P(A4) = 22 0,25.
n 64

Uloha sa da riesit’ aj jednoduchsie. Cislo bude delitelné dvomi prave vtedy, ked’ posledna
cifra bude 2. To je jedna zo Styroch rovnako pravdepodobnych moznosti.

Priklad 7.5. Akd je pravdepodobnost toho, ze z troch nahodne vybranych useciek mozno
zostrojit’ trojuholnik, ak su dané usecky o dlzkach 1, 3, 5, 7, 9 jednotiek?

RieSenie: Oznacme A4 jav, Ze z troch ndhodne vybranych useciek mozno zostrojit” trojuholnik,
ak su dane useCky o dizkach 1, 3, 5, 7, 9 jednotiek (kazdu mozeme pouzit’ nanajvys raz).
Celkovy poCet elementarnych vysledkov n vypocitame podla vzorca pre kombinacie
n n! (5) 5!

= : . Potom bude: n = = =
k) (n—k)\k! ) 213!
Aby sme mohli zostrojit’ trojuholnik, musi platit’ trojuholnikova nerovnost, teda sucet jeho
dvoch stran musi byt vac¢si ako tretia strana. V naSom pripade to plati pre tieto trojice: [3,5,7],
[5,7,9], [3,7,9]. Teda pocet elementarnych vysledkov priaznivych javu 4 je m = 3. Pouzitim

3
klasickej definicie pravdepodobnosti dostaneme: P(A) =

no 10

10.

bez opakovania: C(n,k) =

Priklad 7.6. Medzi 100 vyrobkami je prave 5 nepodarkov. Pritom ich nemdzeme vytriedit,
lebo nemame potrebny meraci pristroj a chceme okamzite pouzit 60 vyrobkov pre dalsie
spracovanie. Aka je pravdepodobnost’ toho, Ze medzi tymito Sestdesiatimi vyrobkami, ktoré si
nahodne vyberieme, bude prave k=0, 1, 2, 3, 4, 5 nepodarkov?

RieSenie: OznaCme A; jav, pozostavajuci z vyberu k nepodarkov zo 60 nahodne vybranych

(100"
vyrobkov, kde £k =0, 1, ..., 5. Celkovy pocet elementarnych vysledkov je n= 0 |’ pocet
\ VY
5\ ( 95
elementarnych vysledkov priaznivych danému javu je m= - . Dostavame:
k) 60—k,
5Y [ 95
k) 60—k
7 (100"

\ 60,
Po vyc¢isleni dostaneme tieto vysledky:

K 0 | ) 3 4 5
P(4;)|0,0087 10,0728 10,2323 0,35450,2591 10,0725

Poznamka: V kapitolach 7 — 12 budeme uvadzat’ vysledky zaokruhlené na 4 desatinné miesta.
Ak obdrzime vysledok 0,0000, tak pouzijeme zéapis s vy$Sou presnostou (pravdepodobnost’
nemozneho javu & je rovna 0).

Priklad 7.7. V lotéru sa taha 6 dCisel zo 49. Hra¢ vopred tipuyje 6 cisel. Aka je
pravdepodobnost’ toho, ze hra¢ uhadne prave £ = 0, 1, ... ,6 Cisel spomedzi Siestich
vytiahnutych?



RieSenie: OznaCme A; jav, pozostavajuci z uhadnutia k£ Cisel, kde £ = 0, 1, ... , 6. Pouzitim

(6 ( 43
klasickej definicie pravdepodobnosti dostavame: P( A, )= o
0

Po vycisleni dostaneme tieto vysledky:

k 0 1 2 3 4 3 6
P(4,)]0,4360]0,4130(0,1324(0,0177/0,0010{1,845-10° | 7,1511-10°

Priklad 7.8. Urcte pravdepodobnost’ toho, ze ¢islo, nadhodne zvolené spomedzi celych Cisel
1 az 90, je delitel'né troma alebo Styrmi.

RieSenie: Jav, z¢ zvolené Cislo bude deliteI'né troma, oznaCime pismenom A, jav, ze zvolené
¢islo bude delitel'né Styrmi, oznaCime pismenom B. Javy A4, B su zlucitelné, mdzu nastat
sucasne. Pre pravdepodobnost’ zjednotenia dvoch javov plati:

P(AUB)= P(4)+ P(B)- P(AN B)

Pocet vSetkych za sebou 1ducich ¢isel je 90. Troma je delitel'n€ kazdé tretie. Teda P(A) = i .
90
Styrmi je delitelné kazdé stvrté. Prvé také &islo je 4, posledné 88. Teda P(B) = —S—é— .

Cisla delitelné troma aj $tyrmi su: 12, 24, 36, 48, 60, 72, 84. Teda je to kazdé dvanaste ¢islo.
. 30+22-7 45 1
Potom bude platit: P(4uU B)= P(4)+ P(B)- P(AnB)= o0 = % = 5

Priklad 7.9. V zasielke je 90 % Standardnych vyrobkov, medzi ktorymi je 65 % vyrobkov
mimoriadne] kvality. Uréte pravdepodobnost’ toho, Ze nahodne wvybrany vyrobok je
mimoniadne] kvality.

RieSenie: Jav, Ze¢ nahodne vybrany vyrobok je mimoriadne; kvality, ozna¢ime pismenom A,
jav, ze nahodne vybrany vyrobok je Standardny, oznaCime pismenom B. Podl'a podmienok
alohy plati: P(B) = 0,9; P(4 | B)=0,65. Mame vypo¢itat’ pravdepodobnost P(A). PouZijeme
definiciu podmienenej pravdepodobnosti. Podmienena pravdepodobnost javu A za podmienky
B je definovana takto:

P(AN B)

a1 8) =245

V pripade P(B } =0 nie je P(A | B} definovana.

V naSom pripade plati, Ze jav 4 je podjavom javu B:
AcB = ANnB=A = P(ANB)=P(A4).
) P(AN B) _ P(A)

Teda dostaneme: P(A B )= = P(A4)=0,65-0,9 =0,585.
P(B)  P(B)

Priklad 7.10. Pristroje, ktoré maju 1stu vyrobnu chybu, sa v zaru¢nej dobe pokazia v 60 %
pripadov. Z ostatnych pristrojov sa pokazi len 5 %. Vyrobca dodiava 1 % vyrobkov
s uvedenou chybou. Urcte pravdepodobnost toho, ze ndhodne vybrany pristroj sa v zarucne;
dobe pokazi.
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RieSenie: OznaCme A jav, Ze nahodne vybrany pristroj sa v zaruénej dobe pokazi, H, jav,
ze pristroj je chybny a H, jav, Ze je bezchybny. Javy H, a H, (hypotezy) tvona uplny system
nezlucitelnych (disjunktnych) javov, t.). H WH,=1 a H nH,=0,kde ljeistyjava O je
nemozny jav. Pouzijeme vetu o uplnej pravdepodobnosti:

P(A) :iP(Hf).P(A H).

Na zaklade pomienok ulohy plati:
P(H)=0,01; P(H,)=0,99; P(4|H,)=0,6; P(4]| H,)=0,05. Teda dostaneme:

P(A)=P(H,)-P(A|H,)+P(H,)-P(4|H,)=0,01-0,6+0,99-0,05 = 0,0555.

Priklad 7.11. V sklade vyrobné¢ho podniku sa nachadzaju vyrobky pochadzajice od troch
strojov v pomere 2 : 3 : 1. Pravdepodobnost’ produkcie vyrobku 1. kvality je pr1 jednotlivych
strojoch rovna 0,7; 0,6 a 0,8. Zo skladu nahodne vyberieme 1 vyrobok. Aka je
pravdepodobnost’ toho, ze je 1. kvality?

RieSenie: Oznatme A jav, ze vyrobok je 1. kvality a javy H, H,, H,, 7ze ndhodne vybrany

vyrobok vyrobil i-ty stroj, kde i = 1, 2, 3. Pouzyeme vetu o uplnej pravdepodobnosti.
Prislusné pravdepodobnosti hypotez vypocitame na zaklade faktu, ze tvoria uplny system
nezlucitelnych javov, a teda sucet 1ch pravdepodobnosti musi byt’ 1, priom berieme do uvahy
dany pomer strojov. Podmienené¢ pravdepodobnosti 'ahko zistime z textu tlohy. Dostaneme:

2 3

P(H\)=—, P(H,)=—, P(H;)=

6 S P(H) =L, PAIH,)=0.7: P(AIH,)=0.6: P(A]H;) =08,

3
Teda vysledok bude: P(A4) = ZP(HI.) -P(A|H))= —i— .
=1

Priklad 7.12. V séri1 dvadsiatich vyrobkov mozno ngjst’ s rovnakou pravdepodobnost'ou 0, 1,
2, 3 chybné vyrobky ainy pocet chybnych nie je mozny. Aka je pravdepodobnost’ toho,
ze ked’ z danej série nahodne vyberieme dva vyrobky, tak vSetky budu dobré?

RieSenie: Oznacme A jav, Ze vSetky 2 ndhodne vybrane vyrobky z danej série su dobre, javy
H, ,H,H,, H,, ze v sérii je i chybnych vyrobkov, kde i = 0, 1, 2, 3. PouZijeme vetu o uplnej
pravdepodobnosti. Javy H; tvoria uplny systém nezlucitelnych javov, pricom P (Hf) =1/4.

Pre podmienen¢ pravdepodobnost1 dostadvame:

(20— (i

2 0
P(A|H )= \ 7 6 \\ .. Po vycCisleni dostaneme tieto vysledky:

2 )
P(A|H,)=1, P(4|H,)=0,9; P(A|H,)=0,8053 a P(A|H,)=0,7158.

3
Vysledna pravdepodobnost’ teda bude: P(A4) = Z P(H,)-P(A|H )=0,8553.
=0

Priklad 7.13. Pristroj z prikladu 7.10. sa pokazil. Aka je pravdepodobnost’ toho. Zze mal
vvrobnu chybu?
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RieSenie: Pouzijeme Bayesov vzorec:

P(Hk IA): P(Hk)'P(A‘Hk) .

H

ZP(H;;)'P(AIH;)

Pocitame podmienenu pravdepodobnost’
P(H ) P(AH
P(H, | 4)= ( ) - (4] 1—) - = 0’006—:0,1081.
P(Hl)-P(A|Hl)-|—P(H2)-P(A\H2) 0,0555

Priklad 7.14. Pravdepodobnost toho, ze pacient ma niektort z dvoch navzajom sa
vylucujucich choréb, je pre jednotlivé choroby 0,002 a 0,015. Pozitivny vysledok istého
vySetrenia ma 70 % chorych na prvu chorobu, 30 % chorych na druhu chorobu a5 %
zdravych. Aké su pravdepodobnosti jednotlivych chordb, resp. toho, ze pacient je zdravy, ak
bol vysledok vySetrenia pacienta pozitivny?

Riesenie: Oznacme 4 jav, Ze vysledok vysetrenia je pozitivny, javy H,, H,, H,, Ze pacient

ma i-tu chorobu, kde i = 0, 1, 2, pricom index 0 znamena, Ze pacient je zdravy. Pouzijeme
Bavesov vzorec. Javy H; tvonia uplny system nezlucitelnych javov, preto pravdepodobnost

toho, Ze pacient je zdravy bude P(Hﬂ) =1-P(H,)-P(H,)=1-0,002-0,015=0,983 .

Prislusné podmienené pravdepodobnosti P( 4| H,) T'ahko zistime z textu Glohy:
P(A)HO)ZO,OS; P(A\Hl):()ﬂ ; P(A‘HE)EO,,?J.

Teda postupne dostaneme:

P(H, | A)= P(H,)-P(4|H,) _0,04915 _ oo
: P(H,)-P(A|H,))+P(H,)-P(4|H)+P(H,) -P(4A|H,) 0,05505
Pl IA)_P(Hl)-P(A|H1): 0,0014 _ ' 1rey.
| P(A) 0,05505 |
P(H,)-P(A|H,
P(H,|A)= (H,) PLAIH,) _ 0,004 =0,0817 .

P(A) 0,05505

Priklad 7.15. Z 200 procesorov je 130 Standardnych a 70 mimoriadne; kvality.
/0 Standardnych procesorov bolo 80 vyrobenych na 1. stroji a 50 na 2. stroji, z procesorov
mimoriadnej kvality bolo 40 vyrobenych na 1. stroji a 30 na 2. stroji. Nahodne vyberame
jeden procesor. Nech jav 4 znamena, Ze vybrany procesor je Standardny a jav B, Ze bol
vyrobeny na 1. stroj1. Su javy 4, B vzajomne nezavisle?

Riesenie: Pouzijeme definiciu vzajomne) nezavislosti javov: dva javy 4 a B st vzdjomne
nezavisle prave vtedy, ked’ nastane aspon jeden z tychto Styroch pripadov:

P(A|B)=P(A) v P(B)=0 v P(B|4)=P(B) v P(A4)=0.

Poznamka: V d’alSom texte budeme vynechdvat privlastok ,,vzajomne® a budeme hovorit
0 nezavislych javoch.

130 120 30 30
V nasom pripade plati: P(4)=——, P(B)=—, P(4|B)=——, P(B| 4)=—.
pripade p () =255 PBI==00, A B) =0, PBA) =2
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Pretoze P(A| B)# P(A), P(B| A)# P(B), sujavy A, B zavisle.

Priklad 7.16. Nech nahodny pokus spoCiva vo vytiahnuti jednej karty zo sady 32 kariet,
nech 4 znamena jav, ze vytiahnuta karta je ,,srdcova™ a B nech je jav, ze vytiahnuta karta je
kral*‘. Aké su pravdepodobnosti javov 4, B, AN B? Su javy 4, B nezavisle?

RieSenie: Plati veta: Javy 4, B su nezavisle prave vtedy, ked” P(4)- P(B)=P(ANB).

8 1 4 1 I
V naSom pripade Pld)=—=—, P{B)=—=—, PlANB)=—=P(4)- PIB) =
pripade P(4)= =, P(B)=--=<, P40 B)=-==P(4) P8
javy A, B su nezavisle.
. . 1
Pravdepodobnost’ javu 4 podmienena javom B je P(A4| B)= P(A)= 7
Priamym vypoétom podla definicie podmienenej pravdepodobnosti bude platit to isté:
1
P(AnB) 3 1
plg|p)=240B 3 1
P(B) 4 4
32

Priklad 7.17. Kontrolny systém pozostava z troch nezavislych modulov. Pravdepodobnosti
zlyhamia jednotlivych modulov prn i1ste] operacii su postupne 0,05; 0,03; 0,07. Urcte
pravdepodobnost’ zlyhania modulov: a) vSetkych, b) Ziadneho, ¢) aspon jednc¢ho, d) nanajvys
dvoch.

RieSenie: Ozna¢me javy 4, 4,, 4,, ze zlyha prisluSny modul. Podl'a podmienok tlohy plati,
ze dané javy su nezavislé a tiez pozname pravdepodobnosti:

P(4,)=0,05 P(A4,)=0,03; P(4,)=0,07.

a) Plati veta: Systém javov 4, 4,,..., 4 ;n=2 je celkove nezavislym prave vtedy, ked je
splnend podmienka P(4 NA, N---MNA)=P(A) P(4,)-...-P(4).

Oznacme jav 4, Ze vSetky moduly zlyhaju. Plati: 4 =4, "4, N 4,.

Kedze javy A4,,4,,A, su nezavislé, pre pravdepodobnost ich prieniku bude platit™
P(A)=P(A, "A, "A,)=P(A4,)  P(4,) - P(4,)=0,05-0,03-0,07=0,0001.

b) Ozna¢me jav B, ze Ziaden modul nezlyha. Plati: B = AT1 ﬁA_Z M Z Ked'ze javy 4, 4,, A4,
su nezavisle, aj jJavy k nim opacne su nezavisle.

Plati teda: P(B) = P(4, N A, "N A4,)=0,95-0,97-0,93=0,8570.

¢) Oznacme jav C, Ze zlyha aspon jeden modul. Jav C je opacny k javu B, bude teda platit’:
P(C)=1-P(B)=1-0,8570=0,1430.

Pouzili sme jednu zo zakladnych vlastnosti klasickej pravdepodobnosti.

d) OznaCme jav D, ze zlyhaju nanajvys dva moduly, to znamend, Ze zlyhaja: ziaden (jav B)
alebo jeden (jav K) alebo dva moduly (jav L). Javy B, K, L su disjunktné (nemozu nastat’
suCasne). Pouzijeme vlastnost’ aditivnosti pravdepodobnostt. Ked'ze ide o zjednotenie
disjunktnych javov, plati vzt'ah: P /U A

\ 7
=Y P(4).
\i=1 /=l

Plati teda: P(D)=P(BUK UL)=P(B)+ P(K)+ P(L). Dalej plati:
K =(4 0 Ay OV AU N A A U4 N Ay O A,
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L=(A4 0 Ay 0 A)O(A N A, NA) U4 N Ay O A,

P(B)=08570; P(K)=0,05-0,97-0,93+0,95-0,03-0,93+0,95-0,97-0,07=0,1361;
P(L)=0,05-0,03-0,934+0,05-0,97-0,07+0,95-0,03-0,07 = 0,0068.

Potom bude: P(D)=0,8570+0,1361+ 0,0068 = 0,9999. Uloha sa da rie§it’ aj jednoduchsie

pomocou opacneho javu, pretoze plati, ze D = 4.

Priklad 7.18. Ziarovky st zapojené podl'a uvedenej schémy. Pri kaZzdej Ziarovke je uveden
pravdepodobnost’ jej poruchy. Uréte pravdepodobnost’ toho, ze z bodu X do bodu Y nebude
pretekat’ prud. '

C
R ®
0,1 0,3

X o—56—¢ D ¢ oY
0,2
0,2

E
0,4

4

>

4

)

Riesenie: Oznatme jav N, Ze z bodu X do bodu Y nebude pretekat’ prud. Dalej nech javy A4,
B, C, D a E znamenaju poruchu prislusnej ziarovky. Tieto javy su nezavislé.
Jav N mbzZeme zapisat' takto: N =AU (BUC)N(DNE)). Pouzijeme vety:

=  Systém javov 4, 4,,...,4A;n=>2, je celkove nezavislym prave vtedy, ked je splnena
podmienka P(4 NA, N---NA)=P(4) P(4,)-.... P(4).
« Aksystém javov 4, 4,,..., 4 ;n 22, je celkove nezavislym, tak

P(AUA, U UA)=1=P(4) - P(4,)-...-P(4).
Postupne dostaneme:
P(BUC)=1-P(B)-P(C)=1-0,9-0,7=0,37;: P(DNE)=P(D)-P(E)=0,2-0,4=0,08
P(BUC)N(DNE))=0,37-0,08=0,0296. Teda P(N)=1-0,8-(1-0,0296) = 0,22368 .

Priklad 7.19. V ur¢itom podniku sa podiel nepodarkov ustalil na 3 %. Za u¢elom kontroly sa

vyberie a preskusa 8 vyrobkov. Urcte:

a) aka je pravdepodobnost’ toho, ze je medzi nimi k=0, 1, 2, 3 nepodarkov?

b) najpravdepodobnejsi pocet nepodarkov vo vybere 300 vyrobkov pre 5 %-nu
nepodarkovost’ vyroby.

Riesenie: a) Kedze 1de o opakované nezavisle pokusy (resp. vyber s vratenim), moZeme

pouzit’ Bernoulliho vzorec:
/H\ k n—k

P”?p(k):\k/-p g ,prek=0,1,2,..,n kdeg=1-p.

V danom vzorci polozime rozsah vyberu n = 8, pravdepodobnost’ sledovaného javu p = 0,03

a pocitame pre k=0, 1, 2, 3.

Dostaneme postupne tieto vysledky: 0,7837; 0,1939; 0,0210; 0,0013.

b) Pre urCenie najpravdepodobnejsieho poctu (modusu) k, nepodarkov vo vybere pouzijeme

VZOrec: k, € < n-p—q;n-p+ p> .V naSom pripade dostavame:

ky € (300-0.05-0,95 ;300-0,05+0,05) =(14,05;15,05), a teda k, =15
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Ulohy:

7.1.
Uvazujme o Casti elektrického obvodu podl'a schémy na obrazku. Jav

A znamend, ze je vyradeny prvok a, kym jav By znamena vyradenie
prvku by, k£ = 1, 2, 3. Pomocou tychto javov vyjadrte jav C, ktory
znamena, Ze po zapojeni na elektricku siet’ preteka medzi bodmi M
a N prud.

[AU(B, "B, N\ B,)]

7.2.
Kol'kymi sposobmi je mozne:
a) vyzrebovat rozne Cisla lotérie ,, 5 zo 40 *, 1658 008]
b) postavit’ na policku desat’ réznych knih s ohl'adom na poradie, 1103 628 800]
c) zostavit’ Stvorciferné Cislo z Cislic 1, 2, 3; [81]
d) nakupit’ dva vyrobky vzhl'adom na ich druh, ked” v obchode ponukaju pat’ druhov; [15]
¢) obsadit prvé tri miesta v pretekoch s desiatimi ucastnikmi? [ 720]
7.3.

Na policke je ndhodne rozostavenych 20 rdznych knih, medzi ktorymi su 4 knihy
o poc¢itacoch. Aka je pravdepodobnost’ toho, Ze tieto 4 knihy su postavené vedl'a seba?
[1/285]

7.4.
Student chce telefonovat svojmu priatelovi, ale zabudol posledné dvojcislie jeho
telefonneho ¢isla. Pamaétal s1 vSak, ze tieto 2 Cislice su rozne a neparne. Zvohl 1ch teda
nahodne. Aka je pravdepodobnost’ toho, Ze 1ch uhadol? [1/20]

7.5.

Vume je 20 guli oCislovanych od 1 do 20. Gule sa postupne nahodne vytahuju bez
vratenia. Aka je pravdepodobnost’ toho, Ze pri prvych piatich tahoch bude poradie vzdy
totozné s ¢islom na vytiahnutej guli? [5,375-107"]

7.6.

Kazda ztroch krabic obsahuje 10 listkov ocislovanych od 1 do 10. Z kazdej krabice je
nahodne vytiahnuty jeden listok. Urcte pravdepodobnost toho, Ze sucet Cisel
na vytiahnutych listkoch je vac¢si ako 4. 10,996]

7.7.

Urcte pravdepodobnost’ toho, Ze pr1 hode dvoch hracich kociek padne: a) prave 1 Sestka, b)
aspon 1 Sestka, ¢) nepadne Ziadna Sestka, d) padnu obe Sestky, e) sucet bodov 9, f) stucet
bodov 6, g) nepadne sucet 10, h) sucet mensi ako 7, 1) sucet vacsi ako 10, j) sucet
deliteI'ny tromi, k) sucet deliteIny Siestimi.

_ 5 _

0 11 25 1 4 33 15 3 12 .6
“'—5b —,C _5d —,€), R mﬂh __5i R . _5;{ T
V36736936 V36936 36836 P36 V36 36 36

7.8.
Tn hracie kocky hodime stucasne a spocitame pocet bodov, ktory padol na vSetkych troch
kockach. Ktory zo suctov, 11 alebo 12, je pravdepodobnejS$i?  [Pravdepodobnejsi je sucet
11, pretoze ma 27 priaznivych moznosti, zatial Co sucet 12 ma len 25 priaznivych
moznosti. |

7.9.
Hra DOMINO obsahuje hracie kocky, na ktorych su 2 polia a v kazdom poli moze byt 0, 1,
... , 6 bodiek. Urte pravdepodobnost’ toho, Zze nahodne vybrana kocka z krabice
obsahujuce) hru DOMINO, pozostava z dvoch rovnakych poli. [7/28]
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7.10.
Na rovnakych listkoch su napisane cisla 2, 4, 6, 7, 8, 11, 12, 13. Nahodne sa vyberu

2 listky. Urcte pravdepodobnost’ toho, Ze zlomok zostaveny z tychto dvoch ¢isel mozno

kratit’. . [10/28]
7.11.

Mame 10 vstupeniek po 200 Sk, 3 vstupenky po 300 Sk a 2 po 500 Sk. Nahodne vyberieme

3 vstupenky. Uréte pravdepodobnost’ toho, ze aspon 2 ztychto vstupeniek budi mat

rovnaku cenu. 179/91]
7.12.

Aka je pravdepodobnost’ toho, Zze z troch nahodne vybranych useiek mozno zostrojit

trojuholnik, ak su dané usecky o dizkach 1, 3. 4.6, 8, 10 jednotiek? [6/20]
7.13.

Zo série 3 000 vyrobkov, medzi ktorymi je 150 chybnych, nahodne vyberieme na kontrolu

kvality 70 vyrobkov. UrCte pravdepodobnost’ toho, ze je medzi nnmi £ = 0, 1, ... , 10

chybnych.

10,0264;0,0998;0,1843,0,2222,0,1965;0,1360;0,0767;0,0362;0,0146;0,0051;0,0016]

7.14.
Pr1 kontrole kvality papiera vyberieme urcity pocet listov z balika, v ktorom sa nachadza

700 kusov. Aka je pravdepodobnost’ toho, ze vSetky vybrané listy su bezchybné, ak 6 %
listov v baliku obsahuje necistoty? Ulohu rieste pre vyber k = 2, 4, 6, 8, 10, 12 listov.
10,8835; 0,7803; 0,6889; 0,6080; 0,5364; 0,4730]
7.15.
Pocet bielych ako aj ¢iemych gul'dc¢ok v urne je 7. Urcte pravdepodobnost’ toho, ze medzi
Siestimi nahodne vybranymi gul'6Ckami bude prave k=0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 bielych gul'ocok.
10,0023; 0,0490; 0,2448; 0,4079; 0,2448; 0,0490; 0,0023 |
7.16.
Medzi 100 vyrobkami je 15 % nepodarkov. Na kontrolu kvality nahodne vyberieme 10
kusov. Vypocitajte pravdepodobnost’ toho, Zze medzi nimi bude najviac k = 1, 2, ... , 5

nepodarkov. 10,5375, 0,8295; 0,9592; 0,9937 ; 0, 9994]

7.17.
V zasielke je 8 kusov tovaru od dodavatela X a 12 kusov od dodavatela Y. Zakaznik

si nadhodne vybera 5 kusov. Uréte pravdepodobnost’ toho, Ze:
a) 3 vybran¢ kusy st od dodavatel'a X a2 od Y,

b) najviac 3 kusy su od X,

c) vsetky su od toho 1steho dodavatel'a,

d) aspoit 1 kusjeodY. - [a) 0,2384; b) 0,9422; ¢) 0,0547; d) 0,9964]
7.18.

V hre ,, KENO 10 hrac¢ tipuje 10 Cisel z osemdesiatich, pricom vyzrebovanych je 20 ¢isel.

Vypocitajte pravdepodobnost’ vyhry niektore) z prvych piatich cien. 0,0132]
7.19.

Zo sady 32 kariet nahodne vyberieme 5. Aka je pravdepodobnost’ toho, Zze medzi nimi budu

aspon 3 rovnake) farby? 10,3415]
71.20.

Urcte pravdepodobnost’ toho, ze ¢islo nahodne zvolené spomedzi celych Cisel 1 az 90
je deliteI'né:

a) Styrmi alebo piatimi,

b) dvoma alebo siedmimi,

c) dvoma alebo piatimi. [a) 36/90, b) 51/90, ¢) 54/901
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7.21.

Vypocitajte pravdepodobnost’ toho, Zze dvoma hracimi kockami hodime sucet:

a) VAaCSi ako 10 alebo delitel'ny Siestima,

b) 10 alebo sucet vicsi ako &,

¢) Vvacsi ako 8 a mensi ako 11 alebo neparny sucet,

d) vacsi ako 5 a mensi ako 8 alebo parny sucet,

[a) 8/36, b) 10/36, ¢) 21/36, d) 24/36]

7.22.

HadZeme 2 hracie kocky. Jav 4; znamena, Ze sucet bodov na oboch kockach je parne Cislo,

jav A, Ze sucet bodov je najviac 7 a jav A4s, Ze na jedne) kocke padla dvojka. Vypocitajte

pravdepodobnost’ zjednotenia tychto javov. [30/36]

7.23.
Pravdepodobnost’ toho, Ze Zenaty muz pravidelne spori je 0,6; pravdepodobnost toho,
ze vydata zena pravidelne spori je 0,5 a pravdepodobnost’ toho, ze vydata Zena pravidelne
spori, ak pravidelne spori jej muz, je 0,4. Urcte pravdepodobnost’ toho, zZe:
a) obaja pravideine sporia,
b) pravidelne spori Zenaty muz, ak pravidelne spori jeho Zena;
¢) aspoi jeden z manzelov pravidelne spori. [a) 0,24; b) 0,48; ¢) 0,86]
7.24.
Urna obsahuje 7 modrych a 3 ¢ervené spojovacie vodice. Nahodnym sposobom vyberame
postupne (bez vratenia) 3 vodice. Urcte pravdepodobnost’ toho, ze:
a) 2. vytiahnuty vodi¢ je modry, ak vieme, Ze 1. vytiahnuty vodi€ bol tiez modry;  [2/3]
b) 3. vytiahnuty vodi¢ je modry, ak vieme, ze 1. aj 2. vytiahnuty vodi¢ bol modry.  [5/8]

1.25.
Podl'a Statistickych tabuliek sa v istej krajine zo 100 000 zivo narodenych muzov dozije
desiatich rokov 96 590 a Sest'desiatich rokov 77 506. Vypocitajte pravdepodobnost” toho,
7e ak sa muz dozije desiatich rokov, dozije sa tiez Sest’desiatich rokov. 10,8024]
7.26.
Z vyrobkov uréitého druhu dosahuje 95 % predpisanu kvalitu. V istom zavode, ktory
vyraba 80 % celkove) produkcie, dosahuje predpisanu kvalitu 98 % vyrobkov. Urcte
pravdepodobnost’ toho, Zze nahodne vybraty vyrobok predpisane; kvality bol vyrobeny
v spominanom zavode. 10,8253]

7.27.
Statisticky bolo zistené, ze asi 30 % S$tudentov sa uéi priebezne pocas celého semestra.
Z nich ast 90 % urobi skusku v riadnom termine. Celkovo urobi skuSku v riadnom termine

asi 55 % Studentov. Aka je pravdepodobnost’ toho, Ze Student, UspeSny v riadnom termine,
Studoval priebezne? 0,4909]

7.28.
HadZeme dvoma hracimi kockami. Najdite pravdepodobnost’ toho, ze:
a) akna 1. kocke padla jednotka, sucet je prave 6;
b) akna I. kocke padla dvojka, sucet je vacsi ako 6;
c) ak na 1. kocke padlo pame cislo, sucet je vicsi ako 9. [a) 1/6, b) 1/3, ¢) 2/9]

7.29.
Skuska z uréitého predmetu ma 3 casti. Aby Student uspeSne urobil skusku, musi uspesne
urobit’ vSetky 3 Casti. Pravdepodobnost” uspechu v 1. ¢asti je 0,6. Pravdepodobnost’ uspechu
v 2. Castl, za predpokladu uspechu v 1. Casti je 0,75 a pravdepodobnost’ tspechu v 3. ¢asti,
za predpokladu, ZzZe obidve predchadzajuce casti bolt uspesné je 0,9. Aka je
pravdepodobnost’ uspesneého zlozenia skusky? 10,405]

50



7.30.
Dvaja robotnici vyrabaju tie 1sté vyrobky, pricom prvy vyrobi za smenu dvakrat viac ako
druhy. Pravdepodobnost” vyrobenia nepodarku je u 1. robotnika 0,02 a u 2. robotnika 0,01.
Zo skladu, kde su uloZené vSetky vyrobky, nahodne vyberieme 1 vyrobok. Akd je
pravdepodobnost’ toho, ze dany vyrobok nebude nepodarok? [0.9833]

7.31.
Do predajne dodavaju rovnaky druh tovaru 3 podniky. Podnik 4 dodava o 50 % viac
vyrobkov ako podnik B, podnik C dodava rovnaké mnozZstvo vyrobkov ako A.
Nepodarkovost’ vyroby podniku 4 je 2 %-na, podniku B 1 %-na a podniku C 3 %-na. Aka
je pravdepodobnost’ toho, Ze nahodne kupeny vyrobok v danej predajni bude bezchybny?
[0,9788]

7.32.
Z urny, ktora obsahuje 5 ¢iernych a 10 bielych guli, nahodne vyberieme 1 gul'u. Potom ju
vratime naspdt’ a pridame eSte 5 guli tej istej farby, akej bola vytiahnuta gula. Aka je
pravdepodobnost’ toho, ze gul'a vytiahnuta v druhom t'ahu bude biela? 12/3]

7.33.
V nadobe su medz1 dvadsiatimn gul'6¢kami s rovnakou pravdepodobnostou 0, 1, 2, 3
¢ervené. Ostatné gulocky su biele. Nahodne vyberieme z nadoby 5 gul'd6Cok. Aka je
pravdepodobnost’ toho, Ze je medzi nimi aspon 1 ¢ervena? [0,3246]
7.34.
V pravom vrecku mame 4 biele gul'6cky a 6 Ciernych, vIavom vrecku mame 3 biele
a 4 ¢ierne gul'ocky. Z praveho vrecka nahodne vyberieme 5 gul'6cok a dame ich do I'avého
vrecka. Potom z I'avého vrecka vyberieme 1 gul'ocku. Aka je pravdepodobnost’ toho. ze to
bude biela gul'6¢ka? 10.4167]
7.35.
V krabici je 12 loptiCiek, z nich je 9 novych. Pre 1. hru sa z krabice nahodne vyberu 3
lopticky, ktoré sa po hre vratia spdt. Pre 2. hru sa z tejto krabice opét’ vyberu 3 lopticky.
Aka je pravdepodobnost’ toho, ze vSetky 3 uz boli pouzite? 10.0593]
7.36.
V urcitey spoloCnosti je 40 % muzov a 60 % zien. Vysokych nad 180 cm je 35 % muzov
a 6 % zien. Nahodne vybrand osoba z danej spoloCnosti ma vySku nad 180 cm. Aka je
pravdepodobnost toho, zZe je to: a) Zena; b) muz? 1a) 0,2045; b) 0,7955]
7.37.
Dva automaty vyrabaju rovnaké vyrobky, pricom produktivita prvého je dvakrat vyssia ako
druhého. 1. automat vyraba priemerne 60 % kvalitnych vyrobkov, pricom 2. automat 84 %.
Nahodne bol vybrany 1 vyrobok, o ktorom kontrola zistila, Ze je kvalitny. Aka je
pravdepodobnost’ toho, Ze ho vyrobil: a) 1. automat; b) 2. automat? [a) 0,5882; b) 0,4118]
7.38.
Ista vyrobna chyba sa vyskytuje u 10 % chladniciek. Pr1 vyrobkoch, ktoré maja tuto chybu
dochdadza v zarucnej dobe k poruche s pravdepodobnostou 0,6; kym u ostatnych len
s pravdepodobnostou 0,01. Aka je pravdepodobnost’ toho, ze zakupena chladnicka ma
uvazovanu vyrobnu chybu, ak sa v zaru¢nej dobe pokazila? [20/23]
7.39.
Odhatky su kontrolované roéntgenovym pristrojom, ktory odhali chybu v odliatku
s pravdepodobnostou 0,98 a dobry odliatok oznaci za zly s pravdepodobnostou 0,001.
Chyba sa vyskytuje pri 0,3 % odhatkov. Aka je pravdepodobnost toho, Ze odliatok
oznaceny pristrojom za chybny, je naozaj zly? [0,7468]
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7.40.
Zakaznik vybera obraz zo skupiny desiatich ongmalov a dvoch kopi. Radi
sa s odbornikom, ktory rozozna original od kopie s pravdepodobnostou 5/6. Odbornik
tvrdi, Ze vybrany obraz je original. Aka je pravdepodobnost’ toho, ze je to skutocne
original? 10,9615]

7.41.
V 1stom podniku 35 % produkcie ur¢itého vyrobku vyrobi stro) 4, 20 % stroj B a ostatnu
dast’ produkcie stroj C. Stroj 4 vyrobi 1 % nepodarkov, stroj B 1,5 % astro) C 2 %
nepodarkov. Nahodne vybrany vyrobok bol nepodarok. Aka je pravdepodobnost’ toho,
7e ho vyrobil stroj: a) 4; b) B; ¢) C? [a) 0,2258; 5) 0,1935; ¢) 0,5806]

7.42.
Na skusobnych kartach je pripravenych 20 otazok. V skupine desiatich Studentov su traja
pripraveni vyborne (vedia zodpovedat’ 20 otazok), Styria vel'm1 dobre (vedia zodpovedat
16 otazok), dvaja dobre (10 otdzok) a jeden nevyhovujuco (5 otazok). Aka je
pravdepodobnost’ toho, ze Student, ktory na tri zadané otazky odpovedal spravne, bol

pripraveny vyborne (resp. vel'mi dobre, dobre €1 nevyhovujuco)? _

10,5787, 0,3790; 0,0406; 0,0017]

7.43.
HadZzeme dvoma hracimi kockami. Nech 4; znamena jav, Ze padne sucet deliteI'ny ¢islom
i,pre i = 2, 3, 4, 5. Rozhodnite o zavislosti, resp. nezavislosti vSetkych moznych dvojic
javov A;. [Javy A,, A3 su vzajomne nezavisle, ostatneé dvojice su zavisle. |

7.44.
Suciastka prechadza tromi operaciami opracovania. Pravdepodobnost’ toho, Ze bude
nepodarkom po i-tej operacii je p;, pre i = 1, 2, 3; p1 = 0,02; p» = 0,03; p3 = 0,02. Urcte
pravdepodobnost’ toho, 7Ze suciastka nebude nepodarok po troch operaciach,
ak predpokladame, Ze vzniknutia nepodarkov pr1 jednotlivych operaciach su nezavislé javy.
[0,9316]

7.45.
Tr1 skupiny Studentov sa nezavisle snazia vyrieSit ulohu. Pravdepodobnost’ vyrieSenia
ulohy prvou skupinou je 65 %, pre d’alSie skupiny st pravdepodobnosti 55 % a 70 %. Aka
je pravdepodobnost’ toho, Ze uloha bude vyriesena: a) vo vSetkych skupinach, b) vobec
nebude vyrieSena, c¢) aspon v jednej skupine, d) aspon v dvoch skupinach, e) viac ako
v jednej skupine? 1a) 0,2503; b) 0,0473; ¢) 0,9527, d) 0,6970; ¢) 0,6970]

7.46.
Mame 3 urny. Prva urna obsahuje 1 bielu a 2 ¢ierne gul’6¢ky, druhd urma obsahuje 3 biele
a1l Ciermu, tretia urna obsahuje 2 biele a 3 Cierne gul'docky. Z kazdej urny nahodne
vytiahneme jednu gul'6¢ku. Uréte pravdepodobnost’ toho, Ze: a) 2 gul'6cky budu biele a 1
¢ierna, b) vSetky budu rovnakej farby. [a) 23/60, b) 1/5]

7.47.
V kniznici su len technické a matematické publikacie. Pravdepodobnost toho, Ze si
lubovolny Ccitatel pozi¢ia technicku publikaciu je 0,7 a matematicka je 0,3. Urlte
pravdepodobnost’ toho, Ze z piatich po sebe nasledujtcich Citatel'ov s1 vSetei pozicaju len
technick alebo len matematicku publikaciu, za predpokladu, Ze kazdy z nich si pozicia len
jednu knihu. 10,1705]

7.48.
Ur¢ity vyrobok mozno vyrobit’ dvoma technologickymi postupmi. Pravdepodobnost’ toho,
z¢ vyrobok bude 1. kvality je pr1 1. postupe 0,8 a pr1 2. postupe je 0,7. Pomocou 1. postupu
vyrobime 2 vyrobky, pomocou 2. postupu vyrobime 3 vyrobky. Urcte pravdepodobnost
toho, Ze vSetky vyrobky budu 1. kvality. [0,2195]
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7.49.
Styria pretekari hadzu ostep nezavisle jeden od druhého. Prvy prekona 80 m hranicu

priememe v 80 % hodov, druhy v 70 % hodov, treti v 65 % hodov a Stvrty v 50 % hodov.
Urcte pravdepodobnost’ toho, Ze ak kazdy z nich vykona 1 hod, 80 metrova hranica bude

prekonana aspon raz. 10,9895 ]
7.50.
Do siete su zapojené odpory podl'a uvedene) schemy. Kazdy z nich sa pokazi s uvedenou
pravdepodobnost'ou. Uréte pravdepodobnost’ toho, ze siet'ou preteka prud. 10,4704]
Xo—¢
7.51.
Do siete su zapojené odpory podl'a uvedene] schémy. Kazdy z nich sa pokazi s uvedenou
pravdepodobnost’ou. Urcte pravdepodobnost” toho, Ze siet'ou preteka prud. 10,6966]
75, 0,1 0,2 0,5

Ziarovky si zapojené podla uvedenej schémy. Pri kazdej Zziarovke je uvedena
pravdepodobnost’ jej poruchy. Urcte pravdepodobnost toho, ze z bodu X do bodu Y nebude

pretekat’ prud. o o [0,482959]
0.1 0,2
(X e
X 0,2 Y

X OO—OX
0,3 0,25 0,3 0,5
1.53.

Pravdepodobnost’ toho, Ze basketbalista trafi do kosa je 0,7. Urcte:
a) pravdepodobnost’ toho, Zze basketbalista pr1 Siestich nezavislych hodoch aspon raz
trafi do koSa;
b) pravdepodobnost’ toho, Ze pri troch hodoch trafi do koSa aspon dvakrat;
¢) najpravdepodobnejsi pocet trafeni do koSa v seri1 dvadsiatich nezavislych pokusov.
[a) 0,9993; b) 0,784, c) 14]
7.54.
Urcte, ¢1 je pravdepodobnejSie vyhrat' s rovnocennym protivnikom (nerozhodny vysledok
hry neuvazujeme):

a) 2 zo Styroch alebo 3 zo Siestich stretnuti; [ 0,375 > 0,3125]
b) najmene) 3 zo Styroch alebo najmene) 5 z 0smich stretnuti. 10,3125 < 0,3633]
71.55.

Rozhodnite, kto ma vicSiu nadey vyhry, ¢&1 1. hrac¢, ktory ma zo Siestich hodov hracou
kockou aspon raz hodit’ Sestku alebo 2. hrac, ktory ma z dvanastich hodov hodit’ najmene;
dve Sestky alebo 3. hra¢, ktory ma z osemnastich hodov hodit asponn 3 Sestky.
[0,6651>0,6187 >0,5973; prvy hra¢ ma vicsSiu nade) vyhry ako druhy aten vacsSiu ako
treti]
7.56.

Z umny, v ktorej je 15 bielych a 5 Cervenych gul'dcok, sa n-krat taha po jednej gulocke,
pricom sa po kazdom tahu gul'6cka vrati spdt. UrCte najmensi pocet tahov, pri1 ktorom
bude pravdepodobnost” vytiahnutia aspon 1 cervene) gul'ocky vicsia ako 0,5. [3]
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8. Nahodna premenna (veli¢ina)
Rieseneé priklady:

Priklad 8.1. Pravdepodobnost’ toho, ze spotreba elektricke] energie v ur¢itom podniku pocas

pracovného dna prevySi planovanu spotrebu je rovna 0,3. Predpokladame, ze spotreba

elektrickej energie v uritom dni nezavisi od spotreby v predchadzajucich dnioch. Sledujeme

spotrebu elektrickej energie pocas jedne€ho tyzdna (5 pracovnych dni). Urcte:

a) pravdepodobnostni tabulku nahodnej premennej X — poctu pracovnych dni, pocas
ktorych spotreba elektrickej energie prevysi planovanu spotrebu;

b) distribuéni funkciu a jej graf,

c) Ciselné charakteristiky £(X), Mo(X), D(X) a 6(X);

d) pravdepodobnosti P(X < 3), P(X<3)a P(1 <X <4)

RieSenie: a) Diskrétna nahodna premenna X udava pocet pracovnych dni, poCas ktorych
spotreba elektrickej energie prevysi pldnovanu spotrebu a mdze nadobudat’ v tomto pripade

hodnoty x; = 0, 1, 2, 3, 4, 5. Mame vypocitat pravdepodobnosti P(X = x )= p. nadobudnutia
hodnot x;. Pretoze 1de o opakované nezavisile pokusy, mozeme pouzit’ Bernoulliho vzorec:

(n\ .
P, (k)= L p" g™, prek=0,1,2,...,n, kdeg=1-p.
\"/
V danom vzorci polozime n = 5, p = 0,3; k=0, 1, ... , 5; pricom hodnoty k£ nahradime

hodnotami Xi.
Pravdepodobnostna tabulka bude vyzerat’ takto:

xi| O 1 2 3 4 5
p; 10,168110,3601|0,3087|0,1323]0,028310,0024

1

b) Distribucna funkcia (CDF — Cumulative Distribution Function) nahodne] premenne) X je
definovana pre kazdé xe (-0, o0) vztahom F(x)= P(X <x). V pripade diskrétnej nahodne;
premenne] plati: F(x)= Z p..

Vypocitajme s1 hodnoty distribu¢nej funkcie pre dané x; =0, 1, 2, 3, 4, 5:
F(O)=P(X<0)=P(X =0)=0,1681;
F)=P(X<)=PX=0)+P(X =1)=0,1681+0,3601=0,5282, atd’.

Vysledok v tvare tabul’ky:

X O | ) 3 4 5
F(x)]0.1681]0.52820.8369] 0.9692 | 0.9976 | 10000

Na zaklade tejto pomocne) tabul'ky zostavime distribu¢nu funkcru:

0 pre  x<(

0,1681 pre0<x<]

0,5282 prel<x<?2

F(x)=<0,8369 pre2<x<3

0,9692 pre3<x<4

0,9976 pre4<x<5
1 S< X

\
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Graf distribu¢ne) funkcie:

F(x)
1,0000 J
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¢) Modus diskrétne] nahodne) premennej je definovany ako najpravdepodobnejSia hodnota
tejto nahodnej premennej. Na zdklade pravdepodobnostne) tabul’ky vidime, ze Mo(X) = 1.
Stredna hodnota E(X), disperzia D(X) a smerodajna odchylka o(X) sa vypocitaja dosadenim
hodnét z pravdepodobnostne) tabul’ky do vzorcov:

E(X):Zi:xj-p” D(X)-—*i(xi—E(X))z-pf, resp.  D(X)=E(X?)-(E(X)), kde

E(X*)=).x7p, o(X)=-/DX).
1=]
Dostaneme vysledky: E(X)=15; D(X)=1,05; 0(X)=1,0247 .

d) Plati: P(X <3)=P(X =0)+P(X =1)+P(X =2)=0,8369
P(X<3)=P(X=0)+P(X =1)+P(X =2)+P(X =3)=0,9692:
P1< X <4)=P(X =2)+P(X =3)=0,4410.

Priklad 8.2. Plocha ma tvar Stvorca, ktorého strana podla leteckych snimok je rovna 300 [m)].
Kvalita letecke) snimky je dana hodnotamu:
Chyba 0 m ma pravdepodobnost’ ... 0,42

T 10 M. 0,16
T 20 M 0.08
+ 30 M 0.05
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Predpokladame, ze chyba je rovnaka v x- aj v y-ovom smere. Urcte:
a) zakon rozdelenia pravdepodobnosti chyby (X),

b) strednu hodnotu E(X) a disperziu D(X),

c) strednu hodnotu a disperziu vel'’kosti strany tohto Stvorca (),
d) strednu hodnotu a disperziu obvodu tohto Stvorca (O),

e) strednu hodnotu plosSneho obsahu stvorca (P).

RieSenie: a) Zdkon rozdelenia pravdepodobnosti chyby, t.j.diskrétnej nahodnej premennej X,
bude dany pravdepodobnostnou tabul'kou:

x.[m] | 30 ] =20]-10] 0o | 10| 20 30 |
p. 10,05]0,08]0,160,42]0,16 [ 0,08 [ 0,05

Py gy

b) Stredna hodnota E(X) a disperzia D(X) sa vypocitaju podla vzorcov, uvedenych
v predchadzajucom priklade. Dostaneme vysledky: E(X)=0m, D(X)=186 m.

¢) Nech X, Y su nahodné premenné (nad tym 1stym pravdepodobnostnym polom) a nech a, b
su 'ubovol'né konStanty. Potom platia tieto vlastnosti strednej hodnoty:

(1) stredna hodnota konstantnej ndhodnej premennej 4 je E(4)=a,
2) E(a-X+bY)=a E(X)+b-E(Y),

(3) E(X -E(X))=0.

Dalej platia tieto vlastnosti disperzie:

(1) disperzia konstantnej ndhodnej premennej 4 je D(A) =0,

(2) D(c:z-X):ar2 -D(X),

(3) D(a-X+b)=a’-D(X),

(4) D(x)=E(x?)-(E(x))"

Strednu hodnotu a disperziu velkosti strany tohto Stvorca (S) vypocitame teda pomocou
tychto vlastnosti:

E(S)=E(X+300)=E(X)+300=300m , D(S)=D(X +300)=D(X)=186 m.
d) Podobne budeme pocitat’ strednu hodnotu a disperziu obvodu tohto Stvorca (O):

E(O)=E(4-5)=4-E(5)=4-300=1200m ,D(0)=D(4-5)=4"-D(5)=16-186=2976 m .
e) Pre strednu hodnortu ploSného obsahu Stvorca (P) plati:

2

D(S)=E(S*)—(E(S)) = E(P)=E(5*)=D(S)+(E(S))" =186+300% =90186 m’.

0, pre x <0
Priklad 8.3. Dana je funkcia F(x)=<a+b-cosx, pre 0<x<rm.Urlte:
o, pre X271

a) pre aké hodnoty a, be R je F(x) distribu¢nou funkciou spojitej nahodnej premenne; X,
b) hustotu pravdepodobnosti f(x),

¢) strednu hodnotu £(X) a disperziu D(X),

d) pravdepodobnostt P(O< X <7 /4) a P(X=1).

RieSenie: a) Distribucna funkcia F(x) spojite) nahodnej premenne] X je spojitd funkcia
na mnozine realnych ¢isel, teda aj v bodoch 0 a 7. Plati teda:
hm F(x)=0, m F(x)=a+b, hm F(x)=a-b, lim F(x)=1.

r—0 x—0" x—=7T X7
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h=——.

. . ]
Dostaneme rovnice a + b = 0,a— b = 1, odkial’ ziskame vysledky: a = 5 5

b) Hustota pravdepodobnosti f(x) je prvou derivaciou distribu¢nej funkcie f(x) = F'(x).

fl |
| —-sin x, pre xe<0,,7[)
Dostaneme vysledok: f(x)=12

0, pre X ¢ <0,7£)

i

L

c) Stredna hodnota E(X) a disperzia D(X) sa vypocitaju podl'a vzorcov:

P

EX)= [x f(dx, D(x)=E(x)-(EX)).

Dostaneme integraly, ktoré vypocitame metodou per partes:
1 i . 1 . ro .7Z' 2 1 i ) . 7[2
EF(X)=— |x-smxdx=—:|-x-cosx+smnx|, =—, E(X)=—- |x"-smx dx=-= 2.
(X)=5-] | == B = | :

( 0

2

Potom D(X) = Z - 2.

d) Pre spojitu ndhodnu premennu X plati vzorec pre vypocet pravdepodobnosti:

PlasX<bh)=Pla<X<bh)=Pla<X<h)=PlasX<b)= .[f(x)dx:F(b)—F(a).

1 142 1

T
Teda dostévameP(0<X<7z/4):l- jsinx abcr-—*-[—c‘osx]é1 = ————,
2 2 2 2 2

Pouzitim distribu¢ne) funkcie dostaneme rovnaky vysledok:

1 12 11

JHO<X<EFH:FM#®—FHD:E*E‘2 S +571=0,1464.

Pravdepodobnost” P( X = 1) = 0, pretoze 1de o spojitu nahodnu premennu.

: . . k- (4x—x"), pre xe (0, 2>
Priklad 8.4. Dana je tunkcia f (x) =+
L 05 pre X¢& (0j 2>

a) pre aku hodnotu £ € R je f(x) hustotou pravdepodobnosti nahodnej premennej X,
b) prislusnu distribucnu funkciu F(x). '

.IJréte:

Riesenie: a) Pre hustotu pravdepodobnosti plati tzv. normalizacna podmienka '[ f(x)dx=1.

— -7

2 4 |-
Odtial’ dostavame pre hl'adanu konStantu &: 1=%- j(4x — x3) de=k-|2x° =2 | =4k
0 - 4 10
Teda dostaneme, ze £ = %

b) Distribucnu funkciu F(x) najdeme na zaklade vztahu F(x)= J. f(¢) dr. Pocitame

postupne:
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= prex<0: F(x)=r'[0-dt=0,

0 X 13\ . x4
= pre 0<x£2:F(x)i.[0-dz‘+sz dt = :

0\

0 2 3 X
[
= pre x>2: F(x)=IO-dI+J./r dz‘+J.0-dt=l.

0\ 4 J
0, x<0
x.-? x4
Teda dostavame F(x) = T L x e (0, 2>.
1, x> 2

ﬁlohy:

8.1. Diskrétna nahodna premenna X je dana pravdepodobnostnou tabul'kou

x; i 0 [ | 2 3 4
pi 10,0256/0,15360,3456(0,3456] ps

Uréte neznamu hodnotu ps, strednu hodnotu, modus, disperziu a smerodajnu odchylku
nahodnej premenne) X.

[ps=0,1296; E(X) = 2,4; Mo(X) =2 a Mo(X) =3, D(X) = 0,96; o(X) = 0,9798]

——

| x, [ x [ 1 | 2] 3 |
p, 101102 p,]04

pricom plati D(X) =1 a x; <4, Urcte hodnoty x;, p3 a vypocitajte E(X), P ( X-151< 1).
x1=0,p3=0,3; E(X) =2, P=0,5]

8.2. Nahodna premenna X je dana pravdepodobnostnou tabul'kou

2

8.3.
V subore desiatich vyrobkov je osem 1. kvality a dva nepodarky. Vyberom bez vratenia je
nahodne vybranych 5 vyrobkov. Urcte:

a) pravdepodobnostni tabulku ndhodne) premenne; X — poltu vyrobkov 1. kvality

vo vybere,
b) ciselné charakteristiky £(X), D(X) a o(X).
x [3]4]5]
L ] | 4 0
a) 152 b EX)=4, DX)=—, o(X)==
P 50915 ‘ 3

8.4.
Sportovec vystrelil trikrat do teréa. Pravdepodobnost’ zasahu pri kazdom vystrele je 0,9.
Z.a kazdy zasah dostane 10 bodov. Urcte:

a) pravdepodobnostnu tabul'ku poctu ziskanych bodov (X),

b) strednu hodnotu a smerodajnt odchylku nahodnej premenne; X,
¢) strednu hodnotu a smerodajnu odchylku poctu zasahov (Y).

x. | 0 10 | 20 | 30 by E(X)=27,0: o(X)=5,1961

a I L I
) p; | 0,001 0,027 {0,243 | 0,729 c) E(Y)=2,70; o(Y)=0,5196

e,
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8.5.
V urne je 6 bielych a 4 ¢ierne gule. Z urny sa postupne vyberie 5 guli, pricom po kazdom
tahu sa gul'a vrati spét’. UrcCte:
a) pravdepodobnostni tabul'ku ndhodnej premenne] X — poctu vytiahnutych bielych guli,
b) distribuénu funkciu a jej gratf,
c) Ciselné charakteristiky E(X), Mo(X), D(X) a 6(X);

d) pravdepodobnosti P(X < 3), P(X<3), P(X>1)a P(l <X<4)

a)

0

1

2

3

iyl

—

4

l

J

].

.pI i

0,0102 |

0,0768

1

0,2304

— |

0,3456

0,2592 |

0.0778 |

o

0 pre  x<(
0,0102
0,0870
b) F(x)=<0,3174
0,6630
0,9222 pred4<x<5
1 5<x
Mo(X)=3, D(X)=12;
0,6630; 0,9130;

pre 0 < x <1
prel<x<2
pre 2 < x <3

pre3<x <4

C) E(X) =3,
d) 0,3174;

o(X)=1,0954
0,5760

Ml —

8.6.
V dvoch urnach je po 5 ocislovanych lopticiek. V 1.urne 2 lopticky maju ¢islo 1, 2 lopticky
¢islo 2 a 1 lopticka ¢islo 3. V 2.urne 3 lopticky maju Cislo 1 a 2 lopticky ¢islo 2. Z oboch
urien sa nahodne vyberie po jednej lopticke a vypocita sa sucin ich Cisel. Ziskane ¢islo
je nahodnd premenna X. Urcte jej: a) pravdepodobnostnu tabulku, b) distribu¢nu funkciu,
c) Ciselne charakteristiky £(X), Mo(X) a D(X).

xl112]3]4]6] _
I m ] !
o [T lio[3 (42
_p*' 25 1251252525
0 pre x <1
6
— pre 1<x<?2
25 * -
?— pre 2<x<3
b) F(x)=x >
o re 3<x<4
25 00
23
— pre 4<x<6
25
R 6<x
63
c) E(X):—z-—s-, Mo(X)=2, D(X)=2,0096
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8.7.

Sofér musi prejst cez 3 krizovatky riadené nezavislymi
Pravdepodobnost’ zastavenia na kazdej krizovatke je 0,6 nezavisle od ostatnych. Nahodna
premenna X je pocet krizovatiek, ktoré Sofér prejde na zelenu az do prvého zastavenia.

Urcte jej: a) pravdepodobnostnu tabulku, b) ¢iselné charakteristiky E(X), D(X) a o(X);

¢) pravdepodobnosti P(X < 2), P(X= 1), P(X>0), P(X20), P(X =2 3) a P(X > 3).

8.8.

0,

pre x<3

svetelnymi  signalmi.

X.

U 1

2

3

a)—
P;

0.6 | 0,24

0,096 |

0,064 |

Dana je funkcia F(x) =<ax—1, pre 3 <x<6. Urcte:

| 1,

pre x>0

L,

b) E(X)=0,6240; D(X)=0,8106; o(X)=0,9003

0)0,84: 0.4: 0,4; 1, 0,064; 0

a) pre aki hodnotu a € R je F(x) distribucnou funkciou nahodnej premennej X,
F(x)5

b) graf F(x),

¢) hustotu pravdepodobnosti f(x) a jej grat,

f(JC)=J

\.

l,3<x$6
3
0, x¢ (3j6>

14

0 3 6

d) pravdepodobnosti P(4 <X <5)a P(-1/2 <X <)),
e) stredna hodnotu E(X) a disperziu D(X),
f) ¢isla Cid(p také, 7€ P(XS C‘]) — 0305 d P(XS Cz) — 0,,,9

-

Dand je funkcia F (x)=<a-(x+5), pre

{

a) pre aku hodnotu ae R je F(x) distribuCnou funkciou nahodnej premennej X,  [a=1/7

0, pre x<-=35

I, pre x>2

b) hustotu pravdepodobnost1 7(x),

—5<x<2. Urlte:

-

1

¢c) pravdepodobnosti P(-2< X <2), P-6< X <1)a P(X =2).

8.10.

0,

4

pre x<0

Dana je funkcia F(x)=<a-(x’ —XT),, pre 0 < x £ J2 . Uréte:

L,

\.

60

pre X > J2
a) pre aku hodnotu g€ R je F(x) distribu¢nou funkciou nahodnej premennej X,

pre

—S5<x<£?2
inak ]
A .
s "6_: O
7] i

a=1/3]

[1/3, 2/3]
[4,5; 0,75]

[c1=3,15; ¢, =5,7]

la=1]



| 0, x<0
1 v 11w . X 2x
b) prisluSnu distribu¢nu funkciu F(x), F(x)= EREETE X € (O,, 3>
l, x> 3
c) <ciselné charakteristiky E(X), D(X) a o(X); 13/2, 0,45; 0,6708
d) pravdepodobnost P(1 £ X < ?2). [13/27]
8.15.
k
, . . —, x21 .
Dana je funkcia f(x) =9 4’ . Urcte:
0, x <1

a) pre aku hodnotu k£ € R je f(x) hustotou pravdepodobnosti nahodnej premennej X, [k = 3]

-

0, x<1
b) prislusnu distribu¢nu funkciu F(x), F(x)=x | ] >
_ L X | B i
c) dciselné charakteristiky E(X) a D(X), [1,5;0,75]
d) pravdepodobnost’ P(3/2 < X < E(X)). [11/54]
8.16.
o | rk-cos2x, xe(O,,Jr/4> )
Dana je funkcia f(x) =+ . Urcte:
0, xe (0, 7/4)
a) pre aka hodnotu k € R je f(x) hustotou pravdepodobnosti nahodnej premennej X, [k = 2
b) <iselné charakteristiky £(X) a D(X), Z ; , 0,0354
c) pravdepodobnost’ P(-3 < X' < m12). [0,5]
8.17.
Danj je funkcia f(x) obrazkom
f{x)
a
X
Urcte: 0 1 2
a) pre aku hodnotu a € R je f(x) hustotou pravdepodobnosti nahodne) premennej X,[a =1
b) ciselné charakteristiky E(X) a D(X), [1,1/6
i 0, x<0
2
. xe (0,1)
¢) prisluSnu distnbucnu funkciu F(x). F(x)=x 2 :
-52—--2x-—1, xe (1,2)
_ 1, x>2 )
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9. Niektoreé rozdelenia pravdepodobnosti
Riesené priklady:

Priklad 9.1. Vyrobny podnik expedoval zasielku, ktora obsahovala 100 procesorov.
Pravdepodobnost’ toho, Ze sa jeden procesor cestou poskodi je 0,05 (nezavisle od ostatnych).
Vypocitajte:

a) pravdepodobnost’ toho, ze sa pocCas prepravy nepoSkodi viac ako 5 procesorov,

b) strednu hodnotu a disperziu poctu poskodenych procesorov pocas prepravy,

¢) najpravdepodobne;jsi pocet (modus) poSkodenych procesorov pocas prepravy.

RieSenie: Nech n € N, p € (0,1). Diskrétna nahodna premenna X ma binomické rozdelenie
pravdepodobnosti s parametrami » a p prave viedy, ked':

» jej obor hodnoét je H(X)={0,1,2,...,n},

(17 )
» P X=x)=| |-p -(I-p)" ", prekazdé¢ xe {0,1,2,...,n}.
\ A
Pouzivame oznacenie X ~ bino(n, p).

O bimomickom rozdeleni hovorime naj€astejSie v suvislost1 s Bernoulliho vzorcom.

a) Nech vnaSom priklade nahodna premenna X znamena pocet poSkodenych procesorov
pocas prepravy a nech F(x) je jej distribu¢na funkcia, X ~ bino(n,p), kde n = 100 a p = 0,05.
Pocitame pravdepodobnost’

7100 100
P(X<5)=F(5)= 100 -0,05”-0,95"™ + 00 0,05"-0,95” +---+ 00 0,05°-0,95" = 0,6160
L0 N L9 )
b) Pre vypoclet strednej hodnoty a disperzie pouzijeme vztahy: E(X)=n-p, D X)=n-p-q.
Po vycisleni dostavame vysledky: E(X)=100-0,05=5, D(X)=100-0,05-0,95=4,75.

¢) Pre urCenie najpravdepodobnejsicho poctu (modusu) poSkodenych procesorov pocas
prepravy pouzijeme vzorec Mo(X)e < n-p—q ; n-p+ p), kde g = 1 — p. V naSom pripade

dostdvame: Mo(X)e (100-0,05-0,95 ;100-0,05+0,05) =( 4,05;5,05), a teda Mo(X)=5.

Priklad 9.2. V dieln1 sa vyrobilo 1 000 kusov vyrobkov, znich je 50 kusov chybnych.

Vypocitajte:

a) pravdepodobnost’ toho, Ze medzi 100 nahodne vybranymi vyrobkami bude prave 10
chybnych;

b) strednu hodnotu a disperziu poctu chybnych vyrobkov medzi 100 vybranymu.

RieSenie: Nech M, K, n € N, kde n £ M a K £ M. Diskrétna nahodna premenna X ma
hypergeometricke rozdelenie pravdepodobnosti s parametrami M, K, »n prave vtedy, ked’:

» jej obor hodnét je H(X)={max{0,n—-M +K},.... mn{K, n}},

/K\ (M — K

" P(X:x):\x/(\;\_x/,Jprekaidé xe H(X).

\ 1)
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Pouzivame oznacenie X ~ hyge(M, K, n).
O hypergeometrickom rozdeleni hovorime najCastejSie v suvislostt s vyberom bez vratenia.

a) Nech v naSom priklade nahodna premenna X vyjadruje pocet chybnych vyrobkov medzi
100 nahodne vybranymi, X ~ Avge(M, K, n), kde M =1 000, K =50 an=100.
Pocitame pravdepodobnost.

(50 (950"
10/ { 90
P(X =10)=~—2""2=0,0138.
(1000}
100
b) Pre vypoclet strednej hodnoty a disperzie pouzijeme vztahy:
K [ \ .
EX)=n-—, D(X):M =0 K)n K.
M M-1\ M) M

Po dosadeni obdrzime vysledky E(X) =5 a D(X) =4,2793.

Priklad 9.3. V priebehu jednej hodiny pride na benzinove Cerpadlo priemerne 90 zakaznikov.
Pocet zakaznikov za urity Casovy interval sa riadi Poissonovym rozdelenim, ktorého
parameter je priamo umerny dlzke intervalu. Uréte pravdepodobnost toho, Ze za 4 mintty
pridu: prave dvaja zakaznici, aspon jeden zakaznik, najviac dvaja zakaznici, aspon dvaja
zakaznici.

RieSenie: Nech 4 > 0. Diskrétna nahodna premenna X ma Poissonovo rozdelenie
pravdepodobnosti s parametrom A prave vtedy, ked’:

* jej obor hodnot je H(X)=4{0,1,2,...} = N U {0},

x =4
. P(sz):/1 T pre kazde xe N U{0}.
X!

Pouzivame oznacenie X ~ poiss(A).
Pre Ciselné charakteristiky platia vztahy: E(X) = A4, D(X)=Aa o(X) = JA

Pocet 1mpulzov za sty Casovy interval, pochadzajicich zréznych nahodnych zdrojov,
zvycajne posudzujeme ako nahodnu premennu s Poissonovym rozdelenim.

Nech nahodna premennd X udava pocet zdujemcov o sluzby Cerpadla v priebehu 4 minut

a nech F(x) je jej distribu¢na funkcia, X ~ poiss(A), E(X)=A = 9264 = 6.
Dané pravdepodobnosti pocitame podl'a uvedeného vzorca:
62 6 ¢ -6
P(X =2)= ; :—1--?-:0,0446; PIX21)=1-P(X =0)=1 0 O? =0,9975;
| e |
0 6 1 6 g2 -6
P(X£2):P(X:0)+P(X:1)+P(X:2):F(2):6OT +61’e —|-6; :—%%5—-2
. . | e
=0,0620;
6" - 6 -e°
PIX22)=1-P(X<2)=1-PX<H)=1-F() =1 =0,9826 .

0! I
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Priklad 9.4. Pravdepodobnost’ zasahu atomoveho jadra casticou v urychl'ovaci pri jednom

pokuse je 0,001,

a) Aka je pravdepodobnost’ toho, ze pr1 5 000 pokusoch bude jadro zasiahnuté viac nez 5-
krat a menej nez 10-krat? Ulohu rieste pomocou binomického a Poissonovho rozdelenia
a obidva vysledky porovnajte.

b) Vypocitajte stredni hodnotu, disperziu a smerodajnu odchylku po¢tu zasahov jadra.

RieSenie: Aproximacia binomického rozdelenia pomocou Poissonovho rozdelenia:

. . ’ w 2’
Ak 4 > 0 je konStanta a ak pre prirodzene 7 ozna¢ime p=— ,g=1—p, tak
7
/]/1\ ZI .e_ﬂ'
lim p g = ,prex=20,1, ...
nsee\ X x!

Aproximacia je vhodna, ak je n 2500 a p <0,05.

a) PoCitame pravdepodobnost P(5< X <10)=P(X =6)+ P(X =T7)+ P(X =8)+ P(X =9).
Pouzitim binomického a Poissonovho rozdelenia dostaneme tieto vysledky:
0,35228381100059 2 0,35221128786073.

b) Ciselné charakteristiky neaproximujeme. Pre vypolet strednej hodnoty. disperzie
a smerodajnej odchylky nahodnej premennej X pouzijeme vztahy:

EX)=n-p,DX)=n-p-q, oX)=-n-p-q.
Dostaneme tieto vysledky: E(X) =5, D(X) =4,9950 a o(X) = 2,2349.

Priklad 9.5. Cestujtci mdze prist’ na zastavku elektricky v 'ubovol'nom okamihu. Uréte:

a) dlzku intervalu medzi nasledujucimi spojmi, ak pravdepodobnost’ toho, Ze cestujici bude
¢akat’ aspon 4 minuty je 0,6;

b) strednu hodnotu, disperziu a smerodajnu odchylku doby ¢akania na spoj [min.];

¢) distribuénu funkciu doby ¢akania na spoj,

d) pravdepodobnost’ toho, ze doba ¢akanmia bude kratSia ako 2 minuty.

RieSenie: Nech a, b € R, a < b. Spojita nahodna premenna X ma spojité rovnomerné
rozdelenie pravdepodobnostt na intervale {(a,b) prave vtedy, ked je; hustota f/ je urCena

| ' h, xe<a,b> o
predpisom f(x) =+ , pre nejake 2> 0.
0, x¢<a,b>

Pouzivame oznaCeme X ~ unif(a,b).

-

0 ak x<a
1 . . —
Plati: /= — distribu¢na funkcia F(x)=x z ! , ak a<x<b, strednd hodnota
- ak x>0b
+b —b) .
E(X) = ! - disperzia D(X ) = (a 12b) . Parametre rozdelenia su a, b.

Spojté rovnomerne rozdelenie pravdepodobnosti ma ndhodna premenna, ktore; hodnoty sa
mozu vyskytovat len vistom ohraniCenom intervale, prniCom pravdepodobnost toho,
z¢ hodnota sa vyskytne v i1stom podintervale tohto intervalu, je umema jeho dlzke.
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a) Nech nahodna premenna X znamena dobu c{akania na spoy [min.], X ~ wunif(ab),
kde parameter a = 0 a parameter b je neznamy. Podl'a podmienky ulohy plati (priCom mame
na zreteli, Ze nahodna premenna je spojita):
P(X24)=0,6 > P(X<4)=P(X<4)=F4)=04.

4 4-0

Dosadime do vzorca pre distribu¢nu funkciu: 0 = 0 = b =10.

Teda interval {(a,b) = (0,10).

b) Stredna hodnota, disperzia a smerodajna odchylka sa vypocitaju podl'a uvedenych vzorcov

E(X) :9_210 =5, D(X)= & Izb)z -—}19;- _—_—.—2;, o(X) = j :/% = 13\;; ~ 2,8868.
0 x <0

¢) Distribucnd funkcia: F(x) = % 0<x<10.
hl x>10

d) Ked’ze nahodna premenna X je spojita, pre dani pravdepodobnost plati:

P(X <2)=P(X <2)=F(2) :-1% =0,2.

Priklad 9.6. Zivotnost klicovej suciastky istého zariadenia ma exponencialne rozdelenie

so strednou hodnotou 300 hodin. Urcte:

a) pravdepodobnost’ toho, Ze nahodne vybrana suciastka bude mat" zivotnost dlhSiu
ako 320 hodin;

b) taku hodnotu ¢, pre ktorih mozno s pravdepodobnostou P = 0,25 oCakavat’, Ze Zivotnost
suciastky bude dlhsia ako ¢ hodin.

RieSenie: Nech Ae R, A>0. Spojita ndhodnd premennd X ma exponencialne rozdelenie

pravdepodobnosti s parametrom A prave vtedy, ked’ jej hustota £ je urc¢ena predpisom

—X

7,, x20

N
f(x)=471°
LO

. ox<0

Pouzivame oznacenie X ~ exp(/A).

0 , x<0
Plati: F(x)= . CEX)=1a DX)= 1"

l—e*, x20

Doba cakanmia na prvy vyskyt istej udalosti ma exponencialne rozdelenie, ak intenzita
mozneho vzniku tejto udalosti je stale rovnaka.

a) Nech X znamena Zivotnost’ suciastky [hod.], X ~ exp(4), E(X) = A = 300. Mame vypocitat

pravdepodobnost:
~320 -320

P(X >320)=1-P(X <320)=1-F(320)=1—(1—e ™ )= ¢3® =(,3442

b) Pre danu hodnotu P = 0,25 mame pocitat’ takeé ¢, pre ktoré plati:

—~1

0,25=P(X >1)=1-P(X <t)=1-F(t) =™
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Odtial’ dostivame 3;’0 ~1n0.25, ateda 7=-300-1n0,25=415,8883.

Priklad 9.7. Meraci pristroj je zat'aZzeny jednak systematickou chybou 5 metrov, jednak

chybou nahodnou. Nahodné chyby maju normalne rozdelenie so smerodajnou odchylkou

10 metrov. Urcte:

a) pravdepodobnost’ toho, zZe chyba jedného merania bude v hraniciach od 7 do 12 m;

b) pravdepodobnost’ toho, Ze chyba jedného merania nebude vécsia ako 15 m;

c) pravdepodobnost’ toho, Ze chyba jedného merania bude vécsia ako 9 m;

d) pravdepodobnost’ toho, Ze absolutna hodnota chyby jedného merania nebude vicsia
ako 10 m;

¢) pravdepodobnost’ toho, Ze chyba jedného merania sa nebude liSit od strednej hodnoty
o viac ako 2 m;

f) pravdepodobnost’ toho, Ze chyba jedného merania sa bude liSit" od stredne) hodnoty o viac

ako 3 m;
g) hornu hranicu chyby jedného merania, ktora nebude prekrocena s pravdepodobnostou 0,9;

h) taku hodnotu & Ze¢ pravdepodobnost toho, Ze chyba jedného merania sa nebude liSit
od strednej hodnoty o viac akog, je 0,5.

RieSenie: Nech 1, 0 € R, o> 0. Spojita ndhodna premenna X ma normalne (Gaussovo)
rozdelenie pravdepodobnosti s parametrami 4 a ¢ prave vtedy, ked’ jej hustota f je urCena

1 - 1_(.::—;1

< #)
e
ON2T
nebudeme uvadzat'.

Pouzivame oznacenie X ~ norm(L, G).
Ak Y ~ norm(0,1), tak hovorime, Ze nahodna premenna Y ma normované normalne

rozdelenie. Jej hustota pravdepodobnosti je dana predpisom @(y) = : e 7 a distribucnd

J2r

y S
funkcia predpisom @(y) = \/;_ Ie > du pre kazd€ y € R. Distribu¢ne funkcie ' a @ nie su
T

predpisom f(x)= ) , pre kazdé x € R. Predpis pre distribu¢ni funkciu F

elementame. Hodnoty distribucne) funkcie @ su tabelovang.
A - U
o

Nahodnd premenna X ~ norm(i,0) sa substituciou Y = prevedie na normovanu

nahodnu premennu Y ~ norm(0,1).

Plati:

« E(X)=u,DX)=0",0X)=0, E(Y)=0, D(Y)=0(Y)=1;
" O(-y)=1-D(y) a D(y)-P(-y)=2-P(y)—-1, pre kazde y € R;

(v g )
r F(x)=d XK , pre kazde x € R;
\ O
/b—,u\ /a—y\
* P(asX<bh)=Pla<X<b)=Pla<X<b)=P(asX<b)=0 o ,}

pre I'ubovol'ne a < b;
o

» P(|X-ul<e)=2-@
O

—1, pre Fubovolné £> 0.
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Chyba pri udrZani istého priestorového alebo kvantitativneho ciela, ¢asto napr. v hromadne;
vyrobe, sa zvycajne posudzuje ako normadlne rozdelenie. Casto vystupuje normalne rozdelenie
ako limitny pripad inych rozdeleni pravdepodobnosti.

a) Nech nahodna premenna X znamend chybu merania v metroch, X ~ norm(i, ¢). Stredna
hodnota je rovna chybe systematickej, teda £ = 5 a smerodajnad odchylka o= 10.

Po¢itame dana pravdepodobnost, pricom hodnoty distribu¢ne) funkcie @ vyhl'adame
v tabul'kach, resp. pouzijeme vhodny softver, napr. MATLAB:

(12-5) _(7-5"

P(1< X <12)=F(12)-F(7)=® —® — ®(0,7) - D(0,2) =
N LU A

=(,75804-0,57926 =0,1788.

(155
b) Analogicky: P(X <15)=F(15)=® Lt =®(1)=0,8413.
. . 10
(9-5"
¢c) PIX>9)=1-P(X<H=1-FO9)=1-0 " =]1-®(0,4)=1-0,65542=0,3446.
\ /
10=5) (~10=5)
d) P(lX’SlO)zP(—lOSXSlO):(I) 10-> ) 10=3 =®(0,5)-P(—-1,5) =

. 10 /U 10
= B(0,5) = (1-@(1,5)) = 0,69146—1+0,93319 = 0,6247 .

()
e) P(| X —u|<2)=2-® % ~1=2-@(0,2)-1=2-0,57926—1=0,1585.
(10,
(3
) P(X~p|>3)=1-P(X~p|<3)=1-2.@| = |+1=2-2:0,61791=0,7642.
AV,

g) Mame vypocitat’ hornu hranicu ~ chyby jedného merama v metroch pre dani hodnotu
pravdepodobnosti:

(-5 _
0,9=P(X<h)=F(h) = (il I 5:@'1(0,9):1,28155 — h=17,8155.
.10 10
(e
h) 0,5=P(| X -pu|<e)=2-®| — |-1 =
10
(e }
=) - =0,75 = €=10-®7(0,75)=10-0,67449 = 6,7449 .
10

Priklad 9.8. Nech nahodna premenna X ~ norm(i, o). UrCte parametre 4 a o, ak plati
P(X <70)=0,95 a P(X <80)=0,99.

Riesenie:

S TR [ QN — 7))
=) 099= P(X <80) = F(80) = D] 24

Plati: 095=P(X <70)=F(70)=® |
. O ) . O

Dostaneme sustavu rovnic . odkial’ vvpocditame nezname parametre &/ a o :
p)

Dl 07(0,95)=1,64485 £ =07(0,99) =2,32635 =
O O

— u+1,64485-0 =70, wu+2.32635-0=80 = u=45,8640a o= 14,6736.
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Ulohy:

9.1.
Viacrocnym pozorovanim stavu hladiny velke; rieky vurCitej oblasti sa zistilo,

ze pravdepodobnost’ jarnych zaplav tejto rieky je 3/14. Urcte:
a) strednt hodnotu, disperziu a modus poctu zaplav pre najblizsich 70 rokov;
b) pravdepodobnost’ toho, Ze tychto zaplav bude aspon 6.
[a) E(X) =15, D(X) = 11,7857; Mo(X) =15, b) 0,9989]
9.2.
Uspesnost’ zasahov ciel'a istého $portovca dosahuje 65 %. Uréte:
a) pravdepodobnost’ toho, ze pr1 dvadsiatich nezavislych vystreloch bude ciel’ zasiahnuty
najmenej sedemkrat, ak sa pr1 d’alSej strel'be podmienky nezmenia;
b) strednu hodnotu, disperziu a modus poctu zasahov do ciela v tejto seéri1 pokusov.
[a) 0,9985; b) E(X) =13, D(X)=4,55; Mo(X) = 13]
9.3.
Vel'koobchodny sklad zasobuje 20 obchodov. Od kazdého z nich méze prist v priebehu
dia objednavka s pravdepodobnost'ou 0,6 nezavisle od ostatnych obchodov. Urcte:
a) strednu hodnotu, disperziu a modus poctu objednavok za den;
b) pravdepodobnost’ toho, ze v priebehu dna pride aspon 5 objednavok;
¢) pravdepodobnost’ toho, Ze v priebehu diia pride aspon 6, ale najviac 9 objednavok.
[a) E(X) =12, D(X) =4,8; Mo(X)=12, b) 0,9997; ¢) 0,1259]
94.
Uréte pravdepodobnost’ toho, ze v sérii 100 nezavislych hodov hracou kockou padne
Sestka:
a) 10-krat; b) aspon 25-krdt; c) ani raz; d) najpravdepodobnejSi pocet Sestiek v tejto sérn
pokusov a pravdepodobnost’ toho, ze padne prave tento pocet Sestiek.
[a) 0,0214; ) 0,0217; ¢) 1,2075-107°; d) 16; 0,1063]

9.5.
V hre ..5 zo 40 urcte:
a) pravdepodobnost vyhry prvej ceny, [1,5197-107°]
b) pravdepodobnost’ vyhry niektorej z prvych troch cien, 10,0093 ]
¢) strednu hodnotu a disperziu poctu uhadnutych ¢isel.  [E(X) = 0,6250; D(X) = 0,4908]
9.6.

Zo serie 2 000 vyrobkov, medzi ktorymi je 120 chybnych, nahodne vyberieme na kontrolu
kvality 40 vyrobkov. Urcte:

a) pravdepodobnost toho, ze medzi nimijex =0, 1, ..., 5 chybnych;

b) pravdepodobnost’ toho, ze poCet chybnych vyrobkov vo vybere bude aspon 6;

¢) strednu hodnotu a disperziu poctu chybnych vyrobkov vo vybere.

a) 0,0821; 0,2140; 0,2695; 0,2186; 0,1283; 0,0581;
by 0,0294; ¢) E(X)=2,4. D(X)=2,2120

9.7.
V priebehu jedne) hodiny zapoji manipulantka v telefonnej ustredni priemerne 80 hovorov.
UrcCte pravdepodobnost” toho, ze v priebehu 30 sekund, poc€as ktorych sa v miestnosti
nenachadza:
a) nebude volat’ an1 1 ucastnik;
b) bude volat’ aspon 1 ucastnik;
¢) budu volat’ aspon dvaja ucastnici. (a) 0,5134; b) 0,4866; ¢) 0,1443]
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9.8.

Do predajne pride za hodinu priememe 120 zakaznikov. PoCet zakaznikov za urCity casovy

interval sa riadi Poissonovym rozdelenim, ktorého parameter je priamo tmerny dlZzke

intervalu. Urcte, aka je pravdepodobnost’ toho, Ze za 2 minuty pridu:

a) prave dvaja zakaznici,  b) najviac dvaja zakaznici, c) aspon dvaja zakaznici,

d) aspon jeden zdkaznik,  ¢) aspon Styna zakaznici, f) najviac Styria zakaznici.

[a) 0,1465; b) 0,2381; ¢) 0,9084; 4) 0,9817; ¢) 0,5663; /) 0,6288]

9.9.

V Inland Empire Telephone zistili, Ze na iste] linke prichadza v priemere 3.2 hovorov

za minutu. Najdite:

a) pravdepodobnost’ toho, ze pocas nasledujuce; minuty pride na tejto linke 5 hovorov;

b) pravdepodobnost’ toho, ze pocas nasledujucej minuty pride aspon 5 hovorov;

¢) pravdepodobnost’ toho, ze pocas nasledujucich dvoch minut pride 5 hovorov.

|a) 0,1140; ) 0,2194; ¢) 0,1487]

9.10.

Urc¢ita radioaktivna latka vyzaruje priemerne 80 castic za hodinu. Urcte pravdepodobnost

toho, ze v priebehu 1 minuty vyziari latka:

a) x=20,1,..,10 castic; b) viac ako 3 Castice,

¢) najviac & castic, d) viac ako 3 Castice, ale najviac & Castic.

1)0,2636; 0,3515; 0,2343; 0,1041; 0,0347; 0,0093; 0,0021; 0,0004; 0,0001;1,2899-10°;
p)4,6494-107%;  ¢)9,9999-107;  d)0,0465.

iy, —

9.11.
Na poStovom urade maji byt inStalované automaty na predaj poStovych znamok, ktoré
po vhodeni prisluSne; mince vydaji behom desiatich sekund ziadant znamku.
Predpokladame, Z¢ v dobe najvdcSej frekvencie bude chciet’ pouzit’ automat v priemere
6 0sOb za minutu.
a) Aka je stredna hodnota poctu zauyjemcov o poStovu znamku v priebehu desiatich
sekund?
b) Aka je pravdepodobnost’ toho, Ze v priebehu desiatich sekund pridu traja zaujemcovia?
c) Aka je pravdepodobnost’ toho, ze zaujemcovia budu aspon dvaja?
d) Kolko automatov by sme mali inStalovat, aby bol zdujemca obslizeny okamzite
s pravdepodobnostou aspon 0,957 la) 1; b)0,0613; c) 0,2642; d) 4]
9.12.
Plniaca linka naplni do fl'aSe viac ako 0,7 / mineralnej vody s pravdepodobnost'ou 0,6.
Aka je pravdepodobnost’ toho, ze medzi 2 000 tI'aSamiu:
a) ani v jednej nie je menej ako 0,7 [?
b) aspon polovica obsahuje viac ako 0,7 /?
¢) Najdite najpravdepodobnejsi pocet thas obsahujucich viac ako 0,7 / mineralnej vody.
d) Aka je odpovedajuca pravdepodobnost™

[Binomické rozdelenie v ulohach a), b) aproximujeme Poissonovym rozdelenim.
a) 4,8805-107" ; ) 0,99999999871184; ¢) 1 200; d) 0,0182]

9.13.

Hodnota dielika voltmetra je 10 V. OdCitanie sa uskutocnuje so zaokruhlenim na najblizsi
cely dielik stupnice. Urcte disperziu chyby zaokruhlemia a pravdepodobnost toho,
z¢ absolutna hodnota ndhodnej chyby, ktorej sa zaokruhlenim dopustime, bude mensia
ako 2 V. 125/3; 0,4]
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9.14.
Trolejbusy MHD premavaji v patminutovych intervaloch. Isty cestujici moze prist
na zastavku srovnakou pravdepodobnostou v Ilubovolnom okamziku medzi dvoma
odchodmu.

a) Aka je stredna hodnota a smerodajna odchylka doby ¢akania [min.] na trolejbus?

b) Aka je pravdepodobnost toho, ze doba ¢akania bude kratSia ako 1 minuta?

c) Aké su intervaly premavania trolejbusov, ked smerodajna odchylka doby cakania
5 5.J3 1

na trolejbus 1e —«5? a)2,s; :b)—: )15
jous je ) ” )5 )

9.15.
Dizka cesty [km], ktorG auto prejde az do prvej poruchy, je nihodnou premennou
s exponencialnym rozdelenim pravdepodobnosti a strednou hodnotou 5 000 km. Urcte:
a) distribu¢nu funkciu ndhodnej premenne;j X,
b) pravdepodobnost’ toho, ze sa auto pokazi skor nez prejde 5 000 km;
¢) pravdepodobnost’ toho, ze auto prejde bez poruchy viac ako x = 6 000, 7 000, § 000,
9 000, 10 000 km.

p— —t

0, x<0
a) F(x)= Cx . b)0,6321;
l—e 2 x20

1 ¢)0,3012; 0,2466; 0,2019; 0,1653; 0,1353

9.16.
Vyrobné zariadenie ma poruchu v priemere raz za 2 000 hodin. Doba bezporuchového
chodu ma exponencialne rozdelenie. Vypocitajte:
a) pravdepodobnost’ toho, Ze doba bezporuchoveho chodu bude kratsia ako 1 000 hodin;
b) taka hodnotu ¢, Ze pravdepodobnost’ toho, ze doba bezporuchoveého chodu bude dlhsia
ako 7 hodin, je 0,99. [a) 0,3935; b) 20,1007]

9.17.
Doba obsluhy zakaznika ma exponencialne rozdelenie so smerodajnou odchylkou 7 minut.
Vypocitajte pravdepodobnost’ toho, ze zakaznik bude obsluzeny do =3, 6, 9, 12 minit.
10,3486; 0,5756; 0,7235; 0,8199]
9.18.
Doba obsluhy zakaznika ma exponencialne rozdelenie pravdepodobnosti. Aka by mala byt
stredna hodnota doby obsluhy, aby bol zdkaznik obslazeny do 5 minut
s pravdepodobnostou P =0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,97
[7;2135; 5,4568; 4,1529; 3,1067; 2,1715]
9.19.
Doba 7zivota urCitej] elektronicke; suciastky sa riadi exponencidlnym rozdelenim
so smerodajnou odchylkou 1 000 hodin. Vypocitajte stredni hodnotu a smerodajnu
odchylku poltu tych suciastok, ktor¢ budu mat zivotnost' dlhSiu ako 1 500 hodin,

pri vyrobe 100 suciastok. 22,3130; 4,1634]

9.20.
Pr1 vyrobe kaprolaktamu sa Ziada, aby bod tuhnutia bol ztervalu 67,2 — 69,9 °C.
Pr1 skuSkach vel'kého mnozstva tlias kaprolaktamu sa zistilo, Ze bod tuhnutia ma normalne

rozdelenie so strednou hodnotou g = 67,7 °C a smerodajnou odchylkou o = 0,3 °C.
Stanovte % fliaS kaprolaktamu, pn ktorych lezi bod tuhnutia mimo pozadovaného

intervalu. 14,78 %]
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9.21.
Dlzka rarok ma normalne rozdelenie so strednou hodnotou # = 400 cm a smerodajnou

odchylkou o = 10 cm. Zo zasielky inStalacnych rirok je nahodne vybrana jedna rurka.

Vypocitajte:

a) pravdepodobnost toho, Ze dizka nahodne vybranej rurky bude vi&sia ako 405 c¢m:

b) pravdepodobnost’ toho, Ze sa dlzka nahodne vybranej rurky nebude lisit' od strednej
hodnoty o viac ako 1 cm;

¢) homt hranicu 4 dlzky néhodne vybranej rarky, ktora nebude prekrocend
s pravdepodobnost'ou 0,95; |

d) taku hodnotu &, Ze pravdepodobnost’ toho, Ze sa dizka nahodne vybranej rirky nebude

liS1t’ od strednej hodnoty o viac akoeg, je 0,5.
[a) 0,3085; b) 0,0797; ¢) 416,4485; d) 6.,7449]

9.22.
Nahodna premenna X sa riadi normalnym rozdelenim norm(l, o). Urlte parameter o, ak
plati, ze P(|X ~1|<0,5)=0,5. [0,7413]
9.23.

a) Aka je pravdepodobnost’ toho, Ze dizka skrutky, vyrobenej na istom stroji, sa nebude
li§it od jej strednej hodnoty o viac ako 2 mm, ak vieme, Ze tato dl¥ka ma normalne
rozdelenie so strednou hodnotou 71 mm a smerodajnou odchylkou 1,5 mm?

b) Na inom stroj1 bola vyrobena skrutka dlha 65 mm. Vieme, Ze smerodajna odchylka
dizky skrutky vyrabanej na tomto stroji je 2,5 mm, ale nepozname jej strednti hodnotu.

Aka je pravdepodobnost’ toho, Ze tato stredna hodnota sa neliSt od dosiahnutej hodnoty
65 mm o viac ako 5 mm? la) 0,8176; b) 0,9545]

9.24.
Dlzka automaticky vyrabanych skrutiek je nahodna premenna X, ktord méa normalne

rozdelenie so strednou hodnotou x# = 20 mm (¢o je normovana dlzka) a so smerodajnou

odchylkou o = 0,1 mm. Odberatel' ocakava dodavku » = 50 000, 800 000, 1 000 000
skrutiek. Urcte stredni hodnotu poctu skrutiek, ktoré budi mat’ pozadovanu dlzku 20 mm

s pripustnou toleranciou * 0,2 mm. 147 725; 763 600; 954 500]

9.25.
Pri kontrole sa prijimaji vietky vyrobky, ktorych dizka presahuje 77 cm. Bolo zistené,

7e stredna hodnota dizky vyrobku 2= 75 ¢cm a smerodajna odchylka o= 5 cm. Uréte:
a) pravdepodobnost toho, ze vyrobok, ktory presiel kontrolou, je dlhsi nez 80 cm;
b) kolko vyrobkov dlhSich nez 80 cm mozeme ocakévat’, ak na kontrolu bolo prijatych

1 000 kusov ? [a) 0,4604; b) 460]

9.26.

VySka nahodne vybraného dospeleho muza je nahodna premenna s normalnym rozdelenim
so strednou hodnotou 176 c¢m asmerodajnou odchylkou 6 cm. Vypocitajte
pravdepodobnost’ toho, Ze z dvoch ndhodne vybranych muzov aspon jeden bude mat vysku
presahujucu 182 cm. 10,2921]
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10. Nahodné¢ vektory
RieSené¢ priklady:

Priklad 10.1. Je dana pravdepodobnostna tabul'ka diskrétneho nahodného vektora (X,Y):
Y\X | 2 4 6

1 0k 2.k
3k 2k k

7 12k 0 k

a) konStantu £,

b) marginalne pravdepodobnosti Pi(x;) a Pa(y)),
c) stredné hodnoty E(X) a E(Y),

d) disperzie D(X) a D(Y),

e) kovananciu k(X ,Y) akorelacny koeficient p(X Y ),}

. Urcte:

f) kovarianénu maticu K,

g) ¢1su nahodné vektory X, Y nezavisle.

RieSenie:

a) Nech (X,Y) je diskrétny nahodny vektor soborom hodndt H (X , Y )gH (X )x H (Y ),
kde H(X)={x,x,...x,} a H(Y)={»,».,V,} su obory hodnét nahodnych
premennych X a Y. Pravdepodobnosti P(X =x,,Y =y,)=P(x,,y,)= p, nahodneho vektora
(XY) nazyvame zdruZené pravdepodobnosti. KonStantu k vypocCitame na zaklade

normalizacnej podmienky ZZ p, =1.

j=1 i=l

Dostavame teda 3k + 3k + 4k =1, odtial’ £ = il

10
b) Pre marginalne pravdepodobnosti nahodnych premennych X a Y vektora (X.Y) plati:

R(x)=) p, pre x,€ H(X) a P(y))=) p, pre y,€ H(Y).
j=1 i=1

Pravdepodobnostné tabulky jednotlivych premennych X, ¥ budu teda:

Xi 2 4 6 Vi 1 3 7
Px)l 03 | 03 | 04 lP0)] 03 | 04 | 03

c) Stredné hodnoty vypocitame podla vzorcov platnych pre jednu diskrétnu nahodnu
premennu:

E(X)= Zx;,ﬂ (x,) a E(Y)= ny F,(y,) . Dostaneme vysledky E(X) = 4,2 a E(Y) = 3.6.
j=l

=]
d) Disperzie mézeme pocitat’ podl'a vzorcov platnych pre jednu diskrétnu nahodnu premennu:
7 2 -
D(X)=E(X?)-(E(X)) a D(Y)=E(r*)-(E(Y)) .
Dostaneme vysledky D(X) = 2,76 a D(Y) = 5,64.

e) Kovarianciu (korelacny moment) vektora (X,Y) vypocitame na zaklade vzorca:
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k(X,Y)=E(X-Y)-E(X)-E(Y), kde E(X-Y)=> > x,-y,-p,. Korelacny koeficient

i=] j=I

vektora (X,Y) je dany vzt'ahom:
k(

p(X.Y)= £
" Jp(x)- DY)

Tieto charakteristiky poskytuju informaciu o vzt'ahu medzi premennymi X a Y. Kovariancia
moze nadobudat’ hodnoty zintervalu (-eo, o) aje vdcSinou len pomocnym nastrojom
pre merani¢ intenzity vztahu medzi dvoma premennymi. NajpouzivanejSou mierou tesnosti
linearneho vzt'ahu je korelaény koeficient, ktory nadobuda hodnoty z intervalu (-1, 1). Ak je
jeho hodnota rovna * 1, ide o priamu, resp. nepriamu funkénu linearmu zavislost. Ak je

k(X,Y)=0, ndhodné premenné X a Y eSte nemusia byt nezavislé. Hovorime, ze su
nekorelovane.
E(X-Y)=2-1-0+4-1-01+6-1-02+2-3-0,1+4-3-0,2+6-3-0,1+2-7-02+4-7-0+
+6-7-01=134.

—1,72

Potom k(X,Y)=13,4-4,2-3,6=-1,72 a p(X,Y)= VR

=-0,4359.

(k(X,X) k(X.,Y)) [ D(X) k(X,Y)
K(Y,X) k(Y.Y)) \K(X,Y) D) )

f) Pre kovariancnu maticu plati: K =

(2,76 —172
—1,72 5,64

V naSom pripade dostaneme K =

g) Plati: Ak su nahodné premenn¢ X, Y nezavisle, potom A(X,Y) = 0. V naSom pripade
je k(X,Y)#0, teda X, Y st zavisié.

Ulohu mozeme riesit’ aj inak.

Plati: Nech (X,Y) je diskrétny nahodny vektor so zdruZenymi pravdepodobnostami p;
a s marginalnymi pravdepodobnostami Pi(x;) a P»(y;). Nahodné premenné€ X, Y su nezavislé

prave vtedy, ked” p, = F(x,)- F,(y,) pre vSetkyx, € H (X ) a y,e H (V).
V naSom pripade plati, ze P(X =2,Y =1)=0# F(2)- £, (1)=0,3-0,3. Teda X, Y st zavis/e.

Priklad 10.2. Je dana hustota pravdepodobnosti spojitého nahodného vektora (X,Y):

[ h
k-(-;f#;-), xe(0,2), y€(0,3)
0. inde

. Urcte:

flx,y)=+

\

a) konstantu &,

b) marginalne hustoty pravdepodobnosti fi(x) a f2(y),
c) stredn€ hodnoty E(X) a E(Y),

d) disperzie D(X) a D(Y),

e) kovarianciu k(X,Y),

fy ¢1sulX, Y nezavisle.
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RieSenie: a) KonStantu & vypoCitame na zaklade vlastnosti  zdruzenci  rnmoiorn
pravdepodobnosti spojitého nahodn¢ho vektora (X, Y): ” f(x,y)dxdy=1.
RE

Teda pocitame dvojny integral:

k-
I
]

(W

(2 y\ h 3] 2 ) 3 2}/\ yz
1:k'fj(—+-—— dx dy:k-j' = dy":k-f(1+— ay=k-|y+=—1| =6-k,
o\2 3 I S I ; 3 ] 3,
odkial’k::l.

6

b) Na zaklade vztahov f (x)= J. f,y)dy,xe R, f,(y)= J. f(x,y)dx, ye R, vypoCitame

marginalne hustoty pravdepodobnosti f1(x) a f2(y):

1
f](x):]'l_/1+:1_’_\dy:fz.(x+l), prexe<032>
AN k 0, inde

A
21/ (1 (. 2
fz(y)=f-—-1—- £+l\*dx:4g'\1+g'y/:pr€ye(0:,3>
00 A2 3 | 0, inde

c) Stredné hodnoty mozeme pocitat podla vzorcov platnych pre jednu spojitu nahodnu

premennit: E(X) = [x- f;(x)dx a E(Y) = |y- f,(»)dy.

Dostaneme teda:

1 %, L[ T 7 1 ]f 2y2\ 1 _yz v 7
EX)=— {x" +x)dx=—"| —A =—,FE(Y)=—- + dy=—+|—+— = —.
()040[( o= 545 SR | e L S

- J0 - ey

d) Disperzie mozeme pocitat’ podl'a vzorcov platnych pre jednu diskrétnu nahodnu premenna:
2

D(x)=E(X?)-(E(X)) a D(Y)=E(Y*)-(E(Y))"
Dostaneme vysledky D(X)=11/36 a D(Y)=11/16.

¢) Kovarianciu vypocitame na zaklade vzorca:
k(X,Y)=E(X-Y)-E(X)-E(Y),kde E(X-Y)= [[x-y- f(x,y)dxdy.
RE

Dostaneme teda: £ (X Y ) =

] - (2 x- xv\ \ ] ° _x3 chyﬁ;3 ] - ) | | y3_3
=—. |y- 2 dy |dy=—- |y | —+ dy=—|2y+y)dy=—-|y" +—| =2.
6Jy\;(2 3//3260])/_6 6_0y90J(y y)yg_y 7|
Potom k(X,Y)=2 [ 1.
6 4 24

I) Plati:

Nech (X.,Y) je spojty nahodny vektor so zdruZenou hustotou pravdepodobnosti f(x.y)
a s marginalnymi hustotami pravdepodobnosti  f,(x), f,(v). Nahodné premenné X, Y su

nezavisle prave vtedy, ked” f(x,y)= f (x)- f,(y) skoro vSade.



Ak existuje taky bod (xg,v0) €R’ , Ze funkcie fx,y) a f,(x)- f,(y) su vtomto bode spojité
a f(xo,y0) # f,(x,) /> (v,), potom su ndhodne premenne X, Y zavisle.

V naSom pripade plati, Zze f(x, y)=—-

l (x y

6 \2 3

Teda X, Y su zavisle.
MozZeme rozhodnut’ aj na zaklade vypocitane] kovaniancie. Pretoze v naSom pripade plati,
ze k(X,Y)#0, buda X, Y zavisie.

Ijlohy:

10.1.

—

10.2.
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42 ¢ﬁ(x>-f2<y)-—-§<x+n%(1= 2,

\

3 )

Je dana pravdepodobnostna tabul’ka diskrétneho nahodného vektora (X,Y):
Y "\X| -1 0 1

a)k=01; b)

r

k01 0,735. Urcte:

0,05 0,3 0,1

konstantu &,

marginalne pravdepodobnosti Pi(x;) a Pa(y)),
stredne hodnoty E(X) a E(Y),

disperzie D(X) a D(Y),

kovarianciu k(X Y ) a korelany koeficient p(X Y ),

¢1 su nahodné vektory X, Y nezavisle.

X

I

-1 0 1 y, | 2

4 ¢)0,3; 2,9; d)0,51; 0,99;

|

|

R(x) 0,15 0,4 0,45 P(y;) | 0,55 0,45

e)—0,17; —0,2392;

1) zavislé

Je dana hustota pravdepodobnosti spojitého nahodného vektora (X, Y):

a, v oblasti M

J(x,y)=- :

0, mimo oblasti M

kde M je vnutro trojuholnika s vrcholmi {0,0],[2,0],[2,2]. Urcte:

a)
b)

c)
d)

c)
)

konStantu a,

marginalne hustoty pravdepodobnosti f1(x) a f2(»),
stredne hodnoty E(X) a E(Y),

disperzie D(X) a D(Y),

korela¢ny koeficient p(X,Y),

¢1su X, Y nezavisle.

] 4 2 2
a)—: c¢)—,—; d)—
)2 )3 3 )9
X
—, xe(0,2
b)fl(x)=< ) < >
0, inde

2 1
,—,  €)—; zavisle
; )2 /) ¢
Ly
| —=, 1ve(0.2
 L(y)=9 2 0.2
\ O, 1l




11. Matematicka statistika
Riesené priklady:

Priklad 11.1. Zo zdkladného suboru s normalnym rozdelenim, kde je znamy rozptyl
o’ =0,06, sme urobili ndhodny vyber s realizaciami: 1,3; 1,8; 1,4; 1,2; 0,9; 1,5; 1,7. Urcte:
a) 95 %-ny obojstranny interval spol'ahlivosti pre strednu hodnotu,

b) 90 %-ny l'avostranny interval spol’ahlivosti pre strednil hodnotu,
c) 99 %-ny pravostranny interval spol'ahlivosti pre stredni hodnotu.

RieSenie: a) S pravdepodobnostou 1-a bude obojstranny interval spolahlivosti (IS)
pre stredntt hodnotu g ureny relaciou, pricom smerodajni odchylku ¢ pozname :

— O _ 0]
HE x—yl_,{-——-— 3X+y£_£.__— :

Jn Jn

Do daného vzorca dosadime potrebné hodnoty: rozsah vyberu n = 7, smerodajna odchylka

O = \/0,, 06, vyberovy priemer x = 1 Z x, =1,4; hladina vyznamnosti & =1-0,95=0,05;
H

=1

kvantil normovaneho normalneho rozdelenia y | =y, 4, =1,95996.
a0

2

Hl'adany IS bude £ € (1,2185; 1,5815).
b) Hladany [lavostranny IS skoeficientom spolahlivostti 1-a uréuje relacia
(pricom smerodajnu odchylku o pozname):
— O \
U € <x-—-—ylua 7; , m/.
Do daného vzorca dosadime: n=7, 0 =4/0,06, x =14 a y, = Voo = 1,28155.
Hl'adany IS bude g€ (1,2814 ; o).

¢) Hradany pravostranny 1S s koeficientom spolahlivosti 1-a urCuje relécia
(pricom smerodajnu odchylku ¢ pozname):

[ c

HE \"m , X T Vg ?/’Z‘)

Do daného vzorca dosadime: n =7, 6 =+/0,06, x=1,4 a Vicw = Yooo = 2,32635.
Hl'adany IS bude £ € (—oo; 1,6154).

Priklad 11.2. V predchadzajucom roku bol v osemdesiatich obchodnych organizaciach
priemerny podiel zasob financovany bankovym uverom 68 %, priCom smerodajna odchylka
tychto podielov bola 4 %. Zistite, aky pocet obchodnych organizdcii treba z ich celkového
poctu vybrat, aby bolo mozn€ odhadnut’ priememny podiel zasob, financovany bankovym
uverom v beznom roku, s presnostou *2 % aso spolahlivostou 0,9, ak predpokladame,

7e sa variabilita (rozptyl) nezmenila.

Riesenie: Mame urcit’, pre aké najmensie ne N bude s pravdepodobnost'ou 0,9 platit’:

X-u|<0,02 & pe(x-0,02;x+0,02).
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/ predchadzajiceho prikladu vieme, ze obojstranny IS pre stredna hodnotu g na hladine
vyznamnosti ¢, pricom smerodajnu odchylku ¢ pozname, je urCeny reldciou:

< = In

O
Potrebujeme také n, Ze pre polomer intervalu plati y , -—= < 0,02 s pravdepodobnostou 0,9.

1—7 i

et

Plati, ze 0=0,04; a=1-0,9=0,1 akvantil y _=y,, =1,64485. Teda dalej dostaneme:
e
2

49 -0,04
0,04 <002 o N 1,6449-0,0

Jn ' 0,02

Priklad 11.3. Predpoklada sa, Ze spotreba rozpustadla pre naterové hmoty ma normalne
rozdelenie. Na dvanastich nahodne vybranych vzorkach bola zistena spotreba a vypocitany

1,6449 - & n2108228 & n=11.

vyberovy priemer ¥ = 14,3060 a modifikovany vyberovy rozptyl s™ =0,3270. Najdite:
a) 95 %-ny obojstranny interval spol'ahlivosti pre strednu hodnotu spotreby rozpustadia,
b) 90 %-ny pravostranny interval spol'ahlivosti pre strednu hodnotu,

c) 99 %-ny l'avostranny interval spol'ahlivosti pre strednu hodnotu,
d) 95 %-ny obojstranny interval spol'ahlivosti pre smerodajnu odchylku.

RieSenie: a) V naSom pripade je neznama smerodajna odchylka ¢ zékladného suboru, teda
s pravdepodobnostou 1—-a bude obojstranny IS pre strednu hodnotu £ urCeny relaciou:

_ s _ s
e (X —1 =, X+t = ).
H < 1—5;”-1 \/; === \/;>
Do daného vzorca dosadime: n = 12, x =14,3060:s" =+s* =0,5718; a = 1-0,95 = 0,05
a kvantil Studentovho 7-rozdelenia ¢ =1).975.1, = 2,2010.

=2 -l
)

Dostavame u € (13,9427 ; 14,6693).

b) Pre pravostranny 1S pre strednt hodnotu 4 na hladine vyznamnosti ¢, pricom smerodajnu
odchylku o nepozname, plati relacia:

/ .
_ S
pE| =, Xtt, --—-—>-
\ Vn

Do daného vzorca dosadime: n = 12, ¥ =14,3060:s" =+/s” =0,5718: a = 1-0.9 = 0.1
akvantl #_, _ =1,,, =13634.

Dostavame € (—o ; 14,5311).

¢) Pre [avostranny IS pre strednu hodnotu 4 na hladine vyznamnosti a, pricom smerodajnu

odchylku o nepozname, plati relacia:

S A

J'ue _x__t]—a,ﬂ&li_? |-
N

Do daného vzorca dosadime: n =12, x =14,3060 ;s  =vs" =0,5718: = 1-0,99 = 0.01
akvanul 7, =t 4, =2,7181.
Dostavame ¢ € (13,8573 ; o0).
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d) S pravdepodobnostou 1—a bude obojstranny IS pre smerodajnu odchylku ur¢eny relaciou:

—1).- 5™ —1). ¢*?
e (7 )Sj(nj)s

2 2
\ A \ Ao
| —. -1 — . n—1

n

St

Do daného vzorca dosadime: n = 12, s =0,3270, o= 1-0,95 = 0,05 a kvantily chi-kvadrat
rozdelenia y° , = Yoo751 =21,9200; ¥, = Xios 1 =3,8157.

1_"“",.3?"1 "’",H—l

2 )

Po vycisleni dostdvame o€ (0,4051 ; 0,9709).

Priklad 11.4. V laboratériu bol merany percentualny obsah medi, vedl'ajSej primesi, v iste)
zliatine. Vysledky merani su v tabul’ke (z; je triedny znak, t. j. stred triedneho intervalu /; a »;
su intervalové frekvencie):

z 1300333613942 45]48
m ] 4 | 7 12182113 6

Predpokladame, ze vyberovy subor sa riadi normalnym rozdelenim. Najdite:
a) 99 %-ny pravostranny interval spol'ahlivosti pre rozptyl obsahu medi v danej zliatine,
b) 95 %-ny l'avostranny interval spol'ahlivosti pre rozptyl obsahu medi v danej zliatine.

Riesenie: a) S pravdepodobnostou 1-a bude pravostranny IS urCeny relaciou:

2 / (}'/Z“"l)"g}k:2 >

o]0, -
\ Za,n—l

- $ I < _
Do daného vzorca dosadime: n:an =81, s = -Z(xf-ux)z-nf =0,2183; a = 0,01

i=l n—1 5
a kvantil chi-kvadrat rozdelenia Zé,m = Z(iUI;SU =53,540.
Po vycisleni dostavame o € (0;0,3261).
b) S pravdepodobnostou 1-a bude [avostranny IS uréeny relaciou:

~1)- ¢*2 )
c;\"?e<(rZ )5 , oo |

2
ZI-(Z,H-—l /

Dosadime:
n=2381, s =0,2183; = 0,05 a kvantil chi-kvadrat rozdelenia ¥, ,, = Xoos.50 =101,88.

Po vyéisleni dostavame o € (0,1714 ; o).

Priklad 11.5. Pn1 tradicnom spOsobe opracovania strojovych suciastok sa dosahovali

priemern¢ hodnoty 4,4 1stej kvalitativnej vlastnosti so smerodajnou odchylkou ¢ = 0.4.
Pokusne sa zavadza nova, lacnejSia metdéda opracovania suciastok, ktorou opracovali 20
suciastok a dosiahli sa takéto vysledky: 4,5; 4,3; 4,1; 4,9; 4,6; 3,6; 4,7; 5,1, 4,8; 4,0; 3,7; 4.,4;
49; 49; 52; 5,1; 4,7, 4,9; 4,6; 4,8. Na hladine vyznamnostt a = 0,05 testujte hypotézu
H,:u=44 proti H, :u>4,4,zapredpokladu normalneho rozdelenia vyberového suboru.

RieSenie:
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» Pouzijeme Y-test zhody strednej hodnoty # so zndmou konStantou g, priCom ¢ pozname.
Budeme testovat’ nulovu hypotézu H,: 1 =4,4 prot1 alternativne) hypotéze /1, : 1 > 4.4,

. . - X —
kde 1y = 4,4. Pouzijeme testovaciu charakteristiku Y = s n.
o

» Pouzijeme hladinu vyznamnosti a = 0,05.

= Vycislime hodnotu testovacej charakteristiky z hodnot Statistickych dat. Do uvedeného

_ 1
vzorca dosadime potrebn¢ hodnoty: n = 20, 1y = 4,4; 0= 0,4 a x :-——'fo =4.59.

Ho o
Dostaneme vysledok Y =2,1243,

 Hypotézu Hy nezamietame, ked’ bude platit’ Y ¢ K, priCom pre kriticku oblast v tomto

pripade plati K, =(y,_,,). PouzZijeme kvantil normovaného normalneho rozdelenia

Viw = Voos = 1,64485 . Teda kritické oblast bude K, =(1,64485; ).

» Pretoze Y e K_, hypotézu Hy zamietame v prospech alternativy H,.

Priklad 11.6. Meral sa percentualny obsah cinu vo vzorkach rudy. Vysledky su v tabulke (z;
je triedny znak, t. j. stred triedneho intervalu /; a »; su intervalove frekvencie):

2. 130135[40145]50]55[60]65]70]75
nl4l6!81|15[25/20181715]2

[

Predpokladame, Ze obsah cinu ma normalne rozdelenie. Na hladine vyznamnosti a = 0,05
testujte hypotézu H,: 1 =50 proti H, : it #50.

RiesSenie:
» Pouziyjeme f-test zhody strednej hodnoty g so znamou konStantou fy, pricom
o nepozname. Budeme testovat’ nulovu hypotézu F, : 4 =350 prot1 alternativnej hypotéze

H, :pt# 50, kde 1o = 50. PouZijeme testovaciu charakteristiku 7 = u —;uo n.
S

* Pouzijeme hladinu vyznamnosti = 0,05.

»  Vycislime hodnotu testovace) charakterlstlky z hodnot statlstlckych dat. Dosadime:

n:anzl()O, ty = 50, X Zx n =511 a s Z(x -X)*-n,=10,115.

Dostaneme vysledok 7= 1,0875.

* Hypotézu Hy nezamietame, ked” bude platit’ 7¢ K, pricom pre kriticka oblast’ v tomto

[ N )

pripade plati K, 6 =| —oo, —f Uttt ., e |. Pouzijeme kvantil Studentovho
N ]—5,, H—lj N 1—53 n—Il )

rozdelenia ¢ =1lg75.00 = 1,9842 . V tabulkach vtomto pripade by sme nasli len

l—~ r—1
9

=

aproximovant hodnotu 1,96. Dostaneme K, =(—cc ; —1,9842)1(1,9842 ; o).

» Pretoze ¢ K, hypotézu Hy nezamietame.

Priklad 11.7. Presnost nastavenia automatického obrabacicho stroja je charakterizovana
disperziou dlZky suciastok. Ak je tito hodnota vi¢sia ako 20 mm-, automat treba znova
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nastavit. Meranie kontrolnych suciastok dalo ticto vysledky [mm]: 792, 803, 790, 804, 801,
803, 798, 799, 806, 797, 802, 796, 802, 801, 798, 799, 806, 809, 797, 803. Posud’te, ¢1 treba

urobit’ nové nastavenie, ak &= 0,05. Predpokladame norméine rozdelenie vyberového suboru.
RiesSenie:
« Pouzijeme y’-test zhody rozptylu o so znamou konstantou O-QZ. Budeme testovat’ nulovu

hypotézu H,:0° =20 proti alternativnej hypotéze H, 0% > 20, kde gy = 20. Pouzijeme
Fl— 1 S*z
o

testovaciu charakteristiku y~ =

= Pouzijeme hladinu vyznamnosti &= 0,035.

= VycCislime hodnotu testovacej charakteristiky z hodnét Statistickych dat. Dosadime

, . 1 F B
potrebné hodnoty: » = 20, oy" = 20, s~ = 1*2()(?1.*—)6)2 = 21,6947 . Dostaneme
n—1 g

vysledok y* =20.,61.

» Hypotézu H, nezamietame, ked’ bude platit’ y° ¢ K _, pricom pre kriticku oblast’ v tomto
pripade plati K _= ( Koo s m). Pouzijeme kvantil 3 rozdelenia Xoos.1o = 30,144 . Teda
kriticka oblast’ K, =(30,144; ).

= Pretoze ¥ ¢ K, hypotézu Hy nezamietame, t. j. netreba robit’ nové nastavenie.

Priklad 11.8. Jednou z rozhodujucich vlastnosti pre akost’ 'anového vldkna je hmotnost
stonky. Cim je stonka t'azsia, tym je vlakno kvalitnejsie. Aby sa preukazal vplyv istej metody
oSetrenia 'anu na akost vlakna, bolo vykonanych 10 merani na oSetrenom pozemku: 47.5;
57,7 47,1; 38.,8; 45.2;: 49 8; 43.4; 50,8; 41,5; 38,8 a 12 merani na kontrolnom neoSetrenom
pozemku: 49,2; 44,1; 44,1; 38,1; 40)9; 32,1, 36,3; 39,5, 67,2; 41,8, 46,9, 42.3.

Za predpokladu normality hmotnosti stonky testujte hypotézu H,:u, =y, proti H, : 1, > 1,

na hladine vyznamnosti o= 0,1.

RieSenie:

» Pouzijeme t-test zhody dvoch strednych hodndt 4 a 4, priCom gy a ¢ nepozname.
Budeme testovat’ nulovu hypotézu H : y, = i, proti alternativnej hypotéze I, : u, > ., ,

kde u; a pp su stredné hodnoty hmotnostit stonky u oboch metod. Plati, ze n, <30

a n, <30. Prioboch vyberovych suboroch predpokladame normalne rozdelenie

s neznamymi, ale rovnakymi smerodajnymi odchylkami, t.J. o 0>. Pouzijeme

testovaciu charakteristiku:

(E_fz)'

o \ n +n,
\/(rz1 —1)-*5;}:2 (n,—=1)-s,"

=  Pouziyjeme hladinu vyznamnosti &= 0,1.

»  Vydislime hodnotu testovacej charakteristiky z hodndt Statistickych dat. Dosadime
hodnoty: n; = 10, ny = 12, X, = 46,0600 x, = 43,5833; 5~ =343471 a 5/° =76,1342 .
Dostaneme vysledok 7=0,7639.
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» Hypotézu Hy nezamietame, ked” bude platit r¢ K _, pricom kriticka oblast’ je

K :(rlmﬁnrzjm). Pouzijeme kvantil f-rozdelenia ¢, =195 =1,3253. Teda

4

kritickd oblast K, =(1,3253 ;).

—a, n+n, —2

» Pretoze t¢ K, hypotézu Hy nezamietame.

Priklad 11.9. Vazenim sme ziskali udaje o presnom mnozstve automaticky balenych
vyrobkov. Vysledky pred nastavenim baliaceho automatu [ g |: 243,2; 244.8; 253,1; 247.5;
251,0; 251,7; 254,0; 252,5; 252,8; 250,1; 247,3; 250,9; 253,2; 252,7. Vysledky po nastaveni
baliacecho automatu [g]: 250,4; 250,2; 251,1; 249,3; 249,9; 250,2; 251,1. Na hladine

vyznamnosti &= 0,05 testujte hypotézu H,:0 =0, proti H, : 07 > 0, .

Riesenie:
=  Pouzijeme F-test zhody dvoch rozptylov of a_ 01_2. Budeme testovat’ nulovu hypotézu

H,:0’ =0, proti alternativnej hypotéze H, :0’ #0;, kde o° a o st rozptyly
hmotnosti vyrobkov pred a po nastaveni baliaceho automatu. V pripade, Ze pouzijeme
bezné tabul'ky (t.}. nemame k dispozicu pocitac), tak v pripade Fisherovho-Snedecorovho

rozdelenia musime volit’ indexy ; a , tak, aby bola spinena podmienka s, > s, . Pouzijeme
*2
. . . S . A v I * r r »
testovaciu charakteristiku F =—-. Najskor teda vhodne ocislujeme vyberové subory.

Sy
Dana podmienka bude splnena, ak index ; priradime suboru pred nastavenim a index »
siiboru po nastaveni baliaceho automatu, tj. s’ , =s; = 3,3640 a 5, =5, =0,6414.

»  Pouzijeme hladinu vyznamnosti o= 0,05.
5% 11,3165

* Vycislime hodnotu testovacej charakteristiky /' =——= 04114 = 27,5053 .
Sﬂk ’

= Hypotézu H, nezamietame, ked’ bude platit F'¢ K _, pricom pre kriticku oblast’ v tomto

pripade plati K, :(F m). Pouzijeme kvantil F-rozdelenia F . 5, =3,9764.

I, m,~1, 1y ~1 3
Teda kriticka oblast’ je K, =(3,9764; o).

» Pretoze F e K, hypotézu Hy zamietame v prospech alternativy H.

Ulohy:

11.1.
Pre odhad stredne) hodnoty Zivotnosti hromadne vyrabanych Ziaroviek uréitého typu sme

realizovali nahodny vyber orozsahu 400 kusov. Priemerna Zivotnost’ tychto vybranych
z1aroviek bola 1 200 hodin. Uréte hranice intervalu, v ktorom sa bude nachadzat’ stredna

hodnota zivotnosti ziaroviek s pravdepodobnostou 0,99 za predpokladu, ze smerodajna

odchylka zivotnosti ziaroviek j¢ o = 35 hodin. Predpokladame normalne rozdelenie
vyberoveho suboru. [(1 195,4924 ;1 204,5077)]

11.2.
Vykonali sme 32 analyz na overenie koncentracie 1stej chemickej latky v roztoku s tymito
vysledkamu:
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a1 2 304 7 5/43 2 1

i | |

x| 9 11 12 1415 16 1718 20 21

Predpokladdme normalne rozdelenie so znamym parametrom o = 7,4. Urdte:

a) 99 %-ny obojstranny interval spol'ahlivosti pre nezndmu stredni hodnotu £,
b) 99 %-ny I'avostranny interval spol'ahlivosti pre £,
¢) 95 %-ny pravostranny interval spol'ahlivosti pre 4.
[a) (14,1051 ; 16,5824), b) (14,2250 ; o0), ¢) (—oo ; 16,1347)]
11.3.
Podnik dodava do obchodu balicky suSienok, pricom predpokiadame, ze ich hmotnost ma
normalne rozdelenie s neznamou strednou hodnotou x a smerodajnou odchylkou o= 5 g.
Nahodne bolo zvelkej davky vybranych 30 balickov abola zistena ich priemerna
hmotnost’ x =150 g. UrcCte:
a) v akych hraniciach je mozné ocakdvat s pravdepodobnostou 0,95 strednu hodnotu
hmotnosti balicka,
b) hormu  hranicu, ktord strednda hodnota  hmotnostt  balicka  neprekroci
s pravdepodobnost'ou 0,95;
¢c) kolko balickov treba vybrat, aby bola s pravdepodobnostou 0,95 odhadnutd stredna
hodnota hmotnosti balicka s chybou mensou ako 1 g.
[a) (148,2108 ; 151,7892), b) 151,5015; ¢) 97]
11.4.
Pre ucely spojovacej sluzby mame odhadnut priemernt dizku telefonického rozhovoru.
Pozaduje sa, aby spolahlivost odhadu bola 0,99, pricom vSak chyba odhadu nema
prekro¢it’ +10 sekund. Dalej vieme, Ze smerodajnd odchylka telefonickych rozhovorov je
2.5 minuty. Vypocitajte, pri akom pocte nahodne vybranych teletonickych rozhovorov
treba zistit ich dizku, aby bolo mozné ziskat odhad suvedenou presnostou
a spol'ahlivostou. Predpokladdme normalne rozdelenie vyberoveho suboru. [n=1493

11.5.
Stredna hodnotu zakladného suboru mame odhadnut’ so spol'ahlivostou 0,98 a s pripustnou

chybou 0,4. Vieme, ze smerodajna odchylka zakladného suboru je 2.5. Aky musi byt
rozsah vyberovcého suboru, aby sme ziskali odhad stredne; hodnoty s pozadovanou
spol’ahlivostou a presnostou? Predpokladame normdalne rozdelenie vyberového suboru.

(7 =212]

11.6.
Zo sériec vyrobkov sa po obruseni vybralo 200 kusov na kontrolné¢ meranie. Vysledky
su usporiadane v tabul’ke:

Rozmer [mm] [3,7] 3,8 3940 [41[42]43] 44

Pocet [ks] | 1221407912726 4 | 1

Vypocitajte 95 %-ny obojstranny interval spol'ahlivosti pre strednu hodnotu rozmeru celej
série vyrobkov. Predpokladame normalne rozdelenie vyberového suboru.
1(3,9863 ; 4,0217)]
11.7.
Na strojoch urcitého typu sa zistoval cas, ktory je potrebny na vykonanie pracovnej
operacie. Predpokladame normalne rozdelenie vyberového suboru. Vysledky su v tabulke:

Trvanie prac. operacii [s] | 32 | 374214752 |57]|62]|67
Pocet prac. operacii [ks] | 1 |7 133163138 5|1 /}2
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Vypocitajte 95 %-ny obojstranny interval spolahlivosti pre strednu hodnotu trvania
pracovnej operacie. [(46,4422 ; 48,1578)]
11.8.
V zimnom obdobi zistovali stav hladiny spodnej vody na istej hydrologickej stanici.
Namerali takéto stavy v [cm]: 159,53; 159,49; 159,61, 159,71; 159,88; 161,08; 160,98;
161,09; 160.91; 160,79; 161,02; 160,96; 160,80. Urcite: 95 %-ny obojstranny interval
spofahlivostt pre rozptyl a smerodajnu odchylku hladiny spodnej vody. Predpokladame
normalne rozdelenie vyberového suboru. 1(0,2343 ; 1,2417), (0,4841 ; 1,1143)]

11.9.

Nahodny cas prichodu na prednasku sa riadi normadlnym rozdelenim. Nasleduji casy
prichodov Studentov pred zaciatkom prednasky v [mun.]: 5,1; 0,5; 2,2; 2,5; 7,1; 1,6; —2.3;
2.8:4,0;3,3;6,7;-3,9;1,9; 2,4; 1,6; —1,1. Najdite:
a) 99,5 %-ny obojstranny interval spol'ahlivosti pre strednu hodnotu cCasu prichodu
na prednasku,
b) 99 %-ny pravostranny interval spol'ahlivosti pre rozptyl ¢asu prichodu na prednasku.
[a) (—0,2649 ; 4,5649), b) (0 ; 24,7870)]
11.10.
Pri sledovani organickych latok v odpadovych vodach celulozky sa v priebehu jedného
mesiaca odobralo 20 vzoriek a namerali sa tieto hodnoty v [g/ l]: 0,192; 0,214; 0,136;
0,172; 0,166; 0,192; 0,192; 0,111; 0,144; 0,104; 0,124; 0,076; 0,128; 0,228; 0,200; 0,126;
0,044 0,084; 0,162; 0,178. Predpokladdme normélne rozdelenie vyberového suboru. Urlte:
a) 95 %-ny obojstranny interval spol'ahlivosti pre 4;
b) 95 %-ny l'avostranny interval spol'ahlivosti pre u;
c) 90 %-ny obojstranny interval spol'ahlivosti pre o a o
[a) (0,1256 ; 0,1717), b) (0,1296 ; =), ¢) (0,0015 ; 0,0046), (0,0392 ; 0,0676)]
11.11.
Z0 zakladného stiboru s normalnym rozdelenim sme urobili nahodny vyber dany tabulkou:

L 115217 [17-19]19-21 [ 21-23 [ 23-25 | 25-27
7 | 10 | 30 [ 50 [ 70 | 60 | 30

UrcCte:

a) hranice, v ktorych sa bude nachadzat® stredna hodnota s pravdepodobnost'ou 0,95;

b) hodnotu, pod ktoru sa s pravdepodobnostou 0,95 stredna hodnota nedostane;

c¢) hranice, v ktorych sa bude nachddzat’ smerodajna odchylka s pravdepodobnost'ou 0,95;

d) hodnotu, ktoru s pravdepodobnost'ou 0,95 rozptyl neprekroci.

@) (21,5094 ; 22.1706), b) 21,5629, ¢) (2,4398 : 2.9093), d) 8,2149]
11.12.

Meral sa percentudlny obsah cinu vo vzorkach rudy. Vysledky su v tabul’ke, pricom z; je
triedny znak:

2 [30[35[40[45[50]55]60]65]70]75
mo | 113 ]4]10[15[20[11]5]3 ]2

Predpokladame, Ze obsah cinu ma normalne rozdelenie s disperziou o~ =85. Na hladine
vyznamnostt = 0,05 testujte hypotézu H .y =352 proti1 H, : u #352.

Y =1,162 K, = (=0, = Y4975 ) (Vg0 ) = (=5 =1,96) U(1,96; 00 ) = H,

—

e

11.13.

Priemerny odpad Fe v tovarnit bol 25,5 ton. Vo vyrobe sa urobili usporné opatrenia.
V priebehu dvoch tyzdnov sa sledovali odpady a boli namerané tieto hodnotyv: 23.8: 24.5;
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26,1; 22.,8; 25; 21,9; 24; 23,5; 25,2, 22; 23; 25. Na hladine vyznamnosti & = 0,05 testujte
hypotézu, ze po vykonani uspornych opatreni sa znizil odpad Fe. Predpokladame normalne
rozdelenie vyberového suboru.

H,:u=255 proti H, :u<25,5
f=—42040€ K, =(—o0,— 14, ) =(—o0; =1,7959) = H,

e —

11.14.
Urcita linka mestskej autobusovej dopravy ma v dobe dopravnej $picky priemernu rychlost’
v centre mesta 8 km/hod. Uvazovalo sa otom, ¢1 by zmena trasy viedla k zvySeniu
priemernej rychlosti. Nova trasa bola prejdena v desiatich nahodne vybranych dnoch a boli
zistené tieto priemerné rychlosti: 8,5; 9,5; 7.8; 8,2; 9,0; 7,5; 8,2; 7,8; 9,0; 8,5. Na hladinach
vyznamnosti & = 0,01 a o = 0,05 uvazte, ¢1 zmena trasy vedie k zvySeniu priememne;j
rychlosti. Predpokladame normalne rozdelenie vyberoveho suboru.

p—— —

Hy:u=8 proti H, :u>8; prea=0,01:
t=2,0112¢ K, =(,494,°°) =(2,8214;00) = H,

H,:u=8 proti H, :u>8;, preax=0,05;:

t=2,0112€ K, = (1459, ) =(1,8331; 00) = H,

11.15.
Chemicky vyrobok ma podl'a normy obsahovat” priememe 47,5 % urcitej latky L. Z denne;
produkcie sme ndhodne vybrali 9 vzoniek. V tabul'ke sa uvadza zisteny podiel latky L:

—

Vzorka 1.2 3 4.5.6-7'8 9

| -I - 3
Obsah latky L |%| | 45 | 47 | 50 | 52 | 48 | 47 | 49 | 52 | 51

Na hladine vyznamnosti & = 0,01 posudte, ¢1 sa dodrzuje norma obsahu latky L vo
vyrobku. Predpokladdme normalne rozdelenie vyberového suboru.

— —_

H,:u=47,5 proti H, :u#47)5
1=1,8371€ K, = (00, ~ 1 gy ) Ul o055 ) = (=005 —3,3554) U (3,3554; =) = H,

—

11.16.
Pri1 vyrobe priadze sa pozaduje priemerna pevnost’ vyrabanej priadze 185 [Pa]. Pr1 skuskach
kvality priadze sa zistila pevnost’, ako sa uvadza v tabulke:

Pevnost nite 120— 140— |160— [|180— {200~ [|220— 1240— |260—
[Pa] —140 -160 | 180 | 200 | 220 | -240 | -260 | —280
Pocet skusok 9 16 18 22 15 10 8 2

Otestujte na hladine vyznamnosti & = 0,01, ¢1 vyrabana priadza v priemere zodpoveda
pozadovanej pevnosti. Predpokladame normalne rozdelenie vyberového suboru.

H,:u=185 proti H, :u#185
1 =0,8330€ K, =( 20, ~ £, g05.00 ) I f5.905.095 °) = (—00; = 2,6264) U(2,6264; ) = H,

—

—

11.17.
Pr1 merani koeficienta tepelnej vodivosti tehlovej steny pr1 20°C sme namerali hodnoty:
0,63; 0,65; 0,57; 0,64; 0,58; 0,59; 0.63; 0,59; 0,60; 0,62; 0,63; 0.57. Na hladine

0,1 otestujte hypotézu H,:o” =0,0006 proti H,:0” >0,0006.
Predpokladame normalne rozdelenie vyberoveho suboru.

vyznamnostli o =

85



B ]

7 =14,6111¢ K, =( 04,1, 0) =(17,2750; ) = H,

B

11.18.

Pr1 vymene batérii v elektrickom zariadeni je vyhodnejSie menit’ naraz vSetky ¢lanky
v pravidelnych Casovych intervaloch, nez vymienat kazdy c¢lanok zvlast. Predpokladom
efektivnosti  takejto vymeny je, aby smerodajna odchylka Zivotnosti ¢lankov
neprekracovala hranicu 5 hodin. Otestujte na hladine vyznamnosti o = 0,05, ¢1 tato
podmienka je splnena, ak pr1 28 nahodne vybranych ¢lankoch bola zistend modifikovana

vyberova smerodajnd odchylka Zivotnosti s =315 mintt. Predpokladdme normalne
rozdelenie vyberového suboru.

—

H,:0°=25 proti H :0°>25
21 =297675¢ K, =( X052 > ) =(40,1133;00) = H,

e —

11.19.

Napédtie v jadre ur¢itého typu mikroprocesora ma pripustni variabilitu, vyjadrent
smerodajnou odchylkou 0,025 [V]. Nahodne vybranych 9 mikroprocesorov tohto typu
davalo takéto hodnoty napidtia [V]: 1,02; 1,05; 0,97; 1,01; 0,98; 1,03; 0,96; 1,00; 0,98.
Na hladine vyznamnosti &= 0,05 overte, ¢1 je dodrzana pripustna variabilita napitia u tohto
typu mikroprocesora alebo je v skutocnosti vysSsia. Predpokladame normalne rozdelenie
vyberového suboru.

pr—— —

H,:07=0,025 proti H,:c’>0,025
7 =11,5200¢ K :(15395;8 | m) =(15,5073; 00) = H,

Be—

11.20.

Presnost’ prace stroja sa kontroluje podla rozptylu rozmerov vyrobkov, ktory nesmie
prekro¢it hodnotu 0,1 mm”. Kontrolnym meranim sme ziskali zaokriuhlené hodnoty:

3,0

3,5

3,8

.454,

4.5

0

7

/.

{

6 | 9 1 |

Na hladine vyznamnosti = 0,1 zistite, ¢1 j¢ zarucena tolerancia. Predpokladdme normalne

rozdelenie vyberového suboru.

11.21.

H,:0°=0,1 proti H :0°>0,1
Z?. :47,4000€ Ka :(/1/02}9; 24 5 m) :(33,1962, m) — Hl

Podl'a informacii vyrobcu je variabilita zivotnosti nim vyrabanych obrazoviek vyjadrena
smerodajnou odchylkou 45 hodin. O Zivotnosti ndhodne vybranych 50 obrazoviek,
vyrobenych u tohto vyrobcu, su udaje v tabulke:

il

.| 18601900 [ 1940 [ 1980 - 2020 | 2060— | 2100 -]
| ' [ —1900 | —1940 | —1980 | —2020 | —2060 | —2100 | —2140
& l 4 12 14 15 3 ]

Testom na hladine vyznamnostt o= 0,02 overte, ¢1 sa da priyjat’ predpoklad, Ze je variabilita
zivotnostl obrazoviek taka, ako tvrdi vyrobca alebo nie. Predpokladame normalne
rozdelenie vyberového suboru

B 7

H,:0"=2025 proti H, :0" #2025
7 =57,6032¢ K, =(—o0, X511 ) I Xo 00405 ) = (=001 28.9406) U (74,9195: 0= ) = H,




11.22.
Pristroj meral dobu reakcie na svetelny signal v stotinach sekundy u desiatich ndahodne

vybranych vodiCov z povolania, pricom bol zisteny aritmeticky priemer X, =34 atieZ
u dvadsiatich Cerstvych absolventov autoSkoly, kde bol zisteny aritmeticky priemer
X, =42, priom pozname disperzie o =3, 0, =6. Na hladine vyznamnosti & = 0,05
uvazte, ¢i doba reakcie na svetelny signal zavisi od dlzky praxe vodica (testujte hypotézu
Hy oy, =i, prott Hy:py # (1),

¥=-10,3280€ K, = (o, = ¥y 035 ) U V75> ) = (=2 = 1,96) U (1,96; 00) = H

—

p—

11.23.
Zistovalo sa, €1 pouzitie nového typu obrabacieho stroja skracuje Cas opracovania

materialu. Vysledky v minutach su v tabulke:

r = .

Stary | 58 [ 58 [ 56 [38]70 4242 75]68]67]

. . . ol —_

| Nowy |56 545324 63]40]32]62]54]53]

—

Vykonajte vhodny test dvoch strednych hodnot na hladine vyznamnosti:
a) a=0,05; b) o= 0,1. Predpokladame normalne rozdelenie oboch vyberovych suborov.

Hy:py=p, proti H, :p >,
a)t=14335¢ K_ = (zm18 ,, m) (1,7341;00) = H

H

{

b) 1=14335€ K, = (1,4 )

(1,3304; ) = H,

il

11.24.
Na Zeleznorudnom lozisku, v priblizne rovnakych podmienkach, sa robilo vzorkovanie
dvom1 metodami: A) bodovym, B) zasekovym vzorkovanim. Vysledky analyz na obsah Fe
[%] bol1: A) 54,45, 53, 48, 59, 44, 60, 61, 43, 57, 54.

B) 51,351,42,48, 44, 39, 40, 48, 38, 59, 47, 55, 31.
Otestujte hypotézu rovnocennosti oboch sposobov vzorkovania, tj. H,:pu, = i,

dl—

proti H, : i, # i, pre: a) = 0,05; b) ¢= 0,1. Predpokladame normalne rozdelenie oboch
vyberovych suborov.

) 1=2,0347¢ K, = (o0, ~ Iy 475,22 ) ULy, 225 %) = (=003 =2,0739) U(2,0739; e0) = H,

b)1=2,0347€ K, = (=00, =145, ) U lp.05. 12 ) = (—o0; =L, 7171) U(1, 7171; 00) = H,

h— —

11.25.
Vazenim sme ziskali udaje o presnom mnozstve automaticky balenych vyrobkov. Vysledky
pred nastavenim baliaceho automatu | g |: 243,2; 244,8; 253,1; 247.5; 251,0; 251,7; 254,0;
252,5; 252,8; 250,1; 247,3; 250,9; 253,2; 252,7. Vysledky po nastaveni baliaceho automatu
| ¢ ]: 250,4; 250,2; 251,1; 249,3; 249,9; 250,2; 251,1. Na hladine vyznamnosti & = 0,05
zistite, €1 sa stredna hodnota nastavenim automatu nezmenila. Predpokladdame normalne
rozdelenie oboch vyberovych suborov.

Hy: gy =p, proti H :f # U,
1 =0,0220¢ K, = (=0, ~ 1,475 16 ) U () 075 105 ) = (=0 —2,0930) L(2,0930; 00) = H

0

11.26.
Uréity vyrobok sa vyraba dvoma technologickymi postupmi. Kontrolnym meranim
sme zistilt pr1 nahodne vybranych vyrobkoch tieto udaje o urcitej kvalitativnej vlastnosti:
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Postup A: 13,15, 15, 14, 13.
Postup B: 13,12, 14, 13,13, 15, 16.

Na hladine vyznamnosti « = 0,05 rozhodnite, ¢1 sa disperzia kvality pri oboch

technologickych postupoch vyznamne lisi. Predpokladame normalne rozdelenie oboch
vyberovych suborov.

——

1‘10:0'12=O';g profi HI:O'I‘?;'EO'Q2

_F - 0’525()% (0’ F0,025;4;6) U(Fb,975;4;6: m) :(O; 051087)U(6, 2272; m) — Ho

L

11.27.
Pri porovnani kvality dvoch sustruhov boli na oboch strojoch vyrobené rovnaké suciastky.
Na prvom sustruhu bol priemer vyrobkov [mm]: 12,05; 12,02; 11,96; 12,09. Na druhom:
12,02; 11,97; 12,01; 12,05; 11,99. Na hladine vyznamnosti &« = 0,05 rozhodnite, ¢1 sa
disperzie oboch sustruhov vyznamne liSia. Predpokladame normalne rozdelenie oboch
vyberovych suborov.

H, 0] = o, proti H, :0; ;:&0'22

F=32609¢ K, =(0, Fy gys.5.4 ) O Fyms.5:4- ) = (05 0,0662) U (9,9792; 00) = H,

el

11.28.
Zistovalo sa, C1 Specialny pripravok pridany do ocele zvySuje jej pevnost. Vysledky
merania pri vzorkach, kde bol pouzity pripravok: 6,2; 5,7; 5,6; 6,0; 6,3; 5,8; 5,7; 6,0; 6,0;
5.8. Vysledky merania pr1 vzorkach, kde nebol pouzity pripravok: 5,6; 5,9; 5,8; 5.,9; 5,7;
5,7; 6,0: 5,5; 5,7; 5,5. Na hladine vyznamnostt ¢ = 0,05 rozhodnite, €1 sa disperzie oboch
sustruhov vyznamne lisia. Predpokladame normalne rozdelenie oboch vyberovych suborov.

H, .0l =0, proti H :0] #0;

F=1,7969¢ K = (0, ajOZS;ggg)u(Fmg;g, m) =(0;0,2484) L (4,0260; ) = H

0

11.29.

Na zaklade udajov z ulohy 11.25. testujte na hladine vyznamnosti & = 0,05 hypotézu
H,:ol =0, proti H,:0] >0

F=27,5053€ K, =(Fy 45,65 ) =(3,9764; 00) = H,

11.30.

UrCity vyrobok sa vyrdba dvoma technologickymi postupmi. Kontrolnym meranim
sme zistili pri ndhodne vybranych vyrobkoch tieto udaje o urcitej kvalitativne) vlastnosti:

Postup A: V tabulke je dany triedny znak z;
2, |30]33]36]39]42]45]
246972
Postup B: 41, 36, 38, 42, 46, 39, 39, 43, 48, 40, 35, 39.
Na hladine vyznamnosti & = 0,05 testujte hypotézu H,:0; =0, proti H, :0. >0;.
Predpokladame normalne rozdelenie oboch vyberovych suborov.

F=1,1229¢ K, =(F, 45,20, ) =(2,5759: ) = H,

— a—
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12. Korelacna a regresna analyza
RieSené priklady:

Priklad 12.1. V tabulke st vysledky merani vykonu ¥ [kW] a ota¢ok X [min™'] benzinového
motora:

Otacky | 2 000 | 2 500 | 3 000 | 3 500 | 4 000
Vykon | 29 43 35 64 71

Rieste nasledujuce ulohy:
a) Najdite vyberovy korelaCny koeficient ry,.

b) Urcte odhady regresnych koeficientov regresnej priamky y=a, +a, - x.

Riesenie: a) Vyberovy korelacny koeficient ry,, mOzeme vypocitat na zaklade vztahu:

5 -X 7

- Ay -

Py =

&

PocCitame postupne:

H

1 & 15000 - 262 1 338 5
f:—ZxI.: =3 000, )7:-—1—ny: =52,4; xy:—foyI.: OO—167 700,
"oz 5 i J H iz J

— 1< , 47500000

I
NS S

— 9500 000, ?:lzyf = 14552—2,,9704--10-”’,
n 5

5 = \/?— (X)* =707,1068, s, = \/_{7-- (7) =14,988 .

Dostaneme vysledok 7, = 167709-3099 02,4 0,9907.

707,1068-14,98%

b) Regresnu priamku hl'adame v tvare y=a,+a, -x, pricom regresné koeficienty ziskame

rieSenim sustavy rovnic:

H H
% %
=1

=1

H M H
% % 2 _
=1 =1 1=}

V nasom pripade to bude 5-a,+15000-a =262, 15000-a,+47 500000-a;, =838 500.
RieSenim dostaneme a, =~10,6000 a a, =0,0210. Teda y =-10,6000+0,0210x .

Poznamka: Inym typom regresnej zavislosti je venovana pozornost’ v ¢asti Numerické metody
— metoda naymensich Stvorcov.

Ijlohy:

12.1.
U 15 jabloni bol zistovany vek stromu X [pocet rokov] a uroda Y [kg] s vysledkami:
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| 2313444555166 6]|6]6]10
vi| 4443 |41(55[53|54(58/160/62]66]68]6,7]9,01/10,1]92

RieSte nasledujuce ulohy:
a) Najdite vyberovy korelacny koeficient 7y,

b) Urcte odhady regresnych koeficientov regresnej priamky y =a, +a, - x.
la) 0,8147; b) y=2,4600+0,7800- x ]

12.2.
V tabulke su vysledky 10 merani dvoch parametrov X a Y urCitych nahodne vybranych
vyrobkov:

v 11 1273745767181 9710

.

v, 1071111 1,8[21]126132[3,5[401]4,6]5.1

Rieste nasledujuce ulohy:
a) Najdite vyberovy korelacny koeficient 7y,

b) Urcte odhady regresnych koeficientov regresnej priamky y=a, +a, - x.
la) 0,9986; b) y=0,2067+0,4842-x]

12.3.
Je dana tabul'ka merani dvoch znakov X (teplota trosky) a Y (obsah kremika v surovom
zeleze):

Teplota [°C] | 1300 [ 1320 [ 1340 | 1360 | 1380 | 1400 [ 1420 [ 1440 [ 1460 | 1480 | 1500

Obsah Si [%]] 0,30 | 0,29 [ 035 [ 0,28 | 038 | 042 | 0.47 | 0.51 | 0,62 0,68 | 0,70 |

Rieste nasledujuce ulohy:
a) Najdite vyberovy korelaény koeficient ry,,
b) Urcte odhady regresnych koeficientov regresnej priamky y =a, +a; - x.
(4) 0,9558: b) y=—2.6764+0,0022-x ]

12.4. _
Telesna vyska muza X a Zeny Y u 10 manzelskych parov je uvedena v tabulke:

VySka muza (170 [ 181 |178 [ 174 [178 |171 [170 | 177 {183 | 179
VysSka Zzeny 161 [174 |170 |162 {170 |161 |166 | 166 |170 |173

Rieste nasledujtce ulohy:
a) Najdite vyberovy korela¢ny koeficient r,,,

b) Urcte odhady regresnych koeficientov regresnej priamky y=a, +a, - x.
[4) 0,8280: b) y=15.1182+0,8642-x ]

12.5.
Pr1 merani zavislosti Brinelovho koeficientu tvrdosti ocele Y [MPa] od deformacie X [mm]
boli zistené nasledujuce udaje:

Deformacia| 6 | 9 |11]13122]26{28[33]35
Tvrdost 6816765(53144140|37(34|32

Rieste nasledujuce ulohy:
a) Najdite vyberovy korela¢ny koeficient ry,

b) Urcte odhady regresnych koeficientov regresnej priamky y=a, +a, - x.
[a) —-0,9773; b) y="75,7200-1.3196-x ]
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