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Uvod

Cielom tejto uéebnice je pontknut studentom studijnych programov Informatika
a Aplikovand informatika uc¢ebnu latku zameranu na grafové algoritmy a formalnu
logiku. Publikdcia nemd nahradit predndsky z daného predmetu, ale pomoct
Studentom v systematickom zorientovani sa v predmete.

Ucebna latka je ¢lenena do desiatich kapitol, za ktorymi su tlohy na samostatné
precvicovanie preberaného uciva.

V prvych dvoch kapitolach su zékladné poznatky o binarnych relaciach, zobrazeni-
ach, Giastocne usporiadanych mnozinich a zvizoch, ktoré vyuistuji do boolovskej
algebry a pouzitia boolovskych funkeii.

Tretia kapitola je venovand algebraickym systémom s jednou aj s dvoma binarnymi
operaciami.

Dalsie kapitoly, tvrtd az 6sma, si postupne venované neorientovanym aj oriento-
vanym grafom, stromom, vyuzitiu maticového poctu pri spracovani tloh pomocou
grafov a aplikacii grafov pri rieSeni konkrétnych tloh. Na zaver je ukazka vyuzitia
teérie grafov v transportnych sietach pri uréovani maximalnych tokov.

Deviata a desiata kapitola je venovana formalnej logike. V deviatej kapitole sa
venujeme vyrokovej logike, v ktorej zdkladné formuly nemaji ziadnu vnitornu
stavbu a jedinym ich atribitom je ich pravdivostnd hodnota. Dalsia kapitola
pojednavaju o predikatovej logike, ktora pracuje so zdkladnymi formulami vy-
povedajicimi o vlastnostiach a vztahoch medzi predmetmi istého univerza.
Autori vyslovuji podakovanie RNDr. Vladimirovi Lackovi, PhD. a RNDr. Stefanovi
Bereznému, PhD., ktori starostlivo precitali rukopis a cennymi radami prispeli k
jeho skvalitneniu.






Kapitola 1

Mnoziny a relacie

1.1 Mnoziny a mnozinové operacie

Jednym zo zékladnych pojmov v matematike je pojem mnoziny. Nebudeme ho
definovat, ale budeme ho chdpat v intuitivnom zmysle. Pod mmnoZinou rozu-
mieme sihrn (skupinu, subor) nejakych navzajom odlisnych objektov, ktoré podla
nejakého kritéria tvoria jeden celok.

Mnozinu povazujeme za uréeni, ak o kazdom objekte vieme rozhodniif, ¢i je
alebo nie je prvkom danej mnoziny. Mnoziny budeme oznacovat pomocou velkych
pismen:

AB,....,X,Y,....,M,N,...

a podobne, a prvky mnozin budeme oznacovat malymi pismenami a, b, ..., z,y, ...,
m,n,.... Skutocnost, ze a je prvkom mnoZiny A zapiSeme
a€A.

Ak a nie je prvkom mnoziny A, tak zapiSseme
agd A.

Namiesto a je (nie je) prokom mnoZiny A zvykneme hovorit aj a patri (nepatri)
do mnoziny A.

Mnozinu, ktora neobsahuje ziadny prvok, nazyvame prazdnou mnozinou a
oznacujeme ju symbolom ().

Pozname rozne sposoby urcenia mnozin. Ak mnozina M obsahuje konecny
pocet prvkov zq, xa, ..., T,, vtedy pouzivame zapis

M ={xy,29,...,2,}.

Uvedomme si, ze

D = {0}

bt
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je nepréazdna mnozina obsahujica jeden prvok 0, a preto D # (). Stretdvame sa aj
s mnozinami, ktoré su urcené takto: K je mnozina vsetkych prvkov x € B, ktoré
maji vlastnost P. V tomto pripade piseme:

K ={xz € B; P(x)}.

Niektoré mnoziny, hlavne ¢iselné, maji vSeobecne zauzivané oznacenia. Tak
napriklad pre mnozinu vsetkych prirodzenych ¢isel, t.j. mnozinu {1,2,3,...},
pouzivame symbol N. Mnozinu vsetkych celych c¢isel oznacujeme Z. Racionalne
¢isla st zlomky s celoéiselnym citatelom aj menovatelom. Mnozinu vietkych
racionalnych cisel oznacujeme Q. Znak R je symbolom pre mnozinu vsetkych
realnych a C pre mnozinu vsetkych komplexnych c¢isel.

Priklad 1.1.
P={z € N;3<2*<30}

je mnozina vsetkych prirodzenych c¢isel, ktorych druhd mocnina je vacsia nez 3 a
mensia ako 30, teda
P={2,3,4,5}.

Definicia 1.1. MnoZina A je podmnozinou mnoziny B prdve vtedy, ak kazdy
prvok mnoziny A patri aj do mnoziny B. Zapisujeme

ACB.

Je zrejme, 7e A = B prave vtedy, ked A C B a stcasne aj B € A. Kazda
neprdzdna mnozina A obsahuje najmenej dve podmnoziny a to () a A.

Definicia 1.2. Potenéna mnozina mnoziny A je mnozina P(A), ktorej prokami
su vsetky podmmnoziny mnoziny A.

Napriklad, ak A = {1,2,3}, tak
P(A) ={0,{1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3},{2,3},{1,2,3, }}.

Predpokladajme, ze vSetky mmnoziny, s ktorymi pracujeme, st prvkami istej
univerzalnej mnoziny U.

Definicia 1.3. Zjednotenie mnozin A a B je mnoZina
AUB={ze€U; v € A alecho z € B}
a prienik mnozin A a B je mnozZina
ANB={zxeU; v € A a xec B}.

Teda do AU B patria prave tie prvky, ktoré su prvkami aspon jednej z mnozin
A a B, ado AN B patria prave tie prvky, ktoré su prvkami mnoziny A aj mnoziny
B.
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Definicia 1.4. Rozdiel mnozZin A a B je mnoZina
A\B={z€U; x€ A az¢ B}.

¢ize prvkami mnoziny A \ B su tie prvky mnoziny A, ktoré nepatria do B.

Definicia 1.5. Komplement (doplnok) mnoziny A je mnozina
A=U\A.

Operdciu zjednotenia a prieniku mozeme rozsirit na lubovolny pocet mnozin.
Nech I je mnozina, ktorej budeme hovorit mnozina indexov a pre kazdé i € I je
definovand mnozina A; C U. Hovorime, ze je dany systém mnozin {A;; i € I}.
Definicia 1.6. Zjednotenie systému mnozin {A;; i € I} je mnoZina | J,c; A;
prave tych prvkov z U, ktoré patria do niektorej z mnozin A;.

Prienik systému mnozin {A;; i € 1} je mnozina (,c; A; prdve tych prvkov z U,
ktoré patria do vsetkiych mnozin A;.

Poznamka. Ak [ = {1,2,...,k}, tak systém mnozin je {A;, As, ..., Ax}. Ich
zjednotenie a prienik oznacujeme

k k
i=1 i=1

Definicia 1.7. Rozklad mnozZiny A # 0 je taky systém {A;; i € 1}, pre ktory
plati

JAi=A4 a AnA;=0 preijel i#j.

icl

Veta 1.1. Nech A, B a C' si podmnoziny mnozZiny U. Potom plati:

1. AUB=BUA, ANB=BnNA,

2. (AUB)UC=AU(BUC), (ANB)NC=ANn(BNC),

3. AUBNC)=(AUB)N(AUC), AN(BUC)=(ANB)U(ANC),
4. AUD=0UA=A, ANU=UNA=A,

5. AUA=AUA=U, ANA=ANA=10,

6. (A)=A,

7. AUA=A, ANA=A,

8. AUuU=U, ANh=10,

9. AU(ANB)=A4, AN(AUB)=A,

10. (AUB)=ANB, (ANB)=AUB.

Tvrdeniam 10 vety 1.1 hovorime de Morganove pravidla. Vetu 1.1 neb-
udeme dokazovat, ¢itatel si jednotlivé vlastnosti moze overit pomocou tzv. Ven-
novych diagramov.
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1.2 Binarne relacie

Je pozoruhodné, ako vela matematickych pojmov sa dé vyjadrit pomocou mnozin
a roznych mnozinovych konstrukcii. Je to prekvapivé hlavne preto, ze tedria
mnozin bola do matematiky zavedena pomerne nedavno. Dnes sa vsSak uz sta-
la sicastou bezného matematického vyjadrovania a je jazykom, ktory napomaha
chépat matematiku ako jeden celok so spoloénymi zakladmi. Ukdzeme si, ako sa
pomocou jednoduchych mnozinovych prostriedkov mézu definovat dalsie matem-
atické pojmy.

Ak x a y st prvky (nejakej mnoziny), potom symbol {z,y} ozna¢uje mnozinu
obsahujicu prave prvky x a y a nazyva sa neusporiadana dvojica prvkov x a .
Pripomenme, ze {z,y} je to isté ako {y,z}. Zavedieme tiez oznacenie (z,y) pre
usporiadani dvojicu prvkov x a y. V tomto pripade zavisi na poradi prvkov
v zatvorkdach. Podobne definujeme usporiadant n-ticu prvkov zi,xs, ..., x,,
ktori budeme oznacovat (z1, s, ...,x,). Plati, Ze

(X1, ..., 2n) = (Y1, -, Yn) prave vtedy ak =1 =yi,...,Tp = Yn -

Definicia 1.8. Karteziansky sicin A x B mnozin A a B je mnoZina véetkych
usporiadanijch dvojic (a,b), kde a € A a b € B. Formdlne zapisujeme

Ax B={(a,b); a€ A, be B}.

Kartezidnsky sicin A x A niekedy zapisujeme ako mocninu, t.j. A2, a podobne
A3 = A x Ax A atd.
Je zrejmé, ze C' x ) = () x C pre lubovolnii mnozinu C.

Definicia 1.9. Binarna reldcia z mnoziny A do mnoziny B je lubovoind podm-
nozina R kartezidnskeho sucinu A x B. Ak A = B, hovorime o bindrnej reldcii
na mnozine A, ¢o je lubovolnd podmnozina R C A?.

Ak nemoze dojst k omylu a je jasné, Ze sa jednd o binarnu reldciu, slovo bindrna
mozeme vynechat a hovorit iba o relécii.

Poznamka Bindrna reldcia R je mnozina, a teda by sme mali pouzit symbol pre
mnozinu, t.j. R. Symbol R budeme pouzivat preto, aby sme jasne rozlisili, Ze sa
jedna o relaciu.

Ak (a,b) € R, hovorime, ze prvok a je v reldcii R s prvkom b a zapisujeme
aRb. Analogicky namiesto (a,b) ¢ R piseme aRb.

Nézov kartezidnsky sicin pochédza z geometrickej interpretécie (a povodne te-
da z mena Descartes): Ked napriklad A = B = R, potom A x B mbzeme interpre-
tovat ako vSetky body roviny a v tomto pripade z a y si (kartezidnske) stiradnice
bodu (z,y) roviny. Toto znizornenie pouzivame nielen pre ¢iselné mnoziny, ale
napriklad aj pre karteziansky sicin konecnych mnozin. Bindrnu relaciu potom
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znazornujeme ako mnozinu v rovine, ktora je podmnozinou mnoziny znazornujucej
karteziansky sucin. Hovorime tomu graficka interpretacia bindrnej relacie.

A

Priklad 1.2. Nech A = {1,3,5}, a b
B ={0,2}. N4jdite a graficky zndzornite
relaciu R, ktora je definovana: 2] e ° o)

aRb& |a—2|=]2b—-3]|, a€ A, beB.

O O o—>
RieSenie. Vypoctom zistime, ze R = 1 3 5 4
{(5,0),(1,2),(3,2)}. Grafickd inter-
pretacia je na obr. 1.1. PIné krizky su Obr. 1.1
prvkami mnoziny R, vSetky kruzky (plné
aj prazdne) st prvkami kartezianskeho Ya
sucinu A x B. O, ) ?
Priklad 1.3. Majme podmnoziny : M
realnych c¢isel X = {z; -3 <z < 2} a [
Y = {y; 1 <y < 4}. Néjdite a graficky : 1
znazornite relaciu R, ktora je definované: K /L
wRye ysarl 3 7 77X
RieSenie. R je ¢ast roviny (patuholnik
KLMNO) z obr. 1.2.

Obr. 1.2

dalsimi vhodnymi interpretdciami bindrnej reldcie si maticova a grafova.
AkRCAx B, A={ay,...,a,}, B={b1,...,by}, mdzeme R zapisat pomocou
matice M = (m; ;) typu (n,m), kde

—— 1, aka;Ray,
“ 1 0, v ostatnych pripadoch.

Pri grafovej interpretacii (presni definiciu grafu uvedieme neskoér) prvky mnozin
A a B zndzoriujeme kriizkami, ktoré budeme nazyvat vrcholy. Usporiadani
dvojicu (a;,b;) znazornime Sipkou v smere od a; k b;, ktord nazyvame oriento-
vand hrana. Tak napriklad pre reldciu R = {(1,2),(2,4), (3,2),(4,2), (4,4)} na
mnozine {1,2,3,4} mame maticu

0
1 O
1 2 4
0
1

Obr. 1.3

Mp =

o O O O

1
0
1
1

o O O O

a grafova reprezentacia je obr. 1.3.
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Definicia 1.10. Inverzna relacia k bindrnej reldcii R je bindrna reldcia R~ =
{(b,a); (a,b) € R}, pricom a € A a be B.

Je zrejmé, ze

aRb= bR 'a  a (R

Definicia 1.11. Nech A, B,C si mnoziny, R C A x B je reldicia z A do B, a
S C B x C je relicia z B do C. Sti¢inom binarnych relacii (zlozenim) R a S
nazveme bindrnu reldciu R o S C A x C taki, Ze prea € A ace C jea(R o S)c
prave vtedy, ak existuje aspon jedno b € B také, Ze aRb a zdroven bSc. Sucin
relicit R a S tieZ niekedy oznacujeme RS.

Sucin reldcii sa dd dobre zndzornit pomocou grafovej reprezentacie. Na obr.
1.4 je vidiet, ze dvojica (a,¢) je v reldcii R o S vady ked z a do ¢ sa da dostat po
orientovanych hranach cez nejaké b z mnoziny B.

A R B S C
og
o

~
S
o
3°

_—

o
o
o So1 o
\_/ \_/ \_/
Obr. 1.4

Vsimnime si, ze sucin nie je definovany pre kazdé dve binarne reldcie. Aby sa
dali reldcie skladat, musia maf spoloéni ,,prostrednii mnozinu (v definicii sme ju
oznacili B). Ak st vSsak R aj S relacie na tej istej mnozine, ich suéin je vzdy
dobre definovany. V tomto pripade zalezi na poradi skladania, t.j. R o S je vo
vSeobecnosti ina relacia ako § o R.

Veta 1.2. Pre sucin bindrnych reldcii plati asociativny zdkon. Ak R C A X B,
SCBxCaT CC x D si bindrne reldcie, tak

(RoS)oT =Ro(S07).
Dokaz vety vyplyva z Definicie 1.11 a zo schémy na obr. 1.5.
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Obr. 1.5
Poznamka. Pojem binarnej reldcie moézeme zovseobecnit. Nech Ay, As, ..., A, st
lubovolné mnoziny. Karteziansky suc¢in A; X Ay X --- X A, mnozin Ay, A, ..., A,
je mnozina vsetkych usporiadanych n—tic (a1, as, ..., a,), kde a; € A; pre vsetky
1=1,2,...,n. Specidlne, ak Ay = Ay = --- = A, potom Ay x Ay x---xA, = A" je
mnozina vSetkych usporiadanych n—tic prvkov mnoziny A. Potom n—arna relacia
je Iubovolnd podmnozina kartezidnskeho siéinu A; x Ay X - -+ x A,,.

1.3 Ekvivalencia

V tejto Gasti textu sa budeme zaoberat iba bindrnymi reldciami na mnozine, t.j.
ked R C A x A.

Definicia 1.12. Bindrna reldcia R na mnozZine A sa nazjva:

reflexivna, ak pre vsetky a € A plati aRa;

symetricka, ak pre vsetky a,b € A plati, Ze ak aRb, tak aj bRa;
antisymetricka, ak pre vsetky a,b € A plati, Ze ak aRb aj bRa, tak a =b;
tranzitivna, ak pre vsetky a,b,c € A plati, Ze ak aRb a bRec, tak aj aRc.

Ak znazornujeme reldciu pomocou matice, tak matica odpovedajica reflexivne;j
relacii ma na hlavnej diagondle len jednicky. Matica reprezentujica symetricki
reldciu je symetrickd podla hlavnej diagonaly. Pri grafovej reprezentacii reflexivne;
relacii odpoveda graf s orientovanou sluckou pri kazdom vrchole. V grafe reprezen-
tujucom symetricku relaciu kazdu dvojicu vrcholov spajaju orientované hrany v
oboch smeroch. Aj podmienka tranzitivnosti sa d4 dobre vyjadrit pomocou orien-
tovanych hran: ak si v grafe hrany z  do y a z y do z, musf tam byt aj hrana z
a do z.

Definicia 1.13. Hovorime, Ze relicia R na mnozine A je ekvivalencia na
mnozine A, ak je reflexivna, symetrickd a tranzitivna.

Pojem ekvivalencie je zastresujici pojem pre vSetky pojmy vyjadrujice rov-
nakost, podobnost, izomorfizmus atd. ¢asto sa reldcia ekvivalencie zvykne oz-
nacovat symbolmi =, =, ~, ~, 2, . ... Priklady ekvivalencie sa vyskytuji napriklad
v geometrii: podobnost trojuholnikov, rovnobeznost priamok a podobne.

Nech R je ekvivalencia na mnozine A a nech a je lubovolny prvok mnoziny A.
Oznatme symbolom R[a| mnozinu vsetkych prvkov z, ktoré su v reldcii s prvkom
a (teda R[a] = {z; aRz}). Rla] sa nazyva trieda ekvivalencie R urcena prvkom
a.

Plati nasledujuca

Veta 1.3. Pre kazdu ekvivalenciu R na mnoZine A plati

(i) Rla] je neprazdna mnozina pre kaZdy prvok a € A.
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(ii) Pre kazdé dva proky a,b z mnoziny A bud Rla] = R[b], alebo R[a]NR[b] = 0.
(i1i) Triedy ekvivalencie jednoznacne urcuji (popisugi) reldciu R.

Skor, ako pristipime k dokazu, vysvetlime zmysel bodu (iii). Presny vyznam
je nasledujuici: Ak st R a S dve ekvivalencie na mnozine A a pre kazdy prvok a z
mnoziny A plati rovnost R[a] = S[a], potom R = S.

Dékaz. (i) Mnozina R|a] vzdy obsahuje aspon prvok a, pretoze R je reflexivna
relacia.

(ii) Nech a,b st dané prvky. Ak aRb, ukdzeme najprv ze R[a] C R[b]. Je
to tak, pretoze ak nejaké x € R[a], potom aRx a zo symetrie vyplyva, Ze aj
zRa. Kedze tRa a aRb, z tranzitivnosti vyplyva ze aj zRb. Ak opit pouzijeme
symetriu, mame bRx, ¢o znamend, ze x € R|[b], a teda R[a] C R|[b]. Podobne sa
ukaze, ze aj R[b] C Rlal, z toho vyplyva, ze Rla] = RIb].

Teraz ukdzeme, 7ze ak neplati aRb, tak R[a] N R[] = 0. Postupujeme sporom:
Nech existuje z € R[a] N R[b]. Potom aRx a zo symetrie aj xRb. Z tranzitivnosti
dostavame aRb, ¢o je spor.

(iii) Tédto cast tvrdenia vety je zrejma, pretoze triedy ekvivalencie R urcuji R
vztahom

aRb prave vtedy, ak {a,b} C Rla].

Obrazok 1.6 znazornuje tvrdenia vety 1.3. Podm-

noziny danej mnoziny A, ktoré su navzajom dis-

junktné a ktoré spolu obsahuju vsetky prvky

mnoziny A, tvoria rozklad mnoziny A (pozri

definiciu 1.7). Tvrdenia vety zarucuju, ze triedy

ekvivalencie tvoria rozklad mnoziny a Ze vztah

medzi vSetkymi ekvivalenciami na danej mnozine

A a vsetkymi rozkladmi mnoziny A je vzdjomne Obr. 1.6
jednoznacny.

Uvedieme si jednu konkrétnu ekvivalenciu, ktora rozkladd mnozinu celych ¢éisel.
Hovorime, ze nenulové celé ¢islo b deli celé ¢islo a, ak existuje také celé ¢islo g, ze
a =b-q. Zapisujeme to symbolom b|a.

Nech m € N a nech

R ={(a,b) € ZxZ; m|(a—0b)}.

Ukézeme si, Ze bindrna reldcia R,, na mnozine Z je ekvivalencia. Reflexivnost
plati, pretoze pre kazdé a € Z je a —a = 0 a nulu deli kazdé nenulové ¢islo,
teda aj nase dopredu zvolené &slo m. Je zrejmé, ze pre lubovolné a,b € Z, ak
m|(a — b), tak aj m|(b — a) a reldcia je symetrickd. Uvazujme teraz Iubovolné
a,b,c € Z, pre ktoré plati ze m|(a — b) a tiez m|(b — ¢). Potom existuju celé
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cisla ¢ a go také, ze a—b=m-q ab—c = m-q. Z toho vsak vyplyva, ze
a—c=(a—b)+(b—c)=m-(q1 +q), kde 1 + ¢2 € Z, a teda m|(a — ¢). Tym
sme ukézali, Ze reldcia je aj tranzitivna. Kedze sa jednd o ekvivalenciu, mozeme
teraz zostrojit mnozinu tried ekvivalencie

Zow = {0,1,3,... 0 =1},

ktoré tvoria rozklad mnoziny vsetkych celych ¢isel Z, pricom trieda k (0 < k <
n — 1) ma tvar

k={..,—2m+k-—-m+kkm+k2m+k, . }.

Mnozinu Z,, nazyvame mnozinou vietkych zvyskovych tried mnoziny Z podla
modulu m. Napriklad pre m = 5 dostavame:

kde

...,—15,-10,-5,0,5,10,15,...},
..,—14,-9,-4,1,6,11,16,...}
., —13,-8,-3,2,7,12,17,...}
., —12,-7,-2,3,8,13,18,... },
..,—11,-6,-1,4,9,14,19,...}

] ol N —| O
I
N e L TS

1.4 Zobrazenia

Pojem zobrazenie sa zhoduje s pojmom funkcie a je jednym zo zakladnych pojmov
v matematike. Trvalo dost dlho, kym sa dospelo k dnesnému chépaniu zobrazenia
ako Specialneho typu bindrnej relacie. FEste v neddvnej dobe sa uvazovali iba
realne alebo komplexné funkcie a ,,poctivd“ funkcia musela byt vyjadrens nejakym
vzorcom alebo suc¢tom nekone¢ného radu.

Definicia 1.14. Zobrazenie z mnoziny A do mnoZiny B je bindrna reldcia f C
A x B s vlastnostami:

a) ku kazZdému a € A ezistuje b € B tak, Ze (a,b) € f,

b) ak (a,b) € f a (a,c) € f, tak b= c.

Namiesto slova zobrazenie sa v rovnhocennom vyzname ¢asto pouziva slovo funk-
cia. Teda zobrazenie f z mnoziny A do mnoziny B modzeme chépat ako pravidlo,
ktoré kazdému prvku a € A priradi prave jeden prvok b z mnoziny B. To, ze f je
zobrazenie z mnoziny A do mnoziny B, zapisujeme takto: f: A — B. Prvok a je
vzorom prvku b a prvok b je obrazom prvku a pri zobrazeni f. Namiesto

afb  alebo (a,b) € f
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obvykle piseme

b= f(a).
Vsetky tri zapisy vyjadruju to isté: prvok a je v relacii s prvkom b.
Poznamka. Vsimnime si, ze aj ked zobrazenie je reldciou, nepouziva sa na je-
ho oznacenie velké pismeno ako pre relaciu, ale malé. citatel sa urcite castejsie
stretdval so zapisom y = f(x), teda s pripadom funkcie (zobrazenia) z mnoziny

X do mnoziny Y. Je to to isté, ak si uvedomime, ze mnoziny A a B v definicii
zobrazenia boli lubovolné.

Priklad 1.4. Nech A ={1,2,3}, B=1{1,2,3,4}. Potom

fi= {<1’ 2)? (27 2)7 (37 4)}
je zobrazenie, ale
Jo = {(1’ 2)’ (1? 3)? (274)’ (3’ 4)}

nie je zobrazenie, lebo nie je splnend vlastnost b) definicie 1.14 a ani

f3 = {(17 2)? (273)}

nie je zobrazenia, lebo nie je splnend vlastnost a) definicie 1.14.

Definicia 1.15. Zobrazenie f : A — B sa nazyva:

surjektivne, ak ku kaZdému b € B existuje aspon jedno a € A tak, Ze b= f(a),
injektivne, ak z a1 # ay, a1,a2 € A vyplyva f(a1) # f(as),

bijektivne, ak je surjektivne aj injektivne.

a
a0 o°b, a,o b, 9 b,

o
al——>0b; 2,0 b,

(a) (b) © (d)
Obr. 1.7

Na obr. 1.7 su zndzornené jednotlivé typy zobrazeni. Zobrazenie (a) nie je
surjektivne ani injektivne, (b) je surjektivne, ale nie je injektivne, (c) je injektivne,
ale nie je surjektivne a (d) je surjektivne aj injektivne, teda bijektivne.

Kazdé zobrazenie f je binarne relacia z A do B, preto existuje aj bindrna relacia
f~'z B do A, ktord vo vieobecnosti nie je zobrazenim (funkciou).
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Veta 1.4. Nech f je zobrazenie z A do B. Potom f~! je zobrazenie z B do A
prave vtedy, ok f je bijektivne zobrazenie.

Doékaz. Nech f~! je zobrazenie z B do A. Potom kazdy prvok b € B mé prave
jeden obraz f~1(b) € A, a teda kazdy prvok b € B je obrazom prave jedného prvku
z A v zobrazeni f, ¢o je bijektivnost zobrazenia f.

Naopak, nech f je bijektivne zobrazenie z A do B. Potom kazdy prvok b € B
mé prave jeden vzor v mnozine A, a teda f~! je zobrazenie, lebo kazdy prvok
b € B méa prave jeden obraz f~1(b) € A. 0

Definicia 1.16. Majme zobrazenia f : A — B ag: B — C. Sti¢inom (zloZenim)
zobrazeni f a g je zobrazenie h : A — C definované predpisom

pre kazdé a € A.

Zobrazenie h budeme oznacovat g o f. Plati teda (g o f)(a) = g(f(a)) pre
kazdy prvok a € A. Je tu odlisnost oproti siéinu relacii, kde sa skladanie zapisuje
v poradi ,,zlava doprava“. Pri zobrazeniach skladanie zapisujeme ,sprava dolava“.

Pre sicin zobrazeni plati asociativny zdkon, ale nie komutativny. Ak méa fog
zmysel, potom g o f vobec nemusi byt definované.

1.5 Ulohy

1.1. Majme mnoziny S = {1,2,3,5} a T = {-3,0,7}. Utvorte S x T, T'x S,
SxSaTxT.

1.2. Je dand mnozina L = {(1,0),(0,1),(2,1),(0,0),(2,2),(0,2),(2,0)}. Rozhod-
nite, ¢i existuju také mnoziny M a P, pre ktoré by platilo L = M x P.

1.3. Najdite bijektivne zobrazenie mnoziny A x B na mnozinu B x A pre dve
zvolené mnoziny A a B.

1.4. Zistite, ktoré z vlastnost{ reflexivnost, symetrickost, antisymetrickost, tranz-
itfvnost platia v nasledujicich binarnych reldcidch:
)Rl—{(fc y) EN* y =a+1},
b) Ry = {(v,y) € N*; y > x},
c) Ra = {(% y) € 2% v —y| = 1},
d) R4 ={(x,y) € Z*% |r — y| < m, m €N, (m- pevne zvolené)},
y) € R* x <y},
y) € A% x =y}, pricom A je lubovolnd mnozina.

1.5. Rozhodnite, ktoré z nasledujicich binarnych relacii si ekvivalencie. V pripade
ekvivalencie néjdite aj triedy ekvivalencii:



16 KAPITOLA 1. MNOZINY A RELACIE

a) ,Mat rovnaky polomer ako“ mna mnozine kruznic v rovine,
b) ’x_y’§17 iL‘,yER,
o) lz| =lyl, wzyeC.

1.6. Utvorte mnozinu Zg zvyskovych tried mnoziny Z.

1.7. Rozhodnite, ktoré z nasledujicich zobrazeni je injektivne, surjektivne, bi-

jektivne:
a) f:N—=N, f(n)=2n pre vsetky n € N,
b) f:Z—7, f(x)=x—1 prevsetky x € Z,

c) f(F5) — (-1, > f(z) =sinxz  pre vsetky x € (5, 7).



Kapitola 2

Boolovska algebra

2.1 Ciastoc¢ne usporiadané mnoziny

citatel uréite poznd usporiadanie mnoziny prirodzenych éisel alebo inych éfselnych
mnozin podla velkosti. Takéto usporiadanie sa v matematike chépe ako $pecidlny
typ reldcie, t.j. ako vztah dvojice éisel, a reldcia sa oby¢ajne oznacuje symbolom
»<* (mensi alebo rovny). Iné bindrne relacie ndAm umoznuji usporiadat mnoziny
(nielen &fselné) podla inych kritérif.

Definicia 2.1. Reldcia ¢iastoéného usporiadania na nejakej mnozine A # ()
je kazda reldcia na mnozine A, ktord je reflexivna, antisymetrickd a tranzitivna.

Prikladmi reldci{ ¢iastoéného usporiadania si napr.: reldcia delitelnosti | na
mnozine N, reldcia inklizie C na systéme mnozin, usporiadanie ¢isel podla velkosti
< na R, .... Ak nebudeme presne $pecifikovat, o aki bindrnu reldciu sa jedn4,
budeme na oznacenie reldcie ¢iastoéného usporiadania pouzivat symbol <. Potom
mozeme definiciu 2.1 sformulovat takto:

Definicia 2.2. Nech A # (). Bindrna reldcia < na mnoZine A je relaciou
¢iastoéného usporiadania prdve vtedy, ak pre vsetky a,b,c € A plati:

a=Xa,

a=bANb=a=a=0,

a<bAb<c=a<c
Usporiadand dvojica (A; <) sa nazyva ¢iastoéne usporiadand mnozina.

Ak porovnavame &sla (okrem komplexnych) podla velkosti, tak lubovolné dve
¢isla sa daji porovnat. Této vlastnost pre mnohé éiastoéne usporiadané mnoziny
naplati.

Definicia 2.3. c¢iastoc¢ne usporiadand mnozina (A; X), v ktorej pre vsetky a,b € A
je a = b alebo b < a sa nazyva linearne usporiadana.

Priklad 2.1. Nech A = {a,b,c}. Utvorme poten¢ni mnozinu P(A) = {0, {a},

17
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(b}, {c},{a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c}}. lahko overfme, ze (P(A);C) je ciastocne
usporiadand mnozina. Nie je vSak linedrne usporiadand, lebo napriklad {c} ¢
{a,b} ani {a,b} ¢ {c}.

Priklad 2.2. Nech A je neprazdna podmnozina mnoziny redlnych ¢isel R. Potom
(A; <) je ciastocne usporiadand mnozina a je aj linedrne usporiadana.

Koneéné ¢iastoéne usporiadané mnoziny mozeme znéazoriiovat pomocou grafov
podobne ako ktorékolvek iné bindrne reldcie. V takych obrézkoch by vsak bolo
velmi vela hrén. Skor ako si vysvetlime, ktoré hrany netreba zakreslovat, potre-
bujeme pojem pokryvajici prvok.

Definicia 2.4. Nech (A; <) je ciastocne usporiadand mnoZina a nech a,b € A.
Hovorime, Ze prvok a pokryva prvok b, ak a # b a plati:

1. a =D,

2. neexistuje x € A, x # a, x # b taky, Ze a < x < b.

¢iastoéne usporiadané mnoziny (4; <) budeme zndzornovat pomocou tzv. Has-
seho diagramov. Vrcholy odpovedajice prvkom mnoziny A umiestnime v rovine
tak, ze ak a =< b, tak vrchol a umiestnime nizsie ako vrchol b. Vrcholy a, b spojime
¢iarou (hranou) préave vtedy, ak prvok b pokryva prvok a. Tym si usetrime kresle-
nie Sipky, pretoze orientacia hrany je uvazovana zdola nahor, a nekreslime ani
hrany medzi dvojicami prvkov, ktorych relaény vztah vyplyva z tranzitivnosti.
Reflexivnost reldcie dovoluje nekreslit ani slucky pri vrcholoch. Hasseho diagram
¢iastotne usporiadanej mnoziny z prikladu 2.1 je na obr. 2.1(a).

(a) (b)
Obr. 2.1

Priklad 2.3. Nech A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. (A4;]) je ciastocne usporiadand
mnozina, pretoze reldcia delitelnosti | je reflexivna, antisymetrickd a tranzitivna.
Hasseho diagram je na obr. 2.1(b).

Definicia 2.5. Nech (A; <) je ciastoéne usporiadand mnozina. Prvok a € A sa
nazyva najmensi (najvacsi) prook v (A; <), ak pre kazdy prvok x € A platia < x
(r =< a).
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Prvok a € A sa nazgva minimdlny (maximalny) prvok v (A; <), ak neezistuje
prvok x € A, x # a taky, Ze x < a (a X x).

vvvvv

Najmensi (najvacsi) prvok je zdroven aj minimélnym (maximalnym) prvkom
ClastoCne usporiadanej mnoziny, ale naopak to neplati. Ak ¢iastocne usporiadana
mnozina ma najmensi, resp. najvacsi prvok, je jedinym a je zaroven aj jej jedinym
minimalnym, resp. maximalnym prvkom. Napriklad v (A; <) z prikladu 2.3 ¢islo 1
je najmensim prvkom a je zaroven aj jedinym minimalnym, maximéalnymi prvkami
st ¢isla 6,7,8,9 a 10 a najvacsi prvok neexistuje. V (P(A); C) z prikladu 2.1 je ()
jedinym minimalnym a si¢asne aj najmensim prvkom a prvok {1,2,3} je jedinym
maximélnym a zaroven aj najvacsim prvkom.

Nech M je neprazdna podmnozina mnoziny A. Ak (A; <) je Ciastocne uspo-
riadand mnozina, tak aj (M; <) je ¢lastocne usporiadand mnozina. Hovorime, ze
d je najvacsi (najmensi, maximdlny, minimdlny) prvok mnoziny M C A, ak
je najvacsim (najmensim, maximalnym, minimélnym) prvkom ¢iastocne uspori-
adanej mnoziny (M; <).

Definicia 2.6. Nech (A; =) je ciastocne usporiadand mnozina a O # M C A.
Mnozina
h(M)={x€A; VaeM:a=2x)}

je mnozina vSetkych hornych ohraniceni mnozZiny M a mnozina
dM)={ze€ A; VaeM: z=<a)}

je mnozina vSetkych dolnych ohrani¢eni mnoziny M. Najmensi (najvdcsi
) prvok mnoziny h(M) (d(M)), ak existuje, sa nazgva supremum (infimum)
mnoziny M a zapisuje sa sup M (inf M).

Priklad 2.4. Hladajme supremum a infimum niektorych podmnozin mnoziny A
z prikladu 2.3. Napriklad:

sup{2,3,6} = 6, inf{2,3,6} =1,
sup{2,3,5,6} neexistuje, inf{2,3,5,6} =1,
sup{2,5} = 10, inf{2,5} =1,
sup{2,10} = 10, inf{2,10} = 2.

2.2 Zvazy

Tedria zvazov sa vyuziva v teorii konstrukcie pocitacov a pri dokazovani spravnosti
programov. Jej vysledky a metdédy sa pouzivaju aj pri studiu grip a inych al-
gebraickych struktir. My sa zameriame na pouzitie tedrie zvazov v Boolovskej
algebre.
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Nech (A; <) je ¢iastocne usporiadana mnozina a nech z,y € A. Pre inf {z,y}
a sup{z,y}, ak existujui, zavedieme tieto oznacenia:

inf{r,y} =xAy

a ¢itame priesek prvkov z a y. dalej

sup{z,y} = aVy
a Citame spojenie prvkov x a .

V priklade 2.4 sme videli, zZe nie pre kazdu dvojicu prvkov ciastoéne uspori-
adanej mnoziny existuje spojenie (nie kazda dvojica prvkov ma spojenie). Podob-
ne je to aj s priesekom. V linearne usporiadanej mnozine maju kazdé dva prvky
priesek aj spojenie, je nim mensi, resp. vacsi z nich.

Definicia 2.7. Zvaz je ciastocne usporiadand mnozZina, v ktorej kazdé dva proky
maju spojenie aj priesek.

Priklad 2.5. Nech A = {1,2,3,4,5} a nech

B = {0,{1},{1,2},{1,3},{1,2,3,4},{1,2,3,5}, 11,2,3.4.,5}
{1,2,3,4,5}} je jej podmnozina. lahko sa
presvedéime, ze (B; C) je ¢iastocne usporiadand 112,34} 112,35}
mnozina. Jej Hasseho diagram je na obr. 2.2. Nie

je to vSak zvéz, lebo prvky {1,2} a {1,3} nemajui

spojenie (mnozina ich hornych ohrani¢eni nemé&

najmensi prvok) a prvky {1,2,3,4} a {1,2,3,5} 1.2} {133
nemaju priesek (mnozina ich dolnych ohrani¢eni n

nemd najvacsi prvok).

¢iastoéne usporiadand mnozina (A; C) z prikladu
2.1 je zvaz a v jej Hasseho diagrame na obr. 2.1
sa lahko presvedéime, ze kazd4 dvojica prvkov m4
priesek aj spojenie.

[

Obr. 2.2

Veta 2.1. Nech (L;=) je zviz Potom pre lubovolné x,y, z € L plati:

Vo =z, rAr = x, idempotentnost,
xVy = yVu, TAy = yAw, komutativnost,
zV(yVz) = (zVy)Vz, zA(yAz) = (zAy)Az, asociativnost,
xV(yAzr) = x, rA(yVz) = x, absorbcia.

Poznamka. Vo zviize priesek a spojenie mézeme chdpat ako zobrazenia:
At AxA— A, At AxA— A,

¢o su binarne operacie. Bindrna operacia teda priradi dvom prvkom mnoziny
jeden prvok z tej istej mnoziny. Podobne unarna operacia priradi len jednému
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prvku jeden prvok z tej istej mnoziny. Rovnocennou definiciou zvazu je aj nasle-
dujuca:

Definicia 2.8. Zvéz je algebraicky systém (L;V,A), kde L # 0 a pre operdcie
prieseku A a spojenia N/ platia vlastnosti: idempotentnost, komutativnost, asoci-
ativnost a absorbcia.

Priklad 2.6. Na zviz (A; C) z prikladu 2.5, ktorého Hasseho diagram je na obr.
2.1, sa mozeme pozerat aj ako na mnozinu s definovanymi bindrnymi operaciami
zjednotenia a prieniku. ¢itatel si lahko prevert, ze algebraicky systém (P(A); U, N)
vyhovuje definicii 2.8.
Algebraicky systém (Z;+,-) zviizom nie je, lebo hned prva vlastnost — idempo-
tentnost neplati.
Definicia 2.9. Zviz (L;V, A) sa nazjva distributivoy, ak pre vetky x,y,z € L
plati:

zA(yVz) = (zAy)V(zAz),

2V (yAz) = (xVy)A(zVz2).
Priklad 2.7. Na obr. 2.3 si Hasseho dia- z r
gramy zvazov N5 a My (tieto oznacenia si
zauzivané v literatire). Nie si distributivne, v
lebo v kazdom sa d4 néjst trojica prvkov, y s q
pre ktoru neplati aspon jedna z rovnosti v v
definicii 2.9. Napr. v Nj je uA(vVy) = uAz =

o ek : M Ns
u, ale (uAv)V(uAy) = vV = v. 3 D
Podobne v Mj je sA(tVq) = sAr = s, ale
(sAt)V(sAgq) = pVp = p. Obr. 2.3

V kazdom kone¢nom zvéze existuje jediny najvacsi prvok I (horné univerzalne
ohranicenie) a jediny najmensi prvok 0 (dolné univerzilne ohranicenie). Ti-
eto prvky mozeme oznacit aj v symbolickom zdpise zvizu takto: (L;V,A,0,1).

Definicia 2.10. Nech (L;V,A,0,1) je zviz. Prvok x' € L nazgvame komple-
mentom prvku x € L prdve vtedy, ak

xAr =0 a xva' =1T.

Priklad 2.8. Pre prvky zvazu z prikladu 2.6, ktorého Hasseho diagram je na obr.
2.1(a), plati 0 = 0 a I = {a,b,c}. dalej je 0 = I, I' = 0, {a} = {b,c}, {b} =
{a,c}, {c} ={a,b}, {a,b} ={c}, {a,c} = {b}, {b,c}' = {a}. Kukazdému prvku
teda existuje prave jeden kompliment.

Pre zviz Ms na obr. 23 plati 0 =pal =r. dalej 0 =1, I' =0, =t¢, s =
¢, t'=s1t=qq¢=sq=t,



22 KAPITOLA 2. BOOLOVSKA ALGEBRA

teda prvky s,t,q maju po dva komplementy. Existuju zvézy, v ktorych niektoré
prvky maju viac komplementov.

Definicia 2.11. Zviz (L;V, A,0,1) sa nazgva komplementarny prdve vtedy, ak
kazdy jeho prvok md komplement. Distributivny a komplementdrny zvaz nazyvame
boolovskym zvazom.

Veta 2.2. V boloovskom zvize (L;V,A,0,I) md kazdy prvok prdve jeden komple-
ment.

Poznamka. D4 sa ukazat, ze ak je zviz koneény a kazdy jeho prvok ma prave
jeden komplement, tak je aj distributivny. Uz sme si ukézali, ze (P(A); C), kde
A ={a,b,c}, je zviz, ze je distributivny aj komplementarny, teda boolovsky. Plati
aj to pre kazdid int koneénd mnozinu, t.j ked |A| = n. Taky zviiz mé 2" prvkov
a mozeme ho zapisovat aj (P(A);U,N). D4 sa tiez ukédzat, ze kazdy konecny
boolovsky zviz mé 2" prvkov pre nejaké nezaporné celé cislo n, a ze jeho Hasseho
diagram je zhodny s Hasseho diagramom zvazu (P(A);U,N) pre to isté n.

Komplement v boolovskom zvize (L; V, A, 0, I) mézeme chapat ako unarnu op-
erdciu z mnoziny L do mnoziny L. Potom sa na boolovsky zviz moéZzeme pozerat
ako na algebraicky systém (L;V,A),0,1), kde L # (), operdcie V, A st bindrne
operdcie a ' je undrna operacia na L. Takému vyjadreniu zvézu budeme hov-
orit boolovska algebra. Okrem uz uvedenych vlastnost{ idempotentnost, komu-
tativnost, asociativnost, absorbcia, distributivnost a existencia komplementu ku
kazdému prvku plati v boolovskej algebre aj mnoho dalsich vlastnosti. Uvedieme
len najhlavnejsie z nich, ktoré budeme neskor pouzivat pri tiprave boolovskych
funkecif:

(1) zv0 ==z, (2) zAI =z,

(3) ava' =1, (4) zAx' =0,

(5) wh0 =0, (6) avI=1,

(7) (zvy) =2'Ay, (8) (zAy) =a'vy/,
(9) aV(z'Ay) = xVy, (10) zA(z'Vy) = xAy.

Poznamka. Vlastnosti (7) a (8) si zndme pod ndzvom de Morganové pravidl.
Doporucujeme ¢itatelovi véimnif si podobnost mnozinovych vlastnost{ z vety 1.1
a vlastnosti boolovskej algebry.

Priklad 2.9. Majme dvojprvkovi mnozinu D = {0, 1}. Nech pre prvky mnoziny
D st definované binarne operacie priesek a spojenie a undrna operacia ' pomocou

tabuliek:
0 1 ’
0 1 011
1 1 0

V tomto pripade dolné univerzalne ohranicenie je 0 a horné univerzalne ohranicenie
je 1 (musime si uvedomit, Ze nie s to ¢isla 0 a 1). Bez vécsich tazkosti si mozeme

_— O >
O OO
—_ o <

1
0
1
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overit, Ze algebraicky systém (D;V, A, ,0,1) je boolovska algebra.

2.3 Boolovské funkcie

V tejto casti poukazeme na aplikdcie boolovskych algebier v elektrotechnike a v
logike.
Definicia 2.12 Nech (D;V,A,,0,1) je boolovskd algebra, kde D = {0,1}. Zo-
brazenie f : D™ — D sa nazyjva boolovska funkcia s n premennymi. Zapisujeme
Ju
Yy = f(xluan"'7xn)7

kde y,x; € D pre vsetky 1 =1,2,...,n.

Z uvedeného vyplyva, ze boolovska funkcia s n premennymi kazdej usporiadanej
n-tici nidl a jednic¢iek z mnoziny D" priradi hodnotu 0 alebo 1.
Veta 2.3. Ezistuje prdve 2" réznych boolovskijch funkcii s n premenngmi.
Priklad 2.10. Z vety 2.3 vyplyva, ze existuje prave 16 roznych boolovskych
funkcii s 2 premennymi. Kazdej zo Styroch usporiadanych dvojic (x1,x2) funkcia
fi, i =1,2,...,16, priradi hodnotu 0 alebo 1. Vsetkych 16 funkcii je vypisanych
v nasledujicej tabulke.

() | L fo fs o fs fo fo fs fo fo fu fa2 fis fu fis fie
©o o o 1 1 0o 0 0o 1 o0 1 1 1 0 1 0 1
(0,1) 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0 1 1 0 1 1 0

*@0{1 o o 1 o 1 0 O 1 1 0O 1 0 1 1 0
(1,1) 1 1 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 1 0 1

Definicia 2.13. Nech z} oznacuje hodnotu x; € D alebo hodnotu jeho komple-
mentu x, pre vietky i = 1,2,...,n. Boolovski funkciu
k(xy, o, ..., x,) = iAZIA ... AL

nazyvame elementarna konjunkcia a boolovsku funkciu

*

d(z1, 29, ..., x,) = 23V ...V,

nazyvame elementarna disjunkcia.
Nech ki, ko, ..., kj, kde 0 < j < 2", si rozne elementdrne konjunkcie. Funkcia

je boolovskd funkcia s n premennymi v normélnom disjunktivnom tvare (NDT).
Nech dy,ds, . ... d., kde 0 < r < 2" su rozne elementdrne disjunkcie. Funkcia

[ =1AdiAdsA ... Ad,
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je boolovskd funkcia v normalnom konjunktivnom tvare (NKT).

Vznik4 prirodzene otézka, ¢i sa d4 kazda boolovska funkcia napisat v niektorom
z tychto tvarov.

Veta 2.4. Kazdd boolovskd funkcia sa dd zapisat v normdlnom disjunktivnom
tvare aj v normdlnom konjunktivnom tvare.

Priklad 2.11. Upravme na normadlny disjunktivny tvar boolovsku funkciu f =
(T Axh)V (xhAxy). Vyuzijeme Vlastnovsti boolovskej algebry a robime postupné
upravy tak, aby sme neporusili rovnost.

f = (@i Axg)V (22Ams) = [(2) Axg) A2y V)|V [(w2Azs) Ay V)] =
(AR, A )V () Axg Axy )V (2 AxgAxs)V (21 AxgAs).
Vyuzili sme , 7e (2)Va,) = (z4Vay) = 1 podla vlastnosti (3) predchadzajiceho
paragrafu. Pouzili sme aj vlastnost (6), z ktorej sme dostali (z)Azs)A(zyVrs) =
(ThAxh) a (woAzz)A(z)Vry) = (z2Az3). Okrem toho sme pouzili vlastnost dis-
tributivnost v opaénom poradi, tzv. vyberanie pred zatvorku ako aj komutativnost
a asociativnost.

Uvedieme aj iny sposob ako boolovski funkciu previest na normdlny disjunktivny,
resp. konjunktivny tvar. Pre porovnanie pracujme s tou istou funkciou f ako v
predchddzajicom priklade. Vyrobime si tabulku, v ktorej v prvych troch st[pcoch
su vsetky trojice hodnot premennych xi,z9 a x3. V stfpci f budd hodnoty
boolovskej funkcie pre prislusné usporiadané trojice nil a jedniciek. V stfpci k;
vytvorime v kazdom riadku, v ktorom hodnota funkcie je 1, elementdarnu kon-
junkciu tak, aby jej hodnota pre prislusnu trojicu premennych bola tiez 1. Podob-
ne v stfpci d; v kazdom riadku s hodnotou funkcie rovnou 0 vytvorime elementarnu
disjunkciu davajicu hodnotu 0 pre prislusnu trojicu premennych.

Ty x2 x3 | f k; d;

0 0 0|1 ajAzbAz,

0O 0 110 1 Vo Vah
0 1 0|1 ajAzAry

0 1 1|1 ajAzAxs

1 0 010 )V Vs
1 0 110 VR AVR A
1 1 010 Vs
1 1 1 1 T1\Xo /\5173

Ak vytvorime disjunkciu elementarnych konjunkcii zo stfpca k; a konjunkciu ele-
mentarnych disjunkcii zo stlpca d;, tak dostaneme:

[ = (@i Az Az V () AxgAxy)V () Axg A3 )V (21 AzaAs),

[ = (2 Vo Vo) A(x) Vg Vs ) A(x) Vg Vo) A(x) Vah V).
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Poznamka. V definicii 2.13 na zaciatku NKT je jednicka a na zaciatku NDT
je nula. Tieto konstanty vo viacsine pripadov nemusime pisat, ale doleziti tlohu
zohravaju, ak sa jedna o funkciu, ktord pre vsetky hodnoty premennych nadobuda
hodnotu 1, resp. 0.

Vo vyrokovej logike pod wvijrokom rozumieme lubovolné tvrdenie, o ktorom mé
zmysel hovorit, ¢ je pravdivé alebo nepravdivé. Kazdému vyroku mozeme priradit
jeho pravdivostnu hodnotu t.j. pravda (oznacujeme symbolom 1), resp. nepravda
(pouzivame symbol 0). Rozozndvame elementdrne vijroky, alebo vyroky zloZené
z elementarnych pomocou logickych operéacii. Zlozenym vyrokom hovorime aj
vyrokové formuly. Zékladnymi logickymi operaciami si: mnegdcia ', konjunkcia
A, disjunkcia V, implikdcia = a ekvivalencia <. Gitatel sa s nimi uz uréite stretol
na strednej gkole, preto ich nebudeme blizgie popisovat.

Kazd4 formula vyrokovej logiky sa d& zapisat (realizovat) pomocou boolovske;
funkcie. Je tym dand jednoznacnd korespondencia medzi A a V (a a alebo) na jednej
strane a A a V na strane druhej. Preto v dalsom texte pri boolovskych funkcidch
nemusime pouzivat symboly prieseku a spojenia A a V ,zdedené“ zo zvizov, ale
budeme pisat symboly logickej konjunkcie a disjunkcie, t.j. A a V. Samozrejme
v zapise vyrokovej formuly pomocou boolovskej funkcie sa nevyskytuje implikacia
ani ekvivalencia.

Priklad 2.12. Zapisme pomocou boolovskej funkcie vyrokovi formulu

peqelp=q9AN(@=Dp)

Zostrojime si pravdivostni tabulku pre tito vyrokovi formulu a stfpec S prav-
divostnymi hodnotami celej formuly je zaroven stipcom hodnot boolovskej funkcie
pre prislusné hodnoty premennych (pravdivostnych hodnét elementarnych vyrokov)
p a ¢. dalej postupujeme podla uz opisaného postupu pri zapisovani boolovskej
funkcie v NDT alebo NKT. Takto ziskané zapisy sa ¢asto daju pomocou vlast-
nosti boolovskej algebry znaéne zjednodusit. Uvedeny postup ukazuje nasledujica
tabulka a potom zépis ziskanych funkeif v NDT a NKT. Je vidief, ze sa jednd o
tzv. tautologiu, t.j. vzdy pravdivy vyrok.

P q|peq|p=qle=>p| =N e=p) | f
1T 1] 1 1 1 1 1
1 0[] o0 0 1 0 1
0 1| o 1 0 0 1
0 0| 1 1 1 1 1

Potom v normalnom disjunktivnom tvare je

f=@A)V AV P NV N

a v normalnom konjunktivnom tvare je

f=1,
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pretoze pocet prislusnych elementarnych disjunkcii je nula.

Boolovskt algebru mozno s vyhodou vyuzit pri navrhovani kontaktnych sieti.
Kontaktné siete v praxi vyuzivame pri kontrole prace nejakych zlozitych sustav,
pricom poruchu sustavy obyc¢ajne signalizuje rozsvietend signalizacna ziarovka.
Ukézeme, ako mozno navrhnit kontaktni siet na kontrolu takého systému.

Priklad 2.13. Pre ststavu troch strojov navrhnite kontaktnt siet tak, aby sig-
nalizovala, ze nastala niektora z uvedenych portch:

a) prvy stroj nepracuje, druhy pracuje,

b) prvy a druhy stroj pracuju, ale treti nepracuje.
Riesenie. Stacia nam tri zdkladné kontakty, pricom sa dohovorime, ze kontaktom
p prechddza prid prave vtedy, ked pracuje prvy stroj, kontaktom ¢ prave vtedy, ked
pracuje druhy stroj a kontaktom r prave vtedy, ked pracuje tret{ stroj. Celou siefou
bude prechddzaf prid préve vtedy, ked nastane niektord z uvedenych portich. To
znamend, ze v nasom pripade bude sietou prechadzat prid prave vtedy, ak nastane
niektord z nasledujicich moznosti:

1. prvy stroj nepracuje, druhy pracuje a treti pracuje,

2. prvy stroj nepracuje, druhy pracuje a treti nepracuje,

3. prvy a druhy stroj pracuju, treti nepracuje.
Thito situdciu mozeme realizovat napriklad kontaktnou sietou na obr. 2.4(a) a siet
mozeme ,,boolovsky“ charakterizovat pomocou funkcie

f=@NgAT)V P NgAT YV (DAgNAT)

P q r P
P q r L -
P q r r
(a) (b)
Obr. 24

Mohli sme si poméct aj tabulkou na vyrobu elementdrnych konjunkeif a ele-
mentarnych disjunkcii. Funkcia f je teraz zapisand v NDT. Kontaktna siet na
obr. 2.4(a) je zbytocne zlozita. Ak vyuzijeme vlastnosti boolovskej algebry, da sa
funkcia znaéne zjednodusit:

f=@NgAT)V @ NgAT )V (DAgAT) =
(' AN V)V (pAgAT) =
WAV pAgAT)=gNP'V(pAT)] =
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gN[(P'VP)AND V)] =g (d V).

Tomuto vyrazu zodpovedd kontaktnd siet na obr. 2.4(b), ktord je podstatne
jednoduchsia (je dokonca minimadlna).

2.4 Ulohy

2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

2.10.

Ukazte, ze reldcia rovnosti na mnozine je sucasne ¢iastocnym usporiadanim
aj ekvivalenciou. Je to jedina relacia, pre ktoru to plati.

Ukazte, ze kazda konecnd linearne usporiadand mnozina mé sicasne naj-
mensi aj najvacsi prvok.

Nech F' je mnozina vSetkych realnych funkcii f; jednej redlnej premennej,
ktorych definicny obor je D C R. Reldciu R definujme takto: Pre vSetky
fi, fo € F je fiRfs prave vtedy, ak pre vsetky = € D je fi(zx) < fox).
Ukazte, ze (F; R) je ¢iastocne usporiadand mnozina.

Nakreslite Hasseho diagram ¢iastocne usporiadanej mnoziny (M;]) (ak to je
¢iastocne usporiadand mnozina), kde M = {1,2,3,4,5,6,7,10,11,12} a |
je relacia delitelnosti celych cisel.

Rozhodnite, ¢ (A;R) je ¢iastoéne usporiadand mnozina, ak A = R x R a
relacia R je definovana:

a) (a,)R(c,d) < a+b<c AN b<d prevsetky (a,b),(c,d) € A,

b) (a,b)R(c,d) < a<c AN b<d prevsetky (a,b),(c,d) € A.

Ukazte, ze kazda linearne usporiadand mnozina je zvazom.

Presvedcite sa, ze (S;]), kde S = {1,2,3,4,5,6,10,12,15,30,60} a | je
relacia delitelnosti celych ¢isel, je zvaz. Nakreslite jeho Hasseho diagram.
Zistite, ¢i tento zvaz je distributivny a ¢i kazdy jeho prvok ma komplement.

Ukézte, ze v kazdom distributivnom zvize pre lubovolné tri prvky z,y, z
plati rovnost

(xAy)V(yAz)V(zAz) = (zVy)A(yVz2)A(2VT).

Nech z,y st lubovolné prvky boolovskej algebry. Dokézte, ze x = y prave
vtedy, ak (zAy")V(z'Ay) = 0.

Upravte boolovsku funkciu f = zA[(xhAzy)V2}) na normédlny konjunktivny
tvar aj na normalny disjunktivny tvar.
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2.11. Zistite, ¢i boolovské funkcie
f=[zAy)V(zVv2)]' Ve a  g=[2'A(zV(yA2))]Vz
sa rovnaju.

2.12. Svetlo v chodbe je ovladané z troch vypinacov a v kazdom momente moze
byt zapnuté aj vypnuté ktorymkolvek z nich. Navrhnite kontaktni siet pre
takéto zapojenie.

2.13. Vyrobna linka pozostava z troch strojov. Navrhnite minimalnu kontaktnu
siet, ktora signalizuje, ze nastal niektory z uvedenych stavov:
a) prvy stroj pracuje a z ostatnych jeden pracuje a jeden nie,
b) prvy stroj nepracuje a z ostatnych jeden pracuje a jeden nie.

2.14. Zapiste pomocou boolovskej funkcie v normalnom konjunktivnom aj v normalnom
disjunktivnom tvare vyrokovi formulu

(A=B)=(A=0)=(B=0)=A

a minimalizujte ziskani boolovsku funkciu.



Kapitola 3

Grupy, telesa a polia

3.1 Grupy

Tedria grup patri medzi mladé matematické discipliny. Jej zaciatky siahaju do
prvej polovice minulého storocia, ked v roku 1826 nérsky matematik Henrik Abel
podal dokaz neriesitelnosti algebraickej rovnice 5. stupiia pomocou odmocnin.
Grupy nasli siroké uplatnenie v matematickych i nematematickych disciplinach a
ich vyznam s rozvojom informatiky rastie.

Vieme, 7e usporiadanej dvojici celych ¢isel (a,b) mozeme priradit celé éislo
¢ = a+ b. Scitavanie je vlastne zobrazenie f, v tomto pripade f : Z x Z — 7Z, kde
f(a,b) = a+ b. Zobrazenie takého typu sa nazyva bindrnou operaciou.
Priklad 3.1. Riesme rovnicu 3x = 4. Oby¢ajny postup si rozpiSeme podrobnejsie
(pozri pravy stfpec):

Pritom vyuzivame, ze % je vzhladom
na nasobenie inverzny prvok k cislu 3,
pri zmene poradia zatvoriek vyuzivame 1
asociativnost gésobenia, potom to, ze 5(31’) — 3 4
¢islo 1 je vzhladom na nasobenie neu-

trdlny prvok a v neposlednom rade to, ze (
stc¢in dvoch redlnych éisel je opit redlne

¢islo, t.j. wzavretost mnoziny redlnych 1.7 = %
¢isel vzhladom na operdciu ndsobenia. 3
Prave vymenované §tyri vlastnosti nam
umoziuji zaviest pojem grupy.

1

1 4
Z D = =
3 37 =3

4
T ==
3

Definicia 3.1. Nech G # () je mnozina. Grupa je algebraicky systém (G;x*),pre
ktory plati:

1. Pre véetky x,y € G ajx xy € G.

2. Pre vetky x,y,z € G je x x (y*z) = (z * y) * 2.

3. VG exmistuje prvok e taky, Ze pre kazdé x € G jex xe =exx = .

29
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4. Ku kazZdému x € G existuje taky prvok ' € G, Ze x xx' =12’ xx = e.
Ak G je koneénd mnozina a |G| = n, tak éislo n je rad grupy (G;*).

Poznamka. Vlastnost 1. z definicie vyjadruje uzavretost mnoziny vzhladom
na operaciu *. Vlastnost 2. pozndme pod ndzvom asociativnost. Prvok e z
vlastnosti 3. sa nazyva neutralny prvok vzhladom na operdciu * a prvok z’ z
vlastnosti 4. je inverzny prvok k prvku z vzhladom na operdciu .

Ak pre (G;*) plati vlastnost 1. (uzavretost) a vlastnost 2. (asociativnost), alge-
braicky systém (G %) nazyvame pologrupa.

Veta 3.1. V kazdej grupe (G;x) existuje prave jeden neutrdlny prvok e a ku
kazdému prvku x existuje prdve jeden inverzny prvok x’.

Definicia 3.2. Grupa (G;*) sa nazgva komutativna alebo abelovska, ak pre
vsetky x,y € G plati
THRY=1Y*xT.

Priklad 3.2. Algebraicky systém (N; —) nie je grupa, pretoze existuji prirodzené

¢isla m, n také, ze m — n je zdporné &islo, a teda neplati uzavretost.

Pre algebraicky systém (P(A);N) plati, ze pre kazdé A;, A; € P(A) aj A, NA; €

P(A), plati asociativnost prieniku mnozin, a tiez existuje neutrdlny prvok e = A

taky, ze pre kazdi mnozinu A; € P(A), teda A; C A, je AiNne=enNA; = A;.

Nie je to vsak grupa, lebo v P(A) ziadna vlastnd podmnozina mnoziny A nema

inverzny prvok.

lahko sa preveri, ze (Z; +) je grupa a tiez (R \ {0};-) je grupa.

Algebraicky systém (R;-) grupou nie je, lebo k ¢islu 0 neexistuje inverzny prvok.
Vlastnosti grupy su zovSeobecnenim sc¢itavania a nasobenia redlnych ¢isel. Ak

sa jednd o grupu s bindrnou operéciou sc¢itavania (G;+), hovorime o aditivne;j

grupe. Podobne multiplikativna grupa je grupa (G;-) s operaciou nasobenia.

Veta 3.2. Nech (G; %) je grupa a nech a,b € G. Potom rovnica
axxr=~0 (x*a="0)
md prdve jedno riesenie

r=axb (x=0bxd).

7 vety 3.2 vyplyva pravidlo o krateni zlava (sprava): Pre vietky a, 1,2, € G
plati:
Q%L1 =Q%To <= T =Ty

(x1%a=1mzy%xa < 11 = xs).
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V abelovskej grupe teda rovnice 1 x a = b a a * 9 = b maji rovnaké riesenie
ry =1, =bx*d.

Tato veta nam vravi kedy rovnice toho typu maji pre operdcie s¢itavania a
nasobenia ¢isel jednoznaéné riesenie a kedy nie. Vacsinou riesime takéto rovnice
uz na zakladnych a strednych skoladch a ani si neuvedomujeme, Ze pracujeme napr.
na grupich (Z;+), (R\ {0};-) a podobne. O &iselnych mnozinach a operdciach
séitavania a néasobenia ¢isel vieme vela. Velkou prednostou grip je, ze vlastnosti
grip ,rovnakého typu® sa zhoduji bez ohladu na to, o akd mnozinu a akd bindrnu
operdciu sa jedna. Potom staci ukédzat, Ze sa jedna o ur¢ity typ grupy a mozeme
vyuzivat vietky vlastnosti dokdzané na inej grupe rovnakého typu. ¢o rozumieme
pod grupami rovnakého typu nam vystihuje pojem izomorfizmus.

Definicia 3.3. Dve grupy (A;O) a (B; A) su izomorfné prdve vtedy, ak existuje
bijektivne zobrazenie ¢ : A — B také, Ze pre vsetky ai,as € A je

p(ar0az) = p(ar)D(az).

Priklad 3.3. Na mnozine zvyskovych tried modulo m (pozri paragraf 1.3) si
definujeme operacie & a © takto:

adb=a+0b a a®b=ua-b.

Nech K = {1,—1,i,—i} je podmnozina komplexnych ¢isel. Zistite, ¢i algebraické
systémy (Zy; @) a (K;-) st izomorfné grupy.

RieSenie. Vsetky vysledky bindrnych operacii ¢ a - na uvedenych mnozinach
moézeme zapisat do Cayleyho tabuliek:

@10 1 2 3 1 -1 i —i
0/0 1 2 3 1y 1 -1 4 —i
111 2 3 0 —1]-1 1 —i i
212 3 01 i i —i -1 1
313 01 2 —1 | —1 7 1 -1

Obe mnoziny st uzavreté vzhladom na operaciu, lebo v poli tabulky si iba prvky
prislusnej mnoziny. Neutrdlnym prvkom v prvom pripade je 0 a v druhom 1. V
tabulke to vidime tak, ze sa v riadku (stipci) odpovedajicemu neutralnemu prvku
zopakuje riadok (stfpec) zo zdhlavia. Inverzny prvok k nejakému prvku nédjdeme
tak, ze v riadku, ktory tomu prvku odpovedd, najdeme neutralny prvok a nad
nim v zdhlavi tabulky je inverzny. Plati to aj pre stipce \Y prvom prlpade je
0'=0,1'"=3,2"=2a3" =1, vdruhom " =1, -1 = 1,43’ = —i a —i' = i.
Iba asociativnost sa nedé zistit priamo z tablﬂky. Pre (K;-) asoaatlvnost plati,
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pretoze plati pre nasobenie Iubgvoinygh troch komplexnych cisel. Pri s¢itavani
zvyskovych tried modulo m pre lubovolné z,%, %z € Z,, je

TOUYPz)=TB(y+z2)=x+(y+2)

(Toy) @zZ=r+y®z=(v+y)+=z
Kedze z + (y + 2) = (z + y) + 2, asociativnost séitavania v Z,, plati, a teda plat{
aj v Zy4. (Podobne sa ukaze asociativnost ndsobenia ® zvyskovych tried.)
Algebraické systémy (Z4;®) a (K;-) si teda grupy. Uvazujme teraz bijektivne
zobrazenie ¢ : Z, — K definované

(01 2 3
L SR A

D4 sa bez tazkost{ preverit, ze pre kazdu dvojicu prvkov T,7 € Zy je

(T DY) = (T) - (y)-
Ide teda o izomorfné grupy.
Poznamka. Ak mame dve izomorfné grupy s malym poc¢tom prvkov, potom
sa ich Cayleyho tabulky daji zostrojit tak, Ze po poloZeni na seba sa prekryvaju
presne podla zvoleného izomorfného zobrazenia ¢. Doporucujeme ¢itatelovi zmenit
poradie prvkov v zahlavi jednej tabulky tak aby sa prekryvali 0s 1, 1 s, 2s —1
ads —i.

3.2 Cyklické grupy
Grupy uvedené v predchadzajicom priklade maju aj Dalsiu vlastnost, su cyklicke.
Pred definovanim pojmu cyklickost potrebujeme pojem mocniny prvku.

Definicia 3.4. Nech (G x) je grupa a nechn € Z. Potom n—tou mocninouprvku
x € G nazyvame taky prvok x™ € G, pre ktory plati:

—
Tt =T kT Kk kDT, akn > 0,
" =1, akn =0,
v = ()", akn <O0.

Definicia 3.5. Nech (G;*) je grupa a nech v € G. Ak existuje také prirodzené
¢islo n, Ze x™ = 1, hovorime, Ze prvok x md koneény rad. Najmensie prirodzené
¢islo n, pre ktoré je x" = 1, nazgvame rad prvku x. Ak neexistuje také n, prvok
x ma nekonecny rad.

Definicia 3.6. Nech (G;*) je grupa. Ak existuje taky prvok x € G, Ze kazdy prvok
mnoziny G je jeho mocninou, tak (G;*) nazjvame cyklickou grupou a prvok x
je generatorom tejto grupy.
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Priklad 3.4. Pre grupu (Z4; &) z prikladu 3.3 dostavame:

I'=1, T'=Te1=2 T =201=3 1T =3a1=0=e¢

teda prvok 1 je generdtorom grupy a grupa je cyklickd. Rad prvku 1 je 4. Grupa
mé aj druhy generétor, a to prvok 3. Overte, Ze prvok 0 mé rad 1 a 2 mé rad 2.
Kedze grupa (K;-) je izomorfnd s grupou (Zy; @®). Prvky, ktoré sa v izomorfizme
navzajom na seba zobrazuju, maji rovnaky rad. Teda grupa (K;-) ma tiez dva
generatory a je cyklickd. Overte to!

Poznamka. Ak si dve grupy izomorfné, tak sa zhoduji vo vsetkych vlastnostiach.
Ak sa grupy lisia ¢o len v jednej vlastnosti, izomorfné nie su.

Veta 3.3. Nech (G; %) je cyklickd grupa s generdtorom a. Ak existuji také celé
cisla r < s, Ze a” = a®, tak grupa (G; %) je koneénd. Ak |G| =n, tak

G={da' d* . .. a" "},

kde a® je neutrdlny prvok.

Priklad 3.5. Nech A = {2"; n € Z}. Potom (A;-) je nekonecnd cyklickd grupa s
generatorom 2",

Veta 3.4. KazZdé dve cyklické grupy rovnakého radu siu izomorfné.

3.3 Podgrupy a rozklady grup
Definicia 3.7. Nech (G;x) je grupa a ) # H C G. Ak (H;x) je grupa, tak sa
nazyva podgrupou grupy (G; ).

Veta 3.5. Nech ) # H C G a nech (G;*) je grupa. Algebraicky systém (H;*) je
podgrupou grupy (G;*) prdve vtedy, ak platia podmienky:

1. pre kazdé a,b € H ajaxbe H,

2. pre kazdé a € H aja’ € H.

Priklad 3.6. Nech A = {1, 2,3}. Potom mnozina vSetkych permutdcii na mnozine
A je mnozina 53 = {Pl,Pg,Pg,P4,P5,P6}, kde

12 3 12 3 12 3
P1_<123)’ PQ_(132)’ P3_<213)’

12 3 123 12 3
P4_<231)’ P5_(312)’ P6_<321)'

Tieto permutécie st zobrazeniami a mozeme ich skladat. Napr.

123 123 12 3
P20P3_<1 3 2)0(2 1 3)‘(2 3 1)_P4’
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123 123 12 3
P3OP2_<2 1 3)"(1 3 2)_(3 1 2>_P5‘

Vysledky vsetkych sicinov (zlozeni) sa daju prehladne zapisat do tabulky:

(@) Pl PP Pg P4 P5 PG
PP P P3P P B
PP P Py Py B B
P\ Py Ps P P P Py
Py |\Py Bs P P P P
Ps\Ps P3 B P P B
Ps | B Py P P Py P

Kedze z prvej kapitoly vieme, ze pre skladanie zobrazeni plati asociativny
zékon, z tabulky je zrejmé, ze (Ss; o) je nekomutativna grupa. Nech H; = {P;, P;, P;}
C S5. Ak sa obmedzime iba na ¢ast tabulky s prvkami Py, Py a Ps v zahlavi, vidime,
7e (Hy;0) je tiez grapa, a teda podgrupa grupy (Ss; o). Naviac lahko sa da zistif, ze
grupa (S3; o) nie je cyklickd, ale jej podgrupa (Hy;o) cyklickd je. Jej generatormi
su prvky Py a Ps. Podobne aj prvky Py, P, P3 a P5 ndm generuju podmnoziny

H2:{P1}’ H3:{P17P2}7 H4:{P17P3}7 H5:{P17P6}7

pricom kazdy algebraicky systém (H;;0) pre ¢ = 2,3,4,5 je cyklickou podgrupou
grupy (S3;0), aj ked grupa (S3; o) cyklicka nie je.
Pre podgrupy cyklickej grupy plati nasledujtica veta.

Veta 3.6. Kazda podgrupa cyklickej grupy je cyklicka.

Zavedieme si nasledujice oznacenia. Nech (G;*) je grupa a (H;x*) je jej pod-
grupa. Symbolom xH oznac¢ime mnozinu vsSetkych prvkov = x h, kde z € G a
h € H. Teda pre prvok = € G je

tH={xxh; he H}.

Je zrejmé, ze pre abelovsku grupu (G;*) je tH = Hz.

Veta 3.7. Nech (H;x*) je podgrupou grupy (G *). Potom mnozina
G/H = {zH; z € G}

tvori rozklad mnoziny G.

Pozniamka. Mnozina G/H sa nazjva pravym rozkladom grupy (G;*) podla
jej podgrupy (H;x*). Jeho prvky xH nazyvame pravymi triedami rozkladu.
Mohutnost mnoziny G/H nazyvame indexom podgrupy (H; ) v grupe (G;*).
Priklad 3.7. Urobme rozklad grupy (Ss;o) z prikladu 3.6 podla jej podgrupy
(HL O), kde H1 = {Pl,P4,P5}.
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Riesenie. Pre kazdé x € G utvorme mnozinu v H;:

pre x = P jexHy ={P,oP,Pio Py, PioPs} ={P, Py, P}
pre t = Py je xHy = {Py0o P, Pyo Py, Pyo Ps} = {P,, P, Fs}
prex:ngele :{PgOPl,P30P4,P3OP5}:{Pg,PG,PQ}
pre t = Py je tHy = {Pyo P, P,o Py, Pyo Ps} = {P,, Ps, P}
pre x = Ps jetH; = {Ps0 P, P50 Py, Ps0 Ps} = {Ps, P, P, }
pre x = Py je tHy = {FPs 0 P, Pso Py, Ps 0 Ps} = {Ps, P, P3}.
Takze

Ss/Hy = {{Py, Py, Ps}{P», P3, Ps}}

a index podgrupy (Hi;o) v grupe (S3;0) je 2. Je vidiet, Ze v tomto pripade je

|53
Se/Hy| = =31
|85/ H| | H,|

O tom, ze to plati vSeobecne, nas informuje nasledujica veta.

Veta 3.8. (Lagrangeova veta.) Rdd konecnej grupy je celociselngm ndsobkom
radu kazdej jej podgrupy.

Veta 3.9. KaZda grupa prvociselného rdadu je cyklickd a kazZdy jej prvok, okrem
neutrdlneho, je jej generdatorom.

Poznamka. Z prehladu o grupdch vyplyva, ze existuje (az na izomorfizmus)
prave jedna grupa radu 1, 2, 3, 5, 7, a to cyklicka grupa. Rad 4 maju dve grupy
(neizomorfné): cyklickd grupa, ktord sa objavovala v nasich prikladoch, a grupa
necyklickd. Najmensou neabelovskou grupou je grupa (Ss;0). Existuju cyklické
grupy lubovolného radu.

3.4 Okruhy, telesa, polia

V dalsom texte budeme pracoval s mnozinami, na ktorych si definované dve
binarne operacie. Napriklad na mnozine Z vsetkych celych ¢isel su definované dve
bindrne operécie, a to s¢itavanie + a nésobenie -. Vieme, ze algebraicky systém
(Z;+) je komutativna (abelovskd) grupa a algebraicky systém (Z;-) je pologrupa
(plati uzavretost mnoziny Z vzhladom na operaciu - a tiez asociativnost). Okrem
toho pre vsetky x,vy,z € Z je

r(y+z2)=xy+zz.

Hovorime, ze nasobenie je distributivne vzhladom na operaciu sc¢itavania.

Definicia 3.8. Nech na mnoZine A # 0 si definované dve bindrne operdcie O a
x. Algebraicky systém (A; O, %) sa nazgva okruh, prave vtedy, ak:
1. (A;0) je komutativna grupa,
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2. (A; %) je pologrupa,
3. Operdcia * je distributivna vzhladom na operdciu O, to znamend, Ze pre
vsetky x,y, 2z € A plati

rx (ydz) = (zxxy)O(x * 2) a (x0y) * z = (x % 2)0(y x 2) .

Poznamky.

1. V algebraickom systéme (A; O, *) je dolezité poradie operécii, nemé6zeme ich
poradie vymenit. Napr. algebraicky systém (Z;-, +, ) nie je okruh, pretoze (Z;-)
nie je grupa, ale (Z;+) okruhom je.

2. Neutralny prvok operdcie O budeme oznacovat e(0) ( ¢asto sa nazyva nu-
la). Neutrélny prvok operacie * (ak existuje) oznacime symbolom e(x) (zvykne sa
nazyvat jednotka). V okruhu (4;+,) je to 0, resp. 1.

3. Ak operécia * je komutativna, okruh nazyvame komutativny.

4. Pod trividlnym okruhom rozumieme okruh, ktory obsahuje iba prvok e(O).
V ostatnych pripadoch hovorime o netrivialnom okruhu.

Prikladmi okruhov st napriklad éiselné (Z; +, ), (R;+,-), (C;+,-). Skimanie
okruhov zacalo prave na ¢iselnych mnozinédch s operaciami + a -, ale ich vlastnosti
sa lahko dajui preniest a na iné okruhy.

Priklad 3.8. Nech M,, je mnozina vsetkych stvorcovych matic rddu n (n je pevne
zvolené), n > 2, ktorych prvky st realne ¢fsla. lahko sa prevert, ze (M,;+,-),
kde + a - je scitavanie a nasobenie matic, je okruh. Nech a # 0 je redlne ¢islo.
Utvorme

a 0O 0 0 0 . 0 0 0 0
0 0 0 00 . 0 0 0 0
00 ... 0 00 ... a 00 ... 0

Matice na lavej strane majui prave po jednom nenulovom prvku a, teda st nenulové.
Sucin matic strucne zapiSeme
K-M =0,

kde K, M, 0 st uvazované matice z mnoziny M,. Zistili sme, Ze suc¢in dvoch
nenulovych matic je nulovd matica, ¢ize sic¢in dvoch nenulovych prvkov (roéznych
od e(+)) K a M je nulovy prvok 0 (neutrdlny prvok vzhladom na operaciu +).
Obdoba toho v ¢iselnych okruhoch (Z;+,-), (R;+,-) a (C; +, -) neexistuje.

Definicia 3.9.  Hovorime, Ze prvok a € A, a # e(d), v okruhu (A;O, %) je
netrivialnym delitelom nuly prdve vtedy, ak existuje prvok b € A, b # e(0), taky,
ze

axb=e(0) alebo bxa=e(O).



3.5. ULOHY 37

V priklade 3.8 matice K a M st netrividlnymi delitelmi nuly v okruhu (M,; +, -).

Definicia 3.10. Okruh, ktory md aspon dva prvky a memd netrividlne delitele
nuly, nazyvame obor integrity.

Priklad 3.9. Presvedéite sa, ze algebraické systémy (Zs; ©,©) a (Zg; ®,©) sd
okruhy. Z Cayleyho tabuliek pre prislusné operacie lahko zistite, ze (Z5, ®,0) je
obor integrity. (Zg; ®,®) oborom integrity nie je, pretoZe napr. 3 ® 2 = 0.

Veta 3.10. Okruh (Z,;®,®) je oborom integrity prdve vtedy, ak n je prvocislo.

Definicia 3.11. Okruh (A; O, %) nazgvame telesom prave vtedy, ak (A\{e(0)}; O, )
je grupa.
Veta 3.11. Kazdé teleso je oborom integrity.

Definicia 3.12. Teleso (A; O, %), v ktorom (A\{e(O)}; *) je komutativna (abelovskd)
grupa nazyvame pole.

Poznamka. D4 sa dokdzat, ze okruh (Z,;®,®) je pole prave vtedy, ak n je
prvocislo.

3.5 Ulohy

3.1. Na mnozine vSetkych neparnych prirodzenych ¢isel si definované operacie O
a * takto:
20y =x+y+1,
rxy=0,5x+1)(y+1)—1.
Dokézte, ze operdcia * je distributivna vzhladom na operdciu O.

3.2. Nech pre Iubovolné z,y € N je z oy = y*. Néjdite vsetky = € N, pre ktoré
plati z © 2 = 2 ¢ x. dalej najdite aspon jednu trojicu x,y, z € N, pre ktoru
plati

(xoy)oz=x0(yoz).

3.3. Oznacme pZ (nZ) mnozinu vsetkych parnych (nepérnych) celych ¢éisel. Zis-
tite, ktoré z nasledujicich algebraickych systémov st uzavreté vzhladom na
operaciu:

a) (PZ; +), b) (pZ; ), c) (nZ;").

3.4. Zistite, ktoré z nasledujtcich algebraickych systémov st grupy:
)( ), kde A={z€C;2°—-1=0},

b) (B 7),keB {z €C; 2°4+1=0},

(Z;0), kde aob=a+b—5 pre vietky a,b€ Z,

(Z;0), kde adb=a+b+a-b prevsetky a,be€ Z.

a0
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3.5. Zistite, ktoré z nasledujicich podmnozin mnoziny vsetkych komplexnych
¢isel C s operdciou + su podgrupami grapy (C;+):
a) mnozina vsetkych rydzo imagindrnych ¢isel,
b) mnozina vsetkych komplexnych ¢isel a 4 ib, kde a,b € Z,
¢) mnozina vsetkych komplexnych ¢isel s absolitnou hodnotou rovnou 1.

3.6. Zistite, ¢i (A;0) je grupa, ak A = {f1, fo, ..., fe}, kde pre i = 1,2,...,6 su
fi zobrazenia z mnoziny R \ {0, 1} do mnoziny R\ {0, 1} definované:

) fZ(x):%7 f3($):1—ﬂf,
falw) = =, folz) =1=1, fo=:5

3.7. Néjdite vsetky generatory cyklickej grupy (Zio; ®).

3.8. Zistite, ¢i algebraicky systém (A;+,-) je okruh, ak:
a) A= {a+bv2; a,b€Q},
b) A={2,46,8,...},
) A=1{ .., 6420246, ..}
) A={z€C;|o| =1},
e) A={a+ib; a,be Q}.

3.9. Zistite, ¢i (H;-) je podgrupou grupy (R\ {0};-), ak H = {—1,1}.

3.10. Overte, ¢i algebraicky systém (A;+,-) je okruh, teleso alebo pole, ak:
a) A= {a+bJ7; a,b € Q},
b) A= {a+b/T; a,bc 7}



Kapitola 4

Neorientované grafy

4.1 Definicia a zakladné typy grafov

V predchadzajicich kapitolach sme viackrat vyuzili moznost vyjadrit urcité vztahy
pomocou grafov. Boli to napriklad diagramy binarnych relacii, zobrazeni, alebo
¢iastoénych usporiadani. Neslo pritom o grafy funkcii, ktoré vyjadruji vztahy
medzi veli¢inami (premennymi), ktoré pozname z matematickej analyzy.

Teéria grafov je pomerne mladd matematickd disciplina, aj ked prvé préca
z tedrie grafov, Eulerovo pojednanie o mostoch mesta Kralovca (dnesny Kalin-
ingrad), je z roku 1736. Prudky rozvoj tedrie grafov nastal az v druhej polovici
20. storocia v stvislosti s rozvojom poéitacov a velkymi poziadavkami na algo-
ritmizaciu roznych tloh. V tomto uc¢ebnom texte sa obozndmime so stru¢nymi
zakladmi neorientovanych a orientovanych grafov a s niektorymi ich aplikaciami v
elektrotechnike ako aj pri algoritmickom rieSeni roznych 1loh z praxe.

Definicia 4.1. Graf G je usporiadand dvojica (V, H), kde V' je nejakd neprdzdna
mnozina a H je mnoZina dvojprvkovych podmnoZin mnoziny V. Proky mnoziny V'
nazyvame vrcholy grafu G a proky mnoZiny H nazyvame hrany grafu G.

V nasom texte budeme uvazovat grafy s koneénou mnozinou vrcholov (v niekolkych
pripadoch, ked budeme uvazovat nekoneéné grafy, to zvlast zdéraznime).

Ak chceme zdoraznit, Ze graf ma mnozinu vrcholov V a mnoZinu hran H,
piseme G = (V,H). Ak hovorime o nejakom zndmom grafe G, jeho mnozinu
vrcholov oznacujeme V(G), podobne mnozinu hran grafu G oznacujeme H(G).

Graf je teda rydzo kombinatoricky objekt, ktory déva do vzdjomnych vztahov
prvky dvoch mnozin. Zdérazinujeme to preto, Ze postupne sa budeme vyjadrovat
dost obrazne a grafy znazornovat kreslenim do roviny. Vrcholom grafu sa prira-
dia body roviny (vyznacené krizkami) a hrany sa vyjadruji spojenim prislusnych
dvojic bodov rovnymi alebo zakrivenymi ¢iarami. Takému znézorneniu grafu
budeme hovorit diagram grafu. Pozor, dva rozne grafy mozu mat rovnaky
diagram a naopak, ten isty graf sa d4 zndzornit pomocou dost nepodobnych

39
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,obrazkov®.

Priklad 4.1. Na obr. 4.1 su dva rozne diagramy grafu Gy = (Vi, Hy), kde
Vi ={1,2,3,4,5} a H; = {{1,2}{2,3}{3,4}{4,5}{1,5}} a diagram grafu G5 =
(Va, Hy), kde Vo = {a,b,c,d, e} a Hy = {{a,b}{b, c}{c,d}{d,e}{e,a}}.

| 1 d

Obr. 4.1

Budeme hovorit, Ze hrana {u,v} inciduje s vrcholmi u a v (v diagrame st
vrcholy u a v spojené ¢iarou). Tiez sa da povedat, ze vrchol inciduje s hranou.
Dva vrcholy sa nazyvaji susedné, ak inciduju s tou istou hranou, dve hrany
nazyvame susedné, ak inciduji s tym istym vrcholom.

Poznamka. Niekedy sa na rieSenie problémov z praxe vyuzivaju aj grafy s vi-
acndsobnymi hranami (v diagrame je dvojica vrcholov spojend viacerymi ¢iarami),
tzv. multigrafy, alebo grafy, v ktorych hrana (tzv. slu¢ka) inciduje dvakrét s
tym istym vrcholom. Ak graf moze obsahovat slucky aj ndsobné hrany, hovorime
o pseudografe.

Uvedieme si nickolko typov grafov, ktoré sa ¢asto vyuzivaji, a preto dostali
Specidlne pomenovania:
Kompletny graf na n > 1 vrcholoch je graf K,, = (V,H), kde |[V| =na H
obsahuje vsetky dvojprvkové podmnoziny vrcholovej mnoziny (v diagrame je spo-
jend hranou kazdé dvojica vrcholov).
Kompletny bipartitny graf K,,, = (V, H), kde m,n > 1, je graf, v ktorom

V=Au,...;up} U{vr,...,v}, H={{w,v;};i=12,...,m,j=12...,n}
Kruznica dizky n > 1 je graf C,, = (V, H), kde
V=A{12,....,n}, H={{i,i+1}i=1,...,n—1} U{{l,n}}.
Cesta dlzky n > 0 je graf P, = (V,H), kde
V={0,1,...,n}, H={{i—1,i};i=1,...,n}.

Komplement grafu G = (V, H) je graf G = (V, H'), kde H' obsahuje vietky hrany
chybajice v grafe G' k tomu, aby bol kompletnym grafom, pricom H U H' = {).

Kruznica Cj5 je na obr. 4.1. Na obr. 4.2 su postupne grafy: Ks, K5, P5, Ko 3 a
K373.
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A= AN A4

Obr. 4.2

Dva grafy G a G' povazujeme za rovnaké, ak maju totozné mnoziny vrcholov
a hran, teda G = G’ znamena, ze V(G) = V(G') a E(G) = E(G'). Mnoho
grafov sa vsak lisi iba oznacenim svojich vrcholov a hran. Toto vystihuje pojem
1zomorfizmus.
Definicia 4.2. Dva grafy G = (V,E) a G' = (V' E') sa nazyvaji izomorfné, ak
existuje bijektivne zobrazenie f : V. — V' také Ze pre vietky u,v € V:

{u,0}y €V prdve ked  {f(u), f(v)} € E',.

Zobrazenie [ nazijvame izomorfizmus grafov G a G'. Fakt, Ze grafy G a G' si
izomorfné zapisujeme G = G'.

Priklad 4.2. Na obr. 4.3 st diagramy troch izomorfnych grafov. Najdite prislusné
izomorfizmy.

Obr. 4.3

RieSenie. Jeden z izomorfizmov medzi prvym a druhym grafom je napriklad
Fo 1 2 3 45 6
“\Nadbec [
Existuje viac moznosti. ZvySok ponechdme na citatela. Vsetky tri grafy s
izomorfné s grafom Kj 3.
Z definicie 4.2 vyplyva, Ze pre dva izomomorfné grafy G; = (Vi, Hy) a Gy =

(Va, H) plati
Vil = [Val, | Hy| = [Ha .

Je zrejmé, ze splnenie tychto dvoch podmienok este nezarucuje, ze nejaké dva grafy
st izomorfné.
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Definicia 4.3. Hovorime, Ze graf Gy je podgrafom grafu G, ak V(Gy) C V(G)
a H(Gy) C H(G). Zapisujeme to: Gy C G.

Definicia 4.4. Podgraf G' = (V, H') grafu G = (V, H) nazjvame faktor grafu G.

Faktor grafu je teda taky podgraf, ktory obsahuje vsetky vrcholy daného grafu.
Rozne faktory sa mozu lisit nielen poétom hran, ale aj roznym zlozZenim hranovych
mnozin.

Obr. 4.4

Na obr. 4.4 su diagramy vsetkych faktorov grafu Kj. Je ich 6 (vrcholy na tej
istej pozicii mozeme uvazovat za rovnako oznacené), ale ak by sme za rozne po-
vazovali iba neizomorfné faktory, tak by boli iba 4 rozne. Je vidiet, Ze v niektorych
faktoroch (grafoch) su aj vrcholy, ktoré neinciduji so ziadnou hranou.

4.2 Stupne vrcholov, stivislost a metrika

Definicia 4.5. Nech G je graf a v jeho vrchol. Symbolom 0c(v) oznacme pocet
hrdn incidujicich s vrcholom v. ¢islo dg(v) nazgvame stupen vrcholu v v grafe
G. Ak dg(v) = 0, vrchol v nazyvame izolovany vrchol.

Ak nemoze déjsE k zadmene, tak index G v dg(v) vynechdvame. Graf nemoze
mat tiplne lubovolné stupne vrcholov. Maximalny stupen (oznacuje sa symbolom
A(G)) v grafe s n vrcholmi je n — 1 a miniméalny 0.

Veta 4.1. Pre kazdy graf G = (V, H) plati{
> da(v) = 2|H|.

veV

Je to zrejmé, pretoze kazda hrana inciduje s dvoma vrcholmi a ked spocitavame

stupne vrcholov, tak kazdu hranu zaratame dvakrat. Z tejto vety vyplyva dolezity
dosledok.

Dosledok 4.1. Pocet vrcholov s nepdarnym stuprniom je v kazdom grafe ¢islo parne.

Ak mé graf vSetky vrcholy rovnakého stupna k, nazyvame ho pravidelnym
grafom stupna k. Je zrejmé, ze kompletny graf K, je pravidelnym grafom stuprtia
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n — 1. Z dosledku je zrejmé, ze pravidelny graf neparneho stupiia nemodze mat
neparny pocet vrcholov.

Nech pre dani dvojicu vrcholov u a v v grafe G = (V, H) existuje postupnost
vrcholov a hran

vo, ha, 1, hy Ve U1, Py U
kde v; € V pre i = 0,1,2,...,n, pricom vy = u, v, = v a hjy1 = {v;,vi41} pre
i=0,1,...,n— 1. Takito postupnost nazyvame sledom dlzky n medzi vrcholmi

wav. Ak u=v (u# v), tak sled je uzavrety (otvoreny). Obvykle na urcenie
sledu zapisujeme iba postupnost vrcholov, teda vyvivs . . . v,.

Vsimnime si, ze pre sled sme nepozadovali aby vrcholy (hrany) boli rozne.
Preto medzi dvojicou vrcholov grafu bud existuje nekonecéne vela sledov, alebo
neexistuje ziadny. Sledy mozeme rozdelit na nasledujiice typy:
tah je sled, v ktorom st véetky hrany rozne.

Cesta je tah, v ktorom si vetky vrcholy (a tym aj hrany) rozne. Cestu dizky n
(pocet jej hran) oznacujeme P,.

Kruznica je uzavretd cesta diiky aspon 3. Kruznica C, dfiky n ma prave n
vrcholov. (Vsimnite si, ze uz skor sme zaviedli ten isty pojem inym sposobom.)

Je zrejmé, ze z kazdého sledu S medzi vrcholmi u a v grafu G mozeme vybrat
cestu, ktord spaja tieto vrcholy.

Definicia 4.6. Hovorime, Ze graf G je suvisly, ak pre kaZdé dva jeho vrcholy
u a v existuje v riom sled (cesta) z u do v. Graf, ktory nie je sivisly, sa nazjva
nesuvisly.

Ak v nejakom grafe G zvolime vrchol v, mézeme sa zaujimat o vsetky vrcholy,
do ktorych sa d4 dostat po sledoch za¢inajicich vo vrchole v. Tieto vrcholy a hrany,
ktoré s nimi inciduju, tvoria suvisly podgraf grafu G, ktory nazyvame komponent
grafu obsahujici vrchol v. Presnejsia definicia je:

Definicia 4.7. Komponent grafu je kazdy jeho mazimdlny sivisly podgraf (t.j.
taky suvisly podgraf, ktory nie je vlastnym podgrafom iného suvislého podgrafu grafu

G).
i awd Vg j
j i b C f h
(@) (b)

()
Obr. 4.5

Na obr. 4.5(a) je priklad stvislého grafu, zatial o na obr. 4.5(b) je priklad
nesuvislého grafu. Na obr. 4.5(c) je nesuvisly graf s tromi komponentmi. Jeho
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podgraf pozostévajici z troch vrcholov a,b,d a z dvoch hran {a,b} a {b,d} nie
je komponentom, hoci jeho diagram vyzera rovnako ako diagram komponentu s
vrcholmi e, f,g. Je totiz vlastnym podgrafom komponentu so §tyrmi vrcholmi
a,b,c,d.

Suvisly graf m4 iba jeden komponent. Rozhodnit, ¢ graf je sivisly, popripade
néjst vsetky jeho komponenty, nie je tazké, hoci z diagramu to nemusi byt vzdy na
prvy pohlad zrejmé. Stvislost grafu je typickd globdlna vlastnost grafu. Niekedy
sa vSak o nej d4 rozhodniit na zdklade lokdlnych vlastnosti grafu, teda z vlastnosti
bezprostredného okolia jednotlivych vrcholov a hran.

Veta 4.2. Nech G = (V,H), |V| = n, je graf, v ktorom sicet stupriov lubovolnej
dvojice nesusednych vrcholov je aspori n — 1. Potom graf G je suvisly.

Veta 4.3. Nech G = (V,H), |V| > 2, je suvisly graf. Potom v grafe G existuji
aspori dva vrcholy také, Ze vynechanim lubovolného z nich sa stvislost neporusi.

Artikulécia je vrchol grafu, ktory ak z grafu vynechdme (aj hrany, ktoré s
nim inciduji), porusf sa sivislost grafu (v nesivislom grafe sa zvacsi pocet kom-
ponentov). Hranu s tou istou vlastnostou nazyvame most.

Veta 4.4. Nech G = (V, H) je konecny suvisly graf s n vrcholmi. Potom plati

-1
n-1<m <D,

Predstavme si cestni siet mesta vyjadrent grafom. Je namieste pytat sa na
najkratsiu dopravni trasu pre jazdu autom z miesta A do miesta B. Takéto a
podobné uvahy vedu k zavedeniu pojmu vzdialenosti v grafe.

Definicia 4.8. Nech G = (V,H) je sivislyj graf. Vzdialenost d(u,v) vrcholov
u,v grafu G je dizka nagkratsej cesty spdjajucej vrcholy u a v.

Na vzdialenost v grafe sa mozeme pozerat ako na zobrazenie d : V x V —
N U {0}, ktoré ma nasledujice vlastnosti:

1. d(u,v) > 0; d(u,v) =0 u=nuv,

2. d(u,v) =d(v,u),

3. d(u,v) <d(u,z)+d(z,v) prevsetky zeV.
Tieto vlastnosti si axiémy metriky, preto usporiadana dvojica (V,d) je metricky
priestor. Pritom V je vrcholovd mnozina grafu a d je metrika — vzdialenost vrcholov
v grafe. Uvedené vlastnosti sa pri izomorfizme zachovavaju, preto si uzitocné
aj pojmy, ktoré su definované pomocou metriky. Nasledujica definicia uvadza
niektoré u nich.

Definicia 4.9. Nech G = (V, H) je suvisly graf.
Exentricita vrcholu v € V je ¢islo

e(u,G) = max d(u,v).

veV
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Priemer grafu G je cislo

P(G) = max e(v,G).

veV

Polomer grafu G je cislo

r(G) = min e(v, G).

veV
Stred grafu G je mnozina vrcholov, ktorych exentricita je rovnd polomeru.

Poznamka. Priemer grafu G mézeme definovat aj vztahom

P(G) = d :

(G) = max d(u,v)

Pre grafy neplati obdoba vztahu medzi
priemerom a polomerom z geometricke;

kruznice. Napriklad pre graf, ktorého dia-

gram je na obr. 4.6 je P(G) = r(G) = 2

a stred je cela vrcholova mnozina. VSimnime

si podrobnejsie vzdjomny vztah priemeru a

polomeru toho istého grafu.

Veta 4.5. Nech G = (V, H) je suvisly graf. Potom plati

29

Obr. 4.6

r(G) < P(G) < 2r(G).

4.3 Eulerovskost, hamiltonovskost a planarnost

Pojmy a vlastnosti, ktoré si uvedieme v tomto paragrafe, sa vyuzivaju pri rieSeniach
praktickych tloh za pomoci tedrie grafov.

Jednou zo zakladnych (a najstarsich) tloh tykajucich sa grafov je nasledujica

otézka: Dd sa nakreslit diagram daného grafu G = (V, H) jednyim uzavretym tahom
bez zdvihnutia ceruzky z papiera tak, aby sme po Ziadnej hrane neprechddzali vi-
ackrat?
Matematicky mozeme tilohu sformulovat takto: D4 sa v grafe néjst uzavrety sled,
v ktorom sa kazda hrana vyskytuje prave raz? Taky sled nazyvame uzavretym
eulerovskym tahom. CGraf je eulerovsky prave vtedy, ked obsahuje aspon jeden
uzavrety eulerovsky tah. Hovorime tiez, ze graf sa d4 pokryt uzavretym tahom.
D4 sa ukédzat, ze eulerovské grafy mozeme jednoznacne charakterizovat bez toho,
aby sme hovorili o tahoch. Plati nasledujtica veta.

Veta 4.6. (Charakteristika eulerovskych grafov.) Graf je eulerovsky prave
vtedy, ak je suvisly a kazZdy jeho vrchol ma parny stupen.



46 KAPITOLA 4. NEORIENTOVANE GRAFY

Ak graf nie je eulerovsky, casto nas zaujima minimalny pocet hranovo disjunk-
tnych otvorenych tahov, ktorymi sa da pokryt. Pre stvisly graf mozeme néjst
minimédlne pokrytie p otvorenymi fahmi préve vtedy, ak obsahuje 2p (p > 1)
vrcholov neparneho stupiia. Tieto otvorené tahy zaéinaji a konéia vizdy vo vr-
choloch neparnych stupnov. Ak je graf nesuvisly, uvazujeme kazdy komponent
zvlast.  (Nakreslite si zndmy ,doméek” s piatimi vrcholmi a 6smimi hranami
jednym tahom.)

Jedna vec je vediet, ze graf je eulerovsky, to sa d4 lahko zistif, iné je uzavrety
eulerovsky tah ndjst. Pri hladani uzavretého tahu zaéneme v Iubovolnom vrchole
a po hrane s nim incidentnej prejdeme do nejakého susedného vrcholu. Pouzitu
hranu z grafu odoberieme a postupujeme rovnakym sposobom dalej az sa nakoniec
vratime do vrcholu, v ktorom sme zacinali. Vyber hrany je viazany iba podmienk-
ou, aby jej vypustenim nevznikol nestivisly graf (izolované vrcholy pripistame, ale
startovaci vrchol sa stane izolovanym az v poslednom kroku).

Hamiltonovska kruznica v grafe G je kruznica obsahujica vsetky vrcholy
grafu GG. Graf nazyvame hamiltonovsky, ak obsahuje aspon jednu hamiltonovski
kruznicu. Aby bol graf hamiltonovsky, musi byt koneény, stvisly, musi obsahovat
aspon jeden vrchol a nesmie obsahovat mosty ani artikuldcie. AvSak ani splnenie
uvedenych podmienok nezarucuje existenciu hamiltonovskej kruznice. Napriklad
Petersenov graf na obr. 4.7 nie je hamiltonovsky.

Pojem hamiltonovskej kruznice je na prvy
pohlad podobny uzavretému eulerovskému ftahu:
Hamiltonovskd kruznica mé prechddzat bez opakova-
nia vsetky vrcholy a uzavrety eulerovsky tah vsetky
hrany. Napriek tomu je matematickd obtiaznost
oboch problémov velmi rozdielna. Zatial ¢o uza-
vreté eulerovské tahy si lahko zvlddnutelné, problém
existencie hamiltonovskej kruznice je mimoriadne
narocny a doteraz nepozndme ziadnu jednoduchu
charakteristiku hamiltonovskych gratov. Tejto prob- Obr. 4.7
lematike sa venuje velké mnozstvo matematikov a
dosiahli obrov-
ské mnozstvo ciastocnych vysledkov, nie vSak nutni a postacujicu podmienku
existencie hamiltonovskej kruznice. My si uvedieme dve postacujice podmienky.

Veta 4.7. Nech G = (V,H) je graf, |V| =n, n > 3. Ak stupen kazdého vrcholu
grafu je asponi 3, tak G' je hamiltonovsky graf.

Veta 4.8. Ak pre lubovolné dva nesusedné vrcholy u,v grafu G = (V,H), |V| = n,
n > 3, plati

o(u) +9d(v) >n,

tak graf G je hamiltonovsky.
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S hamiltonovskymi grafmi sa mozno stretnit v roznych stvislostiach aj mimo
matematiky. Napriklad americky vedec J. Lederberg, nositel Nobelovej ceny za
medicinu, pouzil hamiltonovské grafy v chémii pri klasifikacii organickych zlicenin.
My sa s niektorymi aplikdciami stretneme neskor.

V diagrame Petersenovho grafu na obr. 4.7 sa niektoré hrany pretinaji. Mozeme
si postavit otazku, ¢ je to nutné. Skuste tento diagram prekreslit. Ak neurobite
chybu, tak sa vam to bez pretinania hran nepodari.

Definicia 4.10. Graf G = (V, H) je planarny (rovinng), ak jeho diagram v
rovine mozeme zostrojit tak, Ze dve rézne hrany maji spolocné nanajvys krajné
vrcholy. Ak G nie je plandrny, tak ho nazgvame neplanarny.

V pripade plandrneho grafu ide teda o moznost
nakreslit jeho diagram pozadovanym sposobom.
Planéarny je napriklad graf K4, ktorého dva diagramy
si na obr. 4.8 hoci v jednom z nich sa hrany
pretinaji. Diagram bez pretinania hrdn rozdeluje
rovinu na disjunktné oblasti (ak obsahuje aspon
jednu kruznicu) a tie budeme nazyvat oblastami
planarneho grafu. Neohrani¢ent oblast nazyvame
vonkajsia a vhodnym prekreslenim diagramu sa da
dosiahnut, ze vonkajsou oblastou bude hociktord z
nich. O oblastiach nemd zmysel hovorif, ak mame
diagram s priesecnikmi. Mozeme sa vsak pytat,
kolko oblast{ mé diagram plandrneho grafu, ak ho Obr. 4.8
znazornime bez pretinania hran.

Veta 4.9. (Eulerova veta o plandrnych grafoch.) Nech G = (V| H) je suvisly
plandrny graf. Nech r je pocet oblasti grafu G. Potom plati

|H| = |V|+2=r.

7 tejto velmi dolezitej vety mozeme odvodit nasledujiice zdvery.

Dosledky.
1. Ak G = (V, H) je suvisly plandrny graf, tak |H| < 3|V| — 6.
2. Ak G = (V, H) je suvisly plandrny graf bez trojuholnikov, tak |H| < 2|V |—4.
3. Kazdy planarny graf obsahuje aspon jeden vrchol, ktorého stupen je mensi
ako Sest.
4. Grafy K5 a K33 st neplandrne.

Uvedené grafy K5 a K33 predstavuju najmensie neplandrne grafy. K5 ma
najmensi pocet vrcholov a K33 najmensi pocet hran zo vsetkych neplandrnych
grafov. Tieto dva grafy hraju velmi dolezitu ulohu pri charakterizacii planarnych



48 KAPITOLA 4. NEORIENTOVANE GRAFY

grafov. Uvazujme graf G = (V, H) s aspon jednou hranou. Ak z neho vynechdme
hranu {u,v} a nahradime ju dvoma novymi hranami {u, z} a {z,v}, povieme, ze
novy graf vznikol rozpolenim hrany. Dva grafy nazveme homeomorfné, ak si
izomorfné, alebo vznikli postupnym rozpolovanim hrén (aspon u jedného z nich)
z toho istého grafu.

Problematiku planarnosti grafov s vyuzitim vyhradne kombinatorickych vlast-
nosti, teda bez odvoldvania sa na kreslenie diagramov, riesi nasledujica elegantna
veta.

Veta 4.10. (Kuratowského veta.) Graf G je plandrny prdve vtedy, ak neob-
sahugje podgraf homeomorfny s grafom Ks ani s grafom Ks .

Priklad 4.3. V Petersenovom grafe na obr. 4.7 néjdite podgraf homeomorfny
s grafom K33. Tym ukaZete, Ze nie je plandrny. Moze obsahovat aj podgraf
homeomorfny s K57

Problematika kreslenia diagramov grafov nie je jednoducha, a to ani pre grafy
planarne. Ak st grafy neplandrne, ich diagramy sa daji zndzornit len tak, ze
niektoré hrany sa pretinaju v nekoncovych bodoch. To vedie k skimaniu roznych
mier neplanarnosti grafov. Typickymi prikladmi z praxe, kde sa tieto vysledky
intenzivne vyuzivaji s tzv. VLSI obvody, ¢o si velmi husto integrované elek-
tronické prvky pospajané mikrovodicmi. Rovinné siete sa pritom skladaju na seba
a prepojenia, ktoré sa nedaji urobit v rovine bez pretinania, musia sa realizovat
medzi jednotlivymi vrstvami. Ide pritom o minimalizaciu takych prepojeni a o
nahustenie ¢o najviac prvkov do jednej vrstvy.

4.4 U’lohy

4.1. Zistite, ¢i existuje konecny graf, v ktorom ziadne dva rozne vrcholy nemajui
rovnaky stupen.

4.2. Je dany graf, ktory ma aspon dva vrcholy a menej hran ako vrcholov. Moze
mat kazdy vrchol grafu stupen aspon dva?

4.3. Nech G je komplementdrny graf ku grafu G a nech G’ mé aspon dva kompo-
nenty.
a) Aky je maximélny pocet komponentov grafu G?
b) Aky je priemer grafu G?

4.4. Nech G, je suvisly faktor grafu Gy. Musi byt graf Gy stivisly?

4.5. Majme graf K4 s ozna¢enymi vrcholmi. Najdite:
a) pocet roznych kruznic v grafe Ky,
b) pocet roznych faktorov grafu Kjy.



4.4. ULOHY

4.6. Zistite priemer, polomer a stred Petersenovho grafu.

4.6. Akym najmensim poc¢tom tahov sa d4 nakreslit sachovnica?

49
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Kapitola 5

Orientované grafy

5.1 Definicia digrafu

citatel si uz uréite véimol dolezity rozdiel medzi grafmi z predchadzajicej kapitoly
a grafmi, ktorymi sme znazornovali binarne relacie, zobrazenia alebo ¢iastoéne us-
poriadané mnoziny. V spominanych grafoch sa vyskytovali sipky, ktoré reprezento-
vali usporiadané dvojice prvkov. V tejto kapitole sa budeme zaoberat prave tymito
orientovanymi grafmi, ktoré budeme skratene nazyvat digrafmi. Je to skratka z
anglického nazvu directed graph.

Definicia 5.1. Nech V = {vy,va,...,v,} anech H C (V xV)\ {{vy,v1}, {ve, va},
— —
.y {vn, v, }}. Digraf G je usporiadand dvojica mnozin G = (V, H).

Podobne ako pri neorientovanych grafoch, V' je mnozina vrcholov a H je mnozina
(orientovanych) hran. Ak hrana h = (u,v) € H, nazyvame vrchol u za¢iatoénym
a vrchol v koncovym vrcholom orientovanej hrany h. Hrany hy = (u,v) a
hy = (v,u) nazyvame opa¢ne orientovanymi hranami. Pojmy incidencia a
susednost pre vrcholy aj hrany sa pouzivaji v tom istom vyzname ako pri (neori-
entovanych) grafoch. Podobne v rovnakych vyznamoch sa pouzivaji aj pojmy ako
podgraf (aj ked spravne by sme mali hovorit poddigraf) a faktor.

Definicia digrafu predpoklada orientdciu vsetkych hran. Je mozné si vsak
velmi dobre predstavit aj taky ,,graf, v ktorom si orientované iba niektoré hrany
a ostatné su neorientované (napriklad pri zndzornovani dopravnej situdcie v ne-
jakom meste, kde su jednosmerné aj obojsmerné ulice). My budeme v tomto texte
uvazovat iba digrafy so vSetkymi orientovanymi hranami.

ZruSenim orientédcie digrafu mozeme dostat graf alebo multigraf. Opaény pre-
chod je jednozna¢ény — orientaciou hran grafu vzdy dostaneme digraf. Niekedy sa
vyuziva tzv. symetricka orientdcia grafu: Pre kazdu hranu h = {u,v} grafu
G = (V,H) vytvorime dve opacne orientované hrany h' = (u,v) a h” = (v,u) v

b
digrafe G = (V, H').
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— —
Definicia 5.2. Dva digrafy G1 = (Vi, Hy) a G5 = (Va, Hy) sa nazgvaji izomorfné,
ak existuje bijektivne zobrazenie f : Vi — Va také Ze pre vsetky u,v € V:

(u,v) € Hy < (f(u), f(v)) € H2.

— — — —
Zobrazenie f nazyvame izomorfizmom digrafov G1 a Go. Zapisujeme G = Gs.

Definicia 5.3. Nech G = (V,H) je digraf. Oznacme 6% (v), resp 6 (v) pocet
hrdn, ktorgch wvrchol v je zaciatocnym, resp. koncovym vrcholom. ¢éislo 6 (v),
resp. 0~ (v) nazyvame vonkajsi, resp. vnutorny stupen vrcholu v.

Nech G = (V, H) vznikne z G = (V, H) zrusenim orientécie. Potom pre kazdy
vrchol v € V' plati
0T (v) + 6 (v) =d(v).

D4 sa dokézat, ze pre vrcholy a hrany digrafu G = (V, H) plati (pozri vetu 4.1)
d 5ty =) 6 (v)=|H|.
veV veV

V mnohych pripadoch sa ukazuje vyhodné zaviest &pecidlne ndzvy pre vrcholy
é
digrafu G = (V, H). Nech v € V, potom ak:

it (v) =6 (v), tak v je rovnovazny vrchol,
dt(v) >0, 0 (v)=0, tak v je pramen,

dt(v) =0, 0 (v) >0, tak v je ustie,

T (v) >0~ (v) >0, tak v je zosiliiovac,
0<dF(v) <o (v), tak v je zoslabovac.

5.2 Stuvislost a silna stivislost

Moznost prechodu od digrafu ku grafu prostrednictvom zrusenia orientdcie hran
vyuzijeme na definovanie nasledujicich pojmov:

Sled v digrafe [l je postupnost vrcholov a hran v 5), ktora po zruseni orientacie
je sledom v G. Dlzka sledu je pocet jeho hran.

Spojenie v 5 je taky sled v (_j, v ktorom je zachovana orientacia hran od
zaciatocného VI;ChOhl gu koncovému. _ )
Orientovany tah v G je také spojenie v GG, ktoré po zruseni orientécie je tahom
v G (neopakuju sa hrany).

Draha v G je také spojenie v 5), ktoré po zruSeni orientécie je cestou v G
(neopakuju sa vrcholy). Dizka drahy je rovna poctu jej hran.

Cyklus v 5 je uzavretd draha. Pocet jej vrcholov (hran) je dizka cyklu.
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— -~ -
Poznamka. V digrafe G mozeme tiez hovorit o pojmoch tah, cesta, kruznica. Su

— -
to také sledy v digrafe G, z ktorych po zruseni orientacie dostaneme tah, cestu,
kruznicu v grafe GG. Nezdalezi teda v nich na orientécii hran.

Pozrime sa teraz na pojem suvislosti digrafu G . Budeme rozlisovat dva druhy, a
to: stvislost a silnt stvislost. Definicia stivislosti je totoznd s definiciou stvislosti v
(neorientovanom) grafe. Digraf je teda stivisly, ak medzi jeho lubovolnou dvojicou
vrcholov existuje sled. Mozeme to vyjadrit aj taktg Digraf G je suvisly, ak je
suvisly grif G, ktory vznikol zrusenim orientéacie v G. o

Nech G = (V, H) je suvisly digraf. Pod vzdialenostou d (u,v) z vrcholu u
do vrcholu v rozumieme dlzku nminimélnej dréhy z v do v. Ak neexistuje draha
z u do v, tak z(u,v) = 0.

Definicia 5.4. Digraf G = (V, H) je silne stvisly, ak pre lubovolné dva vrcholy
u,v € V existuje spojenie z u do v aj spojenie z v do w. Silnym komponen-
tom digrafu G nazyvame kaZdy jeho mazximalny silne suvisly poddigraf.

Priklad 5.1. Na obr. 5.1 je diagram digrafu, ktory je suvisly, ale nie je silne
suvisly. Neexistuje spojenie napriklad z vrcholu d do vrcholu b. Digraf obsahuje
tri silné komponenty, a to: 5)1 = (W1, Hy), 5)2 = (V,, Hs) a 53 = (V3, H3), pricom
Vi= {CL, f}v Hy = {(a, f)v (f7 a)}, Vo= {ba ¢ 9, h}a Hy = {(ba C)v (Ca h>> (h7 b)a (ga h)7
(b,9)}, Vs = {d,e,j} a Hy = {(d,e),(e,j),(j,d)}. Ak by sme pridali k tomuto
digrafu hranu so zaciatocnym vrcholom v mnozine V3 a koncovym v mnozine Vi,
takt ziskany digraf by bol silne stvisly.

f i ”°h j

Obr. 5.1

Veta 5.1. Pre digraf G = (V, H) si nasledugiice tri turdenia ekvivalentné:

a) [l je silne suvisly.

b) G je suvisly a kazZdd jeho hrana sa vyskytuje aspon v jednom cykle.

¢) Pre lubovolny rozklad {Vi,Vy} vrcholovej mnoziny V existuji hrany hy, hs
také, Ze hi ma zaciatocny vrchol vo Vi a koncovy vo Vy a hy md zaciatocény vrchol
vo Vo a koncovy vo V.

Poznamka. vyraz, ze tvrdenia a), b) a c¢) st ekvivalentné znamenad: a) plati prave
vtedy, ak plati b), b) plati prave vtedy, ak plati ¢) a a) plati prdave vtedy, ak
plati c). Ak by sme chceli urobif dokaz vety, sta¢f ndm dokazovat tri implikacie, a
to: a)=05b), b)=c¢) a c¢)=a).
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Veta 5.2. Nech G = (V, H) je suvisly digraf, v ktorom pre kazdy vrcholv € V' plati
H
6T (v) = 1. Potom G obsahuje jediny cyklus.

Ak v Digrafe G zmemme orlentacm kazdej hrany na opacnt, ziskame opacne

orientovany digraf G Zrejme v G sa oproti G navzajom vymenia vonkajsie
a vnutorné stupne vsetkych vrcholov, vSetky spojenia a cykly zmenia svoju ori-
entdciu. Z toho vyplyva, ze tvrdenie vety 5.2 bude platit aj v pripade, Ze pre kazdy
vrchol v € V' predpokladdme 6~ (v) = 1.

V predchadzajicej kapitole sme sa zoznamili s eulerovskymi a hamiltonovskymi
grafmi. Vicsina vlastnosti tychto grafov sa d4 preformulovat aj pre digrafy. Digraf
nazveme eulerovsky, ak sa d4 hranovo pokryt uzavretym orientovanym tahom. D4
sa ukédzat, ze digraf je eulerovsky prave vtedy, ak je suvisly a kazdy jeho vrchol
je rovnovazny. Podobne mozeme hovorit o hamiltonovskych cykloch, st to cykly,
ktoré obsahuju vsetky vrcholy digrafu. Digraf je hamiltonovsky, ak obsahuje aspon
jeden hamiltonovsky cyklus.

5.3 Acyklické digrafy

7 doteraz uvedenych vlastnost{ digrafov je vidiet, ze cykly hrajd v digrafoch velmi
dolezitti tlohu. Ovplyviiuju silni stvislost, rozklad na silné komponenty a maji
zasadny vplyv na moznosti vytvarania roznych spojeni s digrafe. Je napriklad
zrejmé, ze pri zistovani povahy vsetkych moznych vypoctov, ktoré mozu prebichat
podla zadaného vyvojového diagramu, bude situdcia ovela jednoduchsia, ak nepri-
pustime cykly. Teraz preberieme iba zékladné vlastnosti, ktoré budeme potrebovat
pri aplikaénom vyuziti digrafov.

Definicia 5.5. Digraf E') = (V, H), ktory neobsahuje cyklus, nazjvame acyklicky
digraf.

- = —
Na obr. 5.2 su diagramy troch acyklickych digrafov G1, G5 a G3.

Obr. 5.2

Ak G = (V, H) je acyklicky digraf, je zrejmé, ze aj kazdy jeho poddigraf je
acyklicky. Otazku existencie pramena a ustia riesi nasledujica veta.
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Veta 5.3. Nech G = (V,H), kde H # (), je konecny acyklicky digraf. Potom v G
existuje aspon jeden vrchol v € V', pre ktory je 67 (v) >0 a 6~ (v) = 0.

Nasledujuca veta je nutnou a postacujicou podmienkou pre to, aby digraf
bol acyklicky. Vyuziva sa napriklad pri oznacovani vrcholov tzv. sietovych grafov,
ktorymi sa riesia velké projekty pozostavajice z mnohych rézne navzajom suvisiacich
uloh.

Veta 5.4. Digraf 6 = (V, H) je acyklickym digrafom prdve vtedy, ak maézZeme
jeho vrcholy oznacit éislami 1,2, ..., |V| tak, Ze kazdd hrana (i,j)spl;ia podmienku
1< 7.

Veta 5.3 nam vravi, ze v kazdom kone¢nom acyklickom digrafe l€] ktory ob-
sahuje aspon jednu hranuiixistuje aspon jeden pra_n}eﬁ. Vzhladom na to, Ze
opacne orientovany digraf G~ k acyklickému digrafu G je tiez acyklicky, mozeme
tiez tvrdit, ze kazdy konec¢ny digraf s aspon jednou hranou obsahuje vrchol ktory
je tstim. Téato skutoénost ndm umoziiuje zostavit postup na zistovanie, ¢ dany
digraf je acyklicky. Staci v danom digrafe ndjst nejaky pramen (alebo tustie) a
vynechat hrany, ktoré si s nim incidentné. Na vzniknutom digrafe tento postup
opakujeme, az dospejeme ku grafu bez hran (vrcholy zostdvaji) alebo k digrafu,
ktory uz nemé ziadny pramen ani tustie. V prvom pripade bol povodny digraf
acyklicky, v druhom obsahoval aspon jeden cyklus. Z takto popisaného postupu je
mozné odvodit aj sposob orientécie hran grafu G = (V, H), ktory zarucene povedie
k acyklickému digrafu.

5.4 Ijlohy

5.1. Kolko cyklov obsahuje digraf na obrazku 5.17

5.2. Majme kruznicu dfiky d, d > 3. Kolko je moznosti zvolit orientécie vietkych
hran tak, aby vznikol acyklicky digraf?

5.3. Uvazujme konecny digraf, v ktorom plati 6" (v) > 1 a 6~ (v) > 1 pre vsetky
jeho vrcholy. Je mozné tvrdit, ze kazdy vrchol digrafu je obsiahnuty v ne-
jakom cykle?

5.4. Existuje digraf s uzavretym spojenim obsahujicim kazdd hranu prave raz,
ktory nie je silne stvisly?

5.5 Aky musi byt graf, aby sa jeho hrany dali orientovat tak, Ze vznikne silne
suvisly digraf?

5.6. Nech pre kazdy vrchol v sivislého digrafu G = (V,H) je 6t (v) = 1. Aky je
—_

maximélny a aky je minimalny pocet cyklov v G'?
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5.7. Nech 6 je konec¢ny, suvisly, acykli_c)k}’f digraf s jedinym tstim ¢ a jedinym
—
pramenom p. Zostrojme digraf G’ tak, ze ku G priddme hranu (q,p).
ﬁ
Dokézte, ze G’ je silne suvisly.
5.8. Ukazte, ze ak G = (V, H) je silne suvisly digraf s aspon dvoma vrcholmi,
tak |H| > |V|.

5.9. Ukézte, Ze je mozné na hranéch trojrozmernej kocky zvolit orientacie tak, Ze
vznikne silne suvisly digraf, ktory neobsahuje hamiltonovsky cyklus.



Kapitola 6

Grafty a matice

6.1 Maticové reprezentacie grafov

Doteraz sme strukturu grafov v uvazovanych prikladoch vyjadrovali geometrickym
modelom — diagramom. Vhodne zvoleny diagram poskytuje na prvy pohlad vela
cennych informacii o samotnom grafe, avSak nesikovne nakresleny diagram nés
moze zvadzat k nespravnym zaverom, najmai ak ide o izomorfné grafy. Pri poéitacovom
spracovan{ tloh riesenych pomocou grafov je reprezentdcia grafu diagramom velmi
nevyhodnd. V tomto pripade je vhodné zvolit diskrétny (presnejsie ¢islicovy) popis
grafu a na tento ucel nam vyhodne poslizia matice.

Definicia 6.1. Nech G = (V, H) je graf, V = {vy,va,...,v,} a H = {hy, ha,...,
hy}. Maticou incidencie grafu G nazgvame maticu A = (a;;) typu (n,m), ak
pre jej proky plati

- 1, ak hrana h; je incidentnd s vrcholom v; ,
Y1 0, v ostatnych pripadoch.

Pocet riadkov matice A je rovny poctu vrcholov grafu G a pocet StIpCOV
odpoveda poctu hran grafu G. Kazdy stfpec matice A obsahuje prave dve jed-
nicky, pretoze kazda hrana grafu G inciduje prave s dvoma vrcholmi. Riadok
odpovedajici i—tému vrcholu v; obsahuje prave 6(v;) jedniciek, ¢o odpovedd poctu
hran incidentnych s vrcholom v;. Tvar matice je uré¢eny poradim, v akom sme
oc¢islovali vrcholy a hrany grafu, je teda zavisly na oznaceni prvkov vrcholovej a
hranovej mnoziny daného grafu. Zmena ocislovania prvkov aspon jednej z tychto
mnozin ma za nasledok permutéciu riadkov, resp. stfpcov (pripadne aj riadkov
aj stipcov) matice incidencie. Z toho vyplyva kritérium pre izomorfizmus dvoch
grafov.

Veta 6.1. Dva grafy siu izomorfné prdve vtedy, ak ich matice incidencie sa sto-
toznia po koneénom pocte permutdcii riadkov a stlpcov jednej z nich.

o7
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Toto kritérium sa v praxi osvedcuje iba s dodatocnymi obmedzeniami, pre-
toze pri velkych grafoch by bolo potrebné preverovat vietkych m!n! permutécii n
riadkov a m stlpcov.

Priklad 6.1. Matica incidencie A grafu, ktorého diagram je na obr. 6.1 ma tvar

O O = =
—_ O = O
_ o O =
O = = O
O = O =
__— 0 O

Obr. 6.1

V matici incidencie sme uvazovali vrcholy aj hrany grafu a ich vzajomnu in-
cidenciu. Vo vieobecnosti to bude obdiznikovd matica. V matici, ktoru teraz
budeme definovat, uvazujeme iba vrcholy a existenciu hrany medzi dvoma vrchol-
mi. Operdcie uskutoéiiované s tymito maticami ndm dokézu povedat o grafoch
ovela viac.

Definicia 6.2. Nech G = (V, H) je graf s vrcholovou mnozZinou V = {vy, v, ...,
v, }. Matica susednosti grafu G je stvorcovd matica B = (b;;) rddu n, ak pre jej
pruky plati

b { 1, ak{v,v;} € H,

Y1 0, v ostatnych pripadoch.

Napriklad pre graf, ktorého diagram je na obr. 6.1 mame

[ T )
— = O
—_ O = =
O =

Pretoze {v;,v;} = {vj,v;}, je matica B symetrickd. Na jej hlavnej diagonéle
st nuly, pretoze v G neexistuju slucky. Pri zistovan{ izomorfizmu dvoch grafov po-
mocou matic susednosti musime v tychto maticiach uvazovat rovnaké permutacie
mnoziny ich riadkov aj stfpcov, takze celkovy pocet moznosti je n!.

Matice susednosti sa daji vyhodne vyuzit pri overovani sivislosti grafov ako
aj pri uréovani vzdialenosti v danom grafe. K tomu potrebujeme zaviest §pecidlne
nasobenie matic, ktorych prvky su iba nuly a jednotky. Nech B je matica sused-
nosti grafu G = (V, H), |V| = n. Oznaéme B maticu, ktort dostaneme z matice
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B pridanim jednotick na hlavni diagonalu. Uvazujme maticu B = (bz(f)) taku,
ze B® = BW . BW, 7 nisobenia matic je zrejmé, ze

n

2 1 1
bz(j) - Z bgk) ' bl(cj) ’

k=1

pricom ale v tomto sté¢ine matic budeme pouzivat tzv. boolovské s¢itavanie a
nasobenie (1-1=1, 0-1=10=00=0, 1+40=0+1=14+1=1, 040=0).
Vseobecne mozeme uvazovat maticu

B™ — gm-1 .M

Veta 6.2. Majme maticu susednosti B sivislého grafu G = (V,H), |[V]| = n.
Potom pre lubovolné k, k = 1,2,...,n, je prvok bgf) matice B®) rovny jednej
prdave vtedy, ak d(v;,v;) < k.

Désledok 6.1. Graf G = (V, H), |V| = n, je stvisly prdve vtedy, ked proky matice
B i iba jednotky.

Désledok 6.2. Pre kazdé dva rézne vrcholy grafu G = (V, H) plati

d(v;,vj) = min{k; bg?) =1}.

Nakoniec uvedieme vetu, ktord dava do vztahu maticu incidencie a maticu
suvislosti daného grafu.

Veta 6.3. Nech A je matica incidencie, AT je k nej transponovand matica a B
je matica susednosti grafu G = (V,H). Nech D = (d;;) je diagondlna matica s
prvkami d;; = 0(v;). Potom

A-AT=B+D.
Priklad 6.2. Néjdite vsetky dvojice vrcholov, ktorych vzdialenost je presne 3 a

vietky dvojice vrcholov, ktorych vzdialenost je viac ako 3 v grafe zadanom maticou
susednosti

000100
000111
000O0T11
B= 110000
01 1001
011010

Riesenie. Pridanim jednotiek na hlavni diagonalu dostaneme maticu BM. Maticu
B® ziskame nasobenim B - BM a maticu B®) ndsobenim B® - B, Postupne
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teda dostdavame:

100 100

010111

001011
(1) —

B 110100 |
011011
011011
110100
111111
011011

(2) —

B 1101 11|
011111
011111
110111
111111

: 011111
B) —

B 111111
111111
111111

Vzhladom na symetrickost matic podla hlavnej diagonély si budeme viimaf iba
prvky nad diagondlou. V matici B® je iba jedna nula v prvom riadku a tretom
stfpci, ¢o podla dosledku 6.2 znamend, ze vzdialenost vrcholov vy a v5 je viac ako
3. V matici B® si rovné nule aj prvky bfg), bf(); a bz(fi, pricom v B® sd rovné

jednej. To podla dosledku 6.2 znamend, ze d(vi,vs) = d(vy,vs) = d(vs, v4) = 3.

Aj pri digrafoch, podobne ako pri grafoch, patria matice k zakladnym prostried-
kom ich vyjadrenia, hlavne pri strojovom spracovani.

Definicia 6.3. Nech G = (V, H) je digraf, V = {vi,va, ..., 0.}, H = {hy, ha,. ..,
é

hn,}. Maticou incidencie digrafu G nazgvame maticu A = (a;;) typu (n,m),

ak pre jej proky plati

1, akhj = (v;,vy) pre nejaké v, € V.,
a; =4 —1, akh;= (v, v;) pre nejaké v, € V',
0, v ostatnych pripadoch.

Uvedieme zdkladné vlastnosti matice A:
a) v kazdom stfpci sa ¢isla 1 a —1 vyskytuju préve raz, ostatné prvky su nuly,
b) pocet jednotiek v i~tom riadku je rovny 6" (v;),
c) pocet ¢isel —1 v i—tom riadku je rovny 0~ (v;).
Z matice incidencie A digrafu 5’ lahko dostaneme maticu incidencie grafu G,
ktory vznikne zruSenim orientécie, a to tak, ze namiesto a;; zoberieme |a;;|.
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Definicia 6.4. Nech G = (V, H) je digraf s vrcholovou mnozZinou V= {vy,ve, ...,
—

v, }. Matica susednosti digrafu G je stvorcovd matica B = (b;;) rddu n, ak pre

jej proky plati

b — 1, ak(vi,v;) € H,
Y1 0, w ostatnygch pripadoch.

Veta 6.4. Nech B je matica susednosti
ﬁ

digrafu G = (V,H). Potom pre kazdé

n € N prook bl(-?) matice B™ uddva pocet

spojeni dl/zvky n z vrcholu v; do vrcholu v;.

Pre maticu incidencie A a maticu sused-
nosti B digrafu, ktorého diagram je na Obr. 6.9
obr. 6.2 mame S

1 -1 1 0 1 0
0 0 0 —1 —1 0
A=l 1 1 o o o -1 |
0 0 -1 1 0 1
01 1 1
000 0
B=11900
0110

6.2 Ijlohy

6.1. Bez kreslenia diagramu zistite, ¢i matice

10100 00010
01000 10101
Aj=1 01010 |, A,b=|1 11000
00111 01001
10001 00110

st maticami incidencie toho istého grafu.

6.2. Zistite, ¢i graf G je suvisly, ak jeho matica susednosti je

00100
00100
B=| 11010
00101
0001O0
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6.3. Zistite vietky dvojice vrcholov v;, v;, ktorych vzdialenost je vécsia ako 3, ak
graf je zadany maticou susednosti

0100000
1010000
0101000
B=|0010112P0
0001000
0001001
000O0O0T10Q0

6.4. Zistite, ¢i je graf G suvisly, ak je zadany maticou susednosti

vy

I
cCooOoO~ O
cCooOoR Rk OKR
N N R Y
IS e N el e B e N
_—OoOR OO OO
o oo 0o OoO

O OO oo

6.5. Napiste maticu susednosti digrafu, ktorého diagram je na obr. 5.1.

6.6. Ako sa mozeme pomocou maticovej reprezenticie presvedcit, ¢ digraf je
alebo nie je silne savisly?
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Stromy

7.1 Stromy a ich vlastnosti

Definicia 7.1. Strom je neprdzdny suvisly graf, ktory neobsahuje kruznice. Les
je graf, ktorého komponenty su stromy.

7 aplikacného hladiska patria stromy k najpopuldrnejsim pojmom teérie grafov.
So stromami sa stretdvame pri vyjadrovani struktirnych vlastnosti roznych systémov.
Pozname napriklad genealogické stromy, ktoré zachytavaji rozvetvenie potom-
stva vo vyznamnych rodoch, stromom mozeme vyjadrit priebeh vyradovaaeho
(napriklad tenisového) turnaja, rozhodovacim stromom sa daju velmi prehladne
zachytit vsetky mozné odpovede na nejaki skupinu otézok s dopredu vymedzenymi
volbami odpovedi na jednotlivé otdzky, pomocou stromov vyjadrujeme struktirne
vzorce v chémii a podobne. V programovani si stromy povazované za velmi
dolezity druh détovych struktir a mozu byt vyuzité napriklad pri preklade z pro-
gramovacich jazykov (syntaktické stromy), pri operdciach zoradovania stiborov d4t,
pri realizdcii tabuliek tidajov s potrebou velmi rychlej lokalizécie jednotlivych po-
loziek (vyhladdvacie stromy).

Na oznaéenie stromov, ako §pecialnych grafov, budeme pouzivat oznacenie T' =
(V,H). Pismeno T je z anglickej terminoldgie, a to zo slova tree.

D4 sa dokdzat, ze kazdy sivisly podgraf stromu je tiez strom. Takejto vlast-
nosti, ktord sa prenssa na vsetky podgrafy, hovorime dedi¢nd vlastnost.

Veta 7.1. Nech T = (V,H) je strom a |H| > 1. Potom v T ezistuji aspon dva
rozne vrcholy, ktoré maju stupern rovny cislu 1.

Na obr. 7.1 st diagramy troch stromov. Prvy z nich ma prave dva vrcholy
stupnia 1 a vSetky ostatné vrcholy maju stupen 2. Taky strom sa nazyva had.
Druhy zo stromov je hviezda. Hviezda je strom, ktory ma prave jeden vrchol
stuptia aspon 3 a vsetky ostatné vrcholy maju stupen 1. Treti zo stromov na obr.
7.1 je typ rozhodovacieho stromu (pripadne genealogického stromu).
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/NN

Nasledujuce vety nam popisuju niektoré zo zakladnych vlastnosti stromov.

Veta 7.2. Nech T' = (V, H) je strom. Potom

Obr. 7.1

H| = V] - 1.

Veta 7.3. Graf G = (V,H) je stromom prave vtedy, ak medzi kazdou dvojicou
jeho vrcholov existuje prdve jedna cesta.

V definicii 4.8 sme zaviedli pojem priemer P(G)v, polomer r(G) a stred grafu

G = (V,H). Stromy maji Specidlne vlastnosti vzhladom na priemer, polomer a
stred grafu.

Veta 7.4. Nech T = (V, H) je strom. Ak jeho priemer je ¢islo pdrne, tak stredom
stromu je jediny vrchol a P(T) = 2r(T). Ak jeho priemer je ¢islo nepdrne, tak
stredom su dva susedné vrcholy a P(T) = 2r(T) — 1.

Struéne si opiseme, ako hladaf stred (priemer, polomer) v danom grafe. Ak
mame dany strom, tak z neho vynechdme vsetky vrcholy stupna 1 (aj s hranami,
ktoré s nimi inciduji). Dostaneme opif strom a proces opakujeme. Nakoniec
dostaneme jedini hranu — stred pozostava z dvoch vrcholov, alebo dostaneme
jediny vrchol, ktory je stredom. Ak stredom je jeden vrchol, polomer je rovny
poctu iteracii (koikokré,t sme vykonali proces odoberania vrcholov stupna 1). Ak
stred pozostava z dvoch vrcholov, polomer je o jednotku vacsi ako pocet iteracii.
Na obr. 7.2 je znazorneny uvedeny postup na dvoch stromoch.

u u u
> >
v v v
e o0——O0—O0 _> O
X X X
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7.2 Kostry a kruznice

Definicia 7.2. Kostra grafu G = (V, H) je taky jeho faktor, ktory je stromom.

Ked si uvedomime vyznam slov faktor a strom, tak mézeme kostru charakter-
izovat aj ako sivisly podgraf daného grafu, ktory obsahuje vsetky jeho vrcholy a
neobsahuje kruznicu. Je zrejmé, ze v grafe (G existuje kostra prave vtedy, ak je
graf G suvisly. Ak je graf G strom, potom v nom existuje jedina kostra, ktorou
je prave graf GG. Na obr. 7.3 st hrubymi ¢iarami vyznacené tri rozne kostry toho
istého grafu. Je vidiet, Ze graf moZze mat viac kostier. K uréeniu poc¢tu roznych
kostier grafu sa vratime neskor.

Obr. 7.3

Veta 7.5. Nech G = (V, H) je suvisly graf a T je jeho podgraf v |V| — 1 hranami
neobsahujici kruznice. Potom T je kostra grafu G.

Ak sa zamyslime nad tvrdenim vety 7.5 a definiciou stromu, tak zistime, zZe
lubovolné tri z nasledujicich §tyroch vlastnost{ implikujd stvrtd vlastnost:

(a) T je suvisly graf,

(b) T neobsahuje kruznice,
(¢) T mé |V| = n vrcholov,
(d

) T mé n — 1 hran.

Napriklad: Nech T je suvisly graf neobsahujici kruznice a méa n vrcholov,
potom T' ma n — 1 hran.

Cayley v roku 1889 dokézal, ze pocet vsetkych roznych kostier (vSimnite si, ze
1. a 3. kostra na obr. 7.3 st rozne) kompletného grafu K,, pre n > 2 je rovny ¢islu
n"~2. Teraz si uvedieme, ako je mozné ur¢it pocet roznych kostier grafu pomocou
vhodného determinantu.

Nech G = (V,H), |V| = n, je suvisly graf. Nech B je matica susednosti a D
je diagondlna matica s prvkami d; = 6(v;) grafu G. Oznaéme D; — B; maticu
radu n — 1, ktord sme vytvorili z matice D — B vynechanim ¢-tého riadku a i-tého
stipca pre Iubovolné i € {1,2,...,n}. Potom pre pocet p(T') vsetkych roznych
kostier grafu G plati

p(T) = det(D; — B;).
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Priklad 7.1. Vypocitajte pocet roznych kostier grafu, ktorého diagram je na obr.
7.3.

RieSenie. Najprv napiSeme matice

01110
10110
B=|11011][,
11101
00110
30000
03000
D=|00400],
000 40
0000 2

3 -1 -1 -1 0

-1 3 -1 -1 0

D-B=| -1 -1 4 -1 -1

-1 -1 -1 4 -1

0 0 —1 -1

Vzhladom na vypocet determinantu pomocou rozvoja podla riadku alebo stipca
je vyhodné vynechat ity riadok a ity stlpec tak, aby v matici ostalo &o najviac
nil (nie je to vSak nutné). Pre i = 3 v nasom pripade dostdvame

3 -1 -1 0

1 3 -1 0

Di-Bi=1{ | | 4
0 0 -1 2

a (Viet(Di — B;) = 40. Je vidiet, Ze aj v pripade malého grafu je pocet kostier dost

velky.

Definicia 7.3. Nech T = (V, H) je strom. Ak kaZdej hrane stromu T pm’mdﬁne

prdave jednu z dvoch moznijch orientdcit, tak dostaneme orientovany strom 7T .
Je zrejmé, ze k stromu T = (V, H) mézeme zostrojit prave 2/l orientovanych

ﬁ
stromov 7' (niektoré z nich budd navzijom izomorfné).

H
Definicia 7.4. Nech T, je orientovany strom s aspon dvoma vrcholmi, v ktorom

H
z vrcholu v existuje draha do vsetkych ostatnych vrcholov. Potom T, nazjvame
korenovy strom a vrchol v je korenom stromu.

Poznamka. V terminolégii digrafov koren stromu je vlastne (jedinym) pramenom
digrafu, ktory je koreriovym stromom. Vrcholom, ktoré v digrafe nazyvame ustia,
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budeme v korefiovych stromoch hovorit listy (nézornejsie to odpovedd predstave
stromu).

V niektorych prigz}doch je vyhodné uvazovat ku koreniovému stromu 7_13 opacne
orientovany strom 7~ (vSetky hrany su opacne orientované).

Nakolko v korefiovom strome moze medzi dvoma réznymi vrcholmi existovaf
najviac jedna draha, orientacia kazdej hrag))f v korenovom strome je jednoznacne
urcena vyberom korena. Korenovy strom 7, mozeme potom v rovine reprezento-
vat aj diagramom neorientovaného stromu 7, pricom korei stromu v umiestnime
najvyssie.

Definicia 7.5. Nech G je digraf, ktory vznikol orientdciou grafu (multigrafu)
G. Nech K je kostra grafu (multigrafu) G. Potom digraf l_(), ktory vznikol z K
rovnakou orientdciou hrdn, sa nazyva orientovanou kostrou digrafu G . Kostra

ﬁ
suvislého digrafu G, ktord je korenovym stromom, sa nazyva Korenova kostra
ﬁ
digrafu G .

Ak po zruseni orientacie vSetkych hran v digrafe G = (V, H) ziskame graf, tak
pocet roznych orientovanych kostier digrafu [l je rovny poctu roznych kostier v
grafe G. Ina situdacia je, ak v digrafe 6 st opacne orientované hrany a po zruseni
orientacie ziskame multigraf.

Nech G = (V,H), |V| = n, je suvisly digraf. Nech A je jeho matica incidencie.

=

Potom pre pocet p(T') vSetkych roznych orientovanych kostier digrafu G plati
- T
p(T) =det((A-A%);)
pre lubovolné i € {1,2,...,n}, pricom (A-AT), je matica utvorend z matice A-AT
vynechanim ¢—tého riadku a i—tého stlpca.

Priklad 7.2. Vypocitajte pocet vsetkych roznych kostier digrafu E’), ktorého
diagram je na obr. 6.2.

—)
RiesSenie. K matici incidencie digrafu G uverejnenej v kapitole 6 urobime transpono-
vani maticu a vypocitame stic¢in A - AT. Potom pre i = 1 (alebo lubovolné iné)
dostavame:

4 -1 -2 -1
r | -1 2 0 -1
AAT=L 5 0 3
-1 -1 -1 3
a
2 0 -1
det((A-AT);)=| 0 3 —1|=13.

-1 -1 3
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Nakoniec sa pozrieme na sposob urcovania poctu p(YT) vsetkych roznych ko-
reniovych kostier digrafu G = (V,H) s korenom vo vrchole vs. Na tento tucel
vytvorime maticu K = (k;;) rddu |V/| digrafu 5), kde

ki =6 (v;), prei=1,2..., V|,

kij = —bi;, pre i # j, i,j:1,2,...|V_)|,
pricom b;; su prvky matice susednosti B digrafu G'. Utvorme maticu K, vynechanim
s—tého riadku a s—tého stfpca matice K. Potom plati

p(To.) = det K, .

— V
Priklad 7.3. Majme digraf G, \G SO \/1
ktorého diagraum_> je na obr. 7.4.
Zistite pocet p(T,,) jeho korenovych
kostier s korenom vo vrchole vs. o

Riesenie. Urcime matice K a Kj
takto:

O OO OO oo

o OO = O

H
Potom p(T,,) = det K35 = 6.

7.3 Ulohy

7.1. Je mozné, aby v suvislom (kone¢nom) grafe existovali dve rozne kostry, ktoré
nemaju spolo¢nu hranu?

7.2. Najdite vsSetky neizomorfné stromy s nie viac ako 5 hranami.

7.3. Kolko hrén treba odstrénit z Petersenovho grafu, aby vznikla kostra?
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7.4. Vypocitajte pocet roznych kostier grafu, ktory vznikne zrusenim orientacii
hran digrafu na obrazku 7.4.

7.5. V digrafe, ktorého diagram je na obrazku 5.1 vypocitajte:
a) pocet roznych orientovanych kostier,
b) pocet roznych koreniovych kostier s koreniom vo vrchole b,
¢) pocet roznych korenovych kostier s korenom vo vrchole a.
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Kapitola 8

Aplikacie grafov a digrafov

8.1 Minimalne cesty a spojenia

V tejto kapitole uvedieme niektoré typické tulohy z praxe, pri rieSeni ktorych sa
vyznamne vyuziva tedria grafov. Zdaroven v niektorych pripadoch uvedieme aj
zname algoritmy na ich rieSenie alebo aspon vhodné heuristicke postupy. Algo-
ritmy budeme povazovat za rijchly, ak je mozné pocet krokov, ktoré algoritmus
pri vypocte vykond, ohranicit konstantnym ndsobkom polynomidlnej funkcie. Ak
je algoritmus rychly, tak so zvacSovanim vstupu algoritmu je narast ¢asu na je-
ho tspesné ukonéenie ,,zvlddnutelny® rychlejsim pocitacom. V opacnom pripade
hovorime, ze algoritmus nie je efektivny. Zaujemcov o presnejSiu charakteristiku
rychlosti prace algoritmov odkazujeme na knihy: J. Plesnik, Grafové algoritmy,
resp. L. Kucera, Kombinatorické algoritmy zo zoznamu literatury v zavere.

Jednou zo zékladnych tiloh v teérii grafov je najst najkratsiu cestu medzi dvoma
vrcholmi grafu. Také poziadavka sa vyskytuje v mnohych praktickych aplikacidch
(napriklad pri hladani najkratsicho dopravného spojenia). V takych grafoch sa
hrany oznacuju c¢islami, ktorych vyznam je rozny a zalezi od toho, aka tloha sa
danym grafom riesi.

Majme graf G = (V, H), |V| = n. Nech R" je mnozina kladnych redlnych ¢isel.
Zobrazenie f : H — R™ nazyvame hranovym ohodnotenim grafu G. Pre kazdu
hranu {v;,v;} € H éislo w;; = f({vi,v;}) € RT nazyvame ohodnotenim hrany
{vi, v)}-

Podobne definujeme hranové ohodnotenie aj pre digrafy, iba namiesto neoriento-
vanych hran {v;, v;} uvazujeme orientované hrany (v;, v;).

8.1.1 Dizka minimalnej cesty

Predstavme si, ze stivisly hranovo ohodnoteny graf predstavuje nejaki cestni sieft,
v ktorej vrcholy odpovedaji mestam a krizovatkdm a hodnoty hran odpovedaji
vzdialenostiam medzi bodmi reprezentovanymi vrcholmi. V zavislosti od typu
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tilohy ohodnotenia hrdn mozu predstavovat aj ¢as alebo naklady na prepravu z
jedného miesta na druhé. V takom grafe chceme néjst najvyhodnejsie ,,spojenia“.

Nech S je cesta z vrcholu v; do vrcholu v; v ohodnotenom grafe G. Stucet
ohodnoteni hran cesty S nazveme dizkou cesty S. Pre dva vrcholy v; a v; potom
minimdlnu z dizok ciest medzi v; a v; nazveme dizkou minimalnej cesty a
oznacime symbolom d,,(v;, v;).

Pri rieseni tloh stvisiacich so vzdialenostou sa najcastejsie stretdvame s nasle-
dujucimi variantmi:

1. pre dané dva vrcholy u, v ohodnoteného grafu uréit vzdialenost medzi v a v,

2. pre dany vrchol u uréit vzdialenosti z u do kazdého vrcholu ohodnoteného
grafu,

3. urcit vzdialenosti medzi vSetkymi dvojicami vrcholov ohodnoteného grafu.

Vzhladom na to, ze dloha é&slo 1 je obsiahnutd v 2. a 3. tlohe, obmedzime
sa na algoritmické rieSenia 2. a 3. tlohy. Pre tento pripad (neorientovany graf)
uvedieme Dijkstrov algoritmus, ktory riesi 2. tlohu. RieSenie 3. tlohy si
ukazeme neskor pre digraf.

Vstupom Dijkstrovho algoritmu je hranovo ohodnoteny graf G = (V,H) a
zaciatoény vrchol a, od ktorého sa urcuje dizka minimélnej cesty (vzdialenost)
dw(a,v) k vrcholu v pre vsetky v € V. Pre kazdy vrchol v € V sa zavidza
premenna L(v). Je to ¢islo, ktoré uddva momentalny ,,odhad* dizky miniméalne;j
cesty z a do v. Presnejsie, v kazdom momente je d(a,v) < L(v), ¢o znamena,
7e v priebehu price algoritmu sa pre niektoré vrcholy moéze L(v) zmensovat, pre
iné sa hodnota L(v) uz stdva pevnou a vtedy je presne rovna d,,(a,v). Algoritmus
pracuje eSte s premennou A, ¢o je mnozina ,aktivnych® vrcholov, teda vrcholov s
premennou hodnotou L(v). Na zaciatku je A =V.

V hlavnom kroku algoritmu vyberieme z mnoziny vrcholov s pevnymi hodno-
tami L vrchol v, ktory mé hodnotu L(v) minimalnu, t.j. do ktorého je z vrcholu a
najkratsia vzdialenost zo vsetkych uz zndmych vzdialenosti. Potom zistujeme, ¢
sa cez tento vrchol v mozu skratit doteraz zndme nie pevné vzdialenosti do jeho
susedov (vrcholov s este nie pevnou hodnotou L(x)) cez hrany, ktoré ich spajaju.
Ak &no, prislusné vrcholy dostant mensiu hodnotu L(z).

Algoritmus urcéenia miniméalnej cesty (Dijkstra)

Vstup: Hranovo ohodnoteny graf G = (V, H), poc¢iatoény vrchol a.
Vystup: L(x) = dy(a,z) pre kazdy vrchol x € V.

1. Poloz L(a) := 0; L(x) := oo pre kazdé z € V \ {a}; A:=V.
2. Ak A=, STOP.

3. Polozv := {y € A; L(y) < L(2), z € A} (ak je viac moznosti, zvol lubovolnt).
Poloz A := A\ {v}.
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4. Pre vsetky x € A také, ze {v,z} € H poloz

L(z) := min{L(z), L(v) + f({v,z})}.
Skok na krok 2.

Poznamka. Pri praktickom programovani nahradime symbol oo nejakou velkou
hodnotou, o ktorej mame zarucené, ze bude vacsia ako dizka maximéalnej cesty v
G, napr. M =10°+>., ey f({u,v}).

Poznamenajme este, ze algoritmus mozeme (len nahradenim neorientovanych
hran {u,v} orientovanymi (u,v)) pouzit aj pre digrafy.

Poziadavka, ze ohodnotenia vsetkych hran sd kladné, je velmi délezitd. Pre
tlohu hladania dizky minimélnej cesty v grafe, kde niektoré hrany mozu mat aj
zédporné ohodnotenia (za ich pridanie do cesty dostaneme ,,prémiu‘), nie je znamy
ziadny efektivny algoritmus, a asi ani ziadny neexistuje.

Priklad 8.1. Zistite dlzky minimélnych
ciest z vrcholu a do vsetkych vrcholov

ohodnoteného grafu, ktorého diagram je
na obr. 8.1.

RieSenie. Ziskané hodnoty L(x) pri
jednotlivych prechodoch cyklami (2-3-
4) algoritmu si zapisané v nasledujicej
tabulke. Podéiarknuté hodnoty s pri vr-
choloch, ktoré sme v 3. kroku zvolili za
vrchol v. St to vlastne definitivne hod-
noty L(v) = dy(a,v) pre vSetky v € V.

Poznamka. N4jst konkrétnu pos-
tupnost vrcholov a hran cesty s
minimalnou dlzkou z vrcholu a
do =zvoleného vrcholu je mozné
yspatnym®  chodom, na ktory je
prave tabulkovy zdpis priebehu
vypoétu velmi vyhodny. Do-
porucujeme citatelovi premysliet si
tento postup. Ide pritom vzdy o
najdenie predchédzajiceho vrcholu
minimalnej cesty, ak postupujeme
od jej konca.

SE
e 8|

8 8la

o © 8|
N8 8 8la

e & a8 88 8 8|
I~~~ 8|
o8 88 8=

8.1.2 Dizka minimalneho spojenia

Uvazujme suvisly hranovo ohodnoteny digraf G = (V, H), to znamen4, ze kazdej

hrane (v;, v;) je priradené kladné redlne ¢islo f((v;,v;)) = w;;. Nech S je spojenie
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z vrcholu v; do vrcholu v;. Stcet ohodnoteni hran spojenia ? nazyvame dizkou
spojenia 5. Pre dva vrcholy v; a v; potom minimalnu z dizok spojeni z v; do v;
nazveme dizkou minimalneho spojenia a ozna¢ime symbolom 711,(1),, vj). Ak
nedojde k nedorozumeniu, budeme skrdtene hovorit o vzdialenosti z v; do v;.

Na ohodnotenom digrafe si ukazeme riesenie 3. ulohy z predchadzajicej strany,
t.j. ako uréit vzdialenosti medzi vietkymi dvojicami vrcholov ohodnoteného grafu.
K tomu potrebujeme pojmy cenovd a distancénd matica.

Definicia 8.1. Nech G = (V,H), |V| = n, je hranovo ohodnoteny digraf.
$tvorcovi maticu C = (¢;5) rddu n nazjvame cenovou maticou, ak pre jej proky
platt
wi;,  ak (v, v;) € H,
¢y =4 o0, ak(v,v;) ¢ H,
0, aki=7.

H
Definicia 8.2. Nech G = (V,H), |V| = n, je hranovo ohodnoteny digraf.
$tvorcovi maticu D = (d;;) rddu n nazgvame diStanénou maticou, ak pre jej
pruky plati

H

d w(vi,v;),  ak existuje spojenie z v; do vj,
dij = ¢ oo, ak neexistuje spojenie z v; do vj,

0, aki=7.

Cenovd matica sa zo zadaného ohodnoteného digrafu ziska lahko a slizi ndm
na vypocet distancnej matice (matice vzdialenosti), v ktorej si prehladne zapisané
dlzky mlmmalnych spojeni medzi vietkymi dvojicami vrcholov. Nagim cielom je
teda vypocitat distanéni maticu. Jednym z moznych postupov na jej urcenie je
tzv. Floydov algoritmus, v ktorom Startujeme z cenovej matice a postupnym
,umocnovanim* ziskame distancnd maticu.

Algoritmus uréenia minimélneho spojenia (Floyd)

Vstup: Hranovo ohodnoteny digraf G = (V, H) s vrcholmi vy, vg, . .., vp.
Viyjstup: Distanénd matica D = (d,;).

1. Poloz D© := C, kde C je cenovi matica digrafu G teda d = ¢;; pre
vsetky 7,7 =1,2,...,n.
Poloz k := 1.

2. Vytvor maticu D®) = d(k) tak, ze
d¥ = min{d ™V, iy +dli V)

3. Ak k =n, STOP (D® = D), inak poloz k := k + 1.
Skok na krok 2.
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Priklad 8.2. Zostrojte distancni maticu digrafu
é
G, ktorého diagram je na obr. 8.2.

Riesenie. Najprv napiSseme cenovi maticu C a
polozime ju rovnt matici D). Pre k = 1 st v
matici D prvg riadok a prvy stipec ,pracovné,
a pre prvok dﬁj zostrojovanej matice DM platf,
Ze je rovny mensSiemu z dvojice ¢isel: prvok na
tej istej pozicii v matici D@ resp. stcet prvku v
prvom riadku a j—tom stipci a prvku v prvom
stfpci a ¢—tom riadku. Podobne konstruujeme
D® ... . D® =D.

0 1 6 oo o
8§ 0 2 oo 9
C = © oo 0 9 4 |=DO® DW®=
3 5 oo 0 o
oo oo oo 3 0
0 1 3 oo 10
8 0 2 oo 9
DP?=| © oo 0 9 4 [, D® =
3 4 6 0 13
oo oo oo 3 0
0 1 3 12 7
8 0 2 11 6
DW =112 130 9 4 |, D®) =D =
3 4 6 0 10
6 7 9 3 0
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Obr. 8.2

0 1 6 oo ™

8 0 2 oo 9
o oo 0 9 4 ,
3 4 9 0 o
o oo oo 3 0

0o 1 3 12 7

8 0 2 11 6
oo oo 0 9 4 ,
3 4 6 0 10
oo o0 oo 3 0

0O 1 3 10 7

8 0 2 9 6

10 11 0 7 4

3 4 6 0 10

6 7 9 3 0

Poznamka. Floydov algoritmus sa dd bez problémov pouzif aj na hladanie dfiky
minimalnych ciest v neorientovanom grafe. Ak ho nechceme velmi modifikovat,
staci v grafe G nahradit kazdd hranu dvojicou opac¢ne orientovanych hran s rov-

nakym ohodnotenim.

8.2 Minimalna kostra grafu

Az doteraz boli pre nas rozne kostry daného grafu v zasade rovnocenné, pre-
toze vsSetky obsahovali rovnaky pocet hran. Iné situdcia nastane v hranovo ohod-
notenom grafe. V takom pripade mé zmysel hladat kostry grafu, ktoré majui
extremalny (t.j. najmensi alebo najvacsi) sucet ohodnoteni hran.
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Majme suvisly hranovo ohodnoteny graf G = (V, H). Zo vSetkych kostier grafu
G hladajme taki, ktord ma minimalny sicet ohodnoteni vsetkych jej hrén. Je zre-
jmé, Ze existuje aspon jedna kostra T' = (V, H') s minimélnym si¢tom ohodnoten{
hrén a nazveme ju minimalnou kostrou grafu G = (V, H).

Problém urcéenia minimélnej kostry grafu ma svoju motivaciu v praxi. Z nasich
matematikov sa nim ako prvy uspesne zaoberal O. Boruvka zaciatkom 20. rokov
minulého storoia v stvislosti s ndvrhom siete pre rozvod elektriny. dalsiu metédu
rieSenia navrhol v roku 1930 V. Jarnik, ale zakladné myslienky ich algoritmov
sa vSeobecne rozsirili az po zavedeni pocitacov. My si uvedieme dva jednoduché
algoritmy a to Primov a Kruskalov. Primov je vyhodnejsi pri strojovom spracovani
problému, Kruskalov viac vyuzijeme pri rieSeni malych tloh na cviceniach, ak
budeme riesit tlohy, ktoré nejakym sposobom potrebuji minimalnu kostru alebo
jej modifikéciu.

I. Algoritmus urcenia minimdlnej kostry (Kruskal)

Vstup: Hranovo ohodnoteny graf G = (V, H).
Vystup: Minimalna kostra T' = (V, H').

1. Zostroj diskrétny faktor T' = (V,0).

2. Zorad hrany grafu G do neklesajicej postupnosti vzhladom na ich ohodnote-
nia.

3. Do T pridaj z neklesajicej postupnosti prva hranu, ktorda v 7' nevytvori
kruznicu, a z postupnosti hran ju odober.

4. Ak |H'| = |V] =1, STOP (T' = (V, H') je minimalna kostra), inak skok na
krok 3.

Z popisaného algoritmu vyplyva, ze ak ohodnotenia vSetkych hran si navzajom
rozne, tak existuje jedind minimalna kostra grafu G.

II. Algoritmus uréenia minimélnej kostry (Prim)
Vstup: Hranovo ohodnoteny graf G = (V, H), V' = {vy,vs,...,0,}.
Vystup: Minimdlna kostra T' = (V(T'), H'(T)).

1. Poloz T := (V(T),H'(T)), V(T) :={v}, H(T) := 0.

2. Ak |[V(T)| =n, STOP (T je minimdlna kostra).

3. Pre v; € V(T) av; € V(G) \ V(T) zvol hranu {v;,v;} s minimalnym ohod-
notenim.
Poloz V(T') := V(T) U{v;}, H(T) := H'(T) U {v;,v,}.
(Ak je viac hran {v;,v,;} s rovnakym minimalnym ohodnotenim, z nich maju
najprv prednost hrany s najmensim i a potom s najmensim 7).

Skok na krok 2.
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Poznamka. V pripade existencie viacerych minimalnych kostier grafu pri postupe
podla Kruskalovho algoritmu moézeme ziskat ktortkolvek z nich. Primov algorit-
mus produkuje vzdy jedinu kostru, ktord je uréena ocislovanim vrcholov.

Priklad 8.3. Predpokladajme, Zze mame plan okresu, v ktorom existuje urcita
siet ciest prvej triedy. Je potrebné v zimnom obdobi zabezpecit dopravu tak, aby:
a) [ubovolné dve obce boli spojené zjazdnou cestou,
b) ndklady na udrzbu ciest boli minimalne.
Majme graf, ktorého diagram je modelom tejto situacie. Hrandm priradime hod-
noty nakladov na tudrzbu ciest (napr. v tisickach kortin). RieSenim je kostra grafu
(silnejsie vyznacend) na obr. 8.3, ktorej sicet ohodnoteni hran je 21.

Obr. 8.3

8.3 Problém okruznej cesty

Predstavme si, ze v uréitom meste mé vyjst z posty postovy dorucovatel, obist
vietky ulice svojho obvodu a m4 sa vratit naspit na postu. Cestu si mé naplanovat
tak, aby bola najkratsia.

S touto situdciou tizko suvisi problém okruznej cesty, ktory ziada najst v
suvislom hranovo ohodnotenom grafe uzavrety sled, ktory obsahuje kazdi hranu
aspon raz, a pritom sucet ohodnoteni hran toho sledu je minimalny. Pozaduje
teda také hranové pokrytie grafu, ktorého sicet ohodnoteni hran je minimalny.
Uvazujme nasledujuce pripady.

A. Graf G = (V, H) je hranovo ohodnoteny, a pritom eulerovsky. V tomto
pripade sa graf dd pokryt jednym uzavretym tahom, v ktorom sa kazds hrana
grafu vyskytuje prave raz. Stucet ohodnoteni hran toho tahu je rieSenim nagej
tulohy.

B. Graf G = (V, H) je stuvisly a mé prave dva vrcholy neparneho stupna, nech
st to vrcholy u a v. Potom existuje pokrytie grafu jednym otvorenym tahom s
koncovymi vrcholmi u a v, ktory uz obsahuje vietky hrany grafu G. Cesta mus{ byt
okruznd, a preto z u do v (alebo naopak) musime prejst po niektorych hrandch,
ktoré sa uz vyskytli v otvorenom tahu. Pre tito cestu vyberieme zo vsetkych
moznosti takid, ktord dava miniméalny sucet ohodnoteni hran. Je zrejmé, ze ak
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k sictu ohodnoteni hran otvoreného tahu (vSetkych hrédn grafu) priddme stcet
ohodnoteni hran minimalnej cesty z u do v, dostaneme okruznu cestu v grafe G s
miniméalnym sic¢tom ohodnoteni hran.

C. Pripad B moézeme zovSeobecnit. Nech sivisly graf G = (V, H) obsahuje
prave 2m (m > 1) vrcholov neparneho stupiia. Potom sa dd pokryt prdve m
otvorenymi tahmi. Kazdy z otvorenych tahov v jednom vrchole neparneho stupiia
zacina a v inom konéi. Preto pri riesen{ problému vyhladdme vsetky vrcholy s
neparnymi stupiiami a snazime sa ich po dvoch pospéajat cestami tak, aby stucet
hodnoteni hran tychto m ciest bol minimalny. K tomuto ¢islu pripocitame sticet
ohodnoteni vSetkych hran grafu.

Poznamka. Problémom vo viésom grafe moze byt velky pocet vrcholov nepdrnych
stupiiov. N4jst miniméalne cesty medzi véetkymi vrcholmi neparnych stupiiov gra-
fu G mozeme napriklad Dijkstrovym algoritmom, ale vyhodnejsia je modifikacia
Floydovho algoritmu pre neorientované grafy.

Priklad 8.4. Majme hranovo ohodnoteny graf
G, ktorého diagram je na obr. 8.4. Vrcholy
B,C, D, E maju neparne stupne. Potrebujeme
teda najst dve cesty spdjajice do dvojic tieto styri
vrcholy tak, ze sucet ohodnoteni ich hran je min-
imalny zo vSetkych moznosti. Mame tri moznosti:

ED+BC=9+8=17,

EB+ DC =11+ 10 =21,

EC+ BD=10+12 = 22.
Najvyhodnejsi je sucet ciest ED + BC = 17.
Ak k tomu ¢islu pripocitame sucet ohodnoteni
v8etkych hran grafu 67, dostaneme hodnotu min-
imalnej okruznej cesty 84. Obr. 8.4

8.4 Problém obchodného cestujiceho

Majme hranovo ohodnoteny suvisly graf, v ktorom vrcholy predstavuju nejaké
mesta a hrany cestné spojenia medzi tymito mestami, pricom ohodnotenie hrany
predstavuje dizku prislusného cestného spojenia. Obchodny cestujiici ma vyjst z
jedného pevne zvoleného mesta, prejst vietkymi mestami prave raz a vratit sa do
povodného mesta, pricom ma cestu volit tak, aby bola najkratsia.

Ak pouzijeme terminolégiu tedrie grafov, tak v hranovo ohodnotenom stivislom
grafe G = (V, H) mame najst hamiltonovski kruznicu, ktorda ma minimalny stcet
ohodnoteni hran.

Je zrejmé, ze v lubovolnom stvislom grafe nemusi hamiltonovskd kruznica
vobec existovat. V tom pripade tiloha nem4 rieSenie. UZ vieme, Ze nepozndme
efektivne algoritmy ani na zistenie existencie hamiltonovskej kruznice v danom
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grafe, tobdz na néjdenie minimdlnej. My si uvedieme metédu, ktord spolahlivo
riesi problém obchodného cestujiceho, avsak iba v grafoch s malym poc¢tom hran.
Metédu popiseme na konkrétnom priklade.

Priklad 8.5. Rieste problém obchodného cestujiiceho v grafe, ktorého diagram je
na obr. 8.4.

Riesenie. Kedze v hamiltonovskej kruznici nezalezi na pociatoénom vrchole, pred-
pokladajme, ze obchodny cestujici vyjde z mesta A, ma prejst cez vietky mestd
B,C,D,E a F prave raz a vratit sa do mesta A. Stcet ohodnoteni prejdenych
hrén m4 byt minimdlny.

Na rieSenie problému pouzijeme tzv. rozhodovaci strom. 7 vrcholu A mozeme
ist do B alebo do E. Tejto situdcii budi v strome odpovedat dve orientované
hrany, a to hrana (A, B) a hrana (A, E). Ak si zvolime cestu do B, mame opit dve
moznosti: bud pdjdeme do C alebo do F. V rozhodovacom strome potom budi
hrany (B,C) a (B, F). Takto pokracujeme dalej v snahe prejst vietky vrcholy
prave raz a vratit sa do vrcholu A. Ziskame teda rozhodovaci strom s korefiom vo
vrchole A. Ohodnotenia hrdn grafu z obr. 8.4 mozeme preniest aj do korefiového
stromu, my ich vSak kvoli prehladnosti na obrézok 8.5 nebudeme zapisovat. Na
obr. 8.5 je rozhodovaci strom, z ktorého je vidiet, ze v grafe existuje préve 6
hamiltonovskych kruznic, a to:

ABCFDEA (1) AEFDCBA (4)

ABCDFEA (2 AEDCFBA (5)

ABFCDEA (3) AEDFCBA (4)
A

B/\E
/O FD\
I N Nl N

o]

D E Dj:) Dl C A/X‘olzl F B‘/
SIEEE SR Reh¢
A° A APL S A° A\CL) CAi/

Obr. 8.5

Hamiltonovské kruznice (1) a (6), (3) a (5), a tiez (2) a (4) s rovnaké, lisia
sa iba smerom ,obehu“. Preto Dalej uvazujeme iba kruznice (1), (2) a (3) a
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vypocitame sucty ohodnoteni ich hran. Kruznica (2) je minimdlna so stuc¢tom 42
((1) mé sicet 46 a (3) mé sicet 50). RieSenim nasej ulohy si hamiltonovské
kruznice (2) a (4).

Poznamka. Této metéda rozhodovacieho stromu uz nie je pouzitelnd pri hranovo
hustych grafoch s viac ako 20 vrcholmi ani ak nasadime rychle poc¢itace. Boli vyv-
inuté niektoré heuristicke metédy, t.j. metddy ktoré nie vidy si dspesné, ale dost
casto uspesné su aj na grafoch az do 100 vrcholov. Napriklad metodu penalizacie
vrcholov méze éitatel néjst vo viacerych knihédch zo zoznamu literatiry v zévere.

8.5 Metdda kritickej cesty

Uvazujme uréiti siet projektu nejakého vyrobného procesu. Sietovy graf je
grafova reprezentacia nejakého projektu pozostavajiceho z navzajom suvisiacich
tloh, ktoré sa musia vykonat v uréitom poradi. Je to teda hranovo ohodnoteny
suvisly acyklicky digraf G = (V,H) s jedinym pramenom a jedinym tstim. Ori-
entovana hrana v digrafe G sa pouziva na znazornenie ¢innosti, Sipka na hrane
znazornuje smer pokracovania v projekte a ohodnotenie kazdej hrany je planovany
cas trvania prislusnej ¢innosti. Vrchol v 6 oznacuje stav, kedy su ukoncené
¢innosti, ktoré dontho vstupuji a mozu zacat ¢innosti z neho vychddzajtce. Pred-
pokladajme, Ze sa nevyskytuji ¢asové straty. Chceme ndjst optimdlne casové
trvanie celého projektu.

Kritickou ¢innostou nazyvame takd ¢innost, prediZenie trvania ktorej (za
predpokladu, ze v ostatnych ¢innostiach je planovand doba trvania dodrzand)
sposobi predfienie celého procesu. Draha medzi pramenom a tstim v 5), ktorej
kazd4 hrana vyjadruje kritickt ¢innost, sa nazyva kritickd cesta.

Vrcholy sietového grafu budeme oznacovat trojicou éisel: 4, T'(i) a T'(i) (pozri
obr. 8.6).

¢islo @ znamend poradové ¢islo pri o¢islovani vrcholov ¢islami od 1 do |V| tak,
ze kazda hrana smeruje z ¢isla mensieho do vacsieho.

¢islo T'(7) vyjadruje minimalnu dobu, za ktort sa dé od zaciatku procesu do
prislusného stavu dostat — je to minimalne éasové ohodnotenie.

¢islo T'(i) udéva posledny mozny ¢as, v ktorom musia zacat vetky ¢innosti
odpovedajice hranam vychadzajicim z vrcholu ¢, aby nedoslo k predfieniu trvania
celého procesu — je to maximalne casové ohodnotenie.

Strucne si popiseme ¢innost algoritmu na hladanie minimélneho ¢asového ohod-
notenia vrcholov digrafu. Nech st uz oc¢islované vrcholy digrafu. Zaciatok procesu,
t.j. vrchol 1 m& minimélne ¢asové ohodnotenie 0 (7(1) = 0). Nech i je lubovolny
vrchol skiimaného digrafu 5) Preberieme vsetky vrcholy j, j < i, také, ze existuje
hrana (j,4). Ak oznacime f(j,7) ohodnotenie hrany (7,4), tak vrchol i ohodnotime
najvacsim z ¢isel T'(j) + f(7,4), t.j. oznaCenim ¢asu, v ktorom budd ukoncené
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vietky éinnosti konéiace vo vrchole 7. Aby sme mohli vrchol i ohodnotit, musia
byt ohodnotené vsetky vrcholy s mensimi poradovymi éfslami.

Algoritmus minimalneho casového ohodnotenia

Vstup: Hranovo ohodnoteny, suvisly, acyklicky digraf G = (V,H) s jedinym
pramenom, jedinym ustim a s o¢islovanymi vrcholmi od 1 do n = |V| tak, ze pre
kazdd hranu (i, 7) je 1 < j.
Vystup: Miniméalne casové ohodnotenie T'(¢) pre kazdy vrchol 1.

1. Poloz T'(1) := 0.

2. Poloz 7 := 2.

3. Poloz T'(i) := max{T(j)+ f(j,4)} pre vSetky vrcholy j < i, pre ktoré existuje
hrana (7,1).

4. Ak i =n, STOP, inak poloz i := 1 + 1.
Skok na krok 3.

Algoritmus maximalneho ¢asového ohodnotenia

Vstup: Hranovo ohodnoteny, suvisly, acyklicky digraf G = (V,H) s jedinym
pramenom, jedinym ustim a s o¢islovanymi vrcholmi od 1 do n = |V tak, ze pre
kazdud hranu (i, j) je i < j. Hodnoty T'(i) pre kazdy vrchol.

Vystup: Maximdlne ¢asové ohodnotenie 77(i) pre kazdy vrchol i.

1. Poloz T'(n) := T'(n).
2. Poloz i :=n — 1.

3. Poloz T"(i) := min{T"(j)— f (4, j)} pre vSetky vrcholy j > i, pre ktoré existuje
hrana (i, j).

4. Ak i =1, STOP, inak poloz i := i — 1.
Skok na krok 3.

KaZdy vrchol, ktorého minimdalne a maximélne casové ohodnotenia si rovnaké
(T'(2) = T"(4)), lezi na nejakej kritickej ceste, iné vrcholy na kritickej ceste nelezia.
K tomu, aby hrana (7, j) lezala na kritickej ceste, musi splnat podmienky:

1. Vrcholy 14, j lezia na kritickej ceste, teda T'(i) = T"(:) a T'(j) = T'(j).

2. Pre ohodnotenie f(i,7) hrany (2,]) plati f(i,j) = T(j) — T(G) (f(i,)) =
T'(3) = T'(3))-
Priklad 8.6. N4jdite kriticki cestu vyrobného procesu, ktory je znézorneny

grafom ziskanym z grafu na obr. 8.6, ak v fiom vrcholy ,stiahneme® do malych
krizkov a neuvazujeme ¢isla vo vrcholoch.
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Riesenie. Najskor prekreslime diagram tak, ze vécsie kruzky odpovedajice vr-
cholom rozdelime na tri casti (pozri obr. 8.6). Do hornych ¢asti o¢islujeme vrcholy
tak, aby kazda hrana smerovala z vrcholu s mensim ¢islom do vrcholu s vacsim.
Potom do lavych asti zapisujeme hodnoty T(7), t.j. minimalne casové ohodnote-
nia. Vo vrchole 1 je T'(1) = 0. Vo vrchole 2 je to T'(1) + f(1,2) =0+ 8 = 8, teda
T(2) = 8. Vo vrchole 3 je: T(2)+ £(2,3) = 8+10 = 18, T(1)+ f(1,3) = 0+20 =
20, preto je T(3) = 20, atd.

Potom vyplnime hodnoty 77(i), t.j. ndjdeme maximélne ¢asové ohodnotenia.
Zacneme vo vrchole 8, tu je T'(8) = 40. Prejdeme k vrcholu 7, kde T"(8)— f(7,8) =
40 — 4 = 36, teda T'(7) = 36. Takto pokracujeme vzdy k vrcholu s éislom o
jednotku mensim a napriklad pre vrchol 3 je: T'(7) — f(3,7) = 36 — 5 = 31,
T'(6) — f(3,6) = 27 — 7 = 20, teda vo vrchole 3 je T"(3) = 20, atd. Hrany kritickej
cesty su na obr. 8.6 vyznacené silnejsie.

Q?@ - 5

4 B
/

8.6 Toky v sietach

Zacneme prikladom. Je dand siet potrubia, pricom potrubie moéze mat roézne
priemery a niektoré jeho ¢asti mozu byt aj jednosmerné. Siet potrubia je uza-
vretd okrem dvoch miest, zaciatku a a konca z, kde tekutina do potrubia vtek4,
resp. z neho vytekd. Méame uréit, aké maximalne mnozstvo tekutiny moze sietou
za urciti dobu pretiect z a do 2. Je logické sa zaujimat o maximalny tok (mnozstvo
kvapaliny za jednotku ¢asu). Potrubie a tekutinu sme uviedli iba pre nizornost,
ale moze sa jednat o rozne prenosové siete a prenasané médium moze byt tiez
rozne. Jednym z takych prikladov mozu byt aj siete na prenos informécii medzi
jednotlivymi poéitaémi. Pravidld, ktoré uvedieme v dalsej casti, platia pre vsetky
takéto tzv. transportné siete. Tedriu uvedieme iba pre orientované grafy. Ak niek-
toré potrubia st obojsmerné, staci nahradit neorientované hrany dvojicami opacne
orientovanych hran s rovnakymi ohodnoteniami.
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Definicia 8.3. Transportna siet (alebo skrdtene siet) je sivisly, orientovany,
hranovo ohodnoteny graf G = (V,H) spl/ﬁajzicz‘ nasledujice podmienky:

1. vG existuje jediny pramen a,

2. 0G existuje jediné ustie z,

3. kazdd hrana (i,7) je ohodnotend nezdpornym cislom Cy;, ktoré nazgvame
kapacita hrany (i, 7).

Poznamka. V praxi sa iba zriedkavo stdva, Ze transportnd siet m4 jediny premen
a jediné ustie. Napriklad vodovodné potrubie rozvadza vodu z viacerych zdrojov
a ustia su v kazdej doméacnosti. Aby sme mohli takuto situdciu matematicky
spracovat, priddme hrany orientované z jedného fiktivneho pramena do vsetkych
skuto¢nych, a tiez hrany zo skuto¢nych tsti do fiktivneho ustia. Kapacity novych
hrén uvazujeme nekonecne velké.

Definicia 8.4. Nech G je transportnd siet. Tok transportnou sietou je zobrazenie
T :RTU{0} — H, ktoré kazdej hrane (i, j) priradi nezaporné cislo T;; tak, Ze:

1. pre kazdi hranu (i, j) je T;; < Cjj,

2. pre kazdy vrchol j rozny od pramena a ustia plati zdkon zachovania toku

cez tento vrchol, teda
7, Y
i i

Veta 8.1. Nech T je tok v transportnej sieti G . Potom tok z pramena je rovny
toku do ustia, t.j.
YIEIED S

Definicia 8.5. Nech T je tok v transportnej sieti (—j c¢islo
D Tu=) T

nazjvame velkostou toku v sieti G. TokT je maximalny, ak pre kaZdy iny tok
T' plati, Ze jeho velkost nie je vicsia ako velkost toku T .

Priklad 8.7. Na obr. 8.7 je transportnd siet
s vyznacenymi kapacitami hran Cj; (prvé éislo

b 2,2 c
na kazdej hrane) a s tokmi cez hrany 7;; (druhé / \Y‘
¢islo). Velkost toku je Ty + Thg = Too + Toe = 5.
Je vidiet, Ze pre kazdy vrchol okrem a a z plati : > ° 7
& 22 e

zdkon zachovania toku, teda kolko domho vtecie,
tolko z neho vytecie. Ak by sme ale zmenili tok
hranou (d, e) na hodnotu 1, uz by neplatil zdkon
zachovania toku pre vrcholy d a e a ohodnotenia
hrén ¢&fslami 7}; by sa nemohli nazyvat tokom.

Obr. 8.7
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V tejto jednoduchej transportnej sieti lahko zistime, ze ak na hranach (a, d),
(d,c) a (¢, z) zvacsime tok o jednotku, zostand v platnosti podmienky kladené na
tok a velkost toku bude Ty + Ty = 6, teda tiez vacsia o jednotku. Je to sposobené
zvacsenim toku pozdfz cesty P : adcz. Znamena to, ze povodny tok v sieti nebol
maximélny a bolo mozné ho zvicsit. Nés bude zaujimat prave maximélny tok v
sieti, ako ziskat jeho hodnotu a ako zistit, Ze uz ho nemozno zvacsit.

Zistili sme, 7Ze ak sa ndm podari najst cestu z prameia do tstia, pozdiz ktorej
je mozné zvacsit tok, tak sa zvacsi tok celou siefou. V nasom pripade vsak vietky
hrany cesty P : adcz boli orientované od pramena k tustiu, teda zhodne s cestou
P. V niektorych sietach je mozné zvicsovat tok aj pozdii ciest, ktoré obsahuju
aj hrany opac¢ne orientované vzhladom na cestu. O moznosti zvii¢senia toku
celou siefou nds informuje nasledujtica veta.

Veta 8.2. Nech P je cesta v transportnej sieti [l spl/ﬁajdca podmienky:
1. pre kazdi zhodne orientovant hranu (i, j) cesty P je T;; < Cij,
2. pre kaZdi opacne orientovani hranu (i,7) cesty P je 0 < T;;.
Nech X je mnozina obsahujica ¢isla C;; — T;; pre zhodne orientované hrany cesty
P a cisla T;; pre opacne orientované hrany cesty P.
Ak A =min X a T* je tok transportnou sietou definovany

7. Wk (i) & P |
=49 T +4A, ak (i,7) je zhodne orientovand s P,
T — A, ak (i, j) je opacne orientovand vzhladom na P,

tak velkost toku T* je o A vicsia ako velkost pévodného toku T.

Na zdklade tejto vety mozeme zostrojit algoritmus na hladanie maximélneho
toku v transportnej sieti. Princip jeho ¢innosti spoc¢iva v tom, zZe v transport-
nej sieti so zadanymi kapacitami hrdn za¢neme nejakym tokom (moze to byt
nulovy tok kazdou hranou) a hladdme cestu z prameiia do Ustia, pozdiZ ktorej je
mozné tok zvacsit. Ak ju ndjdeme, tok zvacsime, a opakujeme tento proces znovu.
Ako pomécku pri hladani cesty z a do z pouzijeme oznacovanie vrcholov uspo-
riadanou dvojicou znakov, kde prvy znak znamena predchadzajici vrchol prave
oznacovaného vrcholu na hladanej ceste P a druhy znak je rovny hodnote, o ktord
je mozné zvicsit tok na ceste P od prameria po prave oznacovany vrchol. Za pre-
vereny vrchol povazujeme taky, z ktorého sme uz oznacovali jeho neoznacenych
susedov. Algoritmus ukonéf svoju ¢innost az ked tok siefou je maximalny. Preco
je to tak, si uvedieme neskor.

Algoritmus maximaélneho toku (Ford — Fulkerson)

. —
Vstup: Transportnd siet G = (V, H), pramen a, ustie z, kapacity hran C;; pre
kazdd hranu (i, j) a vrcholy oé¢islované a = vy, vy, ..., v, = 2.
Vystup: Maximalny tok 7.
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1
2

3.
4.

ot

Poloz T;; := 0 pre kazdd hranu (3, j).
Ozna¢ vrchol a usporiadanou dvojicou ( ,00).
Ak je vrchol z oznaceny, skok na krok 6.

Zvol oznaceny, ale neprevereny vrchol v; s najmensim indexom i. Ak taky
neexistuje, STOP (tok je maximalny), inak poloz v := v; .

Nech (a, A) je oznacenie vrcholu v. Prever kazdu hranu (v, w) a (w,v) (v
poradi (v, vg), (vo,v), (v,v1), (v1,v),...), kde w je neoznaceny vrchol. Ak pre
hranu (v, w) je Ty, < Cyy, 0znaé vrchol w usporiadanou dvojicou

(v; min{A, Cpiy — Towo })

inak hranu (v,w) neoznacuj. Ak pre hranu (w,v) je Ty, > 0, ozna¢ vrchol
w usporiadanou dvojicou

(v; min{A, Ty }) ,

inak hranu (w,v) neoznacuj.
Skok na krok 3.

Nech (v,A) je oznacenie vrcholu z. Nech wy = z, w; = . Ak oznacenie
vrcholu w; je (7', A"), poloz w;,1 :=~'. Pokra¢uj az do wy, = a. Teraz

P:a=wywi_1... wwy = 2

je hladand cesta z a do z.

Zmen tok pozdii cesty P takto: Ak hrana h je zhodne orientovana s P,
zvys jej tok o A, ak je opacne orientovand, zniz jej tok o A. Zrus oznacenia
vSetkych vrcholov.

Skok na krok 2.

Priklad 8.8. Najdite maximéalny tok v
transportnej sieti z obr. 8.8.

RieSenie. Kazdej hrane priradime tok 5 6

pricom zachovavame ich poradie. Vrchol
vy ozna¢ime znakom (a, 10) a vrchol v

T;; = 0. Oznacime vrchol a znakom Vi v, Vg
(,00). Teraz oznacujeme jeho susedov, 10 !
4

znakom (a, 8). Tym sa vrchol a stava pre- 8 15

verenym. 7 oznacenych a nepreverenych
vrcholov mé miniméalny index vrchol vy,

v oY ¥
11 12

takze teraz sa zaujimame o jeho neoz-

nacenych susedov. Je to jediny vrchol

Obr. 8.8

vy a dostane oznacenie (vq,5). dalsi pre-
verovany vrchol je vs.
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Jeho neoznacené susedné vrcholy vy a vg oznacéime rovnako (vg,5). Teraz z oz-
nac¢enych a nepreverenych vrcholov ma najmensi index vrchol v3. Nemd neoz-
nacenych susedov a tym sa stava preverenym. Nasleduje vrchol vy. Jeho jediny
neoznaceny sused vz dostane oznacenie (vy,5). Teraz preverujeme vs a z neho oz-
nacime iba vrchol z znakom (vs, 5). Kedze vrchol z je uz oznaceny, pokracujeme
krokom 6, kde ziskame cestu P : avvv4v52, pozdii ktorej mozeme zvacsit tok o
hodnotu 5. Urobime to a zaéneme cely proces hladania novej cesty z pramena do

tistia odznova. dalie pokracovania sa dajui sledovat na postupnosti diagramov na

obr. 8.9.
(3,102‘ 5’0 (Vlzs) 6 0 (VZ’ ) (a 5) 5, 5 (V495) 6, 0 (VZ’S)
Vi T, V6 VI v, V6
10,0
(,0) ( ,5) ,00 vs,7
g 8,0 6.0 40 " 8,0 6,5 (5 )
8,0 15,0
; 4 ¥ Vi %
@8)" 1,07 (v,,5) 12,0 {y.5) (a,8) 110 (,8) 12,5 (w7

(a,52\ 55 (V4,1) 6,0 (Vz’ ) (a, 5) 5,5 6.1,
Vi A v6 A7 AR
10,5
5,0 ,l ’OO
( )a 8,0 6.5 4,0 (%-1) 8,0 6,4
87 15,12 15,12
V3 ay ¥ V3 V4 l

(1) 11,7 (v,1) 12,12

Obr. 8.9

12,12

Na vysvetlenie, ze v momente ukoncenia préace algoritmu je uz dosiahnuty tok
maximalny, potrebujeme nasledujtice pojmy.

Definicia 8.6. Rez (P, P) v transportnej sieti G =

(V, H) je rozklad jej vrcholovej

mnoziny na mnozinu P obsahujicu pramen a jej komplement P, ktory obsahuje

ustie.

Kapacita rezu (P, P) je ¢islo
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Rez v sieti je teda Iubovolné rozdelenie vrcholovej mnoziny V na mnoziny P a
P, pricoma€ P, ze P, PUP =V a PN P = (. Kapacita rezu je sicet kapacit
véetkych hrén, ktoré zaéinaji v P a konéia v P. Hrany z P do P nés pri kapacite
rezu nezaujimaju.

Veta 8.3. Nech T je tok v transportnej sieti G = (V,H) a nech (P, P) je rez v
H — et ~
G . Potom kapacita rezu (P, P) je vicsia alebo rovnd ako velkost toku T, t.j.

C(PP)=> Y Cy>> T..

ZEP ]Eﬁ %

Veta 8.4. Nech T je tok v transportnej sieti G = (V,H) a nech (P, P) je rez v

5). Ak velkost toku T je rovnd kapacite rezu (P, P), tak tok T je mazimdiny a rez
(P, P) je minimdlny. Naviac

MIIES Bt

i€eP JE?

prdve vtedy, ak

a) Tyj = Cy; pre vietkyi € P aj € P
a zdroven

b) T;; = 0 pre vsetkyi € P a j € P.

To znamend, ze ak sa ndm v transportnej sieti podari najst taky rez (P, P),
7e pre kazdd hranu smerujicu z P do P je tok cez nu rovny jej kapacite a tok
kazdou hranou z P do P je nulovy, tak mdme minimélny rez a jeho kapacita
je zéroveni rovnd maximdlnemu toku sietou. Ak si vSimneme, Ze algoritmus na
hladanie maximélneho toku konéi prave vtedy, ked uz nemozeme oznacovat dalsie
vrcholy, t.j. ked hrany smerujice z oznacenych vrcholov do neoznacenych si uz
nasytené a zaroven hrany z neoznacenych vrcholov do oznacenych maji nulové
hodnoty toku, tak mozeme vyslovit nasledujicu vetu.

Veta 8.5. V momente skoncenia ¢innosti algoritmus (Ford — Fulkerson) ddva na
vystupe mazimdlny tok. Naviac, ak P (P) je mnoZina oznacenych (neoznacenych)
vrcholov v okamihu ukoncenia ¢innosti algoritmu, tak rez (P, P) je minimdlny.

8.7 Ulohy

8.1. V grafe, ktorého diagram je na obr. 8.10(a):
a) N4jdite minimalnu kostru.
b) Néjdite maximalnu kostru.
¢) Vypocitajte diZky minimalnych ciest z vrcholu a do ostatnych vrcholov.
d) Rieste problém okruznej cesty.
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(b)
Obr. &8.10

8.2. Vypocitajte diiky minimalnych spojeni medzi vSetkymi dvojicami vrcholov
v digrafe na obr. 8.10(b).

8.3. V grafe ziskanom zruSenim orientécii hran digrafu na obr. 8.10(b) rieste
problém obchodného cestujiceho.

8.4. Najdite kritickid cestu v sietovom grafe, ktorého diagram je na obr. 8.11.

Obr. 8.11

8.5. Vypocitajte maximdlny tok transportnou sietou, ktors je na obr. 8.12.

i 10 v 18 v

14 3 20

11
a 9 12 Vs Oz
25
2 ! 15
i{ 5 O —
Vs 26 v, 4 Vs

Obr. 8.12



Kapitola 9

Formalna logika

9.1 Vyrokova logika

Jednou z hlavnych tloh modernej logiky je hladanie vhodného formélneho jazy-
ka, ktory dovoli vyjadrovat tvrdenia o nejakej oblasti, a pritom sa vyhne rozporom.

Preto budeme hladat odpovede na tieto otézky:

a) ¢i platia alebo neplatia niektoré tvrdenia sformulovane v uvazovanom jazyku,
b) kedy nejaké tvrdenie vyplyva z inych tvrdeni,

c) ako skonstruovat dokaz tvrdenia.

Najskor popiSeme axin§omy a odvodzovacie pravidla, ktoré urcuju vlastnosti
logickych spojok, a to vo forméalnom systéme, ktory nazyvame vyrokova logika
(vyrokovy pocet).

Ak k vyrokovej logike priddme axiémy a odvodzovacie pravidla pre kvantifikatory,
vznikne predikatova logika (predikdtovy pocet).

V prvych troch paragrafoch vyrokovej logiky sa oboznamime so zdkladnymi poj-
mami ako su vyrok, pravdivostnd hodnota vyroku a logické spojky. Budeme sa v
prevaznej miere opieraf o intuiciu, az neskoér, v dalsich paragrafoch tieto pojmy po
formalnej stranke upresnime.

Majme nejaky jazyk ako dorozumievaci prostriedok. Niektoré gramatické vety,
okrem toho, Ze mozu vytvarat zlozené vety - stvetia, obsahuji v sebe uréiti in-
forméciu, o ktorej méa zmysel rozhodovat, ¢ je pravdiva alebo nepravdiva.

Napr.: ”Sucet vnitornych uhlov v kazdom trojuholniku je 180 stupnov” alebo
"Kosice su najvacsim mestom na svete”. Prisidenie pravdivosti alebo nepravdi-
vosti tychto viet nie je problém jazykovedcov, ale odbornikov.

89
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Taka ista situacia je aj v pripade symbolickych jazykov, ako si napr. pro-
gramovaci jazyk alebo jazyk matematickych disciplin. Existuju gramaticke vety, o
pravdivosti alebo nepravdivosti ktorych nemd zmysel hovorit. St to vsetky opyto-
vacie, rozkazovacie a zvolacie vety, napr.: "Nehovor a pis!”

Uvazujme nejaky jazyk J, v ktorom je dand istda mnozina Vj vyrazov ktoré
maju tieto vlastnosti:

1. O kazdom vyraze jazyka J vieme rozhodnut, & patri alebo nepatri do V5.
2. Kazdé dva vyrazy z V; vieme navzdjom rozlisit.
3. Kazdy vyraz z Vj je pravdivy alebo nepravdivy.

Vyrazom z mnoziny V; budeme hovorit elementiarne vyroky a oznacovat
pismenami

p7Q7T7"'7

alebo pismenom p s indexom
P1,D2,- -

Ak elementarny vyrok p je pravdivy, potom piSeme

v(p) =1
a Citame ”pravdivostna hodnota vyroku p sa rovna jednej”.
Analogicky, ak elementdrny vyrok p je nepravdivy, tak piseme v(p) = 0 ¢itame
"pravdivostna hodnota vyroku p je nula”.
9.2 Logické spojky

V prirodzenom jazyku z danych viet vytvarame zlozené vety — sivetia— pomocou
spojok. Vo formélnej logike sa vyskytuju tieto typy ”zlozenych viet”:

1. ”Nie je pravda, ze A 7.
2. 7A alebo B ”.

3. 7A a B".
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4. "Ak A, tak B ”.

5. 7 A prave vtedy, ak B”.

Pismena A a B tu zastupuju nejaké vety (také, o pravdivosti ktorych mé zmy-
sel hovorit). Slovdm, pomocou ktorych st v 1 az 5 vytvorené zlozené vety, budeme

hovorit logické spojky. Teda, logickymi spojkami st:

"nie je pravda, ze ...”

2 W

. alebo . . .
"ak ...., tak ...”
... prave vtedy, ak ...”.

Pomocou uvedenych logickych spojok mozeme z elementarnych formil jazyka
J vytvarat nové vyrazy, napr.:

7ak p, tak q”

"p prave vtedy, ak r”

"ak p alebo q, tak nie je pravda, ze r”

Pre jednotlivé logické spojky budeme pouzivat tieto znaky:
1. "nie je pravda, ze” : —

2. 7alebo” : V

3.7a” A

4. "ak, tak” : =

5. "prave vtedy, ak” : &

a budeme ich (v uvedenom poradi) nazyvat: negacia, disjunkcia, konjunk-
cia, implikacia, ekvivalencia.

Okrem tychto znakov pre zapis vyrazov budeme pouzivat zétvorky, a to:
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lavii zétvorku (

a pravi zatvorku ).

Zatvorky budi vyjadrovat prioritu jednotlivych logickych spojok pri vytvarani
Vyra%ov. Potom nasledujice vyrazy mozeme pomocou zavedenych symbolov vy-
jadrit takto:

"ak p, tak q” ma symbolicky zapis: p = ¢,

"p prave vtedy, ak 17 ma symbolicky zapis: p < 7,

"ak p alebo q, tak nie je pravda, ze r” ma symbolicky zépis: (pV q) = (—r).

Majme mnozinu Vj elementarnych vyrokov. Potom:

1. Elementarne vyroky si vyroky.

2. Ak A a B st vyroky, tak aj "A, AV B,AAN B, A= B, A< B st vyroky.

3. Vyroky st prave tie vyrazy z Vj, ktoré sa daju utvorit podla 1 a 2.

Priklad 9.1 Vyraz
(pAg)=(pVaq)

je vyrok, pretoze ho mozeme vytvorit pomocou 1 az 3 takto:

p,q podla 1.,
pAq podla 2.,
pVq podla 2.,

(pAq)= (pVq)) podla 3.
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Konvencia o zatvorkach.

93

Pri doslednom pouzivani zétvoriek sa vyraz moze stat malo prehladnym. Pre

zjednodusenie zapisu sa preto dohodneme dodrziavat nasledujicu dohodu:

1. Namiesto (p) budeme pisaf: p.
2. Namiesto (—=(B)) budeme pisat —B.
3. Nech A a V st dve spojky vybrané zo spojok:
AV, = &
Potom:
a) namiesto (—(A))A(B) budeme pisat ~AAB,
b) namiesto (B)A(—(A)) budeme pisat BA—-A,

¢) namiesto

budeme pisat
(AAB)VC a CV(AAB).

Priklad 9.2 Vyrok
(p) = (@) V()
budeme zapisovat
p=(qVr).

Vyraz
p=q=7

nie je vyrok, pretoze podla pravidiel 1., 2. a konvencie o zatvorkach nemoézeme

jednoznaéne rozhodnit, ¢i ide o vyrok
p=(¢g=r)

alebo o vyrok
(p=q)=r.
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9.3 Pravdivostna hodnota

Kazdému elementdrnemu vyroku p € V; sme priradili pravdivostnid hodnotu v(p).
Na tomto mieste pripominame pravdivostné tabulky:.

A -A
Negécia: 1 | 0
0] 1
A|B|AVB A|B|AANB
010 0 01]0 0
Disjunkcia: 0 | 1 1 Konjunkcia: 0 | 1 0
110 1 110 0
111 1 1] 1 1
A|B|A=1B A|B|A&B
010 1 010 1
Implikacia: 0 | 1 1 Ekvivalencia: 0 | 1 0
110 0 110 0
111 1 111 1

Vhodnym pouzitim tabuliek méZeme urcit pravdivostnii hodnotu zlozitejsich
vyrokov.

Priklad 9.3 VySetrime pravdivostni hodnotu vyroku

B=(((pANg)=r)AN(r=4q)=(p=r1).

Oznacme
K=(pANg)=r)AN(r=yq), T=p=r

potom
B=(K=T1T).

V zahlavi tabulky vypiseme vsetky vyroky, z ktorych je dany vyrok vytvoreny
podla bodov 1., 2. a do stlpcov oznacujucich elementarne vyroky napiseme vsetky
mozné komblname symbolov 0 a 1.

Ostatné stipce doplnime pouzitim prislusnej tabulky definujicej pravdivostni hod-
notu vyroku AAB.
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p q r|-r|pANq|pAhq=>r|—r=q|K |p=>1r|B
0 0 01 0 1 0 0 1 1
0 0 1,0 0 1 1 1 1 1
0 1 0|1 0 1 1 1 1 1
0 1 1,0 0 1 1 1 1 1
1 0 0] 1 0 1 0 0 0 1
1 0 1]0 0 1 1 1 1 1
1 1 0] 1 1 0 1 0 0 1
1 1 110 1 1 1 1 1 1

Vyrok B je pravdivy vzdy, bez ohladu na to, ¢ elementédrne vyroky p, ¢, r st
pravdivé alebo nepravdivé.

9.4 Formuly vyrokovej logiky

V poslednych dvoch castiach sme sa zoznamili s intuitivhym chapanim pojmov
vyroku a pravdivostnej hodnoty vyroku. Poktsme sa tieto pojmy vymedzit pres-
nejsie.

Definicia 9.1 Pod abecedou rozumieme konecni alebo spocitatelnid mnozinu A.
Lubovoli postupnost prokov mnoZiny A nazjvame slovom.

Niektoré slova v poslednej definicii nemaju zmysel. Je zrejmé, ze je ucelné
rozliSovat medzi slovami utvorenymi ”spravne” (napr. mur) a slovami, ktoré su
iba ndhodnym zoskupenim prvkov mnoziny A (napr. umr).

Definicia 9.2 Abecedu vyrokovej logiky (AVL) tvoria vyrokové premenné:

p,q,7Ty...,DyP1, P25 -5
logické spojky:
2, VoA =, =,
zatvorky: (,).

Ozna¢me Vy = {p, q, ...} mnozinu vyrokovych premennych, S = {—, V, A\, =, <}
mnozinu logickych spojok. Je zrejmé, ze mnozina V je nekoneéna a mnozina S je
konec¢na.

Definicia 9.3 Pravdivostné ohodnotenie v (valudcia) je zobrazenie mnoziny V' do
mnoziny {0,1}. Piseme v : Vo — {0,1}.
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Definicia 9.4 Postupnost slov
AlaAQa"'7An

je vytvarajicou postupnostou formuly (VPF) prdve vtedy, ak pre kazdé i,1 <
1 < n je splnend prave jedna z tychto podmienok:

1. A; je vyrokovd premennd.
2. A; je negdcia niektorého proku mnoziny {Ay, As, ..., A;_1}.
3. A; vznikla z nejakych dvoch prvkov mnoziny {A1, Ao, ..., A;_1} aplikdciou
niektorej z logickych spojok —,V, N\, =, <.
Poslednti definiciu mézeme formulovat aj takto:
Definicia 9.5 Postupnost slov
A, Agy o AL

je vytvarajicou postupnostou formuly (VPF) prdve vtedy, ak pre kazdé i,1 <
1 < n je splnend prave jedna z tychto podmienok:

1. A, je vyrokovd premennd.
2. Existuje j < i také, Ze A; je prdve —A;.
37 Bxistuju 5,k <i a A €S také, Ze A; je AjAA.
Definicia 9.6 Slovo A v abecede vijrokovej logiky je formula vyrokovej logiky

prdave vtedy, ak existuje takd vytvdrajiica postupnost formuly, Ze A je jej poslednym
clenom.

Jednotlivé formuly budeme oznacovat velkymi pismenami. Mnozinu vsetkych
formul oznacme F. Abecedu vyrokovej logiky spolu s formulami vyrokovej logiky
budeme nazyvat jazykom vyrokovej logiky (JVL).

Priklad 9.4 Slovo
p=(qV-r)

je formula s vytvéarajticou postupnostou

p,q, T, gV o, p = (g V).
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Kazd4 formula (slovo) ma uréiti zlozitost, ktord je dand poctom logickych
spojok s(A). Z toho je zrejmé, ze vietky vyrokové premenné maji zlozitost rovnt
nule, to znamend, ze patria do mnoziny V.

Zapis A(p1,p2, ..., pn) znamend, ze formula A neobsahuje iné vyrokové premenné

ako p1,pa, ..., Pn.

Priklad 9.5 Ak A =pAr Aq, tak mozeme pisat A(p,q,r) =pArAq.

Okrem vytvarania novych formil pomocou logickych spojok, mozZeme ich tvorit
aj postupom, ktory nazyvame substiticia.

Ak A(py,p2,...,pn) je formula a By, B, ..., B, st slova z abecedy vyrokovej
logiky, tak
A<p1/B1ap2/BQ7 ce- 7pn/Bn)

budeme oznacovat slovo v abecede vyrokovej logiky, ktoré dostaneme z

A(p17p27 s 7pn)

tak, ze vsade v A, kde sa vyskytuje pismeno p; (i € {1,2,...,n}) namiesto neho
dosadime slovo B;. Potom hovorime, ze slovo

A<p1/B17p2/327 ... 7pn/Bn)

vzniklo substiticiou (dosadenim) By, Ba, ..., B, za p1,pa, ..., Dn-

D4 sa dokazat, ze ak A(p1,ps,...,pn), Bi, Ba, ..., B, st formuly, tak aj
A(p1/Bi,p2/Ba, ..., pn/Bn)
je formula.
Priklad 9.6 Nech A=p= (¢=r), B=-p, C =r = q. Potom
Alp/B.q/C,r/r) ==p=((r=q) =r).

Boolovsku algebru sme definovali ako usporiadanti Sesticu By = (D, V, A, ,0,1),
D ={0,1}, pricom pre a,b € {0,1} plati:

a b d V|avbh|aldb
0 0 1 1 0 0
0O 1 1 0 1 0
1 0 0 1 1 0
1 1 0 O 1 1




98 KAPITOLA 9. FORMALNA LOGIKA

Porovnanim s tabulkami pravdivostnych hodnét pre jednotlivé logické spojky
zistime, ze

v(=4) = (v(A)),
v(AV B) =v(A)Vu(B),
v(AA B) =v(A)Av(B),
v(A = B) =v(A)Vu(B),
v(A & B) = (v(A)Av(B))V(v(A)Av(B)").
Aby sme posledné z4pisy mohli zjednodusit, definujme v boolovskej algebre B,
okrem operacii A a V este dalSie dve bindrne operacie, ktoré oznacime: —, <.

Je rozumné ich definovat v silade s pravdivostnymi tabulkami pre logické spojky:
= o

0—-0=1, 0<0=1,
0—-1=1 0<1=0,
1—-0=0, 1<0=0,
1—=1=1, 1<1=1.

Je zrejmé, ze pre a,b € By plati
a—b=adVb, a< b= (adVbh)A(d'VD).

Definicia 9.7 Interpreticia jazyka vyrokovej logiky v boolovskej algebre By je zo-
brazenie v : ' — {0,1} také, Ze plati:

v(~4) = (v(4)),
WAV B) = v(A)Vu(B),
W(A A B) = v(A)Au(B),
v(A = B) = v(A)Nu(B),
v(A & B) = (v(A)Av(B))V(0(A) A(v(B)).

v(A) nazyvame pravdivostnou hodnotou formuly A.
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9.5 Ekvivalencia formul

Vo vseobecnosti pod syntaxom rozumieme stidium vnutornej stranky struktury
systémov znakov (symbolov) nezavisle na tom, aku funkciu vykonavaju.
Sémantika zahrnuje Studium systémov znakov ako prostriedok vyjadrovania zmyslu
(vyznamu, obsahu).

Definicia 9.8 Formula A je sémanticky ekvivalentna s formulou B, piseme
A=B,

prave vtedy, ak v kaZdej interpretacii v jazyka vijrokovej logiky (JVL) v boolovskej
algebre By plati v(A) = v(B).

Ina formulacia:

Formula A je sémanticky ekvivalentna s formulou B préave vtedy, ak m& rov-
naku pravdivostni hodnotu ako formula B, nezavislé od pravdivostnych hodnot
vyrokovych premennych. Cize formuly A a B sa lisia iba syntakticky, t.j. svojou
formou (ako slova jazyka vyrokovej logiky).

Definicia 9.9 Formula A je tautolégia (kontradikcia) prdve vtedy, ak pre
kaZdi interpcetaciu v jazyka vyrokovej logiky v boolovskej algebre By plati:

v(A) =1 (v(A) = 0).

Zmysel poslednej definicie je v tom, ze tautolégia je vzdy pravdiva (bez ohladu
na pravdivostné hodnoty vyrokovych premennych, z ktorych je vytvorend). For-
mula je kontradikcia, ak je vzdy nepravdiva.

Ak A je tautoldgia, tak piseme

= A

Veta 9.1 Formula A je sémanticky ekvivalentnd s formulou B prdve vtedy, ak
formula A < B je tautologia.

Dokaz. Méme dokézat, ze A = B prave vtedy, ak |= (A < B).
1. Nech A = B, t.j. v(A) = v(B). Podla definicie interpretécie jazyka vyrokovej
logiky v boolovskej algebre By je

v(A < B) =v(A) < v(B) = (v(A)Av(B))V(v(A)A(v(B)") = v(A)V(v(A)) = 1.
2. Nech = (A & B), t.j. v(A < B) = 1. Potom

V(A & B) = v(A) > v(B) = (W(A)Av(B)V(v(AYA((B)) = v(A)Vo(A) = 1.
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Z toho v(A)Av(B) = 1 alebo v(A)'Av(B) = 1. V prvom pripade je

v druhom pripade mame

a teda

g

Veta 9.2 Reldcia = je reliciou ekvivalencie na mnoZine F.

Dokaz. Bez tazkosti sa da overit, ze reldcia sémantickej ekvivalencie = je reflexivna,
symetrickd a tranzitivna.

O

7 definicie interpretacie jazyka vyrokovej logiky a definicie semantickej ekvivalencie
vyplyva, ze vSetky tautologie su ekvivalentné s tautologiou

pvV-p=1
a vSetky kontradikcie su ekvivalentné s formulou
p A —p=0.

Na logické spojky V, A mozeme pozerat aj ako na bindrne operdcie na mnozine F':
kazdym dvom formuldm A, B € F' je jednoznacne priradend formula AV B a formu-
la AAB. Analogicky logicki spojku — mézeme povaZzovat za unarnu operdciu na F.

Utvorme rozklad mnoziny F na zéklade relacie ekvivalencie = na triedy a
mnozinu tychto tried oznacme F,. Plati nasledujica veta:

Veta 9.3 Algebraicky systém (F,,V,\,—,0,1) je boolovskd algebra.

7 toho, ze plati poslednd veta vyplyva rad dolezitych tvrdeni o sémantickej ekvi-
valencii formul. Niektoré z nich uviddzame:

AVB=BVA ANB=BAA
Av(BvC)=(AvB)VvC AN(BAC)=(AANB)ANC
AVA=A ANA=A
AV(ANB)=A ANAVB)=A
AvIi=1 ANT=A
AvO=A ANO=0
AV-A=1T AN-A=0
-(AvB)=-AA-B -~(ANB=-AA-B

—|<—|A) =A
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Dalsie sémantické ekvivalentnosti:
A=B=BV-A, A& B=(AANB)V(-AA-B),

A= B=-B=-A, ANB=-(A= -B),
A& B=(A=B)AN(B=A4), AVB=-A=B.

V mnohych pripadoch k formule A je vyhodné néjst formulu, ktord je s tiou
sémanticky ekvivalentna a ktord m&a nejakym sposobom ”normalizovany” tvar.
Zo vsetkych normélnych tvarov vyberieme dva, ktoré maju najvacsi prakticky
vyznam.

7 asociativnych zakonov

AV (BVC)=(AVB)vVC, ANBANC)=(ANB)ANC
vyplyva, ze ak formula A je vytvorena z formul A4, ..., A, iba pomocou symbolov

\/7 (7 )7

pripadne
/\7 (7 ) ?
tak pri kazdom rozlozeni zatvoriek dostaneme formulu ekvivalentni s formulou A.

Oznacme ju

A1 VA V-V A,

I
<
=

&A&AWAM:A&.

V dalsom budeme potrebovat nasledujiice oznacenia:
Nech A je formula, ¢ je jeden zo symbolov 0 alebo 1, potom

ae — A, ak c=1,
—|A, ak ¢=0.

Definicia 9.10 Nech py,ps,...,pn st vyrokové premenné. Elementarna kon-
junkcia je formula, ktorda ma tvar

pil /\péZA...ApZn
a elementarna disjunkcia je formula tvaru

PtV DpE V-V ope
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Definicia 9.11 Formula A md disjunktivny normalny tvar prdve vtedy, ak
A=A VAV ---VA,

a konjunktivny normalny tvar prdve vtedy, ak
A=BiABys A+ N\ By,

kde A; (i =1,2,...,m) je elementdrna konjunkcia a B; je elementdrna disjunkcia.

Veta 9.4 Ku kazdej formule vijrokovej logiky A existuji formuly tvaru
AIVAyV---VA,, B ANByA---ABp,

ktoré su s nou sémanticky ekvivalentné.

9.6 Realizacia boolovskych funkcii

Majme formulu A(py,ps,...,ps,). Formula B je podformulou danej formuly A
prave vtedy, ak existuju prirodzené cisla i,5;1 < i < j < n také, ze B je slovo
@;Qit1 - . . a; alebo menej formdlne

formulu vyrokovej logiky, ktora sa vyskytuje vo vSetkych vytvarajicich postup-
nostiach formuly A, nazyvame podformulou (subformula) formuly A.

Priklad 9.7 Podformulami formuly

(p=(gAT))VigeT)

st
p,gAT, g T, p= (gAT).

Kazdej formule A(py,ps,...,pn) vyrokovej logiky prislicha tabulka pravdi-
vostnych hodnét. Avsak t4 istd tabulka hodnot jednoznacne uréuje istd boolovski
funkciu n premennych, ktori oznaéime f4 a budeme ju nazyvat pravdivostnou
funkciou formuly A.

Riesme nasledujicu tlohu. K danej funkcii f € BF(n) mame najst takd formulu

A, Zef:fA.

Definicia 9.12 Formula A realizuje boolovski funkciu f prdve vtedy, ak f =

fa.

Veta 9.5 Ku kazZdej boolovskej funkcii existuje formula, ktord ju realizuge.
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Dokaz.
1. Nech f(xy,...,2,) = 0. Potom zrejme
f((l,’l, e 7$n) =T /\fl.
2. Nech f(xy,...,2,) # 0. Potom ju mozno vyjadrif v disjunkt{vnom normélnom
tvare
flze,...,x,) = \/ TV AT

(01,50n), f(O150,0n)=1

Znamen3 to, ze lubovolni funkciu mozno vyjadrif formulou pozostavajicou z troch
funkcii a to negécie, konjunkcie a disjunkcie.
O

9.7 Minimalna realizacia boolovskej formuly

V istych pripadoch je vhodné néjst ¢o najkratsi normalny tvar formuly. Na tento
ucel bolo vyvinutych niekolko metod. K najoblibenejsim patri Karnaughova
mapa, ktorti moézeme definovat nasledujtico:

Nech je dana formula A(ay, .. ., a,) vyrokovej logiky, pricom ay, . .., a, si navzajom
rozné logické premenné. Naviac predpokladajme, ze mame zostavenu pravdivostni

tabulku formuly A, ktorda m4 2" riadkov.

Predpokladajme, ze s € N, s > 1. V pripade, ze s = 1 Karnaughovu mapu
nie je mozné zostavit.

Nech s = 2k (s je parne).
Zoznam premennych rozdelime na dve podmnoziny rovnakej mohutnosti:

{ai,...,ae} a {ap1,...,as},

kde ¢ = s/2.
Skonstruujme dvojrozmernt tabulku KM, ktord mé 2¢ riadkov a 2 StIpCOV.

Kazdy riadok bude oznaceny ¢-ticou nul a jednotiek, pricom oznacenia riadkov,
ako (-tice nil a jednotiek sa liSia prave v jednej polozke.

Kazdy stfpec bude oznaceny /(-ticou nil a jednotiek, priCom oznacenia stfpcov,
ako (-tice nul a jednotiek sa lisia prave v jednej polozke.
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Ak (r1,...,7) je oznacenie riadku a (si,...,s¢) je oznacCenie stipca potom
tabulka K'M bude mat na danej pozicii hodnotu z riadku (ry,...,rs, 1, .., 8¢)
pravdivostnej tabulky formuly A.

Nech s =2k + 1,5 > 1 (s je nepérne).
Zoznam premennych rozdelime na dve podmnoziny rovnakej mohutnosti:

{ai,...,a} a {ag1,...,as},

kde ¢ = (s —1)/2.

Skonstruujme dvojrozmerni tabulku K M, ktord ma 2¢ riadkov a 2¢+1 stfpcov.
Kazdy riadok bude oznaceny f-ticou nul a jednotiek, pricom oznacenia riadkov,
ako (-tice nil a jednotiek sa lisia prave v jednej polozke.

Kazdy stipec bude oznaceny (-ticou ntl a jednotiek, pricom oznacenia stfpcov, ako
(-tice nul a jednotiek sa lisia prave v jednej polozke.

AK (r1,...,7;) je oznacenie riadku a (s, . . . , S¢41) je oznacenie stipca potom tabulka
KM bude mat na danej pozicii hodnotu z riadku (ry,..., 7, 51,...,5041) pravdi-
vostnej tabulky formuly A.

Takejto dvojrozmernej tabulke K M budeme hovorit Karnaughova mapa for-
muly A.
Karnaughova mapa je zalozena na preorganizovani pravdivostnej tabulky boolovske;
formuly do tvaru, z ktorého sa daju lahko identifikoval casti vyjadritelné ako
konjunkcie ¢o najmensicho poctu literdlov. V pripade dvoch premennych je to
obycajnd stvorcovd tabulka 2 x 2. Ak st premenné tri, tabulka je typu 2 x 4, ak
su styri, je typu 4 x 4. Stipce, resp. riadky, v poslednych dvoch pripadoch si
Specifikované ohodnoteniami dvojic vyrokovych premennych, pricom susedné su
prave tie, ktoré sa lisia v jednej zlozke. Teda za susedné si povazované aj oba
krajné stfpce, resp. riadky. Napriklad v Karnaughovej mape

pq/rs [ 00 [ 01|11 ] 10 pq/rs [ 00 | 01 [ 11 [ 10
00 [1]1]o0o]1 00 [1[1]0]1
0L | 0]1]0]0 0L |0 |1]0]0
11 o]0 |1]0 11 Jlo|0o|1]0
10 || 0]0]0]0 10 [ 0]0]0]0

tucne vyznacené stipce a riadky su susedné.
Karnaughovu mapu si teda mozeme predstavit ako objekt nakresleny na povrchu
anuloidu (torus), co je priestorové teleso, tvarom pripominajice pneumatiku.

Definicia 9.13 Bdzickou maticou jedniciek (mil) nazjvame céast Karnaughovej
mapy zo samych jedniciek (resp. nul) vytvdrajicu obdlznik susednych policok.
Rozmery tohto obdlznika musia byt celociselné mocniny ¢isla dva.
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Kazdé bazicka matica jedniciek (resp. nil) odpovedd elementarnej konjunkeii
(resp. klauzule). Cim vécsia matica, tym menej literalov treba na jej vyjadrenie.

Priklad 9.8 Karnaughova mapa

00 1, 0]0]1
01 0O,0]0]0
11 0,0]0]0
10 0]010]O0

obsahuje bazicki maticu jedniciek s rozmermi obdlznika 1 x 2.

Priklad 9.9 Karnaughova mapa

pq/rs || 00 [ 01 [ 11 ] 10
00 1001
01 0]0]0]0
11 0]0]0]0
10 1]0[0]|1

obsahuje bazicki maticu jedniciek s rozmermi obdlznika 2 x 2.

Priklad 9.10 Karnaughova mapa

pq/rs | 00 [ 01 [ 11 ] 10
00 [[1]1]1]o0
0L | 0]0|0]O0
11 0f[0]0]0
10 [0[0]0]0

nie je bazicka matica, s rozmermi obdlznika jedniciek 1 x 3.

Priklad 9.11 Néjdime minimélne normalne realizacie boolovskej formuly urcene;
nasledujicou tabulkou.

p/0O0OO0OO0OO0O0OO0OO0OT17T1TT1T1T1T1T1:1
q/0 0001 1 1 1 00O0O0T1T1T11
r{0 01 100 1 1 00110011
s/01 01 01 0101O01O01U01
ff10 06111011 1 100O0O0O00O0

vvvvv

pokryvajucich vsetky jednicky v tele Karnaughovej mapy na obrazku.



106 KAPITOLA 9. FORMALNA LOGIKA

00 0(0] 11
01 11701111
11 0]010]O0
10 11170710

Potom dostavame nasledujice bazické matice s vyznacenymi obdlznikmi jednotiek:

pq/rs [ 00 [ 01 [ 1110

00 0O[0] 11
Ki= 01 0[]0 11
11 0,010]0
10 0,01 0]0

ktora odpoveda klauzule —p A g A —s,
pq/rs [ 00 [ 01 [ 1110
00 0,010]0
K= 01 10|01
11 0,01 0]0
10 0,01 0]0

ktora odpoveda klauzule —p A —r,

pq/rs [ 00 [ 01 | 11 [ 10
00 010 10]0
Kse= 01 [ 0|0[0]O
11 0,01 0]0
10 1111010

ktora odpoveda klauzule p A =g A —r.
Potom minimalny disjunktivny normélny tvar formuly je nasledujuci:

(~pAgA=8)V (mp A=)V (DA —g A —T).

9.8 Relacia vyplyvania
Definicia 9.14 Formula A vyplyva z kone¢nej mnoziny formul
F: {Gla'--aGn}

prave vtedy, ak v(A) =1 pre kaZdd interpretdciu v, pre ktori v(G;) =1, G; € I,
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Z uvedenej definicie je evidentné, ze A vyplyva z I prave vtedy, ked pre jej prav-
divostni tabulku (funkciu) plati

fA(Cl7C27 v 7cn) - 17

a pre kazdu formulu G
fG(C].7027 DI ,Cn) = 1

Ak A vyplyva z I, tak zapiSeme
I'E A

Vzhladom na to, ze I' = {G4,...,G,}, budeme pisat aj
G, G A.
Priklad 9.12 Zistite, ¢i plati:

p=q, (pVr)E(qVr).

Zostrojme pravdivostnd tabulku:

p g r|p=q|pVr|qVr
0 0 0] 1 0 0
00 1| 1 1 1
01 0| 1 0 | 1
01 1| 1 1 1
1 00 0 1 0
10 1] 0 1 1
1 1 0] 1 1 1
11 1] 1 1 1

V tomto pripade
F'={p=4q, pVvr}.
Vidime, ze pravdivostnd hodnota obidvoch formul z I' je 1 v riadkoch 2,4,7 a 8.
Kedze v tychto riadkoch je rovna 1 aj pravdivostna hodnota formuly
A=qVr,
plati, ze
A
alebo

p=4q, pVriEqVr.

Veta 9.6 Formula B vypljva z Ay, As, ..., A, prdve vtedy, ak B vyplyjva z Ay A
As A+ A A,
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Dokaz. Sta¢i uvazit, ze
prave vtedy, ked

g

Nasledujice tvrdenia uvadzame bez dokazov:
1. Ay, A, ..., A, = B préave vtedy, ak Ay, Ay, ..., A, 1 E A, = B.
2. A1, Ay, ... A, |E B prave vtedy, ak = Ay AN A A AN A, = B.

3. Pravidlo modus ponens: A, A = B = B.

9.9 Vyrokovy kalkul

Pojem vyplyvania je sémanticky: I" = A prave vtedy, ak z pravdivosti formil z T’
vyplyva pravdivost formuly A.

Teraz zavedieme pojem dokdzatelnosti z I, ktory je syntaktickou analégiou pojmu
vyplyvania.

Definicia 9.15 Hovorime, Ze formula A wvypljva z formil B a C podla pravidla
modus ponens (MP) prdve vtedy, ak

C=B= A
Poznamka. Akonahle tri formuly maji tvar
B,B= A A,

tak prehldsime o formule A, Ze vyplyva z prvych dvoch podla pravidla modus
ponens (MP).
Pravidlo modus ponens (MP) nazyvame dedukénym pravidlom vyrokovej logiky.

Definicia 9.16 Aziomami vyrokovej logiky nazyjvame nasledujice formuly:
1. A= (B=A),
2. (A= (B=0)= (A= B)= (A= 0),
3. (A< B)= (B=A),

4. (A& B)= (A= B),
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(A= B)= ((B=A) = (A< B)),
AV B= BVA,

ANB= BAA,

A= AVEB

ANB= A

10. A= (B= ANB),

11. (A=C)N(B=C))=(AvB=0),
12. (A= BA-B) = A,

158. AN—-A= B,

L > NS &

1. AV —A.

D4 sa overit, Ze kazd4 z formil 1 az 1/ je tautoldgia.
Definicia 9.17 Dékaz z mnoziny formul I je postupnost formail
A17A27"'7An

takd, Ze kazdy jej clen A; spl/na prdve jednu z podmienok:
1. A; je axioma viyrokovej logiky.
2. A, eT.

3. Existuje j,k <i také, Ze A; vyplyva z A; a Ay podla pravida modus ponens.

Poznamka. Pojem definovany v poslednej definicii sa niekedy nazyva aj ” formalny
dokaz”.

Definicia 9.18 Formula A je dokdzatelnd z T' prdve vtedy, ak ezistuje dokaz z
I' taky, ze
Al,AQ,...,An = A

Ak A je dokdzatelnd z T’ budeme zapisovat F A a formuly z I nazyvame predpok-
lady.

Vyrokovy kalkul je tvoreny formulami vyrokovej logiky, axiémami 7 az 14 a pravid-
lom modus ponens spolu s popisanou procedirou dokazu.

Veta 9.7 Formula A je dokdzatelnd prdve vtedy, ak je tautoldgia.

Posledni vetu mozeme ekvivalentne zapisat nasledujiico.

Veta 9.8 = A prdve vtedy, ak = A.
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9.10 Ulohy

9.1. Overte, ¢i
((p) V(q)) = -

je vyrok.

9.1. Vysetrite pravdivostni hodnotu vyroku
A=(p=q) < (VD)
9.1. Vysetrite pravdivostnui hodnotu vyroku

B=(pVq) < =(=pA-q).

9.1. Presvedcte sa, ze nasledujice formuly su tautolégie:
(AANB) < =(=AV -B),
-(AAB) < (mAV -B),
(A= (B=0))= (A= B)= (A= 0)).

9.1. Overte, ze plati:
pVa, p=qFq,

pVaqVr, ¢g=rEpVr,
p=q, p=>rEp=(qVr).



Kapitola 10

Predikatova logika

10.1 Predikat

Oznamovacia veta "z + y je neparne ¢islo” nie je vyrok, pretoze o jej pravdivosti
mozeme rozhodnut az vtedy, ked za x a y dosadime konkrétne cisla. Oznacme

Glz,y)=z+y

pre vsetky (z,y) € R x R. Zrejmé, ze G je funkciou dvoch premennych. Hodnota
G(2,5) jerovna 7 a veta: ” 7 je neparne ¢islo” je pravdivy vyrok; hodnota G(2,2)
sa rovnd 4 a veta: 7 4 je neparne ¢islo” je nepravdivy vyrok.

Funkciu G(z,y) nazveme vyrokovou funkciou dvoch premennych x a y. Namiesto
terminu ”vyrokové funkcia” budeme pouzivat aj termin ”predikat”.

Definicia 10.1 Nech je dand M lubovolnd mnozina a My, M, . .., M, si jej podm-
noziny. Funkciu definovani na kartezidnskom sucine My x My X --- X M, ktorej
oborom hodnot si vyroky, nazyvame n-miestny predikat.

Vyrok mozeme povazovat za O-miestny predikdt. Predikaty budeme oznacovat
velkymi pismenami: P, (), ..., alebo sindexmi: P, P,,...,Q1,Q>,.... Ak budeme
uvazovat n-miestny predikat P, vtedy piseme P", alebo P(zy, s, ..., 1,).

Definicia 10.2 Obor pravdivosti predikatu P" definovaného na My x My X
-+« X M, je mnozina vietkych usporiadanijch n-tic (a1, as,...,a,) € My X My X
- X My, pre ktoré P(ay,as,...,a,) je pravdivy vijrok.

Priklad 10.1 Nech R je mnozina vsSetkych redlnych cisel. Na kartezidanskom
sticine R nech je definovany predikdt Q(z,y, 2) vztahom

22+ % 4 2% =14,
Vyroky Q(1,2,3), Q(3, 1,2) st pravdivé vyroky a Q(0,2, —1), Q(—1,2,7) st neprav-
divé vyroky.
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Preto body (1,2, 3), (3,1, 2) patria do oboru pravdivosti Q(z, y, z) a body (0,2, —1),
(—1,2,7) do neho nepatria.
Vseobecne (a,b,c) € R? patri do oboru pravdivosti Q(z,y, z) prave vtedy, ak

>+ b+ =14
a z geometrického hladiska bod (a, b, ¢) lezi na gulovej ploche
a’ + b+ = 14.

U predikdtov niekedy nebudeme uvadzat definiény obor. V tomto pripade pred-
pokladame, zZe jeho "obor definicie” je mnozina vsetkych objektov, ktoré ked
dosadime za premenné, tak dostaneme vyrok.

Nech P je n-miestny predikat definovany na kartezianskom sicine X; x X X
- x X, = J a @ je m-miestny predikat definovany na Y} x Yo x --- x Y, = K.
Potom pre (aj,as,...,a,) € J a (b1, by, ..., by) € K st vyrokmi:

—P(ay,aq,...,a,),
P<a17a27"'7an> \/Q(blyb27"'7bm>7
P(ay,as,...,a,) AQ(by,ba, ... by),
P(al,aQ, o ,an) = Q(bl,bg, A ,bm),
P(al,aQ,...,an) @Q(bl,bg,...,bm).

Pomocou P a Q moézeme definovat nové predikdty:
-P, PVQ, P\NQ, P=Q, P< Q.
Priklad 10.2 Majme dvojmiestny predikét definovany na R* vztahom
P(x,y) = 92* + 4y* < 36

a () je jednomiestny predikat
0<z<1.

Potom obor pravdivosti predikatu =P je mnoZina vSetkych bodov roviny R?, ktoré
leZia mimo elipsy 922 +4y* = 36. Obor pravdivosti predikatu PA D st body leZiace
v elipse 922 + 4y? = 36, pre ktoré plati 0 < z < 1.

Obor pravdivosti predikatu P V @Q si body leziace v elipse 922 4 4y? = 36 alebo
pre ktoré plati 0 < x < 1.
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V dalsom zavedieme pojem kvantifikdtorov:
1. Existenény (maly) kvantifikdtor 3 (Jz citame: ”existuje (aspon jedno x7).
2. Vseobecny (velky) kvantifkdtor V (symbol Vz ¢itame: ”pre vietky x7).

Vymedzime vyznam pouzitia kvantifikatorov na predikat.
Definicia 10.3 Nech 1 <i<n a P(xy,,...,2,) je predikdt. Potom

(V) P2y, 22, ..., xy)

je (n — 1)-miestny predikdt zdavisly na premenngch T1,Za, ..., Ti 1, Tit1y-- - Tn,
ktorého hodnota pre ay,as, ..., 0;_1,0;41, - - ., Gy j€ pravdivy vyrok prdve vtedy, ak 1-
miestny predikat P(ay,ag, ..., a;—1,%;, Git1,--.,a,) je pravdivy pre vsetky x; € M;.

Priklad 10.3 Majme dvojmiestny predikat S(x,y) tvaru
z? > Y.

Utvorme

(Va)(2* > y),

a to je uz jednomiestny predikat zavisly na jednej premennej y. Vyrok
(Vx)(z* > b),

je pravdivy pre vsetky b € (—00,0). Teda obor pravdivosti predikatu
(Vo) (2® = y),

je interval (—o0,0).

Definicia 10.4 Nech 1 <i <n a P(xy,%2,...,%,) je predikdt. Potom

(Hxi)P(x17'r27 s al‘n)

je (n — 1)-miestny predikdt zdvisly na premennych Ty, To, ..., Ti 1, Tit1,- -, Ty,
ktorého hodnota pre ai,as,...,0;_1,0i11,-..,0, je pravdivy vyrok prave vtedy, ak
1-miestny predikdt P(ay,as,...,q;i_1, T Qiv1, - - -, Qy) je pravdivy pre aspon jednu

hodnotu premennej x; € M;.

Téato cast je venovand abstraktnejsiemu pristupu k predikatovej logike.

Abecedu predikatovej logiky tvoria:
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premenné: Ti,To, ..., Tn,Y,2,...

predikatové symboly: Pl P}, ..., QL QL ..., PL P% ...

funkciondlne symboly: fi, fa,....q1,qa,- .., f5 f% ...

individualne konstanty: ai,as,...,a,b,...

logické spojky: =, VA =, &,

kvantifikatory: 3,V,

zatvorky: (,).

Horny index predikatoveho symbolu PF a funkcionalneho symbolu fk oznacuje
k-miestny predikatovy symbol,v respektive k-arnu operdciu. V dalsom budeme aj
o k-miestnom predikate hovorit ako o k-darnom predikate.

Definicia 10.5 Termy su:
1. Premenné a individudlne konstanty.
2. Ak ty,ta, ... t, su termy a f" je n-drny funkciondlny symbol, tak aj
[ (t1,ta, ... ty)  je term.
3. Kazdy term mézeme zostrojit podla bodov 1. a 2.
Definicia 10.6 Formulu definujeme:
1. Ak P"™ je n-drny predikatovy symbol a tq,ts, ..., t, su termy, tak
P"(ty,ta, ..., t,) je formula.
2. Ak F a G su formuly, tak aj
-F,FVG,FANG, F =G, F<< G suformuly.
3. Ak F je formula a x je premennd, tak (Vz)F a (3x)F si formuly.

4. Kazdd formula vznikne podla 1. aZ 3. bodu.
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Formuly vytvorene podla bodu 1. nazjvame atomické formuly.
Posledné definicie si ”gramatikou” predikatovej logiky:.

Jazykom predikatovej logiky (JPL) nazyvame abecedu predikatovej logiky
spolu s formulami predikatovej logiky.

Niekedy nepotrebujeme kompletny jazyk predikatovej logiky, ale vystacime aj
s jeho uréitymi castami.
Formula v jazyku £ je formula predikatovej logiky vytvorend len zo symbolov
jazyka L. Piseme £ = (P, F,K), kde P je mnozina predikatovych symbolov, F
mnozina funkcionalnych premennych a & mnozina individualnych konstant.
Definicia 10.7 Interpretacia jazyka £ = (P, F,K) v mnozine M je zobraze-
nie Vi, ktoré kaidému P" € P priraduje n-drnu reldciu P, C M™, kazdej

funkciondlnej premennej f* € F priraduje n-drnu operdciu f na M a kaZdej
indiwidudlnej konstante a € IC priraduje prvok a € M.

Nech t je term jazyka L a ¢y, ¢, ..., ¢, € M. Definujme induktivne "hodnotu”
termu t(cy, o, ..., Cp):

1. Ak t je a;, tak t(cy,co, ..., ) = @,
2. Ak t je x;, tak t(cy, co,. .., Cn) = ¢,
3. Ak t je f(tl,tQ, ce ,tn), tak

t(Cl,CQ, Ce ,Cn) = f(tl(Cl,Cg, e ,Cn)7 Ce ,tn(ChCQ, RN 7Cn)).

Z 1-3 vidime, ze hodnota t(cy, ca, ..., ¢,) termu ¢ je prvok z mnoziny M. Ana-
logicky hodnota F'(cq,cq,. .., c,) formuly F pre ci,ca,...,c, € M je vyrok

1. P(ti(c1 ¢y vv )y ytnlcr,coy oo ycn)), ak Fje P(ty, ... t,),
2. =G(ey,09,...,0,), ak F je =G,
3. G(ey, ey yen)V H(ey,c9,...,¢,),ak F je GV H,

4. G(cy, ¢y ycn) NH(eq,09,...,¢,), ak F je GAH,
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5. G(ci,¢9,...,¢n) = H(cy,00,...,¢), ak F je G = H,
6. G(er,¢a,...,00) < H(cy,co,... ), 8k Fje G & H,
7. (Vx)G(c, e, ..., cn), ak Fje (Va)G(x),
8. (Jz)G(cy, o, ..., Cpn), ak F je (F2)G(x).

Formula jazyka L je vzdy pravdiva (tautoldgia) prave vtedy, ak je pravdivd v
kazdej interpretacii V.

Premennd z sa v danej formule moze vyskytnit viackrat. Dany vyskyt pre-
mennej x je viazany, ak sa nachadza bezprostredne za kvantifikdatorom alebo je v
jeho rozsahu. Inak je vyskyt premennej z volny.

Pozndmka. Vo vyrokovej logike pozndme algoritmus (tabulkovii metédu), na
zéklade ktorého o kazdej formule vieme rozhodniit, ¢i je alebo nie je tautolégia. V
predikatovej logike takato metdda neexistuje. Pri¢ina je v tom, ze pre vyrokovu
logiku existuje interpretacia v boolovskej algebre By, kym formula predikatovej
logiky je tautolégiou len vtedy, ked je pravdivé v kazdej interpretacii a v kazdej
mnozine, teda aj v nekoneénej. Druhy sposob ako zistit, ¢ formula vyrokove;
logiky je tautoldgia, ddva veta o tplnosti vyrokovej logiky. Ttto druhi moznost
vyuzijeme aj v predikatovej logike.

10.2 Predikatovy kalkil

Tak, ako vyrokovy kalkil, aj predikatovy kalkil je tvoreny mnozinou formuil
predikatovej logiky, ktoré sa nazyvaji axiomy predikatovej logiky a dedukénymi
pravidlami, ktoré slizia na odvodzovanie dokdzatelnych formul.

Ak A(p1,p2, ..., pn) je formula predikatovej logiky a By, B, ..., B, su formuly
predikatovej logiky, tak

A(pl/Blva/BQa cee 7pn/Bn)

znamena vyraz, ktory dostaneme z A, ak vsade v A za p; dosadime formulu B;,
1=1,2,...,n. Je zrejmé, ze tento vyraz bude formulou predikatovej logiky.

Definicia 10.8 Axiémy predikatovej logiky su tieto formuly:

1. A(p1/Bi,p2/Ba,...,pn/By), kde By, Bs, ..., B, si formuly predikdtovej
logiky a A(p1,pa,-..,pn) je tautoldgia vyrokovej logiky.
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2. (Vo)F(x) = F(t) , kde t = t(Tay, Tags - - -y Tay,) J€ LETM @ Toyy Tans - - -y Ta
st volné pre x vo formule F.

n

3. F(t)= (F2)F(z) , kde t = t(Tay, Tagy - - - Tay,) JE LETM @ Toyy Tag, - - -5 Ta
st volné pre x vo formule F.

n

Definicia 10.9 Dedukénymi pravidlami predikatovej logiky su schémy:

1 F F=G
- T a

2. Fi(:;—f)(ézz), x nie je volnd v F.

3. %, x nie je volnd v F.

Schema 1. je pravidlo modus ponens. Schému 2. nazveme A pravidlom a
schému 3. nazveme & pravidlom. O formule, ktord sa v dedukénom pravidle
nachadza pod ¢iarou, hovorime, ze vyplyva z formuly (formil) nad ciarou podla
prislusného dedukéného pravidla.

Definicia 10.10 Doékaz v predikatovej logike je takd postupnost formail
A17A27' . 7ATL7

Ze pre kazdé v = 1,2,...,n nastdva prave jedna z mozZnosti:
1. A; je axioma predikdtovej logiky.
2. Ezistuje j, k <1 také, Ze A; vyplyva z A; a Ay, podla pravidla modus ponens.

3. Existuje j <1 také, Ze A; vyplyva z A; podia A alebo £ pravidla.

Formula F predikdtovej logiky je dokdzatelnd prave vtedy, ak existuje dokaz v
predikatovej logike, ktorého posledny clen je F.
Ak formula F' je dokéazatelna, budeme pisat’ - F.

Veta 10.1 (Veta o diplnosti.) Formula predikdtovej logiky je dokdzatelnd prdve
vtedy, ak je tautoldgia.

10.3 Ulohy

10.1. N§jdite obor pravdivosti predikatu

x2+y2222.
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pre z,y,z € {1,2,3,...,20}.
10.2. Najdite obory pravdivosti predikatov:

Q=y>2" z,yeR

S=a2>4+9y*<1, z,y€R.

10.3. N4jdite obory pravdivosti predikatov Q A S, QV S, kde @ a S su predikaty
z predchadzajiceho prikladu.
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