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Uvod

Tato vysokoskolska ucebnica je urcenda pre potreby vyucovania predmetu Numerickd ma-
tematika, pravdepodobnosf a matematickéd Statistika v druhom ro¢niku bakalarskeho
studia Fakulty elektrotechniky a informatiky Technickej univerzity v Kosiciach.

Ucebnica nadvizuje na obsah matematickych predmetov prvého roc¢nika.

Obsah ucebnice je urceny osnovami predmetu, ktoré boli vypracované na zaklade
poziadaviek odbornych katedier. Cielom je uviest zédkladné metédy, potrebné pre dalsie
stadium odbornych predmetov. Autori sa zamerali aj na pouzitie vypoctovej techniky
ako v Casti numerickej matematiky, tak aj v pravdepodobnosti a Statistike.

Pre nazornejsi vyklad jednotlivych metdd su riesené jednoduchsie priklady. Okrem
toho su v zavere kazdej kapitoly uvedené tlohy na samostatné riesenie.

Vhodnym doplnkom na precvicenie latky su aj dalSie materidly, pristupné na www
stranke Katedry matematiky FEI TU http://www.tuke.sk/fei-km/ v ¢asti Predmety/
/Vyucba. Prilohu tvoria ukézky rieSenia uloh v systéme MATLAB, ktory sa pouZziva
vo vyucbe na FEI TU. Namiesto MATLABu je mozné pouzit programy s otvorenym
zdrojovym kédom (Open source), napriklad Octave (BuSal 2006), Pylab (KAUKIC, 2006)
alebo Scilab (PRIBIS, 2006).

Touto cestou sa chceme podakovat recenzentom Prof. RNDr. Jozefovi Dobosovi, CSc.
a Doc. RNDr. Vladimirovi Penjakovi, CSc. za starostlivé precitanie u¢ebného textu a za
cenné pripomienky, ktoré prispeli ku jeho skvalitneniu.

Autori


http://www.tuke.sk/fei-km/

1 Numerické rieSenie nelinearnych rovnic

V tejto kapitole uvddzame najjednoduchsie metody riesenia jednej nelinedrnej rovnice.
Banachova veta o pevnom bode je zakladom na riesenie mnohych, nielen numerickych,
tloh. Pri rieseni jednej rovnice vedie k metode jednoduchej iterdcie, ktoru porovname
s Newtonovou metodou dotycnic.

1.1 Formulacia ulohy

V tejto kapitole sa budeme zaoberat urc¢ovanim redlnych korefiov rovnice
f(x) =0, (1.1)

kde f je realna funkcia redlnej premenne;.

Cislo «, pre ktoré f(a) = 0, nazfvame korefiom rovnice f(z) = 0. Ak je funkcia f
polynémom, nazyvame rovnicu f(x) = 0 algebrickou rovnicou.

Na rieSenie algebrickych rovnic st vypracované Specialne metody. U vicSiny rovnic
dokézeme vypocitat iba pribliznt hodnotu korera «. Ak

flay=f(a)=-=f*Da)=0 a fH(a)#0,

potom hovorime, Ze « je k-nédsobnym koretiom rovnice ([1.1)).
Pri rieSeni rovnice (1.1)) je vhodny nasledujtci postup:

1. Uréime interval (a,b), v ktorom lezia vSetky jej redlne korene.
2. Uréime pocet koretiov leziacich v intervale (a, b).

3. Najdeme intervaly (a;, b;) také, ze f(a;) = 0 (separujeme korene), pricom «; € (a;, b;)
a pre kazdé = € (a;,b;) : f(x) # 0 pre x # «;.

4. Pouzijeme priblizné metédy na vypocet korenov.
5. Urobime odhad absolitnej chyby vypocitaného korena.

Pri separécii korenov je mozné pouzit zndmu vetu z matematickej analyzy:

Veta 1.1 (Bolzanova). Nech funkcia f : R D A — R je spojitd na intervale
(a,b) C A a plati f(a)f(b) < 0. Potom ezistuje asporn jedno ¢islo ¢ € (a,b) také, Ze
fle)=0.

Désledok. Nech pre x,, plati
flz,—¢)- f(x, +¢) <O.

Potom sa v intervale (x,, — €, x, + €) nachddza koren «, teda x,, je riesenie tlohy s pres-
nostou €. Tento test obycajne nazyvame +e-test.

Poznamka 1.1. Rovnica f(z) = 0 mdze mat v intervale (a,b) nulovy bod aj v pripade,

ked f(a)f(b) > 0.
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Priklad 1.1. Rovnica 22—4 = 0 m4 v intervale (—3; 3) korene —2, 2, hoci f(—3)-f(3) >
> 0.

Na odhad absolutnej chyby pribliznej hodnoty koreria mozeme pouzit aj tato vetu:

Veta 1.2.  Nech a je presnd hodnota a xy pribliznd hodnota korena rovnice . Nech
obe tieto hodnoty leZia v intervale (a,b) a |f'(x)] =2 m > 0 pre vsetky x € (a,b).
Potom plati odhad

lav — x| < M (1.2)

= m

Dokaz. Podla vety o strednej hodnote a vzhladom na predpoklady vety, existuje ¢ € (a, b),
pre ktoré plati

fxr) = fla) = fi(c)(xr — a).

Pretoze « je koreniom rovnice f(x) = 0 je f(a) = 0. Nakolko na intervale (a,b) je
|f'(xz)] 2 m > 0 po tprave dostaneme vztah (1.2)). d

Priklad 1.2. Nech z;, = 1,22 je pribliznd hodnota korena « rovnice
flx)y=a2*—-x—-1=0.

Odhadnime absoltatnu chybu tejto aproximacie.

RieSenie. Funkcia f/'(x)=42%—1 je kladn4 a rasttica na intervale (1,22;1,23). Pretoze je

stcin f(1,22) f(1,23) < 0, presna hodnota koretia « lezi v intervale (1,22; 1,23) a najmensia
hodnota prvej derivicie v tomto intervale je m = 4(1,22)3 — 1 > 6,263. Potom plati

£(1,22) _ 0,0047

< ~T7-107%
= 6,263

o —1,22| <

1.2 Graficky odhad rieSenia rovnic

Reélne korene rovnice f(z) = 0 mdzeme priblizne ur¢it graficky ako z-ové stradnice
priese¢nika grafu funkcie y = f(z) s osou z. Ak rovnicu f(z) = 0 nahradime ekvivalentnou
rovnicou g(z) = h(x), kde g(z) a h(z) st jednoduchsie funkcie, nez je funkcia f(x),
potom priblizné hodnoty redlnych koretiov rovnice f(z) = 0 nédjdeme ako z-ové stradnice
priese¢nikov grafov funkcii y = g(x) a y = h(x).

Priklad 1.3. Urcéme priblizné hodnoty korenov rovnice ¢* —z — 2 = 0.

RieSenie. Priblizné hodnoty realnych korenov uré¢ime pomocou grafov funkcii g(z) = e*,
h(z) = x+2. Je zrejmé, Ze dané rovnica ma dva realne korene x; € (—2;—1), x5 € (1;2).
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1.3 Metéda poloviéného delenia intervalu (bisekcie)

Predpokladajme, Ze rovnica f(z) = 0 ma prave jeden koreii «v v intervale (a, b). Definujme
postupnost intervalov (a,,b,), n = 1,2, ... predpisom:

1. {a1,b1) = {(a,b).
2. Nech je definovany interval (a,,b,), pricom f(a,)f(b,) < 0. Nech

cn = (a, + by)/2. (1.3)

3. Ak je f(c,) = 0, potom je ¢, korefiom rovnice. Ak je f(c,) # 0 a f(a,)f(c,) <0
polozime a,11 = a, byy1 = ¢, ak plati opa¢nd nerovnost, t. j. f(a,)f(c,) > 0
polozime a, 1 = ¢, byyr1 = b,. Ak ma postupnost (c,) koneény pocet ¢lenov, je
posledny ¢len koretiom rovnice f(z) = 0. Ak je postupnost (¢,) nekoneénd, potom
ma limitu a plati

lim ¢, = a.

n—oo

Pre odhad absolitnej chyby korena a plati

(1.4)

Ak méame vypoditat koren a s presnostou € > 0, ukonéime proces delenia intervalu,
ak |b, — a,| < 2¢ a za aproximaciu korenia a vezmeme ¢islo (a,, + by,)/2.

Priklad 1.4. Metédou poloviéného delenia intervalu, s presnostou 0,005, vypocitajme
redlny koren rovnice f(z) =12% -2 —1=0.

Riesenie. Naprv uskutoénime graficky odhad koretiov. Nech h(x) = x + 1, g(z) = 23

Grafy tychto funkcii maja jeden spoloény bod, ktorého z-ova stradnica je z intervalu
(1;1,5) (pozri obrazok [L.1)). Skuto¢ne f(1)- f(1,5) < 0, ¢o znamend, Ze v tomto intervale
lezi realny koreni danej rovnice. Potom a; = 1, by = 1,5. Dalsie hodnoty, zaokriihlené na
Styri desatinné miesta, st uvedené v nasledujicej tabulke.

’ { a by, Cr f(ar) f(cx) ‘
1 15 |125 +
1,25 1,5 1,375 —
125 | 1375 | 1,3125 +

1,3125 | 1,375 | 1,3438 -
1,3125 | 1,3438 | 1,3282 -
1,3125 | 1,3282 | 1,3204 +
1,3204 | 1,3282

DO W= O

Pretoze (1,3282 — 1,3204) < 20,005 a f(1,3282)f(1,3204) < 0, mozeme aproximovat
koreni pomocou = = (1,3204 + 1,3282)/2 = 1,3243.
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y=z+1

Obr. 1.1: Graficky odhad korenov

1.4 Banachova veta o pevnhom bode

Pri rieSeni niektorych typov rovnic sa mozeme stretnif s tlohou najst rieSenie rovnice
T(p) =p,kde T : P — P a P je tplny, normovany, linearny priestor (Banachov priestor).
Bod p* € P, pre ktory plati T'(p*) = p*, sa nazyva pevny bod zobrazenia T'. Efektivnou
metddou urcenia pevného bodu je metéda postupnych aproximaécii.

Predpokladajme, ze T : P D A — P. Zvolme py € A (po je zaCiatotna hodnota
aproximacie) a najdeme postupne hodnoty

p=T(p), p2=T1), v Por1=T(pn)s ---.
Ak postupnost aproximécii (p, )2 ; konverguje k bodu p* € A a ak je zobrazenie T spojité
na A, tak limitnym prechodom v iteracnej rovnici
Pni1=T(pn), m=0,1,...
pre n — oo dostavame
T(p*) =p"
V tomto pripade hovorime, Ze prosty iteracny proces konverguje.

Skor, nez uvedieme vetu, ktora zarucuje konvergenciu postupnosti (p,)3 |, zavedieme
pojem kontraktivneho zobrazenia.

Definicia 1.1. Nech (P, p) je metricky priestor. Hovorime, Ze zobrazenie T : P — P je
kontraktivne na mnozine A C P, ak existuje \ € (0,1) také, Ze plati

p,q€A = p(T(p), T(q)) = Ao(p;q)- (1.5)
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Veta 1.3 (Banachova veta o pevnom bode).  Nech (P, p) je uplnyg metricky priestor
a nech T : P — P je na P kontraktivne. Potom existuje prdve jeden pevny bod p* € P
zobrazenia T

Tento bod mozZeme urcit takto: Zvolime lubovolne py € P a definujeme postupnost
(pn)22, bodov p, € P vzorcom

Pni1=T(pn) pre n=0,1,.... (1.6)

Potom

*

lim p, = p*.
n—oo

Ak je T kontraktivne zobrazenie s konstantou \ € (0,1), plati odhad

n

p(po, p1)- (1.7)

Doékaz. Dokazeme, Ze postupnost (p,,)5 ; je cauchyovskd a konverguje k pevnému bodu zobrazenia T'.
Pre n € N, m € N odhadneme p(py4m,Pn). Vzhladom na kontraktivnost zobrazenia T dostdvame

p(p2,p1) = p(T(p1), T(po)) = Ap(p1,po),

p(p3,p2) = p(T(p2), T(p1)) < Ap(p2,p1) < Np(p1,po).
Indukciou dostévame

p(piv1,p:) < A'p(p1,po) pre i=0,1,....
Pouzitim trojuholnikovej nerovnosti dostavame
p(pn+mapn) g p(pnvanrl) +ee p(anrmflap?H»m) g

m )\ n

p(p1,po) < -\

1-A
a takto pre A € (0,1) je pre n — 00 p(Prtm,Pn) — 0.

To znamen4, Ze postupnost (p,)%2; je cauchyovska a pretoze priestor P je uplny, konverguje k bodu
p* € P, t.j. pre m — oo, n pevné a A € (0,1) dostdvame

SN LA+ N Y p(pr,po) = A"

p(p17p0)7

n

A
* <
p(p 7pn) =71_ )\p(plap0)7
¢o je odhad (1.7).
Dokazeme, ze p* je pevny bod zobrazenia T'. Podla trojuholnikovej nerovnosti plati
p(", T(P")) = p(p™, pn) + p(pn, T(P")) =

= p(p*,pn) + p(T(pn-1), T(p*)) = p(p", pn) + Ao(Pn-1,p") — 0
pre n — oo, pretoze p, — p*. Odtial dostavame p(p*, T'(p*)) = 0, ¢ize plati T(p*) = p*.
Dalej ukdzeme, 7e T mé jediny pevny bod. Predpokladajme, Ze p*, ¢* st dva rdzne pevné body
zobrazenia T'. Potom je

0<p(p*,q") =p(T(p*),T(q")) = (P, q") < pp™,q"),

¢o je spor. Teda zobrazenie T' ma jediny pevny bod p*. O

Poznamka 1.2. Namiesto odhadu (|1.7)) pouzivame odhad v tvare

) A
P o) S T P(Pns D), (1.8)

ktory vyplyva z nerovnosti: p(p*,pn) = A p(p*, pn-1) = A (p(P", Pn) + P(Pn> Pr-1))-
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1.5 Metoda prostej iteracie

Tato metoda je zalozend na konstrukcii postupnosti iteracii rovnakym sposobom ako
v Banachovej vete.
Hladdme koreni rovnice f(z) = 0, ktory lezi v intervale (a, b). Rovnicu

f(x) =0

vieme vzdy prepisat na tvar

r = ¢()

tak, aby ¢ : (a,b) — R bola kontraktivna funkcia na (a,b), t. j.

p(e(x), 0(y) = le(x) —w(y)| = Az —y| = Ap(z,y)

pre x,y € {(a,b) a zéroven p(z), p(y) € (a,b).
Poznamka 1.3. Rovnica = = ¢(z) vo vSeobecnosti nie je vzdy ekvivalentna s pévodnou
rovnicou. Plati, Ze kazdé rieSenie rovnice x = ¢(x) je rieSenim rovnice f(z) = 0, ale nie
naopak! Napriklad rovnicu 22 — z — 2 = 0 mozeme prepisat na tvar x = —v/z + 2, ktora
ma vsak len jeden koren x = —1.
Nech funkcia ¢ je na (a, b) diferencovatelna. Potom podla Lagrangeovej vety o strednej

hodnote existuje £ € (a,b) také, ze

o) —o(y) =€) (@ —y).
Ak existuje kladné ¢islo M také, Ze

M = sup|¢/(x)| pre @ € {a,b),
tak je

o(x) = @(y)| = M|z —y|.
Ak je ¢islo M < 1, mdzeme ho zobraf za koeficient kontraktivnosti, teda A = M a
z Banachovej vety o pevnom bode vyplyva tvrdenie nasledujicej vety.
Veta 1.4. Nech ¢ : {(a,b) — (a,b) je spojitd funkcia na {(a,b). Nech existuje spojitd
derivdcia ¢ v (a,b) a ¢islo A, 0 = X < 1 také, Ze |¢'(x)| < A pre lubovolné z € (a,b).
Potom iteracny proces

Tiv1 = @(x;) pre i=0,1,...

konverguje k jedinému koreriu o rovnice x = p(z) a platia odhady

n

1-A

|z, —a] £ lzy — 20|, n=1,2,..., (1.9)

A
Tn—ol = 7y

lzp — 21|, n=12,.... (1.10)
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Poznamka 1.4. Ak koeficient kontraktivnosti A € (0;0,5) potom zo vztahu (1.8]) do-
stavame

2y —a = Tp — Tpa| S |20 — 2ol

—1-A
Teda itera¢ny proces mozeme ukoncit, ak absolitna hodnota rozdielu po sebe iducich
aproximdcii je mensia nez presnost, s akou mame vypocitat hodnotu korena « rovnice

x = o(x).

Poznamka 1.5. Funkciu ¢ moézeme zvolit nasledujicim sposobom. Predpokladajme,
ze v rovnici f(x) = 0 je funkcia f diferencovatelnd na (a,b), pricom Vz € (a,b) : |1 —
—k f'(z)] = XA < 1. Potom ¢(x) =z — kf(z), kde k € R a pre ¢leny postupnosti (z,,)52,
dostavame rekurentny vzorec

Tpt1=Tp —kf(x,) pre m=0,1,....
Pri pouziti itera¢nej metédy mozeme zvolit postup, uvedeny v nasledujicom algoritme.
Algoritmus iteracnej metédy na rieSenie rovnice z = ¢(z):

Vstup: 2o, FI(z), EPS, LAMBDA, NMAX
1=1
T = FI(SC())
DELTA = LAMBDA /(1-LAMBDA)*EPS;
Opakuj, pokial: |z; — zg| > DELTA a i < NMAX,

o = T
JZ’l:FI(l’o)
1=1+1

Ak ‘131 — $0| < DELTA,
Vystup: z; je koreriom rovnice s presnostou EPS.
Pocet iteracii bol 7.
inak
Vystup: Dosiahnuty maximélny pocet iteracii NMAX!

alebo s pouzitim +e-testu:

Vstup: xg, FI(z), EPS, NMAX

1=0

Opakuj, pokial: f(xg+ EPS)f(zo — EPS) > 0 a i < NMAX,
o = FI(ZL’())
1=1+1

Ak f(xo+ EPS)f(zo — EPS) < 0,
Vystup: z( je koreriom rovnice s presnostou EPS.
Pocet iteracii bol i.
inak
Vystup: Dosiahnuty maximalny pocet iteracii NMAX!
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Priklad 1.5. Prostou itera¢nou metédou vypocitajme realny koreii rovnice x® — x —

— 1 =0 s presnostou 0,005.

Riesenie. Priblizni hodnotu korena rovnice ur¢ime pomocou grafickej metddy. Z obrazku
[L.1] vidime, Ze existuje iba jeden spolo¢ny bod grafov funkeif y = 2%, y = 2+1, M = [a, ],
pricom a € (1,2). Teda rovnica z° — x — 1 = 0 m4 jediny redlny koren a € (1;2). Dant
rovnicu moZzeme zapisat v tvare

r=vax+1,
pricom funkcia p(z) = /= + 1 spliia podmienky vety 2.3. Pre kazdé z € (1,2) plati

' (2)| =3z + 1) <1/3= )

Ve +1 e (V2;V3) C (1;2).
Na urcenie pribliznej hodnoty korena « pouzijeme iteracny proces

$i+1:\3/l‘i+1, Z:O,l,

Za zaciatoéni hodnotu zvolme napriklad zy = 1,5. Potom postupne dostdvame tieto
hodnoty iteracii:

71 = 1,35720881,
72 = 1,33086096,
x5 = 1,32588377,
x4 = 1,32493936,
zs = 1,32476001,
ze = 1,32472594.

Pretoze A € (0;0,5) a |z3 — 22| < 0,005 modZeme s presnostou aspoii 0,005 aproximovat
A 0,00003407

1 )\|x6—$5| =5 < 0,000018

plati, ze |a — x| < 0,000018. Vidime, Ze na dosiahnutie rovnakej presnosti ako v metéde

bisekcie sme potrebovali poloviény pocet iteracii a po Siestich iteraciach sme dosiahli

presnost o viac ako 2 rady lepsiu. Treba si vSak uvedomit, Ze vypocet jednej iteracie bude

pre 3. odmocninu v tomto pripade trvat ,,omnoho* dlhsie, ako v pripade bisekcie.

3

koren rovnice z° —x —1 = 0 pomocou x3. KedZze

1.6 Newtonova metoda

Newtonovu metédu, nazyvanu tiez metéda doty¢nic (pozri obr. [I.2), mozeme pouzit na
rieSenie rovnice f(x) = 0 ak je funkcia dvakrat diferencovatelna a funkcia f”(z) v intervale
(a, b) nemeni znamienko (je nenulova), pri¢om zaroven plati f(a)f(b) < 0 ({a, b) je interval
separécie).
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a Tn+1 T b =

Obr. 1.2: Newtonova metdda dotycnic

NapiSme rovnicu dotyénice ku grafu funkcie f(z) v bode x,,:

y— fan) = f'(zn)(z — 20).

Dalsiu aproximéciu korenia o« — x,,,1 — uréime ako priesecnik doty¢nice s osou z (pri
dosadeni z,,,1 za = polozime stucasne y rovné 0). To znamend, ze dostavame rekurentny
vzorec

T T T )
n

=0,1,2,.... (1.11)

Pre p(x) = o — f(x)/f'(z) definuje (1.11)) itera¢nti metédu, metédy sa odlisuji sposobom
overenia podmienok konvergencie.

Veta 1.5.  Nech na intervale (a,b) st splnené nasledujice podmienky:
1. f(a)- f(b) <O.
2. |f"(x)] > 0 pre kazdé x € (a,b).
3. f(zo) - f"(x0) >0, 29 € (a,b).

Potom postupnost (1.11) konverguje ku koreriu o rovnice f(x) = 0, teda plati lim z, = «.
n—oo

Ak navyse plati podmienka
4. |f'(z)| > 0 pre kazdé © € (a,b),

moZeme na odhad presnosti pouZivat vztah .

Doékaz neuvadzame. Newtonova metdda sa v blizkosti korena vyznacuje tzv. kvadra-
tickou rychlostou konvergencie, ¢o je kvalitativne rychlejsia konvergencia ako, napriklad,
pri metdde prostej iteracie.

Priklad 1.6. Newtonovou itera¢nou metédou vypocitajme realny koreni rovnice z3 —
— 2 — 1 =0 s presnostou 0,005.
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RieSenie. Vyssie sme ukazali, Ze pre dant ulohu je (1;1,5) intervalom separacie. Kedze

f'(z) = 32?—1, na intervale separacie je m = Igi{l5> |f'(x)| = 2. Pretoze f"(x) =62 >0
ze({l;1,

na uvazovanom intervale a f(1,5) > 0, bude Newtonova metéda konvergovat k rieSeniu
rovnice z bodu zy = 1,5.

7, = 1,34782609,
2o = 1,32520040,
x5 = 1,32471817,
z, = 132471795,
x5 = 1,32471795.

Na zéklade odhadu (1.2) mozeme tvrdit, Ze uz

1
|O./—$2| é ‘f($2)| < 07002
m 2

= 0,00105.

Teda uz po druhom kroku sme dosiahli pozadovani presnost. Vyuzime na tomto zaklade
fakt, Ze novym intervalom separicie mozeme zvolif, napriklad, interval (1,3;1,5), pre
ktory uz mozeme pouzit hodnotu m = 4. Dostaneme presnejsi odhad |a — z3] < 0,00053,
¢o je uz o rad lepSie, ako pozadovand presnost. Pri tejto metdde je uz po 4. kroku nepres-
nost mensia ako 107!3, ¢o je neporovnatelne lepsie, ako v metdéde bisekcie aj v prostej
iteracnej metode.

Poznamka 1.6. V tomto priklade je rychlost jednej iterdcie Newtonovej metédy porov-
natelnd s rychlostou jednej iteracie metédy bisekcie. Hodnotu f(x,,), pouzivani v odhade
, mozeme vyuzit aj na vypocet dalSej iterdcie. Newtonova metdda je teda velmi
efektivna ako z hladiska rychlosti konvergencie, tak aj z hladiska jednoduchosti pouZitia.
NavysSe, ak sa na vypocet derivacie f'(x,) pouZije pribliznd numerickd metdda, tak na
rieSenie tlohy sta¢i v programe zmenit funkciu f(x) podobne, ako v metéde bisekcie.

Priklad 1.7. Pomocou Newtonovej metédy s presnostou 0,001 vypocitajme najmensi
kladny koren rovnice

f(z) =2(m—z)sinz — cosz = 0.

Riesenie. Pomocou grafickej metddy, zostrojenim grafov funkecii
g(x) =2(m—2x), h(zx)=-cotgx

zistime, Ze koren danej rovnice lezi v intervale (0;0,5). Vhodnym delenim intervalu zi-
zime interval na interval (0,1;0,2). Zadiatoéna aproximécia zy = 0,1 spliia podmienku
f(zo)f"(xo) > 0. Funkcia f” je na intervale (0,1;0,2) rézna od nuly. Pouzitim vzfahu
dostdvame dalsie ¢leny postupnosti (x,), a to z; = 0,1651, x5 = 0,1665. Pretoze
f(xa —1073) - f(zo 4+ 1073) < 0, mdZeme s danou presnostou aproximovat hladany korefi
rovnice pomocou Zs.
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Otazky k prebranej tematike:

Aké metddy priblizného vypoctu realnych korenov rovnice
f(z) = 0 poznate?

Co je to interval separacie? Ako sa vyuziva pri +e-teste?

Ako je mozné odhadnit nepresnost priblizného korena?

Ako sa vyuzije Banachova veta pri prostej iteracnej metode?

V ¢om spociva metoda poloviéného delenia?

Aké st postacujuce podmienky konvergencie Newtonovej metody?

Viete napisat algoritmy riesenia tloh pre jednotlivé metédy?

Ulohy

V nasledujtcich tlohéch vypocitajte vSetky realne korene (ak nie je uvedené inéc)
s danou presnostou:

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.
1.6.
1.7.
1.8.
1.9.
1.10.
1.11.
1.12.
1.13.
1.14.
1.15.
1.16.
1.17.
1.18.
1.19.
1.20.
1.21.

23 + 222 — 42 — 5 = 0 najmensi koreni s presnostou 0,005. [—2,791]
23 + 0,922 4+ 1,1z — 7,8 = 0 najvicsi koren s presnostou 0,005. [1,568]
23 — 122 + 1 = 0 najmensi koreni s presnostou 0,000001. [—3,505040]
225 + 5% — 1022 4 102 — 3 = 0, presnost 0,000001. [0,539692]
22% + 62% + 522 — 0,5 = 0 kladny koreii s presnostou 0,0001. [0,27162]
sinx + 2z — 2 = 0 s presnostou 0,000001. [0,6840]
2xInx — 4z + 5,3 = 0 s presnostou 0,00001. [2,132218; 3,349918|
2% — 8z + 15 = 0 s presnostou 0,0001. [—3,5043]
2% + 322 — 3 = 0 s presnostou 0,001. [—2,5321; —1,3473; 0,87939]
5a3 + 222 — 15z — 6 = 0 najvicsi koren s presnostou 0,0001. [1,7321]
23 — 7x — 7 =0 s presnostou 0,001. [—1,6920; —1,3569; 3,0489]

4 322442 — 1 = 0 s presnostou 0,001. [0,3177]
25—t + 223 — 322 + 42 — 5 = 0 s presnostou 0,0001. 1,2663]
2% — 322 + 2 — 1 = 0 zdporny korent s presnostou 0,0001. [—1,4305]
x —sinxz = 0,25 s presnostou 0,00001. [1,17123]
2,2x — 2% = 0 s presnostou 0,00001. [0,78112 ; 2,40135]
2Inxz — 1/x = 0 s presnostou 0,00001. [1,42153]
e @ + 22 — 2 =0 s presnostou 0,00001. [—0,53727; 1,31597]
e” + 22 — 2 = 0 s presnostou 0,00001. [—1,31597]
2x —logx —7=0, x> 3s presnostou 0,00001. [3,78928]
e + e 3% =4, kladné korene s presnostou 0,00001. [1,38233]



2 Iterac¢na metdda rieSenia sustav linearnych rovnic

V tejto kapitole ikdzeme, ako sa dd pouzit Banachova veta o pevnom bode na riesenie si-
stav linedrnych algebrickych rovnic (SLAR) iteracnymi metodami. Z velkého poctu metod
sme zvolili najjednoduchsiu — Jacobiho metodu.

2.1 Uvod

Budeme sa zaoberat rieSenim sustavy n linearnych rovnic o n neznamych

1171 + a19%2 + - -+ + a1, Ty = by,
2121 + A2%9 + -+ - + ATy = ba,

an1%1 + QpaT2 + -+ Appn = by,
s maticovym zapisom
Ax = b,

kde A = (a;;), 4,7 =1, ..., n je stvorcova matica koeficientov, b = (b1, .. .,b,)7 je stipec
pravych stran, « je stipcovy vektor riesenia sustavy.

Na rieSenie ststav linernych algebrickych rovnic sa pouziva celd Skala metod, ako
priamych, tak aj itera¢nych. Dalej sa v tejto ucebnici budeme zaoberatf len Jacobiho
iteracnou metodou, strucény popis dalsich metdd najdete, napriklad, v (PIRC a BUSA,
2002).

Najskor zavedieme niektoré zakladné pojmy:
Nech a je matica typu (n,p). Definujme pre maticu a nezaporné redlne ¢islo |||
niektorym z nasledujicich najcastejSie pouzivanych predpisov

P
lof|o = [let]|; = max Z v tzv. riadkova norma,
1=1,2,...n ]
n
ey = lels = max Z v tzv. stlpcova norma.
j: b 7"'7p
i=1

Pre normy matice A a vektora x plati ||Ax| < ||A|| - [|x]|. Pre sihlasné normy (v tomto
pripade obidve) navyse plati:

A
1Al = max 1AZ]
jzi=1 ||

Definicia 2.1. Maticu A nazjvame diagonalne dominantnou, ked je splnend asporn
jedna z nasledujicich podmienok:
a) pre kazdé i =1,2,...,nje > || <laul, (riadkovo),

j=1
JjFi

18
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b) pre kazdé j =1,2,...,nje > l|aij| <laj|, (stlpcovo).
i=1
i F g

Poznamka 2.1. Linedrny normovany priestor R™ aritmetickych vektorov je tplnym
priestorom. To znamenad, Ze v lom mozeme pouzit Banachovu vetu o pevnom bode.

2.2 Jacobiho iteraéna metoda

Nech koeficienty a; # 0,7 =1, 2, ..., n. PrepiSeme ststavu

Ax =b (2.1)
na tvar

x=ox+0=¢p) (2.2)

nasledujticim spésobom. Nech
D = diag(ai1, a9z, - - ., anp),
(A—D+ D)x =b.
Odtial dostédvame
x=D'(D- A)x+ Db,
teda
a=D'(D-A), pB=D"b.

RieSenim rovnice (2.2)) je pevny bod zobrazenia ¢ : R" — R". Ak pre € R", y € R",
p(x,y) = || — y||, potom zobrazenie ¢ bude kontraktivne, ak

ple(@), @(y)) < Ap(z,y),  Ae(0;1),

teda
p((x), p(¥)) = |[(ax + B) — (ay + B)|| <

S [lafl - fle =yl = flaflp(z, y).
To znamena, Ze zobrazenie ¢ = ax + 3 bude kontraktivne, ak ||a|| < 1.
Pre postupnost aproximaécii

plati nasledujtica veta.

Veta 2.1. Nech ||| < 1. Potom sistava rovnic * = ax + (3 md prdve jedno rieSenie
x, pre ktoré plati
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a) iteracny proces
204D — az® 4 g

konverguje ku & nezdvisle od volby zaciatocnej aprozimdcie x®

b) ak z*) je k-ta aprozimdcia riesenia, potom

1z —a®) < el jom ey g 2y (2.4)
1— el
Tvrdenie tejto vety vyplyva priamo z Banachovej vety o pevnom bode.

Veta 2.2.  Nech matica A v sustave je riadkovo diagondlne dominantnd a o =
= D (D — A). Potom je riadkovd norma ||a/s < 1.

Poznamka 2.2. Ak je teda matica A v sustave ([2.1)) riadkovo diagonalne dominantna,
potom itera¢ny proces konverguje.

Popisané iteracnd metdda sa nazyva Jacobiho metoda. Podmienky vety 3.1 st posta-
¢ujuce (nie nutné) na konvergenciu uvedenej metddy.

Poznamka 2.3. Pri rieSeni stistav rovnic bez pouzitia pocitacov je niekedy vyhodnejsie
vyjadrit sustavu (2.1) v tvare (2.2) tak, Ze nie je nutné, aby a; = 0,7 = 1,2,....n.
Napriklad, ak by prva rovnica mala tvar

vy — 29 — 23 =1,
mozeme ju prepisat takto
1001 — 21 — 29 — 23 =17,
potom
r1 = 0,1z; + 0,129 + 0,123 + 0,7.
Dostaneme jednoduchsie koeficienty, je vSak potrebné, aby ||a| < 1.
Priklad 2.1. S presnostou 0,001 rieSme ststavu rovnic

1 — 9562 +x3 = —7,
9ZB1 — T2t X3 = 9,
—T1 — g9 + 101’3 = 8.

RiesSenie. V danej stistave vymenime prvu a druht rovnicu tak, aby ststava bola diago-
nalne dominantna

9.’171 — T2t X3 = 9,

xTry — 91‘2 +x3 = —7,

—T1 — o + 10373

I
o
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ktori prepiSeme na tvar:
.CIZ . To — T3+ 9
1 — 9 )
T+ 23+ 7
Ty = —,
9
T . Tr1+ T2+ 8
3 10 )
pricom matica a na pravej strane ma riadkovii normu
||| = max[1/94+1/9;1/9+1/9;1/10 +1/10] =2/9 < 1.
Preto je uvedené vzorce mozné pouzit na iteracny proces.
Pri ruénom vypocte ststavu mozeme prepisat na tvar
101’1 = 1t —.Z’3+9,
10$2 = ZE1+$2+ZE3+7,
10%3 = X1+ X9 +8,
respektive na tvar
ry = O,]_ZL‘l + 0,11’2 — 0,1.1’3 + 0,9,
T2 = 0,1]31 + 0,11’2 + 0,11’3 + 0,7,
rsg = 0,1z; 4+ 0,129 +0.,8.
Nakolko
||, = max[|0,1| +]0,1| + | — 0,1];]0,1| + |0,1] + |0,1|;]0,1| + |0,1]] = 0,3 < 1,
bude nasledujuci iteraény proces tiez konvergovat
oY = 012 + 0128 — 0,128 + 0,9,
2 = 0,12 40,128 + 0,12 + 0,7, (2.5)
2 = 0,12 40,120 +0.8.
(2.6)

Za aproximaciu £(®) mézeme zvolit vektor 3 t. j. x§°) =0,9; xéo) =0,7; méo)

Vypoctom podla vztahov (2.5) dostavame:

’ k a:ﬁ’“) .iljék) :cgk)
0,9 0,7 0,8
0,95 0,94 0,96
0,993 | 0,985 | 0,989
0,9983 | 0,9967 | 0,9978
0,9997 | 0,9993 | 0,9995
1,0000 | 0,9998 | 0,9999

QU W IN |- |O
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Pretoze
max[|1,0000 — 0,9997(; |0,9998 — 0,9993|; |0,9999 — 0,9995|] =

= ||£® — 2@ < 0,001

a ||a|| < 0,5, mdzeme s presnostou asponi 0,001 nahradif rieSenie danej ststavy pomocou
2. Presné hodnoty st 21 = 2o = x3 = 1.

2.3 Podmienenost ststav

Koeficienty stistavy rovnic niekedy ziskame meranim, t. j. nepozname presné hodnoty
koeficientov. Zavislost chyby vysledku na presnosti vstupnych hodnét je vlastnostou danej
sustavy.

O vplyve nepresnosti vstupnych hodnot na vysledok riesenia stistavy mozeme rozhod-
nit pomocou koeficientu podmienenosti sustavy. Oznacujeme ho cond(A), pricom

cond(A) = ||A] - |A7Y| a cond(A) =1

Pri malych hodnotach hovorime o dobrej podmienenosti ststavy. Ak je sustava zle
podmienend, nemdzeme obycajne bez dopliujicich podmienok pomocou ziadnej nume-
rickej metddy dosiahnut uspokojivé vysledky.

Prikladom zle podmienenej ststavy je stuistava rovnic

r—2y = 0,
r+ay = —0,01,

kde pre a = —2,0001 je rieSenim sustavy x = 200, y = 100. Pre a = —1,9999 je riesenim
stustavy = —200, y = —100. Vidime, Ze ,mald® zmena koeficienta moze mat za nasledok
yvelk“ zmenu vysledkov rieSenia sustavy.

V ucebnici (PIRC a BUSA, 2002)) je okrem Gaussovej elimina¢nej metédy a metddy
LU rozkladu popisany aj postup riesenia stustav linearnych algebrickyjch rovnic v zmysle
minimalizacie kvadratickej odchylky ||A - x — bl|2. Tento postup vedie k pojmom pseudo-
riesenie a pseudoinverznd matica. Pseudoinverzna matica A" je zovieobecnenim pojmu
inverzna matica a vzdy existuje. Ak inverzna matica existuje, plati AT = A~ V MAT-
LABe moéZeme pri rieSeni sustav pouzit popri prikaze inv(A) aj prikaz pinv(A), ktory
vypocita pseudoinverznit maticu. Okrem toho je uzito¢ny tzv. singularny rozklad matice
A — svd(A). Tento rozklad sa okrem iného dé pouzit na konstrukciu inverznej i pseudo-
inverznej matice.

Otazky k prebranej tematike:

e Ako st definované riadkova a stIpcovd norma matice?

e Dokazete zadefinovat riadkovit dominantnost matice A?
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e Ako na vyuzije Banachova veta pri itera¢nom rieseni sustav linearnych algebrickych
rovnic?

e Mozete popisat algoritmus rieSenia SLAR Jacobiho itera¢nou metédou? Ako sa
odhadne chyba aktualnej aproximécie riesenia?

Ulohy
Nasledujtce sustavy rieste s presnostou 0,001:
2.1. 2$2 — 4.733 + 2134 = 5,
51’1 — 4[)32 + 3%3 + 61‘4 = —2,
T, + 4y — 223+ 314 = 6,
31 — dxy +x3 +414 = 7.

[0y = —35,5; @5 = —2,4; w3 = 9,1; 74 = 23,1]

2.2. 2ZL'1 — 41‘2 + 51‘3 + 61‘4 = —
3?[)1 - 6I2 + 4%3 — 3fL‘4
4,1’1 + 2.2132 — 2.%’3 + 51’4
201 — X9+ 313 — 4wy =

o w Ut

[z1 = 1,7503; 2o = 0,2080; x5 = —0,5903; 24 = —1,1195]

2.3. 1 — 21‘2 + 31‘3 — 121‘4 = —4,
921 — 29+ 323+ 224 = 6,
—9371 + 10513'2 — 2373 +x4 = —2,
2.7}1 — To + 81’3 — Ty = 5.
[z1 = 0,3771; 25 = 0,2146; 3 = 0,6180; x, = 0,4835]
2.4. 211 — 3x9 + a3 — 1224 = 24,
r1 + 10372 — 25(]3 + 3564 = 8,
131’1 — T + 3.7)3 - 41’4 = —5,
2ZL'1 - 21‘2 + 101’3 +x14 = —17.
[21 = —1,0795; 25 = 1,7109; x5 = 0,1179; 2, = —2,5978]
2.5. 15%1 — 21’2 + 35(?3 + 2LU4 = 10,
T+ 121’2 — T3+ 21’4 = —13,
2]71 — T2 + 17ZL‘3 - 31’4 = 12,
—3r1 + 2o+ 223 — 1324 = 14.

[z1 = 0,6399; z2 = —0,9003; 3 = 0,3591; x4 = —1,2386]



3 Riesenie stustav nelinearnych rovnic

V tejto kapitole uwvedieme dalSie pouzitie Banachovej vety na riesenie sistav nelinedrnych
rovnic. Newtonova metdda linearizdcie sa ukazuje ako velmi efektivna aj pri rieSent sistav
nelinedrnych rovnic.

3.1 Formulacia problému

Budeme sa zaoberat niektorymi numerickymi metédami rieSenia stustavy n nelinedrnych
rovnic o n neznamych

f(x) =0, (3.1)

kde f = (f1, f2,..., )T je vektorova funkcia n nezavislych premennych zy, o, ..., z,.
Tato ststavu mozeme v zlozkach zapisat v tvare

filz1, e, ... ;2,) =0, i=1,2... n.

Budeme predpokladat, Ze vektorova funkcia f je definovana na neprazdnej mnozine
G C R". Riesit ststavu (3.1)) znamend najst vietky také body & = (1, Ta,...,%,)" € G,
pre ktoré plati f(&) = 0. Bod & nazyvame rieSenim uvedenej sustavy.

Separaciou vektora & rozumieme urcenie takej ohranicenej, uzavretej oblasti D C G,
do ktorej patri jediné riesenie &. Pre n = 2 pribliznt hodnotu bodu & = (Z, T2) uréujeme
oby¢ajne graficky ako suradnice priesenikov rovinnych kriviek fi(xy, z9) = 0, fo(x1, 22) =
= 0. Nech dalej D je oblast separéacie.

3.2 Iteracdna metoda

Sustavu (3.1)) upravime na ststavu tvaru
x =g(x), (3.2)

kde g = (g1,92,---,9,)7 a x je sicasne rieSenim ststav (3.2) aj (3.1)). Vektorovy zapis
odpoveda zapisu v zlozkach

xi:gi(l‘17‘r27"-;xn), ZZl,Q,...,TL.

Metoda je zalozena na konstrukcii postupnosti (zc(k)), kde vektor (© € D C G a
dalsie ¢leny postupnosti poc¢itame podla vzorca

D) = g(x®), k =1,2,...,

£ .
xgkﬂ) = ¢ (:Egk), xék), . ,xgﬁ)),

xékJrl) - gQ(xgk)7 mgk)7 cee ’ng))’ (33)
A N )

24
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Nech mnozina D je konvexna, t. j. pre Tubovolné x,y € D patria do D tiez vSetky
vektory & + t(y —x), t € (0,1).
Oznacme g’ tzv. Jacobiovu maticu zobrazenia g, potom

Jgi1(x) O0gi(x) o 0g1(x)

oy 0o oz,
0go(x)  Oga(x) - 0ga ()

g’(a:) = 8131 8x2 8%
Ign(x) Ogn(x)  Ogn(x)

8131 8x2 8xn

Budeme uvazovat nasledujiice normy matice a vektora pre:
n

A =(ay), 47=12,....,n je Al =max > layl,
=1

x=(x;), 1=12...,n je || =max|z.
(2
Plati tato veta:

Veta 3.1. Nech D C R" je neprazdna uzavreta, ohranicend a konvernd mnoZina. Nech
vektorovd funkcia g : D — D a funkcie g;: D — D, prei =1, 2, ..., n maju v D spojité
parcidlne derivdcie prvého rddu podla vietkijch premennych xi, xo, ..., x,. Nech dalej
existuje konstanta q, 0 < q < 1 takd, Ze ||g'(x)|| =< ¢, x € D.

Potom sistava rovnic mda prave jedno rieSenie & € D a pri lubovolnej volbe
x(® € D postupnost aprozimdcii (x™*)), ziskand pomocou vztahov

¢ = g(z®),

konverguje k presnému rieseniu & sustavy t. 7. klim ™ = z a platia nasledujice
odhady

l& —2®) £ ——Jlz® — ¢V, &k =1,2,...
—(q

k
J& - 2] £ L )2® — 2O, & =1,2,....
—q

Tvrdenie tejto vety vyplyva z Banachovej vety o pevnom bode, pricom

N=q, p@a®) =z -2®]|, p@®zt) = |2 - 20D,

Poznamka 3.1. Majme ststavu dvoch rovnic o dvoch neznamych
fl(xb '1:2) = 07

Ja(w1,22) = 0.
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Funkcie g1, g moZeme zvolit v tvare
g1(71,2) = T1 + c1fi(z1, v2) + cafo(21, 22),

9271, T9) = T + dy f1(21, 72) + da fo(w1, 72),
pricom konstanty ¢y, co, dy, dy zvolime tak, aby boli splnené podmienky vety 3.1.

Priklad 3.1. RieSme ststavu rovnic v prvom kvadrante.
fila,y) =2 +dz —y* =2y —1=0,

folz,y) ="+ 5y —4=0.

Riesenie. Nulti aproximaciu mozeme zvolit ako priblizné stradnice priesecnikov grafov
kriviek fi(z,y) =0, fo(z,y) =0 a to 2 = 0,5, y© = 0,5. Vzhladom na poznamku 3.1
mozeme najst funkcie

g1(x,y) = v+ cifi(z,y) + cafa(w,y),

92(7,y) =y + difi(z,y) + dafa(z,y).

Konstanty ¢, = —0,2, ¢co = —0,1, d; = 0,04, d; = —0,2 zvolime ako priblizné rieSenie
stustavy rovnic

agi(x(o), y(O))
ox

9a;(2© 4O
=0, M:O’ i=1,2.
dy

Potom dalsie aproximécie, uvedené v tabulke dostaneme pomocou rekurentnych vzor-
cov

2D = 2@ — 0.2 f1(@®,y®) = 0,1 fo(z™,y™),

y ) = y®) 40,04 f1($(k’)7 y*) —0,2 f2($(k)7y(k)).

Tabulka 3.1: RieSenie ststavy nelinearnych rovnic itera¢nou metédou

] L wk) y(®)

00,5 0,5
0,625 | 0,75
0,6453 | 0,715

0,6349 | 0,7190
0,6375 | 0,7189
0,6370 | 0,7188

Uik | W (N |+~
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3.3 Newtonova metoda

Uvazujme opit ststavu rovnic

f(x)=0.

Predpokladajme, ze *) je , dobrd® aproximécia riedenia & rovnice f (x)

=0.

Ak pre kazdé & € D, je det(f'(x)) # 0, ma dand stistava rovnic jediné riesenie. Dalsiu

aproximéciu mozeme vypocitat podla vzorca

=gk _ [f/(w(k))]—lf(w(k)) —2® L Ag®.

D)

Newtonova metoda je teda metdda, kde

g(x) ==z — [f'(x)]" f(=).

Pre nézornost uvedieme postup konstrukcie funkcie g(a) pre n =

sustavu rovnic
f1(l‘1,$2) =0,

fg(l’l,J?g) =0.
Nech ®) = (2, 2,("). Pouzitim Taylorovej vety dostavame
k k
Filat ™ 2y ™) = fila 2+
é’f Afi(®™) gy wy , Ofi@E®) gy
- - Ri7
&El (21 zi°) + 975 —— (3 T5) +
kde i =1, 2.

Dalsiu aproximéciu dostaneme rieSenim ststavy linedrnych rovnic

8f1(a:(k))(x(k+1) 2) 4 0 fr(z™) )(:);("”“)—xgk)):—fl(a:(’“)),

1 1 2
8:101 81'2

an(il?(k))(x(k—H) o) 4 0 fa (! )(a;(’““)—xgk)):—fg(w(k)),

8m1 ! ! 8x2 2

odkial dostédvame

0 (k)
(h1) _ (F) fi(=®) fgm )
— —w! T2
x, Iy . afg(w(k)) )
fz(m( )) 0—962
afl (m(@) : (m(k))
xék’-i—l) _ $2 W_ 8l‘1k
df2(=™) fo(z®) |

axl

2. RieSme tuto
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Tabulka 3.2: RieSenie stistavy nelinedrnych rovnic Newtonovou metédou
] L Wk) y®)
0105 0,5
10,6339 | 0,7232
20,6371 | 0,7188
3 10,6371 | 0,7188

kde
Af1(x®)  Ofi(x™)
— (9(]31 0@
V=1 apE®) apE®) | (3:4)
(9961 8x2

Pre ,dobra“ zaciatotnti hodnotu konverguje Newtonova metéda obycajne velmi rychlo
k rieSeniu . Podmienky konvergencie Newtonovej met6dy st uvedené napriklad v (DE-
MIDOVIC a MARON, (1966)).

Priklad 3.2. Riesme sustavu rovnic z prikladu 3.1 pomocou Newtonovej metédy.
RiesSenie. Jednotlivé priblizenia vypocitame pomocou vztahov (3.4]), pricom
| 2x+4 —2y—2

Dalsie aproximéacie pre z(® = 0, y(© = 0, st uvedené v tabulke . Ako vidiet, New-
tonova metéda uz po dvoch iteracidch dosiahla presnost itera¢nej metédy po piatich
iteracidch. Na dosiahnutie vicSej presnosti by sme tu (oby¢ajnou) itera¢nou metédou
potrebovali vykonat este vela iterécii, pri Newtonovej metdde by sme po dalSej iteracii
dosiahli pocitacovi presnost double (rddovo 1071°).

Poznamka 3.2. V pripade n > 2 je vyhodnejSie pri rieSeni ststav linedrnych algeb-
rickych rovnic v Newtonovej metéde namiesto Cramerovho pravidla pouzit elimina¢nu
metédu. Vektor Az ziskame riesenim ststavy

f(x®) . Ax®) — —f(z®).
a dalSiu aproximéciu rieSenia ziskame z vysSie uvedeného vztahu

Otazky k prebranej tematike:
e Ako sa rieSia nelinearne sustavy iteracnou metédou?
e Ako sa aplikuje Banachova veta pri itera¢nej metdde riesenia nelinearnych ststav?

e Aky je algoritmus riesenia nelinearnych sustav Newtonovou metédou?
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Ulohy

S presnostou 0,01 rieSte ststavy rovnic v R X R.

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

2?y? — 3% — 63 +8 =0,

0y 42—0. [(—2,00;2,00); (1,3508;0,59214)]

sinex —y = 1,32,
cosy —x = —0,85.

(l‘ - 172)2 + (y - 076)2 = ]-a
4202 +8,8y% = 1,42,

[(1,7913; —0,34422)]

[(0,22684; 0, 36987); (0,53912; —0,15049)]

5133 _ y2 —1= 07
oy — 4= 0. [(1,5020; 1,5456)]
e — 22 4y =0, (—1,8437;—0,7750); (—1,2910;1,5275);

2?42 =4, (—0,3797; —1,9636);  (1,9121;0,5865)



4 Aproximacia funkcii

V tejto kapitole uvedieme dve jednoduchée metody, pouZivané na aproximdciu danych uda-
jouv (vrdtane experimentdalnych) pomocou teoretickych zavislosti.

V tejto kapitole sa budeme zaoberaf aproximéciou, t. j. nahradou funkcie f : A — R
pomocou funkcie g : A C B — R. Funkciu g zvolime podla toho, ¢o vieme o funkcii
f. Funkcia f méze byt zadand napriklad funkénymi hodnotami v n + 1 bodoch alebo je
prili§ zlozita a na rieSenie danej tlohy (napriklad vypocet urcitého integralu) nevhodna.
Funkciu g oby¢ajne hlfadame v tvare

= Zci - gi()

Za funkcie 9 i =0,1,...,n berieme viicSinou funkcie 1, z, 2%, 23, ..., alebo funkcie 1,
cos 7F, sin 7, ..., cos @, sin 7. Koeficienty ¢; urcujeme na zaklade nejakeho vhodneho
kritéria. Podla Vol’by kritéria dostavame urcity typ aproximacie.

Napriklad:

a) Interpola¢nd aproximécia alebo strucne interpolacia (napr. pomocou Lagrangeovho,
Cebysevovych polynémov, pomocou splajnov a pod.).

b) Aproximéacia metédou najmensich §tvorcov (linedrna aj nelinearna).

4.1 Interpolacia

Nech funkcia [ je zadanad svojimi funkénymi hodnotami v n + 1 bodoch, t. j. tabulkou
hodnét

i To T i) e Tn

f(@) || flwo) | flwy) | flza) | .. | flwn)

Zékladnou ulohou interpolécie pomocou polynémov je uréit polyném P najmensieho
mozného stupna tak, aby pre ¢ = 0,1, ..., n platilo

f9(z;) = PD(x;), j=0,1,....m—1.

Budeme sa zaoberaf aproximaciami, kde r; = 1 pre 7 =0, 1, ..., n, t. j. hfaddme polyném
P najviac n-tého stupiia s vlastnostou

fla:) = P(z;), i=0,1,....n. (4.1)

Aproximécie pri r; = 2 s strucne popisané v uéebnici (PIRC a BUSA, |[2002) a samozrejme
v mnozstve dalSej odbornej literatury.
Poznamka 4.1. Pouzitiu interpola¢nych vzorcov na aproximéaciu funkénej hodnoty

v bode, ktory nelezi v intervale (xg,z,) sa hovori extrapolacia. Extrapolacia vo vSe-
obecnosti je menej presné ako interpolécia a preto je potrebné ju pouzivat velmi opatrne.

30
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4.2 Lagrangeov interpolac¢ny polynom

Funkciu f zadani v n + 1 bodoch aproximujeme pomocou polynému tvaru

= f(wi) - gi(x)
i=0
tak, aby

Ln(xl):f(zz)7 ianL"'?”

Body x; nazyvame uzlovymi bodmi.

Yo gyl Y2 Y3 Yn1 oy [(@)

Y

Zo T1 T2 X3 Tpn—1 In X

Obr. 4.1: Interpolacné podmienky

Ak funkcie g; zvolime tak, aby platilo
| 1, prei=yj,
9:(e3) = { 0, prei# ),
bude podmienka (4.3]) splnena.

Je zrejmé, ze polynéomy g; nadobudaji nulové hodnoty v bodoch xg, z1, zo, ...

Tis1, - .., Tp a preto ich mozeme zapisat v tvare
gi(z) = Ci(x—xo)(x—21) ... (x — 2im1) (T — Tis1) ... (x—1p),
kde C; je realna konstanta.
Konstantu C; vypocitame z podmienky g¢;(x;) = 1, t. j.
(x —x0) ... (r —2im1) (@ — @ig1) ... (¥ — xp)
(x; —x0) .. (v — wi—1) (T — Tig1) - . (T — )
pre i =0, 1, ..., n. Potom polyném L, (x) ma tvar

Ln($):Z (x —x0)...(x —m;_ 1%( — i) ... (. —xy) Flo),

i:o(xi_%)" (x; — xi1 ) (@ — 1) - - - (T — )

gi(z) =

¢o mozeme zapisaf tiez takto

L) =3 T L= i,

(zi — x)

(4.4)

y Li—1,

(4.5)

Ak z € (zg,x,), potom f(x) mdzeme vypocitat pomocou nasledujiceho algoritmu:
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Vstup: n, x, xg, 1, - .., Tn, f(x0), f(21), ..., f(zn)
L,=0;
Pre:=0,1,...,n
G =1;
Pre7=0,1,...,n
Ak i #j, G G- (zv —x;)/(zi — z;)
L,=L,+G- f(x;);
Vystup: f(x) = L,(x)

Priklad 4.1. Nech st zadané hodnoty funkcie f : (1,4) — R tabulkou:

| 1]2] 4
z)[[1][4]16"

Nahradme funkciu pomocou polynému Ly(x) a vypocitajme pribliznt hodnotu funkcie
f v bode z = 3 pomocou Ly(3).

RieSenie. Pre n = 2 mame

(r —x1)(x — x2)
(o —21) (20 — 73) f(zo) +

(x — xo)(x — x2)
(z1 — o) (21 — 22)

LQ (a:) =
Vzhladom na zadané hodnoty dostavame

(3—1)(3—4) 3-1)(3-2)
L,3)==— 1+ ————- 44+ ———=.16=0.
2(3) I-2(1-4 ‘@e-ne-23 “TaE-na-2
Zadané hodnoty funkcie f(z) mozu byt napriklad hodnoty funkcie f(x) = 2%, v takom
pripade je Ly(3) presnou hodnotou funkcie f v bode z = 3.

Lagrangeov interpolac¢ny polyném pouzijeme, napriklad, ak chceme pre nejakt hod-
notu z*, ktord sa nachddza medzi uzlovymi bodmi x;, uré¢it jej odpovedajicu ,rozumna“
hodnotu y*. Mozny je aj opacny pripad, ak pre nejakt hodnotu y*, ktora sa nachadza me-
dzi uzlovymi hodnotami y; chceme urcit odpovedajicu hodnotu z*. Teda vlastne chceme
riesit rovnicu f(x) = y*, pre ,hypoteticka zavislost“ dana funkciou f(x). Pomocou in-
verznej funkcie f~! (ak by existovala), by sme dostali z* = f~1(y*). V tejto situécii si
mozné dva pristupy k uréeniu hodnoty x*, ktoré mozu viest k roznym vysledkom:

1. Uréime Lagrangeov interpolacny polyném L, (x), a potom namiesto rovnice f(z) =
= y* rieSime algebrickd rovnicu L, (x) = y*.

2. Inverzni funkciu f~!(y) interpolujeme pomocou tzv. inverzného Lagrangeovho po-
lyndmu, ktory oznac¢ime L, '(y) a pribliznt hodnotu z* uréime ako z* = L, '(y*).
Tento postup je ¢asto jednoduchsi. Vzorec pre inverzny Lagrangeov polyném zis-
kame jednoduchou vymenou premennych = a y vo vzorci :

Z H = y] ;. (4.6)

=0 ]_0
i#]
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Priklad 4.2. Vypodcitajme priblizni hodnotu z, pre ktort funkcia dané tabulkou

z] =3[ -2 0] 1

vl 4] 3[-1]-5
nadobtda hodnotu —3 (priklad je uvedeny v (BACA, DOBOS, KNEZO a SCHUSTEROVA,
2003)).

Riesenie.
e o (=3-3)(=3+1)(=3+5)
vt =L (=3)=-3 4-3)(4+1)[A+5
(—3 —4)(—3+1)(—=3+5) (=3 =4)(=8=3)(=3+5)
BB NEs) (I 1+)
1. (B3 DE3 384D e666.

(=6 —4)(=5—-3)(—=5+1)

Poznamka 4.2. Inverzny Lagrangeov interpola¢ny polyném L.'(y) nie je inverznd
funkcia ku funkecii L, (x), ktord najcastejsie nie je rovna polynémul!

4.3 Chyba aproximacie funkcie pomocou Lagrangeovho inter-
polacného polynému

Nech xy < 21 < - -+ < x,, st uzlové body interpolacie v intervale [ a funkcia f : I — R ma

v kazdom bode intervalu I derivaciu rddu n + 1. Urobime odhad rozdielu f(z) — L, (z),

x € (xg,r,), kde L, je Lagrangeov interpola¢ny polyném, odpovedajuci funkcii f a

uzlovym bodom z;, 1 =10, 1, ..., n.

Zavedieme nasledujice oznacenie

n

R (7) = f(x) — Ln(z), wnt1(z) = H(JJ - 7).

i=0
Z vlastnosti polynému L, (x) dostédvame
R, (z;) = f(z;) — Lp(z;) =0, i=0,1,...,n.
Uréme K(x) tak, aby R, (z) = K(z)wpyt1(x). Nech funkcia F': I — R je zadana vztahom
F(t) = £(t) = Lat) — K (@)1 (1),

Polyném L, (t) je najviac n-tého stupiia, teda L%"H)(t) = 0. Polyném w,,y1(t) je stupiia n + 1 s ko-
eficientom 1 pri najvys$Sej mocnine, teda wf;jjl)(t) = (n+ 1)! a dalej vzhladom na vlastnosti funkcie f
dostavame

FOrD () = fo D () — K(z) - (n+ 1)1,

Pretoze F(z;) =0,i=0, 1
FOHI(€) =0, t. .

0=fE) — K(x)- (n+ 1)L

..., n existuje taky bod £ € (xo, x,,), Ze

Odtial dostédvame

_ )

Kz (n+1)1°
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A (3)

Wnt1(x).

Nech f("*1(z) je ohrani¢end na I, t. j. existuje konstanta M, € R taka, Ze
Myy = max | f®(z).
zel
Potom, ako to vyplyva z vyssie uvedeného, mozeme odhadnif velkost absolitnej chyby,

ktorej sa dopustime, ak nahradime funkéni hodnotu f v bode x hodnotou interpola¢ného
polynému v tom istom bode pre Tubovolné x € (zy, z,) takto:

Mn+1
|f(z) = Ln(z)| = m@mﬂﬂﬂ)\-
Poznamka 4.3. Vsimnime si, Ze vyberom uzlovych bodov g, x1, ..., x, modZeme

ovplyvnit ma})l% |wni1(x)|. Touto tlohou sa v 19. storodi zaoberal CebySev. Optimélne

uzly pre rozne n st nulové body CebysSevovych polynémov.

4.4 Metdéda najmensich Stvorcov

Aproximéacia pomocou interpola¢nych polynémov ma niektoré vyhody (lahko sa daju
zkonstruovat a je urcitd moznost odhadu chyby aproximaécie), avSak hodnoty aproximo-
vanej funkcie f(z;), i =0, 1, ..., n musia byt zadané s vysokou presnostou. Ak hodnoty
zo zaokruhlovania. Okrem toho pri experimente moZeme merania opakovat pre ta istt
hodnotu premennej x. Je zrejmé, Ze v tomto pripade obyc¢ajne nemozeme zarucit, aby boli
splnené podmienky interpolédcie. V tejto ¢asti nebudeme predpokladat, Ze aproximujica
funkcia v bodoch x;, i = 0, 1, ..., n nadobuda presné hodnoty f(z;).

Nech namerané tabulkové hodnoty (z;,v;), i =0, 1, ..., n st vyjadrenim zavislosti
a y, kde x; st zvolené hodnoty pri ktorych sme robili merania a y; je namerana hodnota
funkcie f(z) v bode z;, i =0, 1, ..., n. O zavislosti medzi x a y predpokladajme, Ze je
linedrna. Aproximujicu funkciu budeme hladat v tvare

80(‘7“) =ag + ai1x,

kde ag, a; € R s nezndme konstanty.
7 mnoziny vSetkych linedrnych funkcii

Vi ={ap+a1z|a; e R;i=0,1},

chceme najst t, ktord najpresnejSie aproximuje funkciu zadant pomocou tabulky jej
nameranych hodnot.

Predpokladajme, ze hodnoty f(z;), ¢ =0, 1, ..., n boli namerané s ,priblizne“ rov-
nakou presnostou. Koeficienty a, a} vypoditame tak, aby stcet Stvorcov d?,i =0, 1, ...,
n bol najmensi, t. j.

n
S(ag,ay) = Z[a}j + atz; — yi]* = min S(ag, ay),
=0
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Obr. 4.2: Aproximécia pomocou linearnej funkcie

kde

n

S(a, ar) = Z[Clo +ayz; — y)°

=0
Ostré lokalne minimum funkcie S moze nastat v bode (ag, a;), v ktorom st nulové

. o oS
parcidlne derivacie —, —, t. j.
a(lo 8&1

n

2Z[ao+a1$i—yi]'1:07 22[a0+a1xi—yz‘]'l‘i=0-
i=0 i=0

Po tprave dostavame stistavu rovnic, ktorej rieSenim su ag, aj, t. j.

ag(n +1) +alz$i = Z% GOZ% ﬂLfllzﬂQ2 = szyz
=0 =0 =0 i=0 =0

D4 sa ukazaft, ze v bode ag, a} funkcia S(ag, a;) nadobtida ostré lokdlne minimum.

Predpokladajme, Ze presnost experimentu pre vSetky hodnoty x;, i = 0, ..., n nie
je rovnaka. Kazdej hodnote y; priradime v zavislosti na presnosti urciti vahu v; > 0,
i=0,1, ..., n. Ak st zndme rozptyly merania v bodoch z; je vhodné volit vahy v; ako

prevratené hodnoty tychto rozptylov. Hodnoty v; mozeme uréit tiez na zaklade sktisenosti
s presnostou meracej aparatiry pre rozne hodnoty premennej x, pricom hodnotam y;
v; = 1. V pripade, ak sa zaujimame o najmensiu relativnu odchylku, mdéZzeme pouzit vahy
vi = 1/y;.

Postup, ktory sme ukazali pre linearnu zavislost hodnot x a y, teraz zovSeobecnime.

Ozna¢me M = {zg,x1,...,2,}. Nech k je celé ¢islo a po(z), v1(x), ..., r(x) je
systém linearne nezavislych funkcii na mnozine M. Za triedu Vj, aproximujtcich funkcii
vezmeme mnozinu ich linedrnych kombindcii, t. j.

Vi = {aopo(z) + arpr(x) + - + appr(x)|a; € R, i=0,1,...,k}.
Uloha aproximovat funkciu f funkciou

k
o(z) = Zajgoj(a:) pre z €1 = (xg,x,)
=0
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metddou najmensich Stvorcov spociva v urceni takych realnych koeficientov aj, aj, ...
ay,, ktoré minimalizujt funkciu

n

S(ag, ay, ..., a) = Z[‘P(%) — yil*vi = 8*(p),

1=0

kde d(¢) je tzv. kvadratickd odchylka.

Koeficienty af, ai, ..., aj moézeme urcit podobne ako pri aproximécii pomocou line-
arnej funkcie, t. j. rieSenim sustavy rovnic
oS

— =0 1 =0,1,...,k.
8@7‘ ) J ) )

Odvodime sustavu rovnic pre pripad k = 2:

S(ag, a1, as) = Zvi [aowo(i) + ari (i) + asa(ws) — yil?,
=0

oS -

dao 2 Z v; - laopo(:) + arp1(x:) + azpa (@) — yil - po(@:),
ﬁ—QE:..[ (23) + arpr () + asga(zs) — yi] - o1(w:)
aal = ' Vi + [ApPo\T; a11\x; A2P2\ T Yi] - P1\T5),

oS -
Day 2 Z vi + [aopo(@;) + arpr (i) + azpa(xi) — yi] - pa(i).
Tieto parcidlne derivacie sa rovnaji nule prave vtedy, ak plati:

a0y vipo(Ti)po(:) + a1y vipr (@) po(w:) +azz vip2(:)po () szyzwo (),
i=0 i=0 =0

n
aoz vitpo (i) 1 (wi) + alz vitpr (i) 1 (w:) +G2Z vip2(2i)p1 () szyz% i),

i=0 i=0 =0
n n

aoz vio (i) p2(x;) + G1Z Vi1 (i) p2(;) +a22 V2 ()2 (x szy#’z Z;).
i=0 i=0 1=0

Ak pouzijeme tzv. diskrétny skalarny sicin realnych funkcii s vdhami v; na mnozine

M:

(f,9) = (fag)vzzvif(xi>g(x)

tak sa ziskany systém da zapisat jednoduchsie (usporiadani n-ticu hodnét y; oznacime
y):

(Y0, ¢0) (0,¢1) (o, ¥2) Qo (, ®o)
(p1,00) (P101) (p1,02) | | a1 | = | (1) (4.7)
(2,00) (w2,01) (2, 92) as (v, 02)
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Vidime, zZe ,optimalne koeficienty“ a;, aj a a5 ur¢ime rieSenim sustavy linearnych
rovnic . Je to dosledok toho, ze zavislost funkcie ¢(x) od koeficientov ag, a; a ag
je linearna. V tomto pripade hovorime o linedrnej metode najmensich stvorcov. Ak je
spominand zavislost nelinearna, podmienky nulovosti parcidlnych derivacii odchylky veda
na systém nelinearnych rovnic.

Najcastejsie sa v praxi pouzivaju aproximacie pomocou systémov

1,z ..., x", (4.8)

1, COSE, sinﬂ, c cosn—m, sin (4.9)
l [ [ [

a v = 1. Vdaka jednoduchosti polynémov ! sa stistava rovnic dé Tahko zostavit.
RieSenie takejto ststavy pre velké k je vSak dost pracné, naviac je matica sustavy
zle podmienené a vysledky mozu byt zafazené netinosne velkymi chybami. Aby sme sa
¢ilastoéne vyhli spomenutym fazkostiam, je vyhodné uvazovat ortogonalny systém funkcii
©0, P1, + -, ©n vzhladom na vdhova funkciu v. Napriklad systém (4.9)) je ortogonalny na
intervale (—[, ) pre vdhovi funkciu v = 1. Ak g, ¢1, ..., ¢k je lubovolna linedrne nezé-
visla (k4 1)-tica polynémov, mézeme z nej utvorit (k+ 1)-ticu ortogonalnych polynémov,
napriklad pomocou Schmidtovho ortogonalizacného procesu. Pre rozne intervaly a isté
vahové funkcie mozeme zkonstruovaf napriklad: Cebysevove, Legendreove, Laguerrove,
Hermitove, Grammove polynémy.

Priklad 4.3. Funkciu, dani tabulkou
z |02 |03 |05]07 [08]1 |11
yi || 3,45 | 3,54 [ 4,1 4,35 | 4,6 | 5,05 | 5,14

aproximujme, v zmysle metéddy najmensich stvorcov, polynémom prvého a druhého stupna.

Riesenie. Uvazujme najprv aproximéciu pomocou linearnej funkcie
o(xr) = ag + ayx.

Za bazu priestoru V; mozeme vziaf funkcie 1, x a vdhovu funkciu v = 1. Ststava
normalnych rovnic (4.7)) ma tvar

ao(o, vo) + a1(po, v1) = (¢0,Y), (4.10)
aO(‘Pla 800) + a1(§01, (101) = (9017 y)v

kde ¢y = 1, ¢ = x. Niektoré kalkulacky maju uz priamo zabudovany vypocet koefi-
cientov ag, a;. Ak neméame takato vypoctova techniku, potom je vhodné pouzif schému,
uvedent v tabulke Vzhladom na hodnoty uvedené v tabulke, ststava (4.10) bude

mat tvar
Tag + 4,6a; = 30,23,

4,6a0 + 3,72a; = 21,231.
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Tabulka 4.1: Pomocné hodnoty pri vypocte matice ststavy

Ti | Yi ;| w9t (@) | (¢t (@) — )
0[02] 345 [0,04] 0,690 [ 3423 0,001
103] 354 [[0,09] 1,062 | 3,619 0,006
205 410 ][ 0,25 2,050 [ 4,011 0,008
3[0,7] 435 049 3,045 | 4,403 0,003
408 460 || 0,64 | 3,680 | 4,598 0,000
5[ 1,0 5,05 || 1,00 | 5050 | 4,990 0,004
6 1,1] 514 [121] 5654 | 5,186 0,002

| [[46]3023]3,72]21,231 | | |

RieSenim tejto stistavy dostavame aj, aj, teda
©* = 3,03135 + 1,9588z.
Podobne postupujeme pri aproximéacii pomocou funkcie
o(r) = ag + arx + axx®.
Uvazujeme
=1 p1=2, p=2° ov=1

Zo sustavy (4.7) dostévame ststavu rovnic

ao(n—i—l)—f-alixi—kaziﬁ? - iyla
=0 =0 =0

n n n n
aozxi +G1Z$? +G2Z$§’ = Z%’yz,
i=0 i=0 i=0 i=0
n n n n
aOZx? —i—ale? —l—agfo = foyz
i=0 i=0 i=0 i=0

Potom pre zadané tabulkové hodnoty dostavame
Tag + 4,6a1 + 3,72a5 = 30,23,

4,6a¢ + 3,72a1 + 3,42a9 = 21,231,
3,72a¢ + 3,42a, + 3,186a, = 17,8265.
Riesenim ststavy dostavame ag = 3,4033, a] = 0,61756, a5 = 0,9586.

Potom

¢(r) = 3,4033 4 0,617562 + 0,95862>.
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Poznamka 4.4. Postup, uvedeny vysSie, mdZeme pouzit aj pre nelinedrne funkéné za-
vislosti, ktoré sa daji vhodnou formou pretransformovat na linedrne. Pre funként zavis-
lost zadant tabulkou jej hodnét (x;,);) a aproximujicu funkciu

p=A "

konstanty A, o uréime takto:
Logaritmovanim dostavame

Inyy =InA + ax.

Ak oznacime y; = In);, In A = ag, o = a1, mdzeme na vypocet koeficientov ag, a; pouzit
ststavu rovnic (4.10). Potom A = e®.

Poznamka 4.5. Je potrebné si uvedomit, Ze hoci linearizaciou dostdvame rozumnii ap-
roximdciu, nemusi to byt optimalna aproximdcia v zmysle povodnej nelinedrnej zavislosti.

Otazky k prebranej tematike:

e V Com spociva uloha interpolacie pomocou polynémov?

Aky tvar ma Lagrangeov interpola¢ny polyném pre Stvoricu bodov (z1,y1), (22, ya),
(3,y3) & (%4, y4)?

Aky je vzorec na odhad chyby Lagrangeovej interpolédcie pre znamu funkciu f(z)?

Na akom principe je zalozend metéda najmensich stvorcov?

Aky tvar méa sustava linearnych algebrickych rovnic v pripade linearnej metody
najmensich stvorcov?

Ulohy

4.1. Urcte Lagrangeov interpola¢ny polyném pre funkciu danu

tabulkou
v ][ 0]2]3]5
vi|[1]3]2]5 [323/10 — 1322 /6 + 62/15 + 1]

4.2. Zostrojte inverzny Lagrangeov interpola¢ny polyném pre tabulku

2| 4
416 [(—y? + 35y + 56) /90]

vi | 1
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4.3.

4.4.

Pomocou metédy najmensich Stvorcov aproximujte funkciu
f (dant tabulkou), polynémom najviac k-teho stupia:

x| -2 -1 of[1] 2] 3
a) )

yi] 0[-2]-2]2]|15]25
x| -2 -1 -1 0] 1] 1
yi | 21,8 139|143 (59| -1,9| —22 "’
zi|| —1,5]-0,7]-0,2] 04| 09| 1,3 18
yi || 25,52] 7,83] 3,39]4,62(11,11]19,91|35,45 ’

k= 2.

b) k=1.

c) k=2.

a) 222 + 3,1428571x — 1,571428; b) —7,9954z + 5,96818;
¢) 10,0156z + 0,0113x + 2,9817

Metdédou najmensich Stvorcov aproximujte polynémom najviac
druhého stupiia funkciu f dant tabulkou

z; |05] 1| 3] 6| 12

yi | 04] -1,8] -39 | —24,1| —834 "
[1,08 — 1,287 — 0,332?]



5 Numericky vypocet urcitého integralu

Priblizny vypocet integrdlov patri medzi standardné ulohy numerickej matematiky, pouZiva
sa ako ciastkovd uloha pri riesent inych uloh. Uvedieme len najjednoduchsie metody.
V literatire su popisané mnohé dulSie, omnoho efektivnejsie najmdi pre Specidlne triedy
funkcii. Opisané metody umoznia Citatelovi lepsie pochopit zdklady numerického riesenia
diferencidalnych rovnic.

Budeme sa zaoberaf numerickymi metédami vypoctu

[

kde a < b st redlne ¢isla (pricom ide o Riemanov integral) a predpokladame, ze funkcia
f :{a,b) — R je integrovatelnd na (a, b).
Interval I = (a, b) rozdelime na n intervalov rovnakej dlzky uzlovymi bodmi
a=29g <1<+ <Tp_1<xTy=>,

n b— . ,
kdea:i:onrz"h,i:O,1,...,nah:x T _ aJekonétantnykrok.

n n
Nech pre prirodzené ¢isla s a n; plati n = s-n;. Budeme uvazovat len pripady s = 1,
n=mn; as=2 n=2ny. Z vlastnosti urcitého integralu dostavame

Tn zo+sh zo+2sh Tp
flz)dx = J}(a:) dx + i (x)dx +---+ / f(z)dx. (5.1)

T xo+sh o+(n1—1)sh

xo+sh
Budeme sa venovat len pribliznému vypoctu / f(z)dz, pricom uvedieme tzv.

€T
elementarne vzorce, vztahujtce sa na interval (z, xo—l(ish). Vzorce sa daju ziskat napriklad
integrovanim interpolac¢nych polynémov.
Uvazujme najprv pripad s = 1, a teda interval (xqg,zo + h) = (29, x1). Ak na tomto
intervale budeme aproximovat funkciu f(z) Lagrangeovym polynémom prvého stupiia
s krajnymi uzlovymi bodmi x( a z;, dostaneme priblizni hodnotu

h

[ @ [ o) = § - ) + 1) = L

Toto je elementérne pravidlo (vzorec) tzv. lichobeZnikovej metddy.

V pripade s = 2 bude interval (zg, xo + 2h) = (o, x2). Ak na tomto intervale budeme
aproximovaf funkciu f(x) Lagrangeovym polynémom druhého stupiia s uzlovymi bodmi
Tg, 1 a To, dostaneme pribliznii hodnotu

/ f(x)dx%/ Lo(x; 20,21, 02) =
x0 o

Toto je elementérne pravidlo (vzorec) tzv. Simpsonovej met6dy.

L)+ 4 () + f)] = S

Poznamka 5.1. Podobne sa d& postupovat pri zvySovani ¢isla s pouzitim interpolac-
nych polynémov vysSieho stupria. Presnost sa da zvySovat aj vhodnejSou volbou uzlo-
vych bodov, ako je ich rovnomerné rozlozenie — optimalne rozloZenie sa dosahuje pri
tzv. Gaussovych kvadratarach.

41
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Ozna¢me My a My horné odhady druhej a Stvrtej derivicie na intervale (a, b):

My > max D@, My max [f9()
x€{a,b) z€{a,b)

Dalej ozna¢ime L(n) a S(n) (v tomto pripade musi byt n = 4 parne) vzorce, ktoré vzniknt
suc¢tom vyssie uvedenych zékladnych vzorcov na zaklade vztahu (j5.1]). MoZeme napisat:

b n—1
/ f(z)dx =~ L(n) =h- M + Z f(xz)] , (5.2)
a =1
b h n/2 n/2—1
/ J@)dem Sn) =5 - [ f@) + 0) +4- 3 Faa) +20 3 flaa)]| (5.3)
a i=1 =1

Chyby jednotlivych metéd pri pocte deleni n oznac¢ime

Rmﬂzﬂm—/f@N%

Rg(n) = S(n) —/ f(z)da.

Pomocou vzorcov na odhad chyby Lagrangeovej, resp. Jacobiovej interpolacie sa daju
odvodit horné odhady chyb uvazovanych metdd:

a) pre lichobeznikovii metédu pre krok h, resp. pre pocet deleni n

b—a (b— a)*M,
< 2 <Xz 7 re
|RL(n)| = 19 MQh , Tesp. |RL(n)| = 1202 ) (54)
b) pre Simpsonovu metédu pre krok h, resp. pre (parny) pocet deleni n
b—a 4 (b —a)®>M,
[Rs(n)| = Tgo ah”,  resp. |Rs(n)| = BT (5.5)

Vidime, Ze v pripade hladkych funkcii modZeme zvySovanim poctu deleni n Iubovolne
zmensovat horny odhad chyby, a teda moZeme zabezpecit lubovolni presnost numerického
vypoctu integrdlov (samozrejme, za predpokladu presného vypoctu funkénych hodnot a
VZOICov).

V pripade, ak zadame pozadovani presnost vypoctu e, zvolime pre pouzitii metédu
také velké n, aby bol horny odhad chyby mensi ako . Tym automaticky zabezpec¢ime, Ze
aj chyba danej metédy bude mensia ako e, teda zabezpecime pozadovant presnost.

Na vypocet integralu pomocou Simpsonovej metédy mozeme pouzit napriklad tento
algoritmus:
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Vstup: a, b, f(x), N-parne
h=(b-a)/N
S = fla) + f(b)
i=1,r=a
Prej=1,2,...,N—1

r=x+h
S=S5S+B+19)f()
1= —1

S =hS/3

Vystup: integral = S.

Priklad 5.1. Vypocitajme pomocou lichobeznikove] metédy a Simpsonovej metddy,
s presnostou ¢ = 0,01

1 2
/ e” dx.
0

RieSenie. Na urcenie kroku h (poctu deleni n) pouzijeme vztahy (5.4), resp. (5.5)). Pre
flz) =e" je

max |f”(x)] < 6e = My, resp. max |f¥(z)] < 76e = M,.

0<z<1 0<z<1
Po dosadeni do vztahov pre horné odhady a po porovnani s presnostou ¢ dostavame pre
lichobeznikovti metédu h < 0,086 (n > 11,66), resp. h < 0,31 (n > 3,27) pre Simpsonovu

metodu.
Teda pre lichobeznikovii metédu moZzeme zvolit n = 12, ¢ize h = 1/12. Dostavame

1 0 1
L(12) = /er dxz%[e ‘2“* el o112 1 4658,
0

Pre Simpsonovu metodu pri n = 4, h = 0,25 dostavame hodnotu
0,25

S(4) = ’T [eo +el+ 4(6(0’25)2 + e(0’75)2) + 2e(0’5)2] ~ 1,4637.

Otazky k prebranej tematike:

e AkY je vzorec lichobeznikovej metody a ako odhadneme jej chybu, ak interval roz-
delime na n Gasti rovnakej dlzky?

e Aky je vzorec Simpsonovej metédy a ako odhadneme jej chybu, ak interval rozde-
lime na n casti rovnakej dlzky?

e Ako postupujeme pri numerickom vypocte urc¢itého integralu, ak mame zadani
pozadovant presnost vypoctu?
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Ulohy

V tlohach 6.1 — 6.3 vypocitajte f; f(z) dz lichobeznikovou metédou a odhadnite chybu
vypoctu:

13 dz
5.1, S - 0,40419
/0’7 (21:2 + 073)1/27 n [ ? ]
1 .
5.2, / Tl dw, n=10. [0,746402]
02 <L
5.3. /2(1 +cos?z)Y2dz, n =10, [1,9101]
0

V tlohéch 5.4 — 5.6 vypocitajte f: f(z) dz Simpsonovou metédou a odhadnite chybu
vypoctu:

2
5.4. / e*dx, n=4. 2,0207]
1
5.5. / “sin(z?) de, n=A4. 10,8285
0
1,2
5.6. / In(1+ 2% dz, n=6. [0,4225]
0

V tlohéch 5.7 — 5.9 s danou presnostou vypocitajte fab f(z)dz.
a) lichobeznikovou metédou
b) Simpsonovou metédou.

1
d
5.7, / & 2= 0,0005. [a) n = 12; 0,83521; b) n = 4; 0,83579)
o 1+a3
10
5.8. / Jzdz, &= 0,05. [a) n = 18; 20,408093; b) n = 10; 20,414311]
1

1
5.9. / cos(z®)dz, &= 0,005. [a) n = 9; 0,90279277; b) n = 4; 0,90450127]
0



6 Numerické riesenie obycajnych diferencialnych rov-
nic a ich sustav

Mnoh€ fyzikdalne a technické probléemy sa riesia pomocou diferencdlnych rovnic. V zdklad-
nom kurze matematickej analyzy sme studovali niektore specidlne triedy diferencidlnych
rovnic, ktoré vieme riesit pomocou elementdrnych funkcii. Len pomerne mdlo diferen-
cidlnych rovnic je takiych, pre ktoré vieme ndjst presné rieSenie. Preto je velmi casto
nutné ndjst ich priblizné riesenie. V tejto kapitole strucéne popiseme len najjednoduchsie
metody, medzi nimi casto pouzZivaniu Rungeho-Kuttovu metodu 4. radu.

6.1 Formulacia zaciato¢nych tloh

V tejto kapitole sa budeme zaoberat problematikou numerického rieSenia tloh so zacia-
tocnymi podmienkami pre obycajné diferencialne rovnice. Takou tlohou pre stustavu n
diferencidlnych rovnic prvého radu

yll = fl(ajayla"'7yn)>

yé = f2(x7y17"'7yn)7

..................... (6.1)
y;z = fn(%yl; s ayn)a
x € (a,b),

budeme rozumief hladanie n funkeii 41, 4, . . ., y, premennej = definovanych, spojitych a

spojite diferencovatelnych v intervale (a, b), ktoré vyhovujt rovniciam (6.1)) a doplitujticim
zaciatocnym (tzv. Cauchyho) podmienkam

Y1(wo) = Y10, Y2(To) = Y20, -5 Yn(T0) = Yno, (6.2)
kde y = (410, %20, - - -, Yno) je dany n-rozmerny vektor a z je pevne zvoleny bod z inter-
valu (a, b).

Poznamka 6.1. Casto sa vyskytuju tlohy najst riesenie sustavy , ktoré vyhovuje
dopliiujicim podmienkam vo viacerych bodoch intervalu (a, b). V tomto pripade hovorime
o okrajovych podmienkach.

Aplikécie vedu ¢asto ku Cauchyho tlohe pre diferencidlnu rovnicu n-tého ridu tvaru

(n) = f(x7 y7 y,7 ttt 7y(n_1))7

)
so zaciatoénymi podmienkami

Yy (20) = Yio, i=0,1,...,n—1.

45



46 Kapitola 6

Tento poblém méZzeme pretransformovat na tlohu (6.1), (6.2)). Zavedenim novych
funkcii predpisom y1 =y, v = v, y3 = ¢", ..., yp = y" Y dostavame ststavu diferen-
cialnych rovnic

yi = Y2,
yé = Y3,
y;l—l = Yn,

y;;, = f(xayhy% ce. ayn)a
so zaciatocnymi podmienkami
y1(ro) =Yoo, Y2(x0) = Y10, -5 Yn(T0) = Yn-10-

Pri popise jednotlivych metdd sa budeme zaoberaf obycajne jednou diferencidlnou
rovnicou

y'(x) = f(z,y(x)) (6.3)
so zaciatocnou podmienkou
y(@o) = Yo. (6.4)

Ak prejdeme vo vztahoch (6.1)), (6.2)) k vektorovému vyjadreniu a ak zavedieme ozna-
Cenie
Y= [y17y27 s 7yn]T7 f = [f17f27 s 7fn]T = f(xay)a

Yo = [ym, Y20, - - - 7ynO]T

moZeme ststavu (6.1) so zaciatoénymi podmienkami (6.2)) zapisat v tvare

Y'(z) = f(z,y(x),  y(xo) =yo (6.5)

)

Poznamka 6.2. K preneseniu vysledkov, ktoré budi formulované pre tlohu (6.3)), (6.4)),
na tlohu (6.5)) staci obycajne od oznaceni y a f prejst k vektorovym oznaceniam y a f.
7 matematickej analyzy vieme, 7e ak funkcia f je spojita v obdlzniku

D={(z,y)lzo—a<zx=xo+a, yo—b=y=1yo+0b}

(teda existuje takd konstanta M, 7e plati |f(x,y)| < M pre (x,y) € D) a funkcia f splia
Lipschitzovu podmienku vzhladom k y na oblasti D, teda existuje takd konsStanta L, Ze
plati

F(@,0) = fla,uw)| < Llv—u] pre vietky (z,u) € D, (x,v) € D,

potom existuje prave jedno riesenie diferencialnej rovnice (6.3)), ktoré splita zadiatoéni
podmienku (6.4)) a je definované na uzavretom intervale (xy — h,zo + h), kde

) b
h—mln{a,M}.
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Poznamka 6.3. Podobne mozeme formulovat podmienky o existencii a jednozna¢nosti
rieSenia sustavy diferencidlnych rovnic.

Poznamka 6.4. V pripade diferencovatelnosti funkcie f na D mdzeme Lipschitzovu
podmienku nahradif silnejSou podmienkou ohranicenosti parcidlnej derivacie

o« k
dy
na D.
Pri numerickom rieseni tlohy , aproximujeme funkéné hodnoty riesenia
v uzlovych bodoch a = g, x1, ..., x, = b. Pre jednoduchost pouzijeme ekvidistantné
hodnoty, t. j.

Ti=xo+1-h, 1=0,1,...,n,

kde h je konstanta, ktori nazyvame integracnym krokom.

Pre presné riesSenie zac¢iato¢nej ulohy v bode x; budeme pouzivat oznacenie y(z;) a jej
priblizni hodnotu budeme oznacovat ;.

Aproximacia y; 1 sa pocita z hodnét priblizného riesenia, vypoc¢itanych uz v predché-
dzajucich uzlovych bodoch. Metdda, ktora k tomuto vypoctu pouziva k& hodndt y;. 1,

., Yi—1, ¥; sa nazyva k-krokova metéda. Ak je k > 1, je to viackrokovd metdda.

V priebehu vypoctu vznikaju dva druhy chyb. St to chyby metddy, tzv. diskretiza¢né
a chyby zaokrihlovacie. Diskretiza¢né chyby posudzujeme lokalne a globalne.

1. Nech ¢ je rieSenie Cauchyho tlohy y' = f(x,y), y(x;) = y;. Dalej nech y;,1 je
hodnota, vypocitanad danou metédou v bode x; 1. Potom lokdlnou diskretizacnou chybou
rozumieme

di = J(®iy1) — Yig1-

2. Globalnou diskretizacnou chybou v uzle x; nazyvame
ei = y(@:) — yi,

kde y(x) je rieSenie Cauchyho tdlohy v = f(x,y), y(xo) = yo a y; je hodnota uréena
numerickou metédou po i-tom kroku.

Hovorime, ze numerickd metéda na riesenie danej tlohy je konvergentnd, ak pre
h— 0", e — 0prevsetky t: = 1,2, ..., n.

Radom numerickej metody na rieSenie Cauchyho tlohy rozumieme najvicsie celé ¢islo p (idaj cha-
rakterizujuci kvalitu aproximdcie presného riesenia), pre ktoré plati vztah

|di| £ ch?T (dn = O(RPTY), (6.6)
kde c je ista kladné konStanta.
Poznamka 6.5. Pre globélnu diskretiza¢ni chybu plati priblizny odhad
le;| = K hP.
Ak pouzijeme tu isti metddu s poloviénym krokom je

h\? 1
| o~ — —_ p
le;| =~ K (2) = 2pK h (6.7)
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(kde K je opét ista kladna konstanta), teda globélna diskretiza¢na chyba sa zmensi 2P krat. Presnejsi
odhad je uvedeny napriklad v préaci (RIECANOVA a kol., [1987)).
Ak konstanty ¢, K vo vzorcoch , pozname, alebo vieme urobit ich odhad, jedna sa o odhad
chyby. Ak vieme iba, Ze také konStanty existuja, dava vzorec iba informéciu o rychlosti konvergencie.
U konvergentnych metéd mame teoreticky zabezpedené, ze pri volbe malého kroku A budd aproxi-
mécie y;, 1 = 1, 2, ..., dostato¢ne blizko k presnym hodnotdm y(z;), i =1, 2, .... Pri zvi¢Sovani poctu
deliacich bodov sa zviésuje pocet aritmetickych operécii a tym sa zvéiéSuje zaokrihlovacia chyba.

6.2 Integralny tvar Cauchyho zaciatocnej ulohy

D4 sa ukazat, ze presngm riesenim Cauchyho zaciatocnej tlohy je funkcia y(z), pre ktort
plati

y(z) = y(wo) + /x F(t,y()) dt.

o

Ak za zaciatoény bod zvolime x; a bod x nahradime bodom z;,1, dostaneme presny
vzorec

o) =)+ [ F(eoto) dr (©5)

Integral na pravej strane teda predstavuje prirastok funkcie y(z) na intervale (z;, ;1 1).
Priblizné riesenia y; dostavame, ak vo vzorci (6.8): 1. nahradime y(z;) a y(z;41) ich
aproximaciami y; a y;+1 a 2. integral nahradime nejakou pribliznou hodnotou (ozna¢me

ju K;):
yz+1:yz+Kza ’L:O, 17

Tento postup teda v sebe zahtnia dva zdroje chyb.

Poznamka 6.6. Ak oznatime F(z) = f(xz,y(z)), tak naSou tlohou je priblizny vipocet
ur¢itého integrélu K, ~ [ F(z)da nezndmej funkcie F(z).

6.3 Eulerova, implicitna a Heunova metoda

Ak si uvedomime, Ze na intervale (x;, x;,1) pozname na zaciatku len hodnotu F'(x) v bode
x;, hodnotu urc¢itého integralu na pravej strane nahradime velkostou obdlZnika so
Sirkou h a vyskou F(x;) (obdlznikovou metddou s uzlom x;). Oznaéme teda

ki =h- f(zi,y:).
Pouzitim tejto aproximécie integralu dostavame rekurentny vzorec Eulerovej metddy:
Y1 =y + ki, alebo  yi =y +h fzi,y). (6.9)

Pouzitim lichobeznikoveého pravidla dostaneme

kr = g [ f (@i yi) + f(@ig1, Yirr)),
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Yir1 = Yi + g[f(l’my(%)) + f($i+17 y(IzH)ﬂ (6.10)

Je to tzv. implicitnd metoda, pretoze neznama hodnota y;,; nie je explicitne vyjadrena.

Na jej urcenie je vo vSeobecnosti potrebné riesit (v kazdom kroku) nelinedrnu algebrickt
rovnicu. Implicitné metdody st zndme ako stabilnejsie v porovnani s explicitnymi.

Pouzijeme hodnotu z;1; = x; + h a nahradime hodnotu y(z;1) vo vztahu (6.10)
hodnotou y;41 vypocitanou pomocou Eulerovej metédy v/, = y; + k1 a zapiSeme

ko =h- f(zi+hyi + k).
Potom pre i =0, 1, ..., dostaneme

ki+k
Yit1 = Yi + 12 2. (6.11)

Tato metoda sa nazyva Heunova alebo tiez Cauchyho-FEulerova. V kazdom kroku vypoci-
tame najprv hodnoty ki a ks (reprezentujice prirastky funkcie y) a potom ako prirastok
pouzijeme ich priemer.

Poznamka 6.7. Vo vySSie uvedenom zapise sa uz objavuje sposob rieSenia metodami
Rungeho-Kuttovymi.

Poznamka 6.8. Heunovu metédu moézeme tiez zaradif medzi metddy typu prediktor-
korektor (PC), v ktorych najprv vypocitame menej presni hodnotu (prediktor) a tato
potom pouzijeme na vypocet presnejsej (korigovanej) hodnoty. Tato myslienku mézeme
zopakovat a dostavame tzv. itera¢né spresnenie metédy pomocou rekurentného vzorca

h
uli? =t S ) + flaul) (6.12)

kde

0
,%(+)1 =y, + hf(xi,vi).
Podla poc¢tu ,korekcii“ hovorime o metéde PC, PC?, PC? atd. (tato metéda konverguje

ak h < 2).

6.4 Rungeho-Kuttove metody

Zakladom skupiny jednokrokovych metdd, ktoré sa casto pouzivaju, je vyjadrenie apro-
ximacie ;41 v tvare

Yir1 = Yi t Z wj k;j, (6.13)
j=1

kde w; st vhodné konstanty a hodnoty k; st

kl =h- f('rzayl)v
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j—1
Bj=he Szt syt Y Bmkn), J=23..5
m=1
Hodnoty k; st ziskané z funkénych hodnot funkcie f vo vhodne zvolenych bodoch, pricom
metoda nevyzaduje konstantny krok. Konstanty w;, o, B;m pre j =1, 2, ..., 5, m =1,
2, ..., j— 1 urujeme tak, Ze pozadujeme rovnost medzi prvymi p + 1 ¢lenmi Taylorovho
rozvoja lavej a pravej strany vztahu , kde y(z) je presné rieSenie. Tak dostaneme
jednokrokovii metodu radu p.
Pre rad p = 2 dostavame

kl :hf(xzayl)v

kZIhf(xZ+hayz+k1)7
1 1

yi+1:yi+§k1+§k2a

¢o je vyssie uvedena Heunova alebo Cauchyho-Eulerova metdda.
Ak na vypocet ks vyuZijeme stredny bod intervalu a teda aj poloviény prirastok k;/2
funkcie y, dostaneme:

kl =h- f(‘rzayz)7
Yir1 = Yi + ka.
Oznac¢me tuto metédu jednoducho Rungeho-Kuttova metoda 2. rddu.

Poznamka 6.9. Koeficienty kazdej Rungeho-Kuttovej metddy, ktord méa mat maxi-
malny dosiahnutelny rad, sa urcuju zo znac¢ne zlozitych sustav nelinedrnych algebrickych
rovnic (BACHVALOV, ZIDKOV a KOBELKOV, 1987; |IPIRC a BU$A| 2002). Ak pouzijeme
iné vahové koeficienty, znizi sa presnost vypocitanych hodnét.

Poznamka 6.10. Pri odvodeni rovnic sa vyuZivaju parcidlne derivéicie funkcie f(z,y)
podla premennych = a y. Metédy vyssieho radu si prirodzene vyzaduju spojitost vSetkych
parcidlnych derivacii vyssich radov. Metddy radu vysieho ako Stvrtého sa nepouzivaja
velmi ¢asto. Zname st napriklad Nystromova metéda piateho radu, Hufova metdda Sies-
teho rddu. V MATLABe sa pouziva procedtra ode45, z ktorej ndzvu mozeme dedukovat,
ze sa jedna o kombinaciu metdd 4. a 5. radu.

Najpouzivanejsiou metodou je metéda Rungeho-Kuttova sturtého radu:

ki = h- f(xi,u),

ky =h- f(z;+h/2,y; + k1/2),

ks = h- f(x;+h/2,y; + k2 /2), (6.14)
ky = h- f(@; 4+ h,y; + k3),

ki + 2ko + 2ks + Ky
6 Y

Yir1 = Yi +

priéom y(mn-ﬁ—l) = YUn+1 + O(h’4)
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Tabulka 6.1: Porovnanie kvality roznych metéd, v tabulke st uvedené
vypocitané hodnoty (1) a absolttne hodnoty |§(1) — €|

Eulerova implicitna Heunova R-K 4. radu

h=1 2.00000000 | 3.00000000 | 2.50000000 | 2.7083333333
0.7183 0.2817 0.2183 0.00995

h=0,1 2.59374246 | 2.72055141 | 2.71408085 | 2.7182797441

0.1245 0.00226 0.0042 2,08 x 1076

h =0,01 2.70481383 | 2.71830448 | 2.71823686 | 2.7182818282

0.0135 226 x 107° | 4,5 x 1075 | 2,25 x 10710

h = 0,001 || 2.71692393 | 2.71828206 | 2.71828138 | 2.7182818285
0.0014 2,26 x 1077 | 4,5 x 1077 1x10713

Poznamka 6.11. Pozorny ditatel si iste vSimne podobnost Rungeho-Kuttovej metédy
4. radu so Simpsonovou metddou, ktortt modzeme chapaf tak, ze vysledok je vazeny arit-
meticky priemer hodnot ziskanych obdlZznikovymi metédami s vybermi bodov na krajoch
a v strede intervalu. V tomto pripade pouzivame obdIlZnikovi metédu v ,strednom® bode
dvakrat a vaha 4 sa rozdeli na dve vahy po 2.

Poznamka 6.12. Pre ststavu diferencidlnych rovnic pouzijeme okrem vektorov y a f
aj vektory ki, ko, k3 a ky.

Poznamka 6.13. Na odhad chyby aproximécie pomocou Rungeho-Kuttovej metédy
stvrtého radu mozeme pouzit metédu poloviéného kroku, pricom plati priblizny odhad

()b be) ]

Priklad 6.1. Urcéme priblizné rieSenie Cauchyho zaciatoc¢nej tilohy

y'(x) =y(x),  y(0)=1,
v bode z,, = 1.

RieSenie. Presnym rieSenim danej zaciatocnej tlohy je exponencidlna funkcia y(z) =
= ¢”. Teda 7ziadana hodnota je y(1) = e = 2,718281828... V tomto pripade sa vdaka
jednoduchosti a linearite funkcie f(x,y) daju rekurentné vzorce vyjadrif v tvare:
Eulerova metéda: y;.1 = (1 + h) - y;,

Implicitna metéda: y; .1 = (1 + h/2)/(1 — h/2) -y,

Heunova metdéda: y;,1 = (1 +h+ h%/2) -y,

Rungeho-Kuttova metéda 4. radu: y; 11 = (1+h + h?/2 + h3/6 + h*/24) - y;.
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Vzorec pre Rungeho-Kuttovu metdédu 2. radu sa v tomto pripade zhoduje so vzorcom
Heunovej metédy. Pozorny ¢itatel vo vzorcoch iste postrehne ¢leny rozvoja funkcie e do
Taylorovho radu. V tabulke st porovnané hodnoty ¢(1) uréené metédami Eulerovou,
implicitnou, Heunovou a Rungeho-Kuttovou 4. radu pre $tyri rozne hodnoty kroku h = 1;
0,1; 0,01 a 0,001. V druhom riadku je vzdy uvedena zaokruhlena absolitna hodnota chyby
15(1) —e|. O rade metddy sa mdzeme presvedcit podla charakteru chyby. Pri desatnasob-
nom zmens$eni kroku sa v pripade Eulerovej metédy chyba zmensuje radovo desatnasobne
(teda o jeden rad), pre implicitni a Heunovu metddu sa chyba zmensuje o dva rady (prva
platné cifra chyby sa postva o 2 desatinné miesta) a v pripade Rungeho-Kuttovej me-
tody sa chyba zmensuje o Styri rady. Uz pri kroku h = 1 ddva Rungeho-Kuttova metéda
presnost porovnatelnt s Eulerovou metédou pri A = 0,01. Pri Rungeho-Kuttovej metéde
4. rddu musime pocitat v kazdom kroku 4 funkéné hodnoty f a pri Eulerovej metéde
len jednu; napriek tejto ,nevyhode“ Rungeho-Kuttovej metédy bude tato omnoho efek-
tivnejsia, ¢o sa eSte viac prejavi pri vyssich presnostiach. S vynimkou pripadu A = 1
sa implicitnd metdda v tomto pripade prejavila ako presnejsia v porovnani s Heunovou
metodou.

Priklad 6.2. Uréme pribliznt hodnotu y(0,2), ak y(z) je rieSenim zaciatocnej tlohy
pre diferencialnu rovnicu

y=z+y,  y(0)=1,
metédou Rungeho-Kuttovou s krokom h = 0,2.

Riesenie. Na vypocet koeficientov vo vztahu (6.14) mdZeme pouzif tato schému

z y ki = hf(z,y)
T Yo ki = hf(zo,0) kq
To + % yo + 12 ko =hf(zo+ 2, y0+ %) 2ks
To+ % yo + 2 ks =hf(zo+ %, y0 + %) 2ks
To+h Yo + k3 ks = hf(xo+ h,yo+ ks) ka
rp=wx0+h y1 =y +K K:%ijj
pre xo = 0; yo = 1; h =0,2; f(x,y) = x + y dostdvame
x Y k;
0 1 02 02
0,1 11 024 048
0,1 1,12 0244 0,488
0,2 1,244 02888 0,2888
21 = 0,2 K = 1,4568/6,
teda

y(0,2) = y(0) + K = 1,2428.

Na porovnanie rieSenim uvedenej tlohy je y = 2e” — x — 1, odkial dostaneme y(0,2) =
= 1,2428055. ...
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Priklad 6.3. Pomocou metédy Rungeho-Kuttovej uréme priblizni hodnotu y(0,1), ak
y(x) je rieSenim zaciatoc¢nej ulohy pre diferencialnu rovnicu druhého radu

y" +0,29y" + 10 siny = 0, y(0) = 0,3; y'(0) = 0.

Riesenie. Uvedenu diferenciadlnu rovnicu prepiSeme na stustavu diferencidlnych rovnic.
Polozime 1y = z, potom " = 2’ a dostédvame stustavu diferencidlnych rovnic

/

Yy =2z
2= -0,22—10 siny,
pricom
y<0> = 0’3 = Yo, Z(O) == y,(O) =0= 20-

Pouzijeme vektory k; = (kjy, kj.).

j x Y z kjy =01z kj, =(—0,22 —10siny) - 0,1

10 0,3 0 0 —0,2955

2 0,06 0,3000 —0,1478 —0,0148 —0,2926

3 0,05 0,2926 —0,1463 —0,0146 —0,2855

4 0,1 0,2854 —0,2855  —0,0286 —0,2810
Potom

K, = 10+ 2(—0,0148) + 2(—0,0146) + (—0,0286)] = —0,0146,
K. = 1[(~0,2955) + 2(—0,2926) + 2(—0,2855) + (—0,2810)] = —0,2888

<

(0,1) ~ 0,3 + (—0,146) = 0,2854.

Poznamka 6.14. Pomocou vztahu |(ks — k3)/(k1 — ko)| mdZeme pri uvedenej metéde
testovat velkost kroku h. Ak je jeho hodnota ~ 0,05 ponechdme dany krok. Ak je jeho
hodnota podstatne vicsia ako 0,05, zmensime krok h.

Otazky k prebranej tematike:

e Aka je formulacia Cauchyho zaciatocnej tlohy pre diferencidlnu rovnicu 1. radu?

e Aka je formulacia Cauchyho zaciato¢nej tlohy pre diferencidlnu rovnicu vyssich
radov?

e Aka je formulacia Cauchyho zaciatocnej tlohy pre systém diferencialnych rovnic
1. radu?
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e Ako pretransformujeme zaciato¢ni tlohu pre rovnicu vyssieho radu na zaciato¢nu

ulohu pre systém 1. radu?

e V ¢om spociva zakladny rozdiel medzi Eulerovou, implicitnou, Heunovou a Rungeho-

Kuttovou metddou 4. radu?

e Aky je algoritmus riesenia zaciatoc¢nej tlohy pre diferencidlnu rovnicu 1. radu

Rungeho-Kuttovou metédou 4. radu s konstantnym krokom A7

Ulohy

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

Urcéte rieSenie Cauchyho ulohy ¢ = 2, y(0) =1
na intervale (0;0,4)

a) Eulerovou metédou s krokom h = 0,05

b) metédou R-K s krokom h = 0,2.

a) © Y Ty b) = y
0,05 1 0,25 1,0248 0 1
0,1 1,0025 0,3 1,0370 0,2 1,0198
0,15 1,0075 0,35 1,0151 0,4 1,0770
0,2 1,0149 04 1,0681
Urcte priblizné riesenie Cauchyho tlohy
2z(e¥ —1
(14 22)ey 11 11
na intervale (1;1,3) s krokom h = 0,1
. , 1,1 1,0637 1,1 1,0643
a) modifikovanou Eulerovou metédou ’
b) metédou R-K. 1,2 1,1293 1,2 1,1302
1,3 1,1961 1,3 1,1973
Pomocou metédy R-K s krokom h = 0,1 vypocitajte y(2),
! $<y - 1) o
Ry =" e y(1) =0. [y(2) = —1,4998]
Metédou R-K s krokom h = 0,1 vypoéitajte y(1), ak
;04— 2% —y? (0) =0
YT ey YT [y(1) = 0,0919]
Pomocou metdédy R-K urcte priblizné riesenie Cauchyho tlohy
y=-3y—z y0)=1, Ty z
Z=y—=z 2(0)=1 0 1 1
na intervale (0;0,6) s krokom h = 0,2. 0,2 0,4027  0,9381

0,4 0,0905 0,8084
0,6 —0,0597 0,6623



7 Nahodné javy a pravdepodobnost

7.1 Pokus a jav

Zakladnymi pojmami tedrie pravdepodobnosti si1 pojmy pokus a jav. Uvedieme ich intu-
itivne definicie.

Nech je pevne stanoveny isty systém podmienok (napr. majme pravidelni hraciu
kocku, ktorej steny st oznac¢ené ¢islami 1, 2, ..., 6). Proces (dej), ktory moze nastat pri
realizacii tychto podmienok (napr. hod touto hracou kockou) nazyvame pokusom. Tu
vyzadujeme, aby kazdy pokus mal tzv. vlastnost hromadnosti, t. j. aby sme ho mohli
za tych istych podmienok teoreticky fubovolnekrat opakovat. Vysledok tohto procesu nie
je jednoznac¢ny, je ndhodny, a nazyvame ho javom alebo udalostou (padnutie Sestky na
vrchnej stene kocky). Jav je teda vysledok pokusu.

Z pohladu mozného nastatia delime javy do troch zakladnych skupin:

1. javy isté su javy, ktoré po vykonani daného pokusu vzdy nastant (napr. padnutie
¢isla mensieho nez 10);

2. javy nemozné su javy, ktoré po vykonani daného pokusu nikdy nenastana (napr.
padnutie ¢isla 10);

3. javy nahodné su javy, ktoré po vykonani daného pokusu mozu, ale nemusia nastat
(napr. padnutie parneho ¢isla).

Toto triedenie javov je silne viazané na konkrétny pokus, t. j. na konkrétny systém
podmienok. Zmenou systému podmienok sa moéze napr. nemozny jav stat ndhodnym alebo
dokonca aj istym (napr. ak by sme vsetky steny kocky oznacili ¢islom 10, tak padnutie
¢isla 10 by bol isty jav, hoci pri povodnej kocke to bol jav nemozny).

Javy budeme oznacovat velkymi pismenami A, B, C, ..., istému javu vyhradime
pismeno I a nemoznému javu znak ().

7.2 Zakladné poznatky o javoch

V tejto casti uvedieme zdkladné relacie (vztahy) a operacie s javmi, ktoré mozu byt
vysledkom jedného, pevne daného, pokusu.

Definicia 7.1. Jav A nazjvame podjavom javu B prave vtedy, ked z nastatia javu A
vyplyva nastatie javu B, ¢o zapisujeme takto: A C B.

Napr. padnutie ¢isla 2 na hracej kocke je podjavom javu, Ze padne na nej parne ¢islo.
Jezrejmé, ze AC Aaak AC BaBcCC,tak AcCC.
Definicia 7.2. Javy A a B nazgvame ekvivalentné (zapisujeme A = B) prdve vtedy,
ked A C B a sucasne B C A.

V tomto pripade ¢asto hovorime, Ze sa javy A a B rovnaju alebo ze st totozné.

Definicia 7.3. Opacéngm javom k javu A nazgvame jav (oznacujeme ho A), ktory
nastane prdve vtedy, ked nenastane jav A.

A.

Plati: T=0,0 =1 a (A)

95
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Definicia 7.4. Jav C nazgvame prienikom (sicéinom) javov A a B prdve vtedy, ked
nastane len za sucasného nastatia oboch javov A a B. Zapisujeme to takto: C' = AN B.

Plati: ANA=A ANB=BNA, AN(BNC)=(ANB)NC, ANA=0, An0 =0,
ANI=A ANnBCA.

Definicia 7.5. Jav C nazgvame zjednotenim (suctom) javov A a B prave vtedy, ked
nastane len za predpokladu, Ze nastal asporn jeden z javov A a B. Zapisujeme to takto:

C=AUB.

Plati: AUA=A, AUB=BUA, AU(BUC) = (AUB)UC, AUA =1, AU = A,
AUI=1,AcC AUB.

Taktiez plati: AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AU(BNC)=(AUuB)N(AUC),
(AUB)=ANB, (AN B) = AU B (de Morganove pravidl4).

Definicia 7.6. Jav C' nazgvame rozdielom javov A a B (pozor na poradie javov)
prdve vtedy, ked nastane len za predpokladu, Ze mastal jav A a sucasne nenastal jav B.
Zapisujeme to takto: C' = A — B.

Evidentne plati: A — B = AN B.

Priklad 7.1. Nech jav A spociva v tom, ze pri jednom hode beznou hracou kockou
padne na vrchnej stene neparne €islo a nech jav B znamena padnutie cisla, ktoré je
delitelné ¢islom 3. Charakterizujme javy AUB, ANB, A— B, B, ANBa (B—A)NA.

RieSenie. Je zrejmé, ze

jav A U B nastane préave vtedy, ked padne niektoré ¢islo z mnoziny {1, 3,5,6};
jav A N B nastane prave vtedy, ked padne ¢islo 3;

jav A — B nastane prave vtedy, ked padne niektoré ¢islo z mnoziny {1,5};

jav B nastane prave vtedy, ked padne niektoré ¢islo z mnoziny {1,2,4,5};

jav AN B nastane prave vtedy, ked padne &slo 6;

jav (B — A) N A je jav nemozny.

Definicia 7.7. Javy A a B nazgvame disjunktngmi (tieZ nezlucitelngmi) prdve
vtedy, ked nemozu sicasne nastat, t. . ked AN B = 0. Javy Hy, Hy, ..., H, nazjvame
disjunktngmi (nezlicitelngmi) javmi prave vtedy, ked si po lubovolnigch dvojiciach
disjunktné t. j. ked H; N\ H; = () pre kazdé i # j, i, j € {1, 2, ..., n}.

Definicia 7.8. Disjunktny systém javov H,, Ho, ..., H, nazgyvame uplngm prdve
vtedy, ked jeho zjednotenim je isty jav.
Teda pre tplny disjunktny systém javov Hy, Hs, ..., H, plati
H,NH; =0prekazdéi#j, i,7€{1,2,...,n} (7.1)
Hy\UHU...UH,=|JH =1 (7.2)

i=1
Takyto systém javov Casto nazyvame hypotézy.

Priklad 7.2. Ak pod javom H; rozumieme padnutie parneho ¢isla na kocke a pod
H, padnutie neparneho c¢isla, tak tieto dva javy tvoria uplny systém disjunktnych javov
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(hypotéz). Ak pod javom Hy, k € {1, 2, 3, 4, 5, 6}, rozumieme padnutie ¢isla k na kocke,
tak Sest javov H}, tvori tiez Gplny systém disjunktnych javov.

Definicia 7.9. Jav A nazjvame zloZenym javom prave vtedy, ked sa dd vyjadrit ako
zjednotenie dvoch javov Ay a Ao, ktoré sa nerovnaji nemoznému javu a ani javu A.

Pre zloZeny jav A teda plati:
A=A UA,, pricom A# A; #0 a A+# Ay # 0.

Je prirodzené v tom pripade hovorit, Ze jav A je rozloZeny na javy A; a A,. Padnutie
neparneho ¢isla na kocke je zrejme zlozeny jav.

Definicia 7.10. KaZdy jav E, ktory nie je zloZeny nazyvame elementarnym javom.

Vsimnime si zdkladné vlastnosti elementarnych javov:

1. Jav F je elementarny prave vtedy, ked neexistuje taky jav A # (), ze A C E.
2. Ku kazdému zlozenému javu A existuje taky elementarny jav E, ze E C A.
3. Lubovolné dva rozne elementarne javy su disjunktné.

4. Kazdému zloZzenému javu A mdZeme jednoznacne priradif takd mnozinu elemen-
tarnych javov (tdto mnozina nemusi byt koneénd), ze jav A je zjednotenim tychto
elementarnych javov.

Pri hadzani kockou je mnozina elementérnych javov sestprvkova[l pozostéva z javov Fj,
Es, E5, Ey, Bs5, Eg, kde elementarny jav Ejy znamend padnutie Cisla k.

Pri kazdom pokuse treba mat jasni predstavu o mnozine elementarnych javov {Ej,
Ey, ..., By, ...} =, ktord mu prislicha (tdto mnozina moze byt aj nekone¢nd). Podla
stvrtej vlastnosti elementarnych javov existuje vzajomne jednoznacné korespondencia
medzi lubovolnym javom a istou podmnozinou mnoziny -, konkrétne mnozinou jemu pri-
slichajucich elementarnych javov. Tento fakt ndm umoznuje hovorit o tzv. mnozinovej
interpretacii javov a vyssie definované operacie a relacie s javmi prezentovat pomocou
znamych operécii a reldcii s mnozinami. M6zeme pritom pouzit zndme Vennove diagramy,
ktoré ndm umoznia ziskat rad dal$ich vlastnosti javov.

Pre exaktnejsi vyklad je osozny pojem javového pola:

Definicia 7.11. Nech v = {E1, Es, ..., E,, ...} je lubovolnd mnoZina. Pod javovym
polom nad v rozumieme taky systém T podmnoZin mnoZiny v, pre ktory plati:

1. D er;

2. akA, Ber,takANBer, AUBETaA€ET;

3. pre kazdi postupnost Ay, As, ..., A,, ...E€T je ﬁl AieTa 'Ej1 A eT.
Proky javového pola nazgvame javmid.

Vsimnime si, ze z prvych dvoch poziadaviek vyplyva, ze v € 7, pricom ~ reprezentuje
isty jav [ E] Jav nemozny je reprezentovany prazdnou mnozinou.

LAk sa zaujimame len o &islo, ktoré padne.
2Mnozina v méze byt napr. mnoZina vietkjch elementarnych javov.
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7.3 Pojem pravdepodobnosti javu

V tejto casti kazdému javu A priradime podla stanovenych pravidiel isté ¢islo, ktoré bude
vyjadrovat ,mieru Sance na to, ze jav v danom pokuse nastane“. Toto ¢islo nazveme
pravdepodobnostou javu A a oznacime ho zépisom P(A).

Definicia 7.12. (Klasickd definicia pravdepodobnosti) Nech

v={E1, Es, ..., E,} je konecnd mnozina elementdrnych javov a nech kazdy elementdrny
jav je ,rovnako mozZny (ocakdvany)“. Pre lubovolny jav A € T definujeme jeho
pravdepodobnost predpisom

P(A) = —, (7.3)
kde m je pocet roznych elementdrnych javov, na ktoré sa jav A rozkladd, t. j.

A=F,UE,U...UE; (7.4)

m"*
Komentar k definicii:

1. V definicii predpokladdme, Ze mnozina elementarnych javov je konecnd, ¢o nie je
splnené v kazdom pokuse. Naviac, je pouzity intuitivny pojem ,rovnako mozny
(o¢akavany)“.

2. Je potrebné spravne porozumiet vyjadrenie (7.4): pre ,dvojindexy*“ s plati
{i1,d2,...,im} C{1,2,...,n}.

Napr. ak je A jav, ktory spociva v padnuti neparneho ¢isla na kocke, tak n = 6 a
A:E1UE3UE5, tJlel, 7:2:3, i3:5am:3.

3. Rovnost ([7.3) mdzeme interpretovat aj takto:

_ pocet vSetkych moznych priaznivych vysledkov javu A

P(A
(4) pocet vsetkych moznych vysledkov pokusu

Veta 7.1 (Zakladné vlastnosti klasickej pravdepodobnosti).
1. Pre kazdy jav A€ 1 je 0 £ P(A) < 1.

2. Pre isty a nemozny jav je P(I) =1 a P(() = 0.

3. Pre opacny jav plati P(A) =1 — P(A).
4. Pre disjunktné javy: ak AN B =0, tak P(AU B) = P(A) + P(B)

Dokaz. Ak si pre [ubovolny jav uvedomime pocet elementarnych javov, ktoré vystupuju
v jeho vyjadreni (7.4), tak prva a druhd cast vety je trividlna. Ak pre jav A v tretej Casti
plati 1) tak vo vyjadreni javu A v tvare 1' vystupuju vsetky ostatné elementarne
javy mnoziny v a tych je presne n — m. Takto

— n—m m

P(A) = —1-" -1 pa).

n n
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4. Ak pre jav A plati |) apre Bje B=FE;, UE;, U...UE;, (teda P(B) = %), tak
tieto vyjadrenia disjunktnych javov A a B nemaju ani jeden elementarny jav spolo¢ny, a
preto AU B obsahuje vo vyjadreni (7.4)) presne m + k roznych elementarnych javov. Teda

PAUB) =8 T N by 4 p(B).

n n n

O

Priklad 7.3. Ur¢me pravdepodobnost toho, Ze pri jednom hode beznou hracou kockou:
a) padne ¢islo 6; b) padne neparne ¢islo; ¢) nepadne ¢islo 4.

Riesenie. Pre bezni hraciu kocku je v = {E1, Es, E3, Ey, E5, Fg}, kde elementarny jav
E;, znamené padnutie ¢isla k. Zrejme n = 6. Nech A je jav, ktorého pravdepodobnost

chceme urdit. Potom

a) A= Fg, atedam=1a P(A) = ;.
b) A= E UE3UEs, atedam=3a P(A) = %

c) Pre opa¢ny jav A = Ey jem =1 a P(A) = ¢. Teda P(A) =1— P(A) = 2.

Priklad 7.4. V sade M = 100 ziaroviek je K = 24 chybnych (zvy$né st dobré). Uréme
pravdepodobnost toho, Ze medzi N = 11 ndhodne vybranymi Zziarovkami budu prave
x = 2 chybné.

=W

Riesenie. Nech A je jav, ktory spoc¢iva v tom, Ze medzi 11 ndhodne vybranymi ziarovkami
budt prave 2 chybné. 11 Ziaroviek mozeme zo 100 Zziaroviek vybrat (11010) sposobmi (ide
o vyber bez opakovania, pri ktorom nezalezi na poradi). Toto kombinacné ¢islo urcuje
pocet elementarnych javov E; pre nas pokus. Teda n = (11010). Pocet elementarnych javov,
ktoré su priaznivé javu A dostaneme ako sucin poc¢tu moznych vyberov dvoch chybnych
ziaroviek z celkového poc¢tu 24 chybnych a po¢tu moznych vyberov deviatich dobrych

ziaroviek z celkového pocétu 76 dobrych, t. j. m = (224 ) (796). Takto
24\ (76
(5)(5)
100
(1)
Vyc¢islenie poslednej hodnoty je dost pracne, ale v MATLABe vysledok dostaneme po-

mocou hygepdf (2,100, 24, 11).
Vo vseobecnom pripade bude

() (5—2)

x N —=x

pa)= AN (75)
N

¢o v MATLABe dostaneme pomocou hygepdf(x, M, K, N).

Priklad 7.5. V krabici je 5 bielych, 6 modrych a 7 éervenych guliek. Nahodne z nej (bez
vratenia do krabice) vyberieme 9 guliek. Ak4 je pravdepodobnost toho, Ze sme vybrali 2
biele, 3 modré a 4 ¢ervené gulky?

P(A) = ~ 0,2776.
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Riesenie. V krabici je spolu 18 guliek. Obdobnou tvahou ako v predchadzajicom pri-

klade dostaneme, ze 9 guliek mozeme vybrat n = (198) sposobmi, pricom pozadovana

konstelacia sa da dosiahnut m = (g) (g) (D sposobmi. Preto hladana pravdepodobnost je

5\ (6) (7
() &) Q) _10-20-35 ~ 00,1440

(%) 48620

Poznamka 7.1. Skuste zovSeobecnenit tento priklad pre pripad, Ze by v krabici boli
gulky s k farbami, resp. pre pripad, ked by sme mali dany isty sibor objektov s k réznymi
vlastnostami.

V literattire mozeme najst aj iné definicie pravdepodobnosti (napr. tzv. Statisticki
definiciu alebo geometrickt definiciu). Ziadna z nich vsak nie je dostato¢ne vieobecne
aplikovatelna (napr. klasickd definicia predpoklada konecny pocet elementarnych javov).
Tento nedostatok odstratiuje axiomaticka (Kolmogorovova) definicia. T4 si ovSem vyza-
duje pri jej exaktnom pouzivani pomerne naro¢ny matematicky aparat. Na takyto pristup
neméame dostatok priestoru, a preto niektoré nase dalsie ivahy nebudi dostatoc¢ne vse-
obecné.

Definicia 7.13. (Aziomatickd definicia pravdepodobnosti) Nech v je mnozZina
elementdarnych javov a nech T je javové pole nad vy (t. j. T je mnoZina javov). Nech si
splnené€ tieto tri axiomy:

Ay kaZdému javu A € T je priradené prdve jedno nezaporné ¢islo P(A), ktoré nazgvame
pravdepodobnostou javu A;

As: pre lubovolny systém disjunktnich javov Ay, Ag, ..., Ay, -+ € T plati

P(AJUAyU...UA,U...)=P(A)+P(A)+---+PA)+--. (7.6)

Tito usporiadand trojicu [y, T, P| nazjvame pravdepodobnostné pole.

Tieto axiomy nespecifikuji exaktny predpis na urc¢enie pravdepodobnosti javu. V kon-
krétnych situaciach postupujeme tak, ze pouzijeme klasickti definiciu, resp geometrickt
alebo statistickt definiciu pravdepodobnosti. Je zrejmé, ze klasicka definicia je v stlade
s pozadovanymi axiémami A; — As. Z tychto troch axiém moéZeme postupne dokazat
tvrdenia nasledujtcej vety:

Veta 7.2. Ak [y, 7, P] je pravdepodobnostné pole, tak:

~

P(0) = 0;

2. pre kazdy jav A € 7 plati P(A) =1 — P(A);
3. ak A C B, tak P(A) < P(B);

4. pre kazdy jav A € 7 je 0 < P(A) = 1;

5

. pre lubovolné javy A, B € 7 je P(A — B) = P(A) — P(AN B);
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6. pre lubovolné javy A, B € 7 je P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B);
7. pre lubovolné javy A, B,C € T je

P(AUBUC)=P(A)+ P(B)+ P(C) —

—[P(ANB)+ P(ANC)+ P(BNC)+P(ANnBNC);
8. zovseobecnenie: pre lubovolné javy Ay, As, ..., A, € T plati

n n

P(JA) = zn: P(A;) = > P(ANA)+

i=1

pj=1

i<
+ ) PANANA) — 4+ (1) PANAN .. N A,)
k=1
1<j<k

Dokaz. Na ukazku dokdZeme prvé tvrdenie: z vlastnosti javového pola vyplyva, ze () € 7
a z A; dostaneme, Ze existuje P((). Kedze I € 7, tak TU() € 7 a opif z A; dostaneme,
ze existuje P(IU0). Javy I a () st disjunktné, a preto podla A; P(IUD) = P(I)+ P(0).
Zrejme I U = I, odtial P(I) = P(I) + P(0). Na zaklade Ay je P(I) = 1 a teda
1 =1+ P(0), ¢o znamen4, ze P(() = 0.

Hlavna idea ddkazov zvysnych tvrdeni vety, ale aj inych tvrdeni, spoc¢iva ¢asto v roz-
klade javu, ktorého pravdepodobnost sa skiima, na zjednotenie disjunktnych javov a
nasledné pouzitie tretej axiomy. O

Priklad 7.6. V urne je 19 guli¢iek, z ktorych kazda je ocislovana prave jednym z ¢isel
1,2,...,19. Ndhodne z nej vytiahneme jednu gulku. Uréme pravdepodobnost toho, Ze
vytiahnuté gulka je oznacend ¢islom, ktoré je delitelné dvoma alebo troma.

RieSenie. Nech A je jav, ktory spociva vo vytiahnuti gulky oznacenej ¢islom delitelnym
dvoma a B je jav, ktory spociva vo vytiahnuti gulky oznacenej ¢islom delitelnym troma.
Potom P(A) = 1% a P(B) = %. Jav AN B znamena vytiahnutie gulky, ktorej ¢islo je
delitelné dvoma aj troma, t. j. je delitelné Siestimi. Zrejme P(AN B) = %. Je potrebné
ur¢it pravdepodobnost javu A U B.
Na zéaklade Siestej casti poslednej vety mame
9 6 3 12

P(AUB)= — 4+ — -~ ==
(AUB) =15+ 15" 19 19

7.4 Podmienend pravdepodobnost a veta o uplnej pravdepo-
dobnosti

Za istych okolnosti je uzitoéné skimat pravdepodobnost javu A za predpokladu, Ze vieme
o tom, Ze nastal jav B. Tato pravdepodobnost budeme oznacovat P(A|B) a ¢itat prav-
depodobnost javu A za predpokladu, Ze nastal jav B, resp. podmienena prav-
depodobnost javu A za predpokladu, Ze nastal jav B.
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Definicia 7.14. (Podmienend pravdepodobnost) Nech [y, 7, P] je pravdepodob-
nostné pole. Pravdepodobnost javu A za predpokladu, Ze nastal jav B definujeme
takto:

P(AN B)

PUAIB) = =55

(7.7)

Pre P(B) = 0 pravdepodobnost P(A|B) z logickych dévodov nedefinujeme.

Priklad 7.7. Isté zariadenie je v bezporuchovej prevadzke aspon dva roky s pravdepo-
dobnostou 0,8 a aspon tri roky s pravdepodobnostou 0,5. Je zndme, Ze toto zariadenie
bolo dva roky v bezporuchovej prevadzke. Uréme pravdepodobnost toho, ze bude v bez-
poruchovej prevadzke este aspon rok.

Riesenie. Nech B je jav, ktory spociva v tom, Ze zariadenie je v bezporuchovej prevadzke
aspon dva roky a nech A je jav, ze zariadenie je v bezporuchovej prevadzke aspon tri
roky. V tlohe ziadame urcit pravdepodobnost toho, Ze nastal jav A za predpokladu, ze
nastal jav B, t. j. P(A|B). VSimnime si, Ze A C B a teda AN B = A, ¢o znamena, Ze
P(AN B) = P(A). Z tychto poznatkov pre pozadovani podmienenti pravdepodobnost
dostaneme

P(AnB) P(A) 05

P(A|B) = PB) ~P(B) ﬁ = 0,625.

Poznamka 7.2. Jednoducho by sme mohli dokazaf, Ze takto definovand podmienend
pravdepodobnost spliia vietky tri poziadavky axiomatickej definicie pravdepodobnosti.
Vsimnime si, Ze pre P(A) - P(B) # 0 dvojnasobnym pouzitim (7.7)) dostaneme

P(ANB) = P(B) - P(A|B) a P(ANB) = P(A)- P(B|A).
Odtial mame
P(B)- P(A|B) = P(A) - P(B|A). (7.8)

Zovseobecnenim tychto tvah je:

Veta 7.3. Ak [y, T, P] je pravdepodobnostné pole, tak pre javy A; € T,
1=1,2,...,n plati

P(AiNAyN---NA,) = P(A))- - P(As|A;) - P(A3|A1 N Ay) - ...
o PAAJAIN AN N Any).

Suvislost medzi hypotézami a podmienenou pravdepodobnostou poskytuje nasledu-
juce tvrdenie:

Veta 7.4 (Veta o uplnej pravdepodobnosti).  Nech [y, 1, P] je pravdepodobnostné
pole a javy Hy, Ho, ..., H, si hypotézy (t. j. uplny systém disjunktnijch javov). Potom
pre lubovolny jav A plati

P(A) = P(Hy) - P(A|Hy) + P(Hy) - P(A|Hy) + - --
v+ P(Hy) - P(A[H,) = 32 P(H;) - P(AJH,).

i=1

(7.9)
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Dokaz. Pre jav A mame (I je isty jav):
A=ANI=AN(HiUH,U---UH,)=(ANH)U(ANHy)U---U(ANH,).

Kedze javy H; st disjunktné a (ANH;) C H;, tak aj javy (ANHy), (ANHs), ..., (ANH,)
st disjunktné a podla tretej axiémy definicie pravdepodobnosti je

P(A)=P(ANnH,))+ P(ANHy)+---+ P(ANH,).

Ak si teraz uvedomime rovnost P(ANH;) = P(H;)- P(A|H;), tak dostaneme pozadované

vyjadrenie ((7.9).
O

Priklad 7.8. V krabici st dve nové a tri uz pouzité tenisové lopticky. K prvej hre si
hraci ndhodne z nej vyberu dve lopticky a s oboma si zahraji. Po hre ich vratia naspit
do krabice. K druhej hre si vybert tri lopticky. Uréme pravdepodobnost toho, Ze to buda
uz pouzité lopticky.

Riesenie. Nech H;, i € {0, 1,2} je jav, ktory spociva v tom, zZe k prvej hre si hraci vybrali
i novych lopticiek. Tieto javy tvoria hypotézy, pricom podla (7.5)) je

P(Hy) = % — b D) - % — i+ PUH) = (()# -

Nech A je jav, ktory spociva v tom, ze k druhej hre buda vytiahnuté tri uz pouzité
lopticky. Potom (vSimnite si konstelacie lopti¢iek v krabici pri jednotlivych hypotézach)

() 10 () 10
Podla (7.9) je
3 1 6 4 1 37
PA)=— —4+— —+—-1=—.
(4) 10 10 + 10 10 + 10 100

Informaciu o pravdepodobnosti nastatia nejakej konkrétnej hypotézy za predpokladu,
ze nastal nejaky jav, nam poskytuje toto tvrdenie:

Veta 7.5 (Bayesov vzorec). Nech [y, 1, P| je pravdepodobnostné pole, javy Hy, Hs,
..., Hy st hypotézy a A € T je lubovolny jav, pre ktory je P(A) # 0. Potom pre kaZdi
hypotézu Hy, je
P(H,) - P(A|H, P(H,) - P(A|H,
P 4) = I DA P ’“)P(A() Hs) (7.10)
> P(H) - P(AIH)
i=1

Dokaz. Ak aplikujeme ([7.8]) na jav A a hypotézu Hj, tak dostaneme

P(H,) - P(A|H,) = P(4) - P(H,|A).
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To znamena, ze
P(Hy) - P(A|Hy)
P(A) '
Ak tu nahradime P(A) vyjadrenim z vety o tplnej pravdepodobnosti, dostaneme poza-
dovany vysledok. O

P(H|A) =

V literature je casto uvadzany priklad takéhoto typu:

Priklad 7.9. Je zname, ze v Morseovej abecede pomer priemerného poctu vyslanych
bodiek k poctu vyslanych ¢iarok je 5 : 3. Pri prenose sa skresli v priemere pit percent
bodiek (t. j. vysland bodka je prijata ako ¢iarka) a skreslenie u ¢iarok je sedem percent.
Uréme pravdepodobnost toho, Ze bola a) vyslana ¢iarka, ak bola prijata bodka; b) vyslana
bodka, ak bola prijatd bodka.

Riesenie. Nech Hy, resp. Hg je jav spocivajuci v tom, Ze bola vyslana bodka, resp.
Giarka. Tieto javy zrejme tvoria hypotézy a vzhladom na dany pomer poctov vysielanych
bodiek a ¢iarok je P(H,) = 2 a P(H;) = 2. Nech A je oznacenie javu, Ze je prijatd bodka.
Z formulacie prikladu vyplyva: P(A|Hy) = 0,95 (95 % vyslanych bodiek sa neskresli) a
P(A|H¢) = 0,07 (vyslana ¢iarka sa skreslila). Z vety o uplnej pravdepodobnosti mame

P(A) = P(Hy) - P(A|Hy) + P(H:) - P(A|He) = g 0,95 + g 0,07 = 0,62.

a) Ziada sa urcit P(HgA). Podla (7.10) je

P(H)- P(A|H:) £-0,07

P(H:|A) = = ~ 0,0423.
(Hel 4) P(A) 0,62
b) Tu chceme ur¢it P(Hy|A). Je
P(Hy) - P(A|H, 2.0,95
P(Hy|A) = (Fv) - P(A|Hy) _ 5 ~ 0,9577.

P(A) 0,62
Vsimnimi si, Ze v ¢asti b) sme urcovali pravdepodobnost javu, ktory je opaénym javom

k javu z Casti a).

7.5 Nezavislé javy

Definicia 7.15. Dwa javy A a B nazjvame vzajomne nezavislymi prave vtedy, ked
pravdepodobnost jedného z nich sa nemeni nastatim druhého alebo ked pravdepodobnost
jedného z nich je nulova.

Tato ,slovna definiciu“ méZzeme formulovat takto: dva javy A a B st vzajomne ne-
zavislymi prave vtedy, ked nastane aspoii jeden z tychto Styroch pripadov:

P(AB)=P(A) Vv P(B)=0 Vv P(B|A)=P(B) Vv P(A)=0. (7.11)

V beznom texte vynechavame privlastok ,vzajomne® a hovorime o nezavislych javoch.
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Veta 7.6.  Nech [y, T, P] je pravdepodobnostné pole. Javy A, B € T st nezdvislé prave
vtedy, ked

P(ANB) = P(A) - P(B), (7.12)

t. j. ked pravdepodobnost prieniku (sicinu) tychto javov sa rovnd sucinu ich pravdepo-
dobnostsi.

Poznamka 7.3.

1. Tato veta poskytuje ekvivalentnii podmienku nezavislosti dvoch javov, a preto je
Casto v literatire nezavislost definovana pomocou podmienky ([7.12)).

2. 7 nezéavislosti javov A a B vyplyva aj nezavislost tychto dvojic javov:

AaB  AaB  AaB (7.13)

Definicia 7.16. Systém javov Ay, Ay, ..., A,, n = 2, nazjvame celkove nezdvislym
prave vtedy, ked pravdepodobnost nastatia lubovolného z mich sa nemeni nastatim akej-
kolvek skupiny z ostatnijch javov alebo ked pravdepodobnost jedného z nich je nulovd.

Sktste porozmyslat nad obdobnym zépisom tejto definicie v tvare ((7.11))!

Veta 7.7 (Pravdepodobnost prieniku celkove nezavislych javov). Nech [y, T, P]
je pravdepodobnostné pole. Systém javov Ay ,As, ..., A,, n = 2, je celkove nezdavislym
prdve vtedy, ked je splnend jedna z tychto dvoch podmienok:

1. pre kazdé k < n plati

P(é%) = ﬁP(Aij)- (7.14)

P(A N Asn---NA,) = P(A) - P(A3) - ... P(A,) (7.15)

Poznamka 7.4.

1. Tato veta poskytuje ekvivalentnii podmienku celkovej nezavislosti systému javov,
a preto je Casto v literattire celkova nezéavislost definovand pomocou podmienky

T, resp. (O,
2. Podmienky (7.14) a (7.15)) sa ekvivalentné (pre £ = n podmienka (7.14)) nadobtda

tvar (7.15)).

3. Ak lubovolna dvojica z javov Ay, A, ..., A,, n = 2, je disjunktnd, tak je disjunktnd
aj lubovolna trojica, Stvorica atd. tychto javov. Tento poznatok vSak vo vSeobecnosti
neplati pre nezavislost javov, t. j. z nezavislosti Tubovolnej dvojice tychto javov
nevyplyva ich celkova nezavislost, napr. méze existovat trojica javov, ktora nebude
celkove nezavisla.
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4. Celkova nezévislost javov Ay, As, ..., A, je ekvivalentna s celkovou nezéavislostou

systému javov By, By, ..., By, kde By, = Ay, alebo By, = A}, (pozri analdgiu (7.13)).

Priklad 7.10. Ur¢me pravdepodobnost toho, ze medzi C' a D (obr. preteka prud,
ak pozname pravdepodobnosti toho, ze jednotlivé Ziarovky s dobré (predpokladdme
nezavislost porich Ziaroviek).

& R—)——,

0,8 0,7 0,6 0,9
Obr. 7.1: Sériové zapojenie

RieSenie. Nech A;, i € {1,2,3,4}, znamen4 jav, Ze i-ta ziarovka je dobrd a A je jav,
ktory spociva v tom, ze medzi C' a D preteka prad. Mame sériové zapojenie ziaroviek, a
preto A = A;NAsNA3N Ay, kde P(A;) =0,8; P(A2) =0,7; P(A3) = 0,6 a P(A4) = 0,9.
Podla (7.15) je

P(A) = P(A; N Ay N AN Ay) = P(A}) - P(A,) - P(A3) - P(Ay)

a teda P(A) =0,8-0,7-0,6-0,9 = 0,3024.

Veta 7.8 (Pravdepodobnost zjednotenia celkove nezavislych javov).  Nech
[v, 7, P| je pravdepodobnostné pole. Ak systém javov Ay, As, ..., A, n 2 2, je cel-
kove nezavislym, tak

P(ALUA U UA,) =1— P(A) - P(Ay) - - P(A,). (7.16)

Dokaz. Nech A znamend jav, Ze nastane aspon jeden z javov Aj, Ay, ..., A, 6. .
A=A UAU---UA,. Pre opatny jav A podla de Morganovho pravidla dostaneme

A=A UA U ---UA, =ANAnN...NA,.

Z celkovej nezavislosti javov Aj, Ap, ..., A, vyplyva celkova nezavislost javov A;, A,
.., Ay, a preto podla poslednej vety je

P(A)=P(AiNAN---NA,) = P(A) P(Az) - P(Ay).
Odtial vzhladom na P(A) =1 — P(A) dostaneme (7.16)). O

Priklad 7.11. Urcéme pravdepodobnost toho, Ze medzi C a D pretekd prud, ak ziarovky
z predchadzajiceho prikladu st zapojené paralelne (obr. . Predpokladame nezavislost
portuch ziaroviek.

Riesenie. Ak B je jav, ktory spociva v tom, ze medzi C' a D pretekd prud, tak zrejme
B = Al U A2 U A3 U A4. Na zéaklade " je

P(B) = P(A,U Ay UA; UA,) =1 — P(A,) - P(A) - P(A;) - P(Ay)

aP(B)=1-0,2-0,3-0,4-0,1=0,9976.



Ndahodn€ javy a pravdepodobnost 67

0,8
&

0,7
&

C 0,6 D
&

0,9

&

Obr. 7.2: Paralelné zapojenie

7.6 Opakované nezavislé pokusy

Nech vysledkom nejakého pokusu je jav A. Opakujme za toho istého systému podmienok
pokus n-krat, pricom predpokladame, Ze tieto pokusy st nezavislé, t. j. su také, ze vysle-
dok kazdého z nich nema vplyv na vysledok ziadneho predchadzajiceho pokusu a ani na
vysledok ziadneho nasledujiceho pokusu. Ina¢ povedané, pravdepodobnost nastatia javu
A je v kazdom pokuse rovnaka.

Priklad 7.12. Uréme pravdepodobnost toho, Ze pri troch hodoch beznou hracou kockou
,padne Sestka“ prave dvakrat.

RieSenie. Nech jav A;, i € {1,2,3}, znamend, Ze v i-tom hode padne Sestka. Zrejme

tieto javy st nezavislé a P(4;) = # a P(A;) = 2. Pri troch hodoch kockou mé padnit
Sestka prave dvakrat a prave raz nemé padnuf: to nastane len vtedy, ked Sestka nepadne

pri prvom alebo druhom alebo trefom hode. Tento jav C' moézeme zapisat takto:
B1 B> Bs

C:(;TlmAmAg)u(hlm/TmA;)u(AmAmZ;).

»Zatvorkové javy“ By, Bo, Bs st disjunktné, a preto
P(C) = P(A N AyNA3) + P(A; N AyN A) + P(A; N Ay N A3).

Z nezévislosti javov Ay, Aya Az plynie: P(A; N Ay NAg) =2-1.1 =2 P(A4nAnN
11

Veta 7.9 (Bernoulliho veta, resp. vzorec). Nech p je pravdepodobnost toho, Ze
pri danom pokuse nastane jav A a P, (k) je pravdepodobnost toho, Ze pri n-ndsobnom
nezdvislom opakovani daného pokusu nastane jav A prdve k-krdt. Potom plati tzv. Ber-

noullitho vzorec:

Pu(k) = (Z)pk(l —p)"*  preke{0,1,2,...,n}. (7.17)

Dokaz. Nech jav A;, i € {1,2,...,n}, oznacuje fakt, ze jav A nastal v i-tom pokuse
uvazovanej série n nezavislych pokusov. Zrejme je P(A;) = p pre kazdé i € {1,2,...,n}.
Lahko nahliadneme, Ze jav, ktory spoc¢iva v tom, Ze v prvych k pokusoch jav A nastal a
vo zvy$nych n — k pokusoch jav A nenastal, vieme vyjadrit v tvare

ANAynN--NANA 1 NAsN---NA, =B.
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Na zéklade celkovej nezavislosti systému javov A; je P(B) = p*(1 — p)"~*. Rovnaky
zéver dostaneme pre kazdé iné usporiadanie k javov typu A; a n — k javov typu A;
(pozri ,zatvorkové javy“ v predchadzajucom priklade). Takychto réznych usporiadani je

n
prave ( k) . Pravdepodobnost kazdého zatvorkového javu je rovnaka: p*(1—p)"~*. Kedze
zatvorkové javy su disjunktné, tak na zaklade tretej axiomy definicie pravdepodobnosti

dostaneme ([7.17)). O

Ak by sme v poslednom priklade pouzili Bernoulliho vetu, tak n = 3, A je jav, ze pri
jednom hode padne Sestka, t. j. P(A) = % = p a ziada sa urcit P;(2). Podla 1) je

= (0) b0 484

Jednoducho méZeme takto ziskat dalSie pravdepodobnosti pre vSetky pripady poc¢tu pad-
nutych Sestiek pri troch hodoch:
a) nepadne ani jedna Sestka — k tomu uréime P;(0) :

170 176-0) 1 1
P5(0) = 3 [_] .[1__} :1.1.ﬁ:ﬁ;
0 6 6 216 216

b) padne jedna Sestka — k tomu uréime Ps(1) :

= () [ pt 022

c¢) padnt tri Sestky — k tomu urc¢ime P5(3) :

po=(5) " 03" -

V prostredi MATLABu mézeme napr. pravdepodobnost P;(2) ziskat pomocou funkcie
binopdf(2,3,1/6), pre P,(k) z pomocou funkcie binopdf (k,n,p) a dokonca vsetky
pravdepodobnosti Ps(k) pomocou binopdf (0 : 3,3,1/6). Lahko sa presvedéime, ze P3(0)-+
+ P5(1) + P3(2) + P5(3) = 1. To sme mohli aj o¢akavat, lebo sme urobili sucet pravde-
podobnosti Styroch hypotéz, t. j. Styroch javov, ktoré tvoria tplny systém disjunktnych
javov. VSeobecne mozeme obdobnym sposobom logicky zdovodnit, Ze plati

n n n

P (k) = F1—p)F =1 1

S rm=3(})ta-n (7.18)
k=0 k=0

Rovnost ([7.18) mozno dokézaf napr. pouzitim zndmeho binomického rozvoja vyrazu

[p + (1 —p)]™, ktorého hodnota je evidentne rovna jedne;.

Poznamka 7.5. V literatire sa casto pouziva v Bernoulliho vzorci pre pravdepodob-
nost opa¢ného javu A k javu A oznacenie P(A) = 1 — p = ¢ (v nasom priklade je to



Ndahodn€ javy a pravdepodobnost 69

pravdepodobnost toho, Ze pri jednom hode kockou nepadne Sestka, t. j. ¢ = 1 — % = %)

Takto (7.17) nadobuda tvar

P,(k) = (Z)pkq”_k pre k € {0,1,2,...,n}.

V praxi je ¢asto uzitoné poznat najpravdepodobnejsi pocet kg vyskytu skimaného javu
A v uvazovanej sérii n nezavislych pokusov. To nas vedie k najdeniu najvicsej pravde-

podobnosti zo vSetkych hodnét P, (k) (v nasom priklade je to P3(0)). Da sa dokazat, ze
pre pozadované kg plati:

ko € (np —q, np+p). (7.19)

Keby sme hadzali kockou napr. 12-krat, tak ko € (12- ¢ — 3, 12- 3 + 1) = (I, 22) a teda
ko = 2, ale pri 23 hodoch dostaneme ky € (3, 4), a teda ko = 3 alebo kg = 4 (zrejme
potom Py3(3) = Pa3(4) — presvedcte sa o tom). Tieto rozdielne poéty vyhovujicich kg

stvisia s tym, Ze uzavrety interval (7.19) je dizky jedna.

Priklad 7.13. 'V urne st $tyri ¢ierne a Sest bielych guliek. Nahodne z nej vytiahneme 1)
bez vréatenia; 2) s vratenim pif guliek. Uréme a) pravdepodobnost toho, Ze sme vytiahli
prave Styri biele gulky; b) najpravdepodobnejsi pocet vytiahnutych ¢iernych guliek.

Riesenie. la) Zrejme ide o pripad (7.5)), kde M =10, K =6 , N =5 a x = 4. RieSenim

e
<6> (4)
AN 500381,

10 21
)
1b) Medzi piatimi vytiahnutymi gulkami mézu byt nula az Styri ¢ierne gulky. Opét
pouzijeme ([7.5)), ale teraz je K = 4. Vy¢islime pif pravdepodobnosti:

()G2)
x)\dD—2
P(x) = AN pre z € {0,1,2,3,4}
(5)
a zistime, pre ktoré x je zodpovedajica pravdepodobnost najvicsia. Priamy vypocet by

bol trochu zdlhavy, ale v MATLABe ziskame tieto pravdepodobnosti pomocou funkcie
hygepdf (0 : 4,10, 4,5). Ziskané vysledky st v tabulke:

z || 0 | 1 | 2 | 3 | 4
P(z) || 0,0238 | 0,2381 | 0,4762 | 0,2381 | 0,0238

Pravdepodobnost P(2) je najvécsia, a preto najpravdepodobnejsi pocet vytiahnutych
¢iernych guliek je z = 2.

2a) Pod vyberom guliek s vratenim rozumieme to, Ze ndhodne vytiahneme jednu
gulku, zistime jej farbu a vratime ju do urny. Druht gulku vyberame rovnakym spdsobom
a po zisteni farby ju vratime do urny. Takto pokracujeme aj pri dal§ich gulkach az kym
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nevytiahneme piatu gulku. Je zrejmé, ze pred kazdym novym tahom gulky je systém
podmienok rovnaky, a teda ide o pitkrat opakované nezavislé pokusy, na ktoré mozeme
aplikovat Bernoulliho vzorec, pricom n = 5 a A je jav, ktory spoc¢iva v tom, Ze ak z danej
urny ndhodne vytiahneme jednu gulku, tak bude biela. Teda P(A) = p = & = 0,6.
7Z piatich ndhodne vytiahnutych guliek maja byt Styri biele, t. j. jav A mé nastat Styrikrat
a teda k = 4. Takto je potrebné urcit z hodnotu Ps(4) :

5
Ps(4) = (4) -0,6% - 0,45 = 0,2592.

2b) Mohli by sme postupovat obdobne ako v ¢asti 1b) a vy¢islit vSetky pravdepodob-
nosti Ps(k) (teraz je ovSem p = 0,4) alebo v prostredi MATLABu ich ziskat pomocou
binopdf (0 : 5,5,0.4). Dostali by sme:
k||l o | 1 | 2 | 3 | 4 | 5
Ps(k) || 0,0778 | 0,2592 | 0,3456 | 0,2304 | 0,0768 | 0,0102

Hodnota P;5(2) je najviicsia, a preto najpravdepodobnejsi pocet vytiahnutych ¢iernych
guliek je dva. K tomuto zaveru sme mohli dospief aj pomocou ([7.19):

ko€ (5-0,4—0,6;5-04+ 0,4) = (1,4; 2,4), ¢o znamena, ze ko = 2.
Priklad 7.14. V urne su $tyri ¢ierne a Sest bielych guliek. V prvom kroku z nej ndhodne
vytiahneme s vratenim dve gulky. Ak obe gulky boli rovnakej farby, tak do urny priddme
tri gulky, ktoré maju taka farbu akt mali dve vytiahnuté gulky, ale ak st réznofarebné,
tak v urne nezmenime konstelaciu guliek. V druhom kroku nahodne vytiadneme z urny
bez vratenia pit guliek. Uréme pravdepodobnost toho, Ze vSetky tieto gulky budu ¢ierne.

RieSenie. Pre prvy krok aplikujeme Bernoulliho vzorec: nech £ je pocet vytiahnutych
giernych guliek. Potom n = 2, p = 0,4 a podla (7.17) je

p
P(0) = 0,6 = 0,36; Py(1) = <1> .0,4-0,6 =0,48; Py(2) = 0,42 = 0,16.

Pre druhy krok uvazujme hypotézy, ktoré sii urcené vysledkom prvého kroku:

e nech H; je hypotéza, ze sme v prvom kroku vytiahli dve biele gulky. Potom P(H;) =
= P»(0) = 0,36 a v urne méame $tyri ¢ierne a devit bielych guliek;

e nech H, je hypotéza, ze sme v prvom kroku vytiahli dve réznofarebné gulky. Potom
P(H3) = P»(1) = 0,48 a v urne méame $tyri ¢ierne a Sest bielych guliek;

e nech Hj je hypotéza, ze sme v prvom kroku vytiahli dve c¢ierne gulky. Potom
P(H3) = P»(2) = 0,16 a v urne mame sedem ¢iernych a Sest bielych guliek.

Ak A je jav, ktory spoc¢iva v tom, ze v druhom kroku nadhodne bez vratenia vytiahneme
pét ¢iernych guliek, tak

P(AJH) =0, P(A[Hy) =0, P(A|H;) = % _ T

13 429
5

Na zaklade vety o uplnej pravdepodobnosti je P(A) = 0,16 - ﬁ ~ 0,0026.
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Ulohy

7.1. Uréte pravdepodobnost toho, Ze pri hode dvoma hracimi kockami je a) stcet; b)

stéin; ¢) absolttna hodnota rozdielu po¢tu padnutych bodov styri.  [a) 15; b) &5; ¢) ¢

7.2. Urcte pravdepodobnost toho, Ze nahodne zvolené ¢islo z celych ¢isel 1 az 800, je

delitelné a) trojkou; b) trojkou alebo Stvorkou; ¢) trojkou alebo $tvorkou alebo pitkou;

d) stvorkou alebo Sestkou. [a) 122 b)3; ¢)2; d)27]

7.3. Cislice 1, 2, 3, 4, 5 st po jednej napisané na piatich listkoch. Nahodne vyberieme tri
listky a ulozime ich vedla seba. Urcéte pravdepodobnost toho, ze takto vzniknuté trojci-
ferné ¢islo bude parne. [0,4]

7.4. V urne je osem guli oc¢islovanych od 1 do 8. Aké je pravdepodobnost toho, zZe pri
prvych piatich ndhodne vytiahnutych guliach bude poradové ¢islo tahanej gule vidy to-
1

tozné s ¢islom na vytiahnutej guli? |55 (bez vratenia) alebo zz= (s vrétenim)]

7.5. Na policke je ndhodne polozenych 17 r6znych knih, medzi ktorymi je trojdielny ro-
méan. Uréte pravdepodobnost toho, Ze a) diely roméanu st postavené vedla seba; b) diely

roménu st usporiadané podla naviznosti zlava doprava. [a) 1555 D) 535]

7.6. V lotérii MATES sa zrebuje 5 ¢isel z 35. Ak4 je pravdepodobnost toho, Ze ak hrac na-

5 30
tipuje 5 ¢isel, tak z vyZzrebovanych ¢isel uhéddne prave k € {0,1,2,3,4,5} ¢isel? [%}

5

7.7. Kontroléri posudzuju zasielu 50 vyrobkov ndhodnym vyberom piatich vyrobkov. Ak
najdu aspon jeden chybny vyrobok, tak celd zasielka je vratena vyrobcovi. Urcte pravde-
podobnost toho, Ze zésielka bude vratend, ak vieme, ze obsahuje: a) 10 %; b) 2 % chybnych

C
45 49

virobkov. a)1— ) xoao3a by 1 (2) = 0,1}
(%) ()

7.8. Zo sérii s € {30, 60, 90, 120, 150} kusov vyrobkov, v ktorych sa nachadza po 16 ne-
podarkov, ndhodne vyberieme na kontrolu kvality 11 vyrobkov. Uréte pravdepodobnost

16 s—16
toho, ze medzi vybranymi vyrobkami bude prave k € {0, 1,2, 3,4} nepodarkov. [M}

(i)

7.9. V obchode je 38 vyrobkov od dodavatela A a 22 vyrobkov od dodéavatela B. Zikaz-
nik si ndhodne vybral 10 vyrobkov. Uréte pravdepodobnost toho, Ze: a) 7 z nich je od
dodéavatela A; b) najviac 4 vyrobky st od A; c) vSetky st od toho istého dodavatela; d)
aspot jeden vyrobok je od B. [a) 0,2578; b) 0,0954; ¢) 0,0063; d) 0,9937]

7.10. Urcte pravdepodobnost toho, Ze pri hode dvoma hracimi kockami padne: a) prave
jedna Sestka; b) aspori jedna Sestka; ¢) nepadne ziadna Sestka; d) padni obe Sestky; e)

.....
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ako 10; j) stcet delitelny tromi; k) stucet delitelny Siestimi.
[2) 55 b) g3 )38 d)ggi @55 £ )13 h)3: 1)155 )55 K)gl
7.11. Urcte pravdepodobnost toho, Ze pri hode tromi hracimi kockami padne stcet bodov:

a) VAl nez pét; b) mensi ako osem. [a) 1035 b) 2]

7.12. V zasielke je 80 % $tandardnych vyrobkov. Zo $tandardnych vyrobkov je 45 % vy-
robkov mimoriadnej kvality. Urcte pravdepodobnost toho, Ze ndhodne vybrany vyrobok
z tejto zéasielky je mimoriadnej kvality. [0,36]

7.13. Nech 4 : 6 : 5 : 5 je pomer poc¢tu vyrobkov vyrobenych na styroch strojoch. Pravde-
podobnost produkcie vyrobku prvej akosti je pre jednotlivé stroje v danom poradi takato:
0,7; 0,6; 0,8 a 0,7. Uréte pravdepodobnost toho, Ze ndhodne vybrany vyrobok je prvej
akosti. [0,695]

7.14. Telegrafné vysielanie sa sklada zo signalov bodka a ¢iarka. Pri prenose tychto sig-
nalov sa skresli v priemere kazda $tvrta vysland bodka a kazda piata vyslana ¢iarka (t. j.
prijme sa opacény signal nez bol vyslany). Je zname, Ze pocty vysielanych signalov bodka
a Clarka st v pomere 5 : 3. Urcte pravdepodobnost toho, ze bol vyslany: a) signal bodka,

ak bola prijata bodka; b) signal ¢iarka, ak bola prijata ciarka. [a )gg, b)48]

7.15. V krabici je 8 lopticiek, z nich st 3 nové. Pre prva hru sa z krabice ndhodne vy-
bert 2 lopticky, ktoré sa po hre vratia spit do krabice. Pre druhii hru sa z tejto krabice
opit vybert dve lopticky. Aka je pravdepodobnost toho, Ze obidve uz boli pouzité?[0,4949]

7.16. Z urny, ktora obsahuje 6 ¢iernych a 9 bielych guli, ndhodne vyberieme jednu gulu.
Potom ju vratime naspét a pridame este 9 guli tej istej farby, akej bola vytiahnuté gula.
Aké je pravdepodobnost toho, Ze potom vytiahneme z urny bielu gulu? [0,6]

7.17. 50 % studentov studuje priebezne pocas semestra. Z nich 90 % urobi sktsku v riad-
nom termine. Skusku v riadnom termine urobi 55 % zo vSetkych Studentov. Ak4 je prav-
depodobnost toho, Ze Student, Gspesny v riadnom termine, Studoval priebezne pocas
semestra? [0,8182]

7.18. AKk4 je pravdepodobnost toho, Ze pri nezavislom hode tromi hracimi kockami padne

na jednej Cislo 3 alebo 4, na druhej parne ¢islo a na tretej neparne ¢islo? 5]

7.19. V jednej urne je 1 biela a 2 ¢ierne gulky, v druhej urne s 3 biele a 1 ¢ierna a
v tretej urne st 2 biele a 3 ¢ierne gulky. Z kazdej urny ndhodne vytiahneme po jednej
gulke. Urcte pravdepodobnost toho, Ze: a) 2 gulky buda biele a 1 ¢ierna; b) vSetky tri

budt rovnakej farby. [a)22; b)Z]

7.20. Styria Studenti sa nezévisle na sebe snazia vyriesit tlohu. Prvy student vyriesi
tlohu s pravdepodobnostou 0,6, pre dalsich st pravdepodobnosti tspesného vyrieSenia
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ulohy 0,55, 0,45 a 0,5. Ak& je pravdepodobnost toho, Ze tloha bude vyrieSené: a) vset-
kymi Studentami; b) vébec nebude vyriesena; c) asponl jednym Studentom; d) prave troma
Studentami; e) asponi dvoma?  [a) 0,0743; b) 0,0495; c) 0,9505; d) 0,2753; e) 0,725843]

7.21. Pravdepodobnost toho, Ze basketbalista trafi do koSa je 0,7. Urcte pravdepodob-
nost toho, Ze basketbalista pri Siestich nezavislych hodoch: a) aspori raz trafi do kosa,
b) prave dvakrat trafi do koSa; ¢) aspon dvakrat trafi do kosa. d) Najpravdepodobnejsi
pocet trafeni do kosa v sérii dvadsiatich nezavislych pokusov.

[2) 0,9993; b) 0,0595; c) 0,9891; d) 14]

7.22. Do siete je zapojenych 24 odporov. Lubovolny z nich je v bezchybnom stave s pravde-
podobnostou 0,8. Urcte pravdepodobnost toho, Ze: a) aspoii jeden z odporov je pokazeny;
b) najmenej Sest a nie viac ako pétnéast odporov je v bezchybnom stave; ¢) najmenej Sest
alebo nie viac ako desat odporov je v bezchybnom stave; d) pravdepodobnost najprav-
depodobnejsieho poctu bezchybnych odporov. [a) 0,9953; b) 0,0362; c) 1; d) 0,196]

7.23. Co je pravdepodobnejsie pri hadzani mincou: a) hodif dvakrat rub pri $tyroch ho-
doch alebo hodif trikrat rub pri 6 hodoch; b) hodit aspon trikrat rub pri Styroch hodoch
alebo hodif najmenej pétkrat lice pri 8 hodoch? [a) 0,375 > 0,3125; b) 0,3125 < 0,3633]

7.24. Pravdepodobnost toho, Ze pri Styroch nezavislych pokusoch nastane jav A préave
dvakrat je rovnd 0,1536. Aka je pravdepodobnost toho, Ze pri Siestich nezavislych poku-

soch nastane jav A aspon dvakrat, ak vieme, ze P(A) < P(A)? [0,3446]

7.25. Z urny, v ktorej je 20 bielych a dve ¢ierne gulky, sa taha po jednej gulke, pri¢om sa
po kazdom tahu gulka vrati spit do urny. Uréte najmensi pocet tahov, pri ktorom bude
pravdepodobnost vytiahnutia asponi jednej ¢iernej gulky vicsia ako 0,5. 8]

7.26. a) Najmenej kolkokrat treba hodit hracou kockou, aby pravdepodobnost toho, Ze
cimi kockami, aby pravdepodobnost toho, Ze aspon raz padne stcet 12, bola aspori 0,57 ¢)
Kolkokrat treba hodit hracou kockou, aby najpravdepodobnejsi poc¢et padnutych Sestiek
bol 327 [a) 7; b) 25; ¢) 191 < n < 197]

7.27. Ziarovky st zapojené podla schémy na obrazku a) ; b) Pri kazdej Ziarovke
je uvedena pravdepodobnost toho, Ze je dobra. Uréte pravdepodobnost toho, Ze z bodu
C' do bodu D bude pretekat prad. [a) 0,6740; b) 0,5521]

7.28. Ziarovky s zapojené podla schémy na obrazku . Pri kazdej ziarovke je uvedena
pravdepodobnost toho, ze je dobra. KIu¢ K je s rovnakou pravdepodobnostou zapojeny
prave v jednej z troch moZnych poléh. Urcte pravdepodobnost toho, Ze z bodu C do bodu
D bude pretekat prad. [0,6198]
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8 Nahodna premenna (veli¢ina)

8.1 Pojem nahodnej premennej

Pojmy premenna a hodnota premennej st v matematike vSeobecne znéame. Pod na-
hodnou premennou budeme rozumiet taki premennt, ktora svoje hodnoty nadobuda
nadhodne. Uvedieme niektoré priklady ndhodnej premenne;j:

1. Stucet bodov hodenych napr. na troch beznych hracich kockdch (mozné hodnoty:
3,4,...,18);

2. pocet Studentov, ktori sa zc¢astnia na celej konkrétnej prednaske (mozné hodnoty:
nula, jedna, dva, ...kapacita poslucharne resp. pocet vSetkych Studentov);

3. pocet uhadnutych ¢isel v konkrétnej ciselnej lotérii alebo vyska penaznej vyhry
(Castejsie prehry) tipujiceho v tejto lotérii;

4. pocet hodov kockou po padnutie prvej Sestky (mozné hodnoty: 1,2,3,...);

5. skuto¢nd pohotovostnd hmotnost osobného auta, ak vyrobca ju udava 400 + 2kg
(mozné hodnoty st z intervalu (398, 402));

6. doba, pocas ktorej je Student schopny rozumiet vykladu ucitela na trojhodinovej
prednaske (mozné hodnoty st z intervalu (0, 3)).

Vzhladom na dostupny matematicky aparat uvedieme len intuitivnu definiciu né-
hodnej premennej: v elementarnej tedrii pravdepodobnosti pod nahodnou premennou
alebo ndhodnou veli¢inou rozumieme kazdé zobrazenie X : v — R, kde v je mno-
Zina elementarnych javov pravdepodobnostného pola [y, 7, P] a R je mnozina reélnych
Cisel. Pre kazdy elementarny jav E je zrejme X (E) nejaké redlne ¢islo, ktoré nazgyvame
hodnotou nahodnej premennej pre elementarny jav E alebo skratene hodnotou
nahodnej premennej.

Néhodna premennd teda priradi v pravdepodobnostnom poli [y, 7, P] kazdému ele-
mentarnemu javu nejaké realne ¢islo. Tym aj kazdému javu A € 7 priradi ista ciselni
mnozinu, ktord je tvorend z tych redlnych cisel, ktoré s priradené tym elementarnym
javom, na ktoré sa jav A rozklada. Nebudeme hlbsie skiimaf tito ¢iselni mnoZinu.

Nahodné premenné budeme oznacdovat velkymi pismenami X, Y, X;, X5, ...a hod-
noty ndhodnych premennych malymi pismenami z, y, &1, @2, . ... Dalej budeme predpo-
kladat, Ze pre kazdé realne ¢islo a vieme uréit pravdepodobnosti typu:

1. P(X =a), t. j. pravdepodobnost toho, ze hodnota nahodnej premennej X je rovna
¢islu a;

2. P(X £ a), t. j. pravdepodobnost toho, ze hodnoty ndhodnej premennej X nebudi

.....

3. P(X € 1), t. j. pravdepodobnost toho, Ze ndhodna premenna X nadobtda hodnoty
z intervalu /.

75
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Priklad 8.1. Pri hode dvoma kockami (to je rovnocenné dvom hodom jednou koc-
kou) obsahuje mnozina elementarnych javov 36 rovnako pravdepodobnych javov E;;,
(1,7 € {1,2,3,4,5,6}), kde i je poCet bodov na prvej a j na druhej kocke. Mozeme
definovat ndhodni premenni X, ktord nadobtida hodnoty napr. si¢tu bodov na oboch
kockéch, t. j. vSetky mozné i + j. Tato ndhodné premennad moze nadobudat hodnoty 2,
3, ...,12. Je zrejmé, ze hodnota 2 je obrazom jediného elementarneho javu Ei;, a teda
P(X =2)= %. Ale hodnota 4 je obrazom az troch elementarnych javov Ei3, F3, a Foo,
apreto P(X =4) = & = .

Rozoznavame dva typy ndhodnych premennych: kazdi nahodna premennii, ktora na-
dobuda

1. konecny alebo spocitatelny pocet moznych hodnot nazyvame diskrétnou nahod-
nou premenou;

2. hodnoty z nejakého konec¢ného alebo spocitatelného pocétu intervalov nazyvame
spojitou nahodnou premenou.

Prvé $tyri ndhodné premenné z tivodu tejto Casti st diskrétne (Stvrtd mé nekoneény, ale
spoc¢itatelny pocet moznych hodnoét), ale piata a Siesta st spojité ndhodné premenné.

8.2 Distribuc¢na funkcia nahodnej premennej

Definicia 8.1. Distribucna funkcia F' (CDF - Cumulative Distribution Function)
nahodnej premennej X je funkcia, ktord je pre kaZdé x € R urcend predpisom

F(z) = P(X < 2). (8.1)

Veta 8.1 (Vlastnosti distribu¢nej funkcie).

1. Pre kazdé x € R je 0 < F(x) £ 1, t. j. obor hodnét distribucnej funkcie je podmno-
Zinou intervalu (0, 1);

2. lim F(z)=0 a lim F(x) =1,

3. F je neklesajica funkcia, t. j. pre kazdé a < b je F(a) < F(b);
4. F je sprava spojitda na celej mnozine redlnych cisel;

5. aka <b, tak P(X € (a, b)) = Pla< X £b) = F(b) — F(a)]

Dokaz. Dokézeme len poslednii vlastnost: nech A je jav, ktory spociva v tom, Ze né-
hodné premenna X nadobuda hodnoty z intervalu (—oo, a) (t. j. X € (—o0, a)), jav B,
ze X € (a,b) ajav C, ze X € (—o0, b). Zrejme javy A a B st disjunktné a AU B = C.
Podla tretej axiémy definicie pravdepodobnosti je potom P(A) + P(B) = P(C). Ak si
uvedomime, ze P(A) = P(X £ a) = F(a), podobne P(C) = P(X £b) = F(b) a

3To ndm umoziuje zo znadme;j distribuénej funkcie uréovat pravdepodobnost istjch javov.
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P(B) = P(a < X £b), tak dostavame pozadovani rovnost. O

Poznamka 8.1. V literature je distribu¢na funkcia ¢asto definovana predpisom F'(z) =
= P(X < z) (porovnaj s (8.1)). Takto definovana distribuéna funkcia je na R spojita
zlava a 5. vlastnost mé tvar: ak a < b, tak P(X € (a, b)) = P(a £ X <b) = F(b)— F(a).
Rozdielne vlastnosti, vyplyvajice z odlisnych definicii, sa prejavia len pri diskrétnych na-
hodngch premennych. My sme sa priklonili k verzii (8.1)), lebo takt definiciu predpoklada
MATLAB.

Priklad 8.2. Student urobi skisku na riadny termin s pravdepodobnostou 0,7 a v pri-
pade netspechu sa uttho pravdepodobnost urobenia skiisky na opravnych terminoch zvy-
Suje o 0,1. K dispozicii ma dva opravné terminy. Uré¢me predpis a nakreslime graf dis-
tribu¢nej funkcie ndhodnej premennej X, ktora nadobtida hodnoty poctu absolvovanych
terminov Studenta na skuske.

RieSenie. Student urobi skiisku na riadny termin s pravdepodobnostou 0,7 a teda P(X =
= 1) = 0,7. Uspesny je az na prvom opravnom termine s pravdepodobnostou 0,3 - 0,8 =
= 0,24, ¢o znamend, ze P(X = 2) = 0,24. Trikrat sa zacastni na skuske v pripade, Ze na
prvych dvoch terminoch bol netspesny, t. j. P(X = 3) = 0,3-0,2 = 0,06 (vSimnime si, Ze
vysledok skusky tu nie je z hladiska pravdepodobnosti podstatny, takZe sa nedozvieme,
¢i $tudent nakoniec sktisku urobil alebo nie. Skoda, Ze nemé k dispozicii treti opravny
termin). Ziskané vysledky mézeme zhrnit do tabulky:

mozné hodnoty ndhodnej premennej X H 1 ‘ 2 ‘ 3
pravdepodobnosti ich nadobudnutia H 0,7 ‘ 0,24 ‘ 0,06

Distribuéné funkcia ndhodnej premennej X méa podla (8.1)) tento predpis

0 pre x < 1,
0,7 prel<zx<2,

Fx)=9 004 pre2<a<3
1 pre 3 < .
1
0,941 ———
0,7+ —

Obr. 8.1

Jej graf je zndzorneny na obr. Lahko urobime zovSeobecnenie pre Iubovolni dis-
krétnu ndhodnti premenni: nech su jej vSetky mozné hodnoty {zi,zs,...,2,} = H(X)
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(mnozine H(X) hovorime obor hodnot diskrétnej ndhodnej premennej X) uspo-
riadané podla velkosti: 7 < 25 < --- < x,, (v priklade je n = 3). Nech P(X = z;) = p;.
i=1,2,...,n (p; je pravdepodobnost toho, Ze ndhodna premennd X nadobudne hod-
notu z;). Potom, obdobne ako v predchéddzajicom priklade, mézeme ndhodni premennt
X popisat tabulkou:

z; [ENES R
PX=mz)=pi|[pi|p2| | pn

, (8.2)

ktorej hovorime pravdepodobnostna tabulka nidhodnej premennej X (si v nej
vSetky informécie o nédhodnej premennej: jej obor hodnot H(X) je v prvom riadku a
pravdepodobnosti p; = P(X = x;) nadobudnutia jednotlivich hodnoét st v druhom
riadku).

Graf kazdej distribuc¢nej funkcie diskrétnej ndhodnej premennej X ma ,schodkovity
tvar (obr. , pricom ku ,skoku“ o hodnotu p; moze dojst len v moznej hodnote
x; ndhodnej premennej. V pripade nekoneéného spocitatelného poc¢tu moznych hodnot
nahodnej premennej bude pocet tychto skokov nekonecny.

Je zrejmé, ze pre pravdepodobnosti plati tzv. normaliza¢na podmienka:

)

=1

kde zapis n(oc) znamend, Ze suma sa uvazuje po n (koneény pocet moznych hodndt
ndhodnej premennej) alebo po nekoneéno (nekoneény pocet moznych hodnot). Pre dis-
tribu¢nt funkciu méame

F(f):P(Xéx):Zpu

t. j. hodnota distribuc¢nej funkcie v bode x je rovna suctu pravdepodobnosti nadobudnutia
vsetkych tych moznych hodnot, ktoré nie si vacsie nez x.

Poznamka 8.2. Pre spojitii ndhodnt premennt sa obmedzime na konstatovanie, Ze jej
distribu¢na funkcia je spojita na celej mnozine redlnych cisel, je neklesajica s oborom
hodnét v intervale (0, 1) (pozri napr. obr. [8.2)).

Obr. 8.2
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8.3 Spojita nahodna premenna a jej hustota pravdepodobnosti

V tvodnej casti tejto kapitoly sme uviedli pojem spojita ndhodna premenné. Teraz ho
upresnime.

Definicia 8.2. Ndhodni premenni X nazyjvame spojitou prdve vtedy, ked existuje takd
nezdpornd a na mnoZine R integrovatelnd funkcia f, pre ktorid plati:

F(z) = /f(t) dt, z € (—o00, ), (8.4)

kde F je distribucnd funkcia ndhodnej premennej X . Takejto funkcii f hovorime hustota
pravdepodobnosti nahodnej premennej X (PDF — Probability Density Function).

Nasledujicu vetu nebudeme dokazovat.

Veta 8.2 (Vlastnosti hustoty pravdepodobnosti). Nech F je distribucnd funkcia
a f hustota pravdepodobnosti spojitej nahodnej premennej. Potom okrem plati:

1. ak hodnota f(x) ezistuje, tak f(x) = 0;
2. ak existuje derivacia F'(x), tak F'(z) = f(z), x € R;

3. tzv. ,normalizacng podmienka (spojitd analogia s ) pre hustotu pravdepodob-
nosti:

/j@mx:L (8.5)

t. j. obsah utvaru, ktory je ohraniceny grafom hustoty a osou o, je rovny jednej (obr

8-3);

4. pre a < b je
P@§X§®:/ﬂ@®:F@—F@ (8.6)

t. j. pravdepodobnost toho, Ze nahodnd premennd X nadobida hodnoty z intervalu
(a,b) je rovnd obsahu plochy utvaru, ktory je ,ohraniceny grafom jej hustoty nad
tymto intervalom® (obr. ;
Poznamka 8.3. Pre spojiti ndhodnii premennd naviac plati:
1. hustota pravdepodobnosti ndhodnej premennej X nie je urcéena jednoznacne;
2. jej distribu¢na funkcia je spojita na celej mnozine realnych cisel;

3. pre kazdé a € R je P(X =a) = 0;
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obsah je 1

Obr. 8.4

4. rovnost moZeme zovseobecnif takto:
Pla<X <b=PlasX<b=Pla<X=b)=

b (8.7)
=Plas X <b) = [f(z)da.
Skuste sa zamysliet nad tym, ¢i posledné tri vlastnosti platia aj pri diskrétnej ndhodne;j
premenne;j.

a pre x < 1,
Priklad 8.3. Majme funkciu F(z) = bxr+cx? pre 1 < x <3, kde a,b,c,d si re-
d pre 3 <z,

alne konstanty. Uréme: a) pre aké hodnoty tychto konStant moze F' byt distribucénou

funkciou nejakej ndhodnej premennej X; b) predpis hustoty f tejto ndhodnej premennej;
c) PO< X £2).

RiesSenie. a) Pre nasu funkciu F je

lim F(z)=a a lim F(z)=d
a podla druhej ¢asti vety 8.1 dostaneme a = 0 a d = 1. Na intervale (1, 3) nie je funkcia
F konstantnd (okrem pripadu b = ¢ = 0 — premyslite si ho), a preto X nie je diskrétna,
ale spojitda ndhodna premenna. To znamena, Ze jej distribu¢né funkcia F' je spojita na R,
a teda aj v bodoch 1 a 3. Kedze

lim F(x) =0, lim F(x) =b+c,

r—1_ z—1p
lirgl F(z) = 3b+ 9c, liI:I))I F(z) =1,
T—3— T—9+4
tak zo ststavy rovnic b+ ¢ = 0 a 3b + 9¢ = 1 dostaneme b = —% ac= %. Teda funk-
0 pre x < 1,
cia F(x) = %”2 pre 1 <o <3, je distribuénou funkciou istej spojitej ndhodnej
1 pre 3 < o

premennej. Jej graf je zndzorneny na obr. (na intervale (1, 3) je to ¢ast paraboly).
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Obr. 8.5

b) Hustotu pravdepodobnosti f dostaneme z bodu 2 vety 8.2:

0 pre z < 1,
flz)=3 #=L prel <z <3,
0 pre 3 < .

Vsimnite si, Ze tato funkcia nie je spojitd v bodoch 1 a 3 (nakreslite jej graf).
¢) Podla $tvrtého bodu poslednej poznamky mame

2 1 2

20 — 1 1

P(O<X§2):/f(x)dx:/0dx+/ x6 d.r:g.
0 0 1

Tento vysledok sme mohli ziskat aj pomocou :

—2 422 1
P(0< X <2) = F(2) - F(0) = 6+ ~0=3.

Obr. 8.6

Priklad 8.4. Majme dany graf funkcie f na obr. 8.6, kde k € R. Uréme:

a) konstantu k tak, aby funkcia f bola hustotou pravdepodobnosti nejakej nahodnej
premennej X;

b) predpis distribu¢nej funkcie tejto ndhodnej premennej;

c) P(0 < X).

Riesenie. a) Podla (8.5) je £ +2-k =1 (obsah trojuholnika plus obsah obdlZnika), t. j.
k = 0,4. Overte, ze predpis funkcie f je

04-(x+1) pre —1<z<0,
flz)y=«¢ 04 pre 0 < x < 2,
0 pre iné x,

ktory spliia vietky poZiadavky hustoty pravdepodobnosti ndhodnej premennej X (v bode
2 nie je spojita).

b) Na zéklade (8.4) je
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pre z < —1: F(z) = [ 0dt = 0;

—1 x
pre -1 <2 <0: F(z)= [0dt+ [04-(t+1)dt =0,2(x + 1)%
—0o0 -1

—1 0 T
pre 0 Sz <2: F(z)= [0dt+ [04-(t+1)dt+ [0,4dt =022z + 1);
—00 —1 0

-1

0 2 T
pre2<a: F(z)= [0dt+ [04-(t+1)dt+ [0,4dt+ [0dt=1
—0 -1 0 2

(nakreslite graf funkcie F).
c) Mézeme postupovat obdobnym sposobom ako v predchadzajiucom priklade: vypoc-
tom prislusného integralu vypoéitame obsah obdlZnika, ktory uréuje graf hustoty f na
intervale (0,2), a ten je rovny 0,8.

Vsimnime si, Ze ndhodnii premennti moézeme zadaf dvoma zakladnymi spésobmi:

1. distribu¢nou funkciou F', ktorda ma pri diskrétnej nahodnej premennej schodkovity
charakter (jedinymi bodmi nespojitosti si mozné hodnoty z; ndhodnej premenne;j)
a pri spojitej ndhodnej premennej je spojita na celej mnozine redlnych cisel;

2. diskrétnu ndhodni premennii tiplne charakterizuje pravdepodobnostné tabulka (i8.2))
a spojitd nahodna premenna je dana svojou hustotou pravdepodobnosti f.

Jednym z tychto dvoch pristupov definujeme tzv. zakon rozdelenia pravdepodob-
nosti ndhodnej premennej (skratene rozdelenie pravdepodobnosti). Premyslite
si suvis medzi oboma pristupmi zadania zakona rozdelenia pravdepodobnosti nahodnej
premenne;j.

8.4 Ciselné charakteristiky (parametre) nihodnej
premennej

Kazda ndhodna premennd je tplne charakterizovana jej zakonom rozdelenia pravdepo-
dobnosti (pozri zéver predchddzajticej ¢asti). V casti STATISTIKA uvidime, Ze toto roz-
delenie pravdepodobnosti nie je vzdy v praxi jednoducho ziskatelné. Preto kazdej ndhod-
nej premennej priradime isté tzv. ¢éiselné charakteristiky, ktoré ndm poskytni isté in-
formécie o charaktere skimanej ndhodnej premennej. V dalsom texte budeme predpokla-
dat, Ze zakon rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej premennej X je pri spojitej ndhodne;j
premennej dany jej hustotou f a pri diskrétnej nahodnej premennej jej pravdepodobnost-
nou tabulkou , v ktorej je zahrnuty jej obor hodnot H(X) = {xy,z2,...,2p,...} a
pravdepodobnosti p; = P(X = x;),i=1,2,...n....

8.4.1 Parametre polohy

Zakladnou ¢iselnou charakteristikou ndhodnej premennej je jej strednd hodnota (hovori
sa jej aj parameter polohy):
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Definicia 8.3. Nech je dany zdkon rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej premennej
X. Pod strednou hodnotou ndahodnej premennej X rozumieme cislo E(X) (ak
existuge), ktoré je definované takto

n(oo)
> wip; pre diskrétnu nahodniu premenni,

E(X)={ =l (8.8)
[ xf(z)dz pre spojitd ndhodni premenni.

Strednd hodnota F(X) je v podstate priemerna hodnota ndhodnej premennej X.

Priklad 8.5. Ter¢ tvori kruh K a dve medzikruzia K; a Ks. Zasah do kruhu K je
dosiahnuty s pravdepodobnostou px = 0,7 a je hodnoteny 15 bodmi, pre medzikruzia K,
resp. K je pravdepodobnost zéasahu pg, = 0,2, resp. px, = 0,1 s ohodnotenim 5, resp. —5
bodov. Nech X je ndhodna premenna, ktora nadobtida hodnoty dosiahnutého stc¢tu bodov
pri dvoch nezévislych vystreloch na ter¢. Uréme: a) zdkon rozdelenia pravdepodobnosti
nahodnej premennej X; b) priemerny pocet dosiahnutého su¢tu bodov; ¢) P(|X| = @)

RieSenie. a) Je evidentné, ze ide o diskrétnu nahodni premennt s oborom hodnot
H(X) = {-10,0,10,20,30}. Pocitajme pravdepodobnosti nadobudnutia jednotlivych
hodnot: napr. hodnota 0 sa dosiahne, ked prvym vystrelom dosiahneme 5 bodov a druhym
—5 bodov alebo prvym —5 a druhym vystrelom 5 bodov, t. j. (ide o nezavislé javy)

P(X =0)=0,2-01+0,1-0,2=0,04;

hodnota 10 sa dosiahne, ked prvym vystrelom dosiahneme 15 bodov a druhym —5 bodov
alebo prvym —5 a druhym vystrelom 15 bodov alebo prvym 5 a druhym vystrelom tiez
5 bodov, t. j.

P(X =10)=0,7-0,14+0,1-0,7+0,2-0,2 = 0,18.

Obdobnym postupom ziskame pravdepodobnosti nadobudnutia ostatnych moznych hod-
not (overte tieto vypocty), ¢im dostaneme pravdepodobnostnii tabulku

i |-10] 0 | 10 | 20 | 30
pi=P(X =1;)]0,01]0,04]0,180,28 0,49 ’

(8.9)

ktord urcuje hladany zdkon rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej premennej X.
b) Podla (8.8) je E(X) = (—10)-0,01 +0-0,04 +10- 0,18 + 20 - 0,28 + 30 - 0,49 = 22.
¢) Zo struktiry H(X) a Casti b) dostaneme

E(X)

P(X|2 =) =P(X =20 v X =30) =

= P(X =20) + P(X =30) = 0,28 + 0,49 = 0,77.

ax~® pre x> 2,

0 pre x < 2.
a € R moze byt tato funkcia hustotou pravdepodobnosti nejakej ndhodnej premennej X;

b) P(1 £ X < E(X)).

Priklad 8.6. Majme funkciu f(z) = Uréme: a) pre aka hodnotu
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RiesSenie. a) Pouzijeme ({8.5):

a | a
1:_/f(x)dx:/ﬁdx: [@]2 =3

2

a teda pre a = 8 moZe byt nasa funkcia hustotou pravdepodobnosti nejakej nahodne;
premennej X (premyslite si, ¢i st splnené ostatné poziadavky na hustotu).
b) Najskér vypocitame strednti hodnotu E(X):

B(X) = 7xf(x)dx _ 795 . %dx _ [_78] —

—00 2

Teda

4 4 4
8 —4 3
Pl1=X<EX))= /f(x)dx: /de: [?] =7
1 2 2
K studiu vlastnosti strednej hodnoty a inych ¢iselnych charakteristik nahodnej pre-
mennej je potrebné poznat pojem funkcia nahodnej premennej. Vysvetlime tento
pojem na diskrétnej ndhodnej premennej X, ktorej obor hodnot je H(X) = {z1, s,
vy Xy, ...}, pricom p; = P(X = x;). Nech je dana prostd funkcia g : R — R.
Pod funkciou g nahodnej premennej X rozumieme nahodni premenna Y, kto-
rej obor hodndt je H(Y) = {g(z1),9(z2),...,9(xn) ...}, pricom p; = P(Y = g(x;))

(t. j. pravdepodobnosti p; sa nemenia). Je prirodzené oznacenie ¥ = g(X) a y; =
= g(z;). Napriklad, ak by X bola ndhodné premennd s rozdelenim pravdepodobnosti
x; |-2] 0|2 |7

P(X =) | 01]04]02]03 tak pre funkciu g : g(z) = 42 — 5 mé nahodna

yi | -13|-5] 3 ]23
P(Y=y)| 01 |04]02]03"
Pre nie prosta funkciu i : h(z) = 2% — 5 ma ndhodna premennd Z = h(X) rozdelenie
P(ZZ’: 2 o,i 0,; (‘i‘; . Viimnite si, 7e P(Z = —1) = P(X =
= —2) + P(X = 2) = 0,3. Takto mdzeme medzi ndhodné premenné zahrnif aj tzv.
konstantni nahodna premennu, ktort oznacime C. Ziskame ju z predchadzajuicich
uvah volbou konstantnej funkcie g : g(z) = c.

Nasledujticu vetu nedokazujeme.

Veta 8.3 (Vlastnosti strednej hodnoty). Nech X aY st ndhodné premenné (nad
tym istym pravdepodobnostngm polom) a nech a a b si lubovolné konstanty. Potom

premennd Y = g(X) rozdelenie pravdepodobnosti

pravdepodobnosti

1. strednd hodnota konstantnej ndhodnej premennej A je a, t. j. E(A) = a;
E(a-X+4+b-Y)=a-E(X)+b-E(Y);
E(X — E(X)) =0;

ak graf hustoty spojitej ndhodnej premennej X je symetricky vzhladom na priamku
x=a (pre a =0 ide o pdrnu funkciu), tak E(X) = a;
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5. ak Z = g(X) (t. j. Z je g funkciou ndhodnej premennej X ), tak

n(oo)
> g(x;)p; pre diskrétnu ndhodni premenna,
E(Z)=E(g(X)) = &' (8.10)

[ g(x) f(x)dx pre spojiti ndhodni premenni.

Tretia Cast tejto vety je dobre znama z praxe: informuje o tom, Ze ,,priemernd odchylka
od strednej hodnoty je rovna nule”.

Poznamka 8.4. Strednd hodnota nahodnej premennej je zahriovand medzi tzv. ¢i-
selné charakteristiky (parametre) polohy. K nim patria aj

e modus ndhodnej premennej X (oznacujeme Mo(X)), ktory je definovany pre
diskrétnu ndhodnt premenni ako najpravdepodobnejsia hodnota tejto nahodnej
premennej a pre spojiti ndhodni premennt ako lubovolny bod, v ktorom jej hustota
nadobuda lokélne maximum;

¢ median nadhodnej premennej X (oznacujeme Me(X)), ktory je definovany ako
¢islo, pre ktoré plati P(X = Me(X)) 2 0,5 a stucasne P(X = Me(X)) 2 0,5.
8.4.2 Parametre rozptylu (disperzie)

Lahko zistime, Ze stredn& hodnota ndhodnej premennej X s rozdelenim pravdepodobnosti
; || —0,001 | 0,001
pi|| 05 | 05

je rovna nule. To isté plati aj pre nahodnti premenna Y s rozde-

y; || 1000 | —1000
pi| 05 [ 05
hodnych premennych je hodne odlisny a napriek tomu ich stredné hodnoty st rovnaké.
Stredna hodnota ndhodnej premennej je v podstate ¢islo ,,okolo ktorého je ndhodnéa pre-
menné koncentrovana“. Stredné hodnota ndm nedéva informaciu o tom, ako st hodnoty
nahodnej premennej rozptylené. Uzito¢né je skimat akusi mieru rozptylenia hodnot na-
hodnej premennej okolo jej strednej hodnoty. Na to tomu slizia tzv. parametre rozp-
tylu, ktorymi sa budeme zaoberat.

lenim pravdepodobnosti danym tabulkou . Obor hodno6t oboch na-

Definicia 8.4. Nech je dany zdkon rozdelenia pravdepodobnosti nahodnej premennej X,
ktorej strednd hodnota je E(X). Pod disperziou (rozptylom) nahodnej premennej
X rozumieme ¢islo D(X) (ak existuje), ktoré€ je definované takto

n (o)
S (z; — E(X))?ps pre diskrétnu ndhodni premenni,
D(X)=¢ il (8.11)
[(z— E(X))*f(x)dx pre spojiti ndhodni premennd.
Poznamka 8.5. Pre g(z) = (z — E(X))? z (8.10) a (8.11)) dostaneme
D(X) = E[(X — E(X))?] (8.12)

Veta 8.4 (Vlastnosti disperzie). Nech X je ndhodnd premennd a nech a a b si
lubovolné konstanty. Potom
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1. disperzia konstantnej ndhodnej premennej A je rovnd nule, t. j. D(A) = 0;
2. D(a-X) =a?- D(X);
3. D(a-X +0b)=a* D(X);
4. D(X) mozeme vyjadrit v tvare
D(X) = E(X?) — [E(X)]? (8.13)

Dodkaz. Dokézeme len posledné tvrdenie vety, ktoré sa ¢asto vyuziva na vypocet disperzie:
D(X)=E[(X-EX))})=FE[X?-2-X-E(X)+(E(X))?* = EX?)+E[-2-X-E(X)|+
+ B[(E(X))?] = E(X?) =2 [E(X)]? + [E(X)]? = E(X?) — [B(X)]” O

Dal$im parametrom rozptylu ndhodnej premennej je jej smerodajna odchylka:

Definicia 8.5. Nech ezistuje disperzia D(X) ndhodnej premennej X. Pod smerodaj-
nou odchylkou nadhodnej premennej X rozumieme cislo o(X), ktoré je definované
takto

o(X) = /D(X). (8.14)

Poznamka 8.6. Na oznacenie strednej hodnoty, disperzie a smerodajnej odchylky sa
v pripade, Ze je jasné o akii ndhodnti premennt ide, pouziva tato strucnejsia verzia

E(X)=pu, D(X)=0* a o(X)=o0.
Ako uvidime neskor, (napr. pri normalnej nahodnej premennej) je uzitoény pojem:

Definicia 8.6. Hovorime, Ze ndhodnd premennd X je normovanou nahodnou pre-
mennou prdave vtedy, ked pre riu plati

E(X)=0 a DX)=L1 (8.15)

Veta 8.5 (Normovanie ndhodnej premennej). Nech X je ndhodnd premennd so
zndmou strednou hodnotou a nenulovou disperziou. Potom ndhodnd premennd

_ X - B(X)

Y o(X)

(8.16)

je normovanou nahodnou premennou, t. j. E(Y) =0 a D(Y) = 1.

Medzi vSeobecné parametre ndhodnej premennej patria jej momenty, pomocou kto-
rych moézZeme vyjadrit parametre polohy aj rozptylu a dalSie parametre nahodnej pre-
mennej.

Definicia 8.7. Nech X je ndhodnd premennd a k € {0,1,2...}. Pod zaciatocnygm
momentom k-teho radu néhodnej premennej X rozumieme ¢islo vy, = E(XF),
t. .
n(oo)
S abp; pre diskrétnu nahodni premenni,
n=EXF={ =l (8.17)
[ 2 f(x)dx  pre spojiti ndhodni premenni

—00
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a pod centralnym momentom k-teho radu nahodnej premennej X rozumieme
¢islo i, = E[(X — E(X))*], t. j.

e = B[(X — E(X))"] =

n(0)
Z:l (v; — E(X))*p; pre diskrétnu ndhodni premennii, (8.18)
[ (z — E(X))*f(z)dx pre spojiti ndhodni premenni.

V praxi sa hodne vyuzivaja aj tieto dve Specidlne ¢iselné charakteristiky:

Definicia 8.8. Nech X je ndhodnd premennd. Koeficient asymetrie n(X), resp.
koeficient Spicatosti (excesu) (X) nahodnej premennej X je cislo

n(X)= [0‘(/:;?)]3 : resp. e(X) = fi 3 (8.19)

Vyznam a podrobnejsie vlastnosti tychto ¢iselnych charakteristik si moze ¢itatel, v pri-
pade potreby, najst v odporucanej literattre.

Priklad 8.7. Vypocitajme disperziu, smerodajni odchylku a modus ndhodnej premen-
nej z prikladu 8.5.

Riesenie. V priklade 8.5 sme zistili, ze E(X) = 22 a podla (8.11) a je D(X) =
= (=10 — 22)%- 0,01 + (0 — 22)? - 0,04 + (10 — 22)? - 0,18 + (20 — 22)? - 0,28 + (30 —
— 22)%. 0,49 = 88. Ukazeme vypocet disperzie pomocou (8.13). K tomu musime ziskat
rozdelenie pravdepodobnosti ndhodnej premennej X2. Presvedcte sa, Ze na zdklade ({8.9)
je

a? | 0 | 100 | 400 | 900

P(X*=4?) [ 0,04]0,19] 028049

a pre stredntt hodnotu ndhodnej premennej X? je E(X?) = 0-0,04+100-0,19+400-0,28+
+900-0,49 = 572 (tu sme mohli pouzif i pre k = 2) a na zaklade dostaneme
D(X) = 572 — 222 = 88

Pre smerodajnii odchylku dostavame: o(X) = /88 ~ 9,3808. V pravdepodobnostnej
tabulke je 0,49 najvii¢sia pravdepodobnost, a preto Mo(X) = 30.

Priklad 8.8. Pre funkciu, ktora je dand predpisom f(z) = e**l x € R, uréme: a) takt
konstantu k, aby funkcia f bola hustotou pravdepodobnosti ndhodnej premennej X; b)
P(E(X) < X < D(X)); ¢c) Mo(X).

RieSenie. a) Podla normaliza¢nej podmienky (8.5) je

i i kx e
—2
S R

—c0 0 0

pre k < 0 (pre k > 0 integral diverguje a pre k = 0 nemdZe byt f hustotou — preco?).
Odtial k = —2 (overte, Ze ziskané k vyhovuje vSetkym poziadavkam hustoty).
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b) Kedze ziskana hustota pravdepodobnosti je parna funkcia, tak podla Stvrtej ¢asti vety

8.3 je E(X) = 0 a na zaklade (8.11) je

D(X) = /x2 el dr = 2. /xz e ¥ dr =
—00 0
B [(—23;2 — 2 — 1)e—2r] T
— 5 =
0

Takto z modifikacie dostaneme
1
P(E(X) < X < D(X)) = P(0 < X < ) = /e% de =
0

2

0,5
B e~ 2 e—1
=2 2

0

¢) Uvazovanda hustota pravdepodobnosti ma jediné lokdlne maximum v bode 0, a preto

Mo(X) =0.

Ulohy

8.1. Rozdelenie pravdepodobnosti ndhodnej premennej X so strednou hodnotou 3,8 je
dané pravdepodobnostnou tabulkou

x| 1 2|34z
P(X =2;){005/01]03[04]ps "

Urcte: a) nezndme hodnoty x5 a ps; b) disperziu a modus nédhodnej premennej X; c)
P2sX<4)aPl<XZ29).
[a) x5 =7, ps = 0,15; b) D(X) = 2,46; Mo(X) = 4; ¢) 0,4; 0,95]

8.2. Nech X je ndhodné premennd, ktord nadobuida hodnoty maximalneho poc¢tu ho-
denych bodov na dvoch hracich kockach. Urcte: a) zdkon rozdelenia pravdepodobnosti
nahodnej premennej X; b) E(X), D(X) a Mo(X).

[a) zi|1]2]3]4]5]6

,“L‘L‘i‘l‘i‘ﬁ
Pill 361 1213 |3 | 36 | 36

. b) 4,4722; 1,9715; 6

8.3. V krazku je 21 studentov, z ktorych jedna tretina Studuje s vyznamenanim. Nech X
je ndhodna premenna, ktora nadobiida hodnoty poctu vyznamenanych studentov medzi
piatimi ndhodne vybranymi Studentmi. Uréte: a) rozdelenie pravdepodobnosti ndhodnej
premennej X; b) E(X), D(X) a Mo(X).

a) i | o 1 2 | 3 | 4 5 .
[ pi || 0,0984 | 0,3443 | 0,3756 | 0,1565 | 0,0241 | 0,0010 ]
b) 1,6667; 0,8889; 2
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8.4. Ter¢ tvori kruh K a dve medzikruzia M; a M. Zasah do kruhu K znamena 10 bodov,
zdsah do medzikruzia M; 5 bodov a do My znamena —1 bod. Pravdepodobnost zasahu
kruhu K je 0,5 a pre M, resp. My su pravdepodobnosti zasahu 0,3, resp. 0,2. Urcte:
a) rozdelenie pravdepodobnosti ndhodnej premennej X, ktord nadobuida hodnoty stctu

dosiahnutych bodov pri troch nezavislych vystreloch na ter¢; b) F(X) a D(X).
a)x,»H—?)\ 3 | 8] 9 |14] 15 |19 20 | 25 | 30 .
pi ||0,008{0,036 | 0,06 | 0,054 0,180,027 | 0,150,135 0,225 0,125

b) 18,9; 54,03.

8.5. Pravdepodobnost zhotovenia Standardnej stciastky je 0,9. Z vyrobenej série sucias-
tok kontrolor vybera postupne suciastky a kontroluje ich kvalitu. Ak je suciastka kva-
litna, kontrolér vyberie dalsiu, ale vyberie najviac 5 suciastok. Ak kontrolovana stuciastka
nezodpoveda Standardu, kontrola sa zastavi a séria sa vyradi. Urcte: a) rozdelenie prav-
depodobnosti ndhodnej premennej X, ktorda nadobtida hodnoty poc¢tu kontrolovanych
stciastok; b) predpis distribu¢nej funkcie ndhodnej premennej X; c¢) pravdepodobnost
toho, Ze budi kontrolované aspon tri stciastky; d) stredni hodnotu, disperziu a modus
nahodnej premennej X.

grlil 23 [ 4 [ 5 |
pi |/ 0,1]0,09]0,0810,0729 | 0,6561 °
(0, pre z < 1,
0,1, pre 1 Sz <2,
~} 0,19, pre 2 < x < 3, ' _
b)F() =3 0071 e oy © 081d) 40951 10881 5
0,3439, pre4 <z <5,
i (1 pre 5 < x; ]
a pre x < —4
8.6. Dana je funkcia F(z) =< bx +c¢ pre xz € (—4;2) Stanovte: a) pre aké hodnoty a,
d pre x > 2.

b, ¢, d € R je F distribu¢nou funkciu ndhodnej premennej X; b) hustotu pravdepodob-
nosti nahodnej premennej X; ¢) E(X), D(X).

a) a=0, b:%, c:g, d=1;
1
_J 5 prex € (—4,2)
0 ={ § heig (i O 18
.. . k- (4z — x3) pre z € (0;2) 5 ,
8.7. Dané je funkcia f(z) = 0 pre @ ¢ (0:2) Uréte: a) pre aki hodnotu

k € R je f hustotou pravdepodobnosti ndhodnej premennej X; b) distribuéni funkciu
nédhodnej premennej X; ¢) E(X), o(X), P(1 £ X < E(X))a P(D(X) < X =3).

0 pre x <0
a)k=1; b) F(z) = 81’21?4 pre x € (0;2)
1 pre x > 2;
c) 16, 211 4 0505, 0, 9810

8.8. Na obr. je zndzorneny graf funkcie f. Uréte: a) konstantu k, pre ktoru je funk-

cia f hustotou pravdepodobnosti ndhodnej premennej X; b) E(X) a D(X).[a) %; b) %; %]
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1
2k
k
-2 -1 \ 1 2
Obr. 8.7

8.9. Na obr. [8.8] je znazorneny graf funkcie f. Urcte: a) konstantu k, pre ktort je funkcia
f hustotou pravdepodobnosti ndhodnej premennej X; b) E(X) a D(X).[a) 2; b) 32; 231]

Obr. 8.8

8.10. Na obr. 8.9 je znézorneny graf funkcie f. Uréte: a) konstantu k, pre ktort je funkcia
f hustotou pravdepodobnosti ndhodnej premennej X; b) E(X) a D(X); c) koeficient

asymetrie a koeficient $picatosti ndhodnej premennej X. [a) 3;b) 0; 25 ¢) 0; —2]
1
k
—2 | 2
Obr. 8.9

xﬁs pre x = 1
0 prex<l.
f hustotou pravdepodobnosti ndhodnej premennej X; b) distribu¢ni funkciu nadhodnej
premennej X; ¢) E(X), o(X), P(D(X) = X < 2).

[a)k:4;b)F(:c):{ - i,

8.11. Dand je funkcia f(z) = { Urcte: a) pre aka hodnotu k € R je




9 Niektoré rozdelenia pravdepodobnosti

V tejto kapitole uvedieme isty zakladny vyber rozdeleni pravdepodobnosti konkrétnych
nédhodnych premennych. Tieto rozdelenia pravdepodobnosti, snad okrem normalneho roz-
delenia, mozu posluzit ¢itetelovi ako vhodné tilohy na samostatné overenie ich vlastnosti.
Pripominame, ze zakon rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej premennej je stanoveny
bud jej distribu¢nou funkciou alebo hustotou pravdepodobnosti pri spojitej a pravdepo-
dobnostnou tabulkou (ktora obsahuje obor hodnot ndhodnej premennej a pravdepodob-
nosti s akymi ich nadobtda) pri diskrétnej ndhodnej premennej. My budeme vyuZivat
druht moznost. Po zadefinovani ndhodnej premennej uvedieme jej ¢iselné charakteristiky
a moznosti pouzitia v praxi.

9.1 Diskrétne nahodné premenné

Odportcame citatelovi, aby si zopakoval zakladné vSeobecné vlastnosti diskrétnej ndhod-
nej premennej. Pri konkrétnych rozdeleniach skiste nakreslit graf prislusnej distribucne;j
funkcie (pripominame, Ze mé schodkovity charakter).

9.1.1 Diskrétne rovnomerné rozdelenie pravdepodobnosti
Vstupy: H(X) = {z1,22,...,2,}, t. j. n navzdjom roznych realnych ¢isel z;.

Definicia 9.1. Ndhodnda premennd X ma diskrétne rovnomerné rozdelenie prav-
dopodobnosti prave vtedy, ked

1. jej obor hodndt je H(X) = {z1,x2,...,Tp};

2. P(X =z;)=12,ie{1,2,...,n}.

Nahodna premenna X ma teda rovnomerné diskrétne rozdelenie pravdepodobnosti
prave vtedy, ak kazda z jej n moznych hodndt je rovnako pravdepodobné (typicky priklad
je nahodna premenna, ktora nadobida hodnoty padnutého ¢isla pri jednom hode hracou
kockou, tu je n = 6).

Odporucame citatelovi nakreslit si graf prislugnej distribuc¢nej funkcie a premysliet si
vypocet ¢iselnych charakteristik, napr.

1 I, /1 2
E(X)ZE;IZ a D(X):ﬁ;xl—(gzz;xJ :
Normalizaéni podmienku (8.3)) fahko overime:

n

S Sorex-n -3

i=1

= 1.

S|

9.1.2 Binomické rozdelenie pravdepodobnosti
Vstupy: Prirodzené ¢islo n a redlne ¢islo p € (0, 1).

Definicia 9.2. Ndhodnd premennd X md binomické rozdelenie pravdopodob-
nosti s parametrami n a p prdve vtedy, ked

91
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1. jej obor hodnot je H(X) ={0,1,2,...,n};

n
2. PX=x)= ( )pr(l—p)"_w pre kazdé x € {0,1,2,...,n}. (9.1)
x
PouzZivame pritom oznacenie X ~ bino(n;p).

Ked porovname (9.1)) s (7.17)), tak zistime, Ze binomické rozdelenie tizko stvisi s n-krat
opakovanymi nezavislymi pokusmi, pricom druhy vstup p je pravdepodobnost nastatia

konkrétneho javu v jednom pokuse. Je teda aj opodstatnené konvencné oznacenie q =
= 1 — p. Na zaklade ([7.18]) plati normaliza¢nd podmienka (8.3)).

Veta 9.1. Ak X ~ bino(n;p), tak

E(X)=n-p, DX)=n-p-q a oX)=yn-pyq (9.2)
Naviac:
Mo(X) =ko € (np—q, np+p). (9.3)

Doékaz. Na ukazku dokdzeme, ze E(X) =n-p:

- Z%pi = Zx (Z)qun_x =
=0
_Z n_l) (n—:r+1) T n—zx

a:—l) 241

Substiticiou t = x — 1 a upravou dostaneme

n—1 1 e
)=n-p: Zx ( )pxq(" D =n-p-(p+q)" ' =n-p.

(19.3) zrejme vyplyva zo ((7.19).

Priklad 9.1. 33 Ziaroviek je paralelne zapojenych do obvodu, pri¢om je zname, Ze kazda
z nich je s pravdepodobnostou 0,1 chybnd. Uréme pravdepodobnost toho, Ze z tychto
ziaroviek je a) viac chybnych ako by sme mohli v priemere oc¢akavat; b) menej chybnych
ako by sme mohli s najviiéSou pravdepodobnostou ocakavat.

RieSenie. a) Nech X je ndhodnéd premennd, ktord nadobida hodnoty poétu chybnych
ziaroviek. Zrejme X ~ bino(33;0,1). V priemere mozeme ocakavat E(X) = n-p =
=33 -0,1 = 3,3 chybnych ziaroviek. Teda

P(X > BE(X)) = P(X >33) = P(X > 4) =

33
:Z( )01x 0,9% ~ 0,4231,

r=4
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pricom posledny vypocet v MATLABe ziskame funkciou sum/(binopdf(4:33,33,0.1)).

b) Pocet chybnych ziaroviek, ktory mézeme s najvécsou pravdepodobnostou ocakavat,
je modusom n&hodnej premennej X. Podla je Mo(X) € (33-0,1-0,9,33-0,1+
+0,1) = (2,4;34), a teda Mo(X) = 3. Teda

P(X < Mo(X)) = P(X < 3) = P(X £2) = F(2) ~ 0,3457,

kde F je distribu¢né funkcia ndhodnej premennej X (v MATLABe vyuzijeme bud funkciu
binocdf (2, 33,0.1) alebo sum(binopdf (0 : 2,33,0.1)).

9.1.3 Hypergeometrické rozdelenie pravdepodobnosti
Vstupy: Tri prirodzené ¢isla M, K, N, kde N < M a K < M.

Definicia 9.3. Ndhodnd premennd X md hypergeometrické rozdelenie pravde-
podobnosti s parametrami M, K a N prdve vtedy, ked
1. jej obor hodnot je H(X) = {max{0, K — M + N},...,min{K, N}};

() (v 2)

x N —zx oy

2. PX=ux= i pre kazdé x € H(X). (9.4)
(V)

PouzZivame pritom oznacenie X ~ hyge(M, K, N).

Toto rozdelenie pravdopodobnosti charakterizuje model, v ktorom je dany stibor M
objektov, pri¢om K z nich mé ur¢ita vlastnost a ostatnych M — K tato vlastnost nema.
Ak z tohto stiilboru bez vratenia ndhodne vyberieme N objektov, tak nam posky-
tuje pravdepodobnost toho, Ze medzi vybratymi bude prave x objektov mat uvazovant
vlastnost. Odportacame zopakovat si riesené tlohy vyuzivajice rovnost (7.5)). VSimnite
si, ze usporiadanie vstupov v oznaceni hyge(M, K, N) je v stlade s chronol6giou pred-
chadzajuceho vykladu. Poziadavky, ktoré st kladené na x, M, K, N maju svoju logiku
ako z hladiska prezentovaného modelu, tak aj z hladiska existencie kombina¢nych ¢isel
v (preto sa netrapte so zapisom oboru hodnét, ktory na prvy pohlad by mohol
niekoho odradit).

Pre zaujimavost uvddzame bez dokazu dve ¢iselné charakteristiky:

Veta 9.2. Ak X ~ hyge(M, K, N), tak

E(X):N-% o DX) =t

M—N)-N-K( K)‘

(M —1)-M S

— (9.5)

Poznamka 9.1. V literatire sa pouzivaji rézne oznacenia pre vstupy. My sme sa
priklonili k oznaceniu M, K, N, ktoré je pouzité v MATLABe.
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9.1.4 Poissonovo rozdelenie pravdepodobnosti

Vstup: Redlne c¢islo A > 0.

Definicia 9.4. Ndhodnd premennd X md Poissonovo rozdelenie pravdepodob-

nosti s parametrom \ prdve vtedy, ked
1. jej obor hodnot je H(X) ={0,1,2,...} = N U{0};

A —A
2. PX=2)= g: pre kazdé x € N U{0}. (9.6)

Pouzivame pritom oznacenie X ~ poiss(\).

Tato diskrétna ndhodné premenna mé nekonec¢ny pocet moznych hodnét. Ukazeme,
ze ide naozaj o ndhodnii premenni: pravdepodobnosti su evidentne kladné a kedze

sz—z AR Ze_’\-<§:i—::>:e_’\-e>‘=1,

=0

tak je splnena aj normaliza¢na podmienka (tu sme pouzili Taylorov rozvoj vyrazu e* so

stredom 0).
Veta 9.3. Ak X ~ poiss(N), tak

Dokaz. Dokazeme, ze E(X) = X :

00 /\a: — B oo ) - /\:cl
:Z%pi:;x~ = A ;x xx—l o1

Po krateni = a substiticii t = z — 1 dostaneme

g

Poznamka 9.2. S tymto rozdelenim pravdepodobnosti sa najcastejsie stretavame pri
sledovani poc¢tu vyskytov istého javu A v priebehu konkrétneho ¢asového tiseku (napr.
pocet impulzov, zakaznikov, zrazok castic, telefénnych hovorov ...). Predpokladaé sa, ze

1. jav A je vysledkom opakovaného systému nezavislych pokusov;

2. priemerny pocet vyskytov javu A je priamo umerny dizke ¢asového tseku, t. j.
napr. ak sa za hodinu vyskytne v priemere 150-krat, tak za mindtu sa vyskytne
v priemere 2,5-krat.
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Vsimnime si, Ze vstupna hodnota A je strednou hodnotou tejto ndhodnej premenne;j (pozri
(9.7)) a teda urcuje jej priemernti hodnotu.

Priklad 9.2. Internetovsku stranku navstivi za sledované obdobie pocas jednej hodiny
v priemere 30 zaujemcov (ml¢ky predpokladame, Ze ich névstevy st nezéavislé). Uréme:
I. pravdepodobnost toho, ze v priebehu Styroch minat navstivi tato stranku: a) jeden
navstevnik; b) asporl jeden navstevnik; c) nie menej nez traja a menej ako jedendsti
navstevnici;

II. a) pravdepodobnost najpravdepodobnejsicho po¢tu navstev stranky pocas Styroch

.....

s pravdepodobnostou aspon 0,99.

Riesenie. Nech X je nahodna premenna, ktora nadobida hodnoty poc¢tu navstev in-
ternetovskej stranky v priebehu $tyroch mintt. Jej stredné (t. j. priemernd) hodnota je
A= % -4 = 2. (pozri predchédzajicu poznamku a )

Ta) Podla (9.6) mame

21 a2
P(X=1)=""%" ~02707.

Ib) Tu je vyhodnejsie pouzit opacny jav:

20.¢72

PX21)=1-P(X<1)=1-P(X=0)=1- ~ 0,8647.

Ic) Potrebujeme vypoéitat P(3 < X < 11) :

10

10 T —2
2%
PBSX<1) =Y P(X=a2)=) =7 ~03233,
r=3

x!
=3

ITa) Je potrebné vypocitat pravdepodobnost modusu ndhodnej premennej X, ale v pred-
chadzajicom texte sme jej modus neuviedli (skiste o fiom porozmyslat). Lahko ziskame
napr. prvych Sest hodnét P(X = z) pre x =0, 1, 2, ... 5 podla (9.6) alebo v MATLABe
pomocou poisspdf (0:5,2) :

« | o | 1 | 2 | 3 | 4 | 5
P(X =z) || 0,1353 | 0,2707 | 0,2707 | 0,1804 | 0,0902 | 0,0361

Pre z > 2 pravdepodobnosti P(X = z) budu klesat (viete to zdovodnit?), ¢o znamen4,

ze nasa ndhodna premennd mé dva modusy: Mo(X)) € {1,2} a pozadovana pravdepo-
dobnost je 0,5414 (vid tabulka).
IIb) Nech Y je ndhodné premenné, ktora nadobtida hodnoty po¢tu névstev internetovskej
stranky v priebehu dvadsiatich minat. Overte, Ze jej strednd hodnota je A = 10. V tlohe
pozadujeme néjst také minimdalne n, pre ktoré plati P(Y < n) = 0,99. Menej efektivny
pristup by mohol spocivat v tom, Ze by sme v analogickej tabulke ako v ¢asti IIa) zistili,
kedy sucet prislusnych pravdepodobnosti (pre = 0, 1,2, ...) dosiahne prvykrat hod-
notu aspon 0,99. Tento postup by pre velké vysledné n bol pracny. VSimnime si, ze ak
F je distribu¢nd funkcia ndhodnej premennej Y, tak poslednii nerovnost moézeme zapisat
v tvare P(Y < n) = F(n) 2 0,99. Minimalnu hodnotu n, ktord jej vyhovuje, mozeme
ziskat v MATLABe pomocou poissinv(0.99, 10). Dostaneme n = 18.
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Premyslite si, ¢i sme nasledujicim vypoc¢tom urobili skiisku spravnosti ziskaného vy-
sledku:

17 z _—10
10° -
P(Y £17) =Y ——"— = F(17) = poissedf(17,10) ~ 0,9857,
T
x=0
18 101’ . e—lO
P =18) = ) ———— = F(18) = poisscdf(18,10) ~ 0,9928.
xI.
x=0

9.2 Spojité nahodné premenné
9.2.1 Spojité rovnomerné rozdelenie pravdepodobnosti
Vstup: Interval {a,b) kone¢nej dlzky (nemusi byt uzavrety).

Definicia 9.5. Ndhodnd premennd X md spojité rovnomerné rozdelenie prav-
depodobnosti na intervale (a,b) prave vtedy, ked jej hustota f je uréend predpisom

| h prex € (a,b),

f(z) = { 0 prex ¢ (a,b), (9-8)

pre nejaké h € R. PouZivame pritom oznacenie X ~ unif(a;b).

Obr. 9.1

Graf hustoty pravdepodobnosti je znézorneny na obr. Z vety Tlahko zistime,
ze 0 < h = ;. (vSimnite si — obsah obdl#nika ,nad intervalom (a,b)" je rovny
jednej). Za jednoduché cvicenie povazujeme najdenie predpisu pre distribuéni funkciu
F: 7z (8.4) mame

—pre z € (—00,a) : F(m):/Odtzo;

—00

1 r—a

- b)y: F(x)= 0dt dt =
pre x € (a,b) (x) / +/b—a T

xT

a b
1
—pre z € (b,00) : F(:p):/Odt—I—/b dt—l—/Odt:
—a

b

Graf tejto funkcie je znézorneny na obr.

Poznamka 9.3. Rovnomerné rozdelenie pravdepodobnosti (privlastok ,spojité* sa oby-
¢ajne vynechava) ma nahodna premennd, ktord nadobuda hodnoty len na konkrétnom
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Obr. 9.2

intervale koneénej dlzky, pricom pravdepodobnost toho, Ze jej hodnota sa vyskytne v lu-
bovolnom podintervale tohto intervalu, je priamo timerné dizke podintervalu. Tento fakt
sa zvykne formulovat aj takto: ,vSetky hodnoty ndhodnej premennej z daného intervalu
st rovnako pravdepodobné®.

Skiuste sa presvedcit o svojich schopnostiach a dokazte, ze plati:

Veta 9.4. Ak X ~ unif(a,b), tak

E(X):a;b, D(X):% a a(X):b_Cé))%O,ZSS?-(b—a). (9.9)

Priklad 9.3. Na elektrickom vedeni dlzky L méze na kazdom mieste dojst k poruche
s rovnakou pravdepodobnostou. Vypocitajme pravdepodobnost toho, Ze k poruche dojde
na jeho Tubovolnom tseku dizky ¢, kde ¢ < L.

RiesSenie. Elektrické vedenie mozeme ,ulozit” na interval (a,b) = (0, L). Tedab—a = L.
Nech X je ndhodna premennd, ktorda nadobtda hodnoty z intervalu (0, L), ktoré udavaja
miesto poruchy. Podla vyssie uvedenej poznamky mozeme tsek dlzky ¢ ,ulozit“ napr. na
interval (0, ¢). Porucha nastane na skiimanom tseku prave vtedy, ked 0 £ X < ¢. Takto

Z a dostaneme

9.2.2 Exponencialne rozdelenie pravdepodobnosti

Vstup: Kladné realne cislo A.

Definicia 9.6. Ndhodnd premennd X md exponencialne rozdelenie pravdepo-
dobnosti s parametrom \ prdave vtedy, ked jej hustota [ je uréend predpisom

1 =z
e X prex 20,

flz) = (9.10)
0 pre x < 0.

Pouzivame pritom oznacenie X ~ exp(N).

Graf hustoty (9.10)) je na obr. UkéZeme, e naozaj ide o hustotu pravdepodobnosti:
je evidentné, ze f = 0 pre kazdé x € R. Overime normaliza¢nii podmienku ({8.5):

Zf(x)dx 0dx+070§e rozl,

>|8
>|8

dsz—i—[—e_
0

é\o
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>|=

Obr. 9.3

lebo A > 0 (platilo by to aj pre A = 07). Je teda splnend aj normaliza¢ni podmienka, a
preto je hustotou pravdepodobnosti.

Overte, ze (analogickym postupom ako pri rovnomernom rozdeleni) predpis pre pri-
slusnu distribu¢ni funkciu je (graf je na obr. :

0 re x < 0,
Fz) = P (9.11)
1—e X prex =0.

Obr. 94

Integrovanim metédou per partes a pomocou 1'Hospitalovho pravidla dostaneme:

Veta 9.5. Ak X ~ exp()), tak

E(X) =\, D(X)=X a oX)=\ (9.12)

Poznamka 9.4.

1. S exponencidlnym rozdelenim pravdepodobnosti tizko stivisi problematika zivotnosti
zariadeni, uréovanie zaruc¢nej lehoty na vyrobok atd.

2. Podla je E(X) = A > 0. Potom na zaklade a (9.11)) dostaneme:
PEX)SX)=PASX<o00)=F(0)—FA)=0—-(1—¢1)=e1=0,3679,
t. j. pravdepodobnost toho, Ze ndhodna premennd (s exponencidlnym rozdelenim
pravdepodobnosti) nebude mensia nez jej stredna hodnota je vzdy rovna konstante

(&

Priklad 9.4. Doba Zivotnosti vyrobku mé exponencidlne rozdelenie pravdepodobnosti
so strednou hodnotou 200 hodin. Uréme: a) pravdepodobnost toho, Ze vyrobok bude
funkény aspori 300 hodin; b) pravdepodobnost toho, Ze vyrobok nebude funkény dlhsie ako
je jeho priemernd doba Zivotnosti; ¢) maximéalnu zaruént dobu z, ktort chce poskytntt
jeho vyrobca, ak pripista maximéalne 5 percent reklamac¢nych vyrobkov.
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Riesenie. Nech 7" je ndhodna premenné, ktora nadobtida hodnoty Zivotnosti vyrobku. T’
mé exponencialne rozdelenie pravdepodobnosti, a preto E(7T) = 200 = A a X ~ exp(200).
a) Chceme vypocitat P(T" = 300). Uvadzame jeden z moznych postupov:

P(T = 300) = 1— P(T < 300) = 1 — P(T < 300) = 1 — F(300) =

=1-(1—-e"")~0,2231

(druhé rovnost plati vo vSeobecnosti len pre spojiti ndhodnt premennt).

b) Priemerna doba Zivotnosti vyrobku je vlastne strednou hodnotou ndhodnej premennej
T. Takto podla druhej ¢asti poznamky dostaneme: P(T' < E(T)) = P(T < 200) =
= F(200) =1 —e! = 0,6321.

c) Je potrebné urcit také maximélne z, aby platila nerovnost P(T" < z) < 0,05, ¢o
vzhladom na to, ze pre distribu¢nt funkciu mame P(7T" < z) = F(z), dava F(z) < 0,05.
Odtialto z mdéZeme urcit na zaklade alebo v MATLABe pomocou expinv(0.05, 200).
Dostaneme, ze z je nanajvys 10,2587 hodin. Vyrobca by asi dal zaruku na 10 hodin.

9.2.3 Normalne (Gaussovo) rozdelenie pravdepodobnosti
Vstupy: Dve reédlne ¢isla pa o > 0.

Definicia 9.7. Ndhodnd premennd X md normdlne (Gaussovo) rozdelenie prav-
depodobnosti s parametrami u a o > 0 prdve vtedy, ked jej hustota f je uréend
predpisom

1 (z—p)?
f(z) = o 202 pre kazdé x € R. (9.13)
oV 2m

PouZivame pritom oznacenie X ~ norm(u,o) alebo X ~ N(u,0)[]

Obr. 9.5

Graf hustoty (9.13) je zndzorneny na obr.[9.5] Nezdpornost tejto funkcie je evidentna,
ale overenie normalizacnej podmienky (8.5

o0 1 oo (:Bi )2
/f(m) dz = o /e_ 27 de = 1 pre kazdé ppa o >0 (9.14)
ovV/2m

naraza na problém, ktory spociva v tom, Ze primitivna funkcia (teda aj integrél) k funk-
cii (9.13) nie je elementarna funkcia (zadujemca si moze nédjst overenie normalizacnej

4Toto odpoveda syntaxi MATLABu. V literatire sa pouziva aj oznacenie X ~ N(u,o?).
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podmienky v odporucanej literattre). Z rovnakého dévodu sa musime uspokojit s tymto
predpisom pre distribu¢nia funkciu (graf je na obr. :

1 [ w?
Flz)=P(X <2) = /e 202 dt re kazdé ¢ € R. 9.15
(@) = PX S2) = —— b 9.15

Obr. 9.6

.....

Veta 9.6. Ak X ~ norm(u, o), tak

E(X)=p, D(X)=0* a o(X)=0. (9.16)

Teda pre X ~ norm(u,o) je vstupny parameter p strednou hodnotou a parameter o
smerodajnou odchylkou ndhodnej premennej X.
Normovanim nahodnej premennej X ~ norm(u,o) podla vety dostaneme nahodnt
premennu
X —p
o

Yy —

so strednou hodnotou E(Y) = 0 a disperziou D(Y') = 1, ina¢ povedané Y ~ norm(0, 1).
Hustota pravdepodobnosti ¢ ndhodnej premennej Y je zrejme dana predpisom

e 2 pre kazdé y € R (9.17)

a jej distribu¢na funkcia ¢ predpisomﬂ
y
L / _uid kazdé y € R (9.18)
[0)) = — e 2du re kazade .
() Nor p Y

(nakreslite grafy tychto funkcii). Cislo @(y)ﬂ urcuje obsah vysrafovaného utvaru na obr. .

5V MATLABEe ziskame hodnotu F(z) pomocou normedf(z, p, o)
SFunkcia ® stvisi s tzv. chybovou funkciou (error function) erf(r) = % Iy e~tdt.
"V MATLABe ziskame hodnotu ®(y) pomocou normedf(y,0,1) alebo normecdf (y)
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®(y)

graf ¢

Obr. 9.7

Funkcia ¢ je parna a plati pre 1iu normaliza¢na podmienka (8.5). Odtial dostaneme
pre distribu¢nt funkciu ® uzitoé¢nu informéaciu:

1
®(—y)=1—B(y) prekazdéy € R, (épeciélne o(0) = 5). (9.19)

Po substiticii v = £ mozeme (9.15)) zapisat v tvare
o

Fl) = —— /oeu;du —p(T0) (9.20)

Veta 9.7. Ak X ~ norm(u, o), tak pre lubovolné a < b plati
Pla<XSb)=PasX<b)=PlasX<b)=
— Pla< X <b) = P58 < X0 < o) —p(222) —o(252).

(o

(9.21)

Doékaz. Kedze ide o spojitti ndhodnt premennt, tak prvé tri rovnosti platia na zéaklade
(8.7). Zo vztahu @ je Pla < X £b) = F(b) — F(a), ¢o vzhladom na (9.20) dava
pozadovant rovnost (9.21). O

Veta 9.8. Ak X ~ norm(u, o), tak pre lubovolné € > 0 plati

P(|X—,u\<5):P(u—5<X<,u+e):2-<I>(§)—1, (9.22)

specidlne pre € = 30 je

P(|X —pl<30)=P(p—3c <X <p+30)=2-9(3)—1~0,9973 (9.23)

Doékaz. Aplikujme predchadzajicu vetu prea =pu—cab=pu+e:
Plpu—e<X<pu+e)=

o[ w(A) < e(3) -o(-3)

Ak tu pre y = £ pouZijeme (9.19)), tak dostaneme

Pipc<x<pra=0(2) - [1-0(2)| -2 0(%) -1

g
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¢o je (9.22). Odtial rovnost (9.23) je trividlna. K vyslednej pravdepodobnosti potrebu-
jeme poznat hodnotu ®(3) — ziskame ju bud z tabulky funkénych hodnét funkcie @ (je
standardnou prilohou beznej literatiry) alebo v MATLABe pomocou normedf(3). O

Poznamka 9.5. Pomocou sa v praxi zvykne takto formulovat tzv. pravidlo
troch sigma: v rozpiti (intervale) p + 30 lezia takmer vSetky hodnoty (presnejsie
99, 73 %) ndhodnej premennej X ~ norm(u,o).

Predpokladajme, ze Y je ndhodna premenna, ktord ma normované normalne rozdele-
nie pravdepodobnosti, t. j. Y ~ norm(0, 1) s distribu¢nou funkciou ([9.18)). Nech o € (0, 1)
je dané redlne cislo. Skiimajme existenciu takého cisla k,, pre ktoré platiﬂ

P(Y| > k) = a. (9.24)

(graficky vyznam tejto rovnosti je znézorneny na obr. .

Obr. 9.8

Pomocou opac¢ného javu mdzeme zapisat v tvare
P(=ka SY S ky)=1—-« (9.25)
a kedZe ide o spojiti ndhodnil premennt, tak z dostaneme (u=0ac =1)
P(=ky SY S ko) =2 P(k,) — 1.

Z poslednych dvoch rovnosti je 1 — a = 2 - ®(k,) — 1. Jednoduchym vypoctom ziskame
(ko) =1 — %, ¢o znamena, ze (pozri obr.

ky = @ (1 . %) (9.26)
kde ®~! je inverznd funkcia k distribu¢nej funkeii (9.18). V matematickej Statistike sa k,,
zvykne oznacovat takto

ko = Y (927)

2
Priklad 9.5. Hmotnost vyrabaného zavazia méa normélne rozdelenie pravdepodobnosti
so stredou hodnotou 10 g, pricom vyrobca uvadza jej smerodajni odchylku 0,02 g. Uréme
pravdepodobnost toho, Ze ndhodne kiipené zavazie bude mat skutoéntt hmotnost a) véicsiu
nez 10,03 g; b) mensiu ako 9,99 g; ¢) aspoii 10 g a nie viac ako 10,05 g.

8Modifikacia tejto tlohy stvisi s pojmom kvantil, ktory je definovany pri intervalovych odhadoch
parametrov.
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Riesenie. Nech X je ndhodné premenné, ktora nadobida hodnoty skuto¢nej hmotnosti
zaktpeného zavazia. Zrejme X ~ norm(10,0.02).

a) Chceme urcit P(X > 10,03). Podla predchadzajticeho vykladu skiste zdévodnit kazda
z nasledujicich rovnosti:

P(X >10,03) =1 — P(X <10,03) = 1 — F(10,03) =

10,03 — 10

— (22—
( 0,02

kde hodnotu ®(1,5) sme ziskali v MATLABe pomocou normedf(1.5).
b) Hladdme P(X < 9,99). Obdobne ako v a) je

) — 1 ®(1,5) ~ 1 — 0,9332 = 0,0668,

P(X <9,99) = P(X <9,99) = F(9,99) ~ 0,3085,

kde tentoraz sme F'(9,99) ur¢ili pomocou normedf(9.99,10,0.02).
¢) Podrla (9.21) je

P(10 £ X <10,05) = @(

10,05 — 10) B (10 — 10) B

0,02 0,02 /
= d(2,5) — ¢(0) ~ 0,4938,

kde ®(2,5) = normedf(2.5) ~ 0,9938 a ®(0) = 0,5.

Priklad 9.6. Meranie voltmetrom je zafazené systematickou chybou 5V a ndhodné

chyby maji normalne rozdelenie pravdepodobnosti so smerodajnou odchylkou 2V. Vy-

konédme na 1iom jedno meranie. S akou pravdepodobnostou sa bude lisit chyba namerane;j

hodnoty o 1V od a) strednej hodnoty oc¢akavanej chyby; b) skuto¢nej meranej hodnoty?

c) Akd moze byt s pravdepodobnostou 0,99 maximélna odchylka chyby merania od jej
strednej hodnoty?

Riesenie. Nech X je ndhodna premennd, ktorda nadobtda hodnoty chyby pri jednom
merani danym voltmetrom. Systematickd chyba je vlastne priemerna chyba t. j. u = 5.
Kedze o = 2, tak X ~ norm(5,2).

a) Poc¢itame P(|X — 5| < 1). Z jepree=1:

1
P(X —5|<1)=2- q>(§> 1~ 0,3829.

b) Teraz chceme vypocitat P(|X| < 1). Mame
P(X|<1)=P(-1< X <1) = F(1) — F(~1) ~ 0,0215,

kde F (1) = normedf(1,5,2) ~ 0,0228 a F'(—1) = normedf(—1,5,2) ~ 0,0013.
¢) Zrejme chceme najst také e, pre ktoré bude P(|X — u| < €) = 0,99. Z (9.22)) dostaneme

P(|X—M|<5):P(|X—5|<e):2-<I><g>—1:O,99,

odtial -
CI><§> =0,995 , o znamena, ze =2 -®1(0,995) ~ 5,1517,

kde hodnotu ®7'(0,995) dostaneme v MATLABe volanim funkcie norminv(0.995) =
~ 2,508.
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Ulohy

9.1. Velkoobchodny sklad zasobuje 25 obchodov. Od kazdého z nich moze nezévisle od
ostatnych obchodov prist v priebehu dia objednavka s pravdepodobnostou 0,45. Urcte:
a) stredni hodnotu a disperziu po¢tu objednévok za deri; b) najpravdepodobnejsi pocet
objednévok za den a pravdepodobnost toho, Ze pride tento pocdet objednévok; c¢) prav-
depodobnost toho, Ze v priebehu diia pride aspon 10 objednavok; d) pravdepodobnost
toho, ze v priebehu dia pride aspon péit, ale najviac pétnast objednévok.

[a) E(X) = 11,25; D(X) = 6,1875; b) 11; 0,1583; c) 0,7576; d) 0,9537]

9.2. Pravdepodobnost toho, Ze pri Styroch nezavislych meraniach rovnakého druhu sa
aspon raz dopustime chyby viicsej ako je dovolené presnost, je 0,5904. Uréte strednti hod-
notu, disperziu a modus poctu tych merani, pri ktorych sa dopustime chyby vicsej ako
je dovolend presnost. [E(X)=0,8; D(X) =0,64; Mo(X) € {0;1}]

9.3. Uspesnost zasahov ciela istého $portovca dosahuje 85 %. Uréte: a) pravdepodob-
nost toho, ze pri dvadsiatich nezavislych vystreloch zasiahne ciel najmenej pétnast-
krat; b) najpravdepodobnej$i pocet zasahov ciela pri pifdesiatich nezavislych vystre-
loch. [a) 0,9327; b) 43|

9.4. Plniaca linka naplni do fTase viac ako 21 mineralnej vody s pravdepodobnostou 0,65.
Ak4 je pravdepodobnost toho, Ze medzi 5 000 nezévisle na sebe naplnenymi flasami a)
ani v jednej nie je menej ako 21; b) aspon polovica flia§ obsahuje viac ako 21. ¢) Uréte
najpravdepodobnejsi pocet flia§ obsahujticich viac ako 21 mineralnej vody. Comu je rovné
tato pravdepodobnost? [a) = 0; b) ~ 1; c¢) 3250; 0,0118]

9.5. Vyrobny podnik expedoval zésielku, ktora obsahovala 100 procesorov. Pravdepodob-
nost toho, ze sa jeden procesor cestou poskodi je 0,05 (nezavisle od ostatnych). Vypodi-
tajte: a) pravdepodobnost toho, Ze sa pocas prepravy neposkodi viac ako 10 procesorov;
b) stredntt hodnotu a disperziu po¢tu poskodenych procesorov pocas prepravy; c) naj-
pravdepodobnejsi pocet poskodenych procesorov pocas prepravy.

[a) 0,9885; b) 5; 4,75; ¢) 5]

9.6. Zo sady 80 vyrobkov, medzi ktorymi je 12 chybnych, ndhodne vyberieme na kon-
trolu kvality osem vyrobkov. Uréte pravdepodobnost, ze medzi kontrolovanymi je a)
pit chybnych vyrobkov; b) aspori jeden chybny vyrobok; c¢) menej nez pét chybnych
vyrobkov. Aky je d) najpravdepodobnejsi; e) priemerny pocet vybranych chybnych vy-
robkov? [a) 0,0014; b) 0,7450; ¢) 0,9999; d) jeden; e) 1,2]

9.7. Pravdepodobnost zdsahu atémového jadra casticou v urychlovaci pri jednom pokuse
je 0,001. a) Ak4 je pravdepodobnost toho, ze v 5 000 pokusoch bude jadro zasiahnuté viac
nez pitkrat a menej nez desatkrat? Ulohu rieste pomocou binomického a Poissonovho roz-
delenia pravdepodobnosti a obidva vysledky porovnajte. b) Vypocitajte stredni hodnotu,
disperziu a smerodajni odchylku poc¢tu zasahov jadra.

[a) 0,35228381100059 =~ 0,35221128786073; b) 5; 4,9950; 2,2349]
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9.8. V priebehu jednej hodiny pride na benzinové cerpadlo priemerne 90 zadkaznikov. Pocet
zékaznikov za urcity casovy interval sa riadi Poissonovym rozdelenim pravdepodobnosti,
ktorého parameter A je priamo tmerny dizke intervalu. Uréte pravdepodobnost toho,
Ze a) za 4 minuty pridu: prave dvaja zdkaznici; najviac dvaja zdkaznici; aspon dvaja
zékaznici; aspon jeden zékaznik; b) behom ¢ mintt pride aspon jeden zékaznik. ¢) Aky
najmensi pocet zakaznikov nebude pocas 4 minat prekroceny s pravdepodobnostou aspon
0,997 [a) 0,0446; 0,0620; 0,9826; 0,9975; b) 1 — e~ 1% ¢) 12]

9.9. Pocas jednej hodiny zapoji manipulantka v telefénnej tistredni priemerne 90 hovorov.
Uréte pravdepodobnost toho, Ze pocas jej 40 sekundovej nepritomnosti a) nikto nebude

volat; b) bude niekto volat; ¢) buda volat aspon dvaja tcastnici.
[a) 0,3679; b) 0,6321; c) 0,2642]

9.10. Cestujtici mdze prist na zastavku elektricky v lubovolnom okamihu. Uréte: a) dlzku
intervalu medzi nasledujicimi spojmi, ak pravdepodobnost toho, Ze cestujtci bude ¢akat
aspon 4 minuty je 0,6; b) stredni hodnotu a smerodajnt odchylku doby ¢akania na spoj
(v minatach); ¢) predpis distribu¢nej funkcie ndhodnej premennej, ktorad nadobida hod-

0 prez <0
noty doby ¢akania na spoj. a) 10; b) 5; 2,8868; c) F'(z) = § 15 pre z € (0;10)
1 prex = 10.

9.11. Zariadenie mé poruchu v priemere raz za 450 hodin. Doba bezporuchového chodu
ma exponencidlne rozdelenie pravdepodobnosti. Urcte: a) pravdepodobnost toho, Ze doba
bezporuchového chodu zariadenia bude kratsia ako 600 hodin; b) takt hodnotu ¢, Ze prav-
depodobnost toho, ze doba bezporuchového chodu zariadenia bude dlhsia ako ¢t hodin, je
0,95. [a) 0,7364; b) 23,0820]

9.12. Urcitéa elektronické stciastka sa pokazi v zarucnej dobe 500 hodin s pravdepodobnos-
tou 0,1. Urcte strednt dobu Zivotnosti tejto sudiastky, ak plati exponencidlne rozdelenie
pravdepodobnosti doby jej Zivotnosti. [4 745,6 hodin]

9.13. Doba obsluhy zakaznika mé exponencidlne rozdelenie so smerodajnou odchylkou 5
mintt. Ak4 je pravdepodobnost toho, Ze zdkaznik bude obsluzeny do ¢t € {4; 8; 12; 16; 20}
minut? [0,5507; 0,7981; 0,9093; 0,9592; 0,9817]

9.14. Doba obsluhy zakaznika méa exponencialne rozdelenie pravdepodobnosti. Aka ma
byt stredné hodnota doby obsluhy, aby zakaznik bol obslizeny do 10 minut s pravdepo-
dobnostou p € {0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9}7? [14,4270; 10,9136; 8,3058; 6,2133; 4,3429]

9.15. Pevnost v tahu ndhodne vybraného vyrobku mé normélne rozdelenie pravdepo-
dobnosti so strednou hodnotou 2,4 a disperziou 0,64. Urcte pravdepodobnost toho, Ze
pevnost v tahu ndhodne vybraného vyrobku a) bude mensia ako 2,7; b) bude vicsia ako
2; ¢) sa nebude 1i3it od strednej hodnoty o viac ako 1. Stanovte: d) hornt hranicu pevnosti
v fahu ndhodne vybraného vyrobku, ktora nebude prekrocend s pravdepodobnostou 0,95;
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e) takd hodnotu r, Ze pravdepodobnost toho, Ze sa pevnost v tahu ndhodne vybraného
vyrobku nebude 1iSit od strednej hodnoty o viac ako r, je 0,5.
[a) 0,6462; b) 0,6915; c) 0,7887; d) 3,7159; e) 0,5396]

9.16. Lietadlo zachovava vysku so systematickou chybou +20 metrov a ndhodna chyba
je charakterizovana smerodajnou odchylkou 25 metrov. Lietadlo ma pre svoj let urceny
koridor vysoky 100metrov. Aké je pravdepodobnost toho, Ze bude letief mimo kori-
doru? [0,1176]

9.17. Pri vazeni telesa sme dostali priemerni hmotnost 2,4g a smerodajni odchylku
hmotnosti 0,03 g. Akl odchylku hmotnosti telesa od priemernej hmotnosti mozno zarudit
s pravdepodobnostou 0,957 [0,0588 g]

9.18. Akéa musi byt dizka intervalu normy, aby s pravdepodobnostou 0,0455 bol zhotoveny
vyrobok s kontrolovanym rozmerom mimo normu, ak odchylky od pozadovanej hodnoty
maji normalne rozdelenie N(0,7)7 [28]

9.19. Pri kontrole sa prijimajt vetky vyrobky, ktorjch dlzka presahuje 77 cm. Bolo zis-
tené, ze dizka vyrobku mé normélne rozdelenie so strednou hodnotou 75 cm a smerodaj-
nou odchylkou 5cm. Uréte pravdepodobnost toho, Ze vyrobok, ktory presiel kontrolou,
je dlhsi nez 77 cm. 0,3446]

9.20. Ndhodné premennd X sa riadi normélnym rozdelenim pravdepodobnosti norm/(0, o).
Urcte o, ak plati P(]X| £ 0,5) =0,5. [0,7413]

9.21. Vyrobok je vyssej kvality, ak odchylka jeho sledovaného rozmeru neprekroc¢i hodnotu
2,5 mm. Ndhodné odchylky rozmeru majui rozdelenie pravdepodobnosti norm(0, 2) (sme-
rodajné odchylka je danad v mm). Uréte stredni hodnotu po¢tu vyrobkov vyssej kvality pri
nezavislej vyrobe n € {10, 50, 100, 500} vyrobkov. [7,8870; 39,4350; 78,8700; 394,3502.]

9.22. Chyba merania je ndhodnou premennou s rozdelenim pravdepodobnosti norm(0, 60).
Najmenej kolkokrat je potrebné uskutoc¢nit meranie, aby bolo mozné s pravdepodobnos-
tou aspori 0,9 tvrdit, Ze absolitna hodnota chyby merania je mensia ako 7,5 aspoii v jed-
nom pripade? [22]



10 Nahodné vektory

Prechod od jednej ndhodnej premennej k usporiadanému systému nahodnych pre-
mennych (alebo ndhodnému vektoru) je obdobny ako pri pevnej (nendhodnej) pre-
mennej. Nas vyklad o ndhodnych vektoroch bude stru¢ny s cielom dopracovat sa k pojmu
kovariancia a kovarian¢na matica.

Nech X a Y st ndhodné premenné nad tym istym pravdepodobnostnym polom. Uspo-
riadant dvojicu (X,Y’) nazyvame (dvojrozmernym) ndhodnym vektorom (niekedy ju
nazyvame aj vektorova nahodna premenna alebo systém nahodnych premen-
nych).

Poznamka 10.1. ZovsSeobecnenie: usporiadany systém X, X, ..., X,, ndhodnych pre-
mennych nad tym istym pravdepodobnostnym polom urcuje n-rozmerny nahodny
vektor (X, Xs,...,X,). V dalsom texte sa budeme zaoberat len dvojrozmernymi né-

hodnymi vektormi (X,Y), kde obe ndhodné premenné X a Y st bud diskrétne (vtedy
hovorime o diskrétnom nahodnom vektore) alebo obe st spojité (hovorime o spo-
jitom ndhodnom vektore) ndhodné premenné (kombinacia jednej diskrétnej a jednej
spojitej ndhodnej premennej z dovodu nedostatku potrebného matematického aparatu
presahuje rdmec nasho vykladu).

Nech a,b € R st Iubovolné redlne ¢isla. Budeme predpokladaf, Ze vieme ur¢it prav-
depodobnosti typu P(X < a, Y £ b) (t. j. pravdepodobnost toho, Ze hodnota ndhodnej
premennej X nie je vicSia nez a a sticasne hodnota nahodnej premennej Y nie je vicsia
ako b), P(X =a,Y =), P(X € [,,Y € I,), kde I a I, st lubovolné intervaly alebo
vseobecne P((X,Y) € A), kde A je mnozina A C R* = R x R.

Nech oborom hodnét diskrétnej ndhodnej premennej X je mnozina H(X) = {1, 2,
ooyt aHY) ={y1, Y2, - .-, Ym} je oborom hodndt ndhodnej premennej Y. Ozna¢me

Potom by sme mohli ndhodny vektor (X,Y") uplne charakterizovat dvojrozmernou prav-
depodobnostnou tabulkou

X\YH n ‘ Y2 “ Ym H dor
T P11 P12 E DPim Pl(l“l)
ZU.2 P‘zl ?22 e p2'm Pl(.l’z) (10'2)
Ln Pn1 Pn2 <o | Pnm Pi(zn)

o5 || Py) [ Pa(yo) |- | Pa(ym) || 1

¢o je obdoba pravdepodobnostnej tabulky . V tejto tabulke sme symbolom > r
oznacili sicet pravdepodobnosti p;; v prislusnom riadku a symbolom ) s sucet p;; v zod-
povedajicom stipci. Je evidentné, Ze stcet vietkych pi; v tabulke je rovny jednej. Tieto
poznatky mozeme takto zhrnat:

riadkové sucty p;;: Zpij = P(z;), i=1,2,...,n, (10.3)
j=1

107
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urcujui pravdepodobnostni tabulku prvej ndhodnej premennej X (vSimnite si prvy a po-
sledny stipec tejto tabulky). Pravdepodobnostiam P;(z;) hovorime marginilne prav-
depodobnosti ndhodnej premennej X nahodného vektora (X,Y).

Analogicky

stlpcové stcty py;: Zpij =DP(y;), j=12,...,m, (10.4)
i=1

ur¢uju pravdepodobnostnt tabulku druhej ndhodnej premennej Y (prvy a posledny ria-
dok tabulky). Pravdepodobnostiam P,(y,) hovorime marginalne pravdepodobnosti
nahodnej premennej Y ndhodného vektora (X,Y).

V konecnom dosledku sucty vsetkych p;; z celej tabulky st rovné jednej, t. j.

celkové sucty p;;: i Xn:pij = f: z”: P(x;,y;) =1, (10.5)

j=1 i=1 j=1 i=1

¢o je obdoba normaliza¢nej podmienky (8.3 jednej ndhodnej premennej (premyslite si
pripad nekonecného spocitatelného poc¢tu moznych hodndt niektorej ndhodnej premen-
nej).

V dal8ich tivahéch méze byt ndhodny vektor aj spojity.
Definicia 10.1. Distribucénd funkcia F' nahodného vektora (X,Y) je funkcia,
ktord je pre kazdé (z,y) € R? uréend predpisom

F(z,y)=P(X < z,Y Zvy). (10.6)

Funkciu F nazjvame aj zdruZend distribuénad funkcia nadhodného vektora (X,Y).

Obdobnym sposobom ako pri jednej ndhodnej premennej mozeme dokazat, ze
1. Pre kazdé (z,y) € R* je 0 < F(z,y) < 1;

2. lim F(z,y)= lm F(x,y)=0;

T——00 y——00

3. lim F(z,y)=1
y— o0

4. lim F(x,y) = Fi(z), kde funkcii F; hovorime margindlna distribu¢na funkcia

Yy—oo

nahodnej premennej X nahodného vektora (X,Y);

5. obdobne: lim F(z,y) = F5(y), kde funkcii F, hovorime marginalna distribu¢né

funkcia nahodnej premennej Y ndhodného vektora (X,Y)

a naviac, v pripade diskrétneho nadhodného vektora

F(z,y)=> Y Play;), kde z;€ H(X), y; €H(Y).

yj Sy z;Sx
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Definicia 10.2. Nezdporni funkciu f : R*> — R§ nazgvame hustotou pravdepodob-
nosti nahodného vektora (X,Y') prave vtedy, ked pre 1 plati:

F(x,y)://f(s,t)dtds, (,y) € B2, (10.7)

kde F je distribucnd funkcia ndhodného vektora (X,Y).

Veta 10.1. Nech F je distribucna funkcia a f hustota pravdepodobnosti nahodného
vektora (X,Y"). Potom okrem plati:

1. ak hodnota f(x,y) existuge, tak f(z,y) = 0;
2. ak existuje druhd zmiesand derivdcia funkcie F, tak

OF(z,y)

sl = Fle.y) (10.8

3. nmormalizacnd podmienka (porovnajte s ) pre hustotu pravdepodobnosti:

(e o]

f/f(x,y) dody = 1; (10.9)

—0o0 —00

4. prea<bac<dje
b d
P(a<X§b,c<Y§d)://f(x,y)dydx; (10.10)

5. vieobecnejsie k predchddzajicej viastnosti: pre mnoZinu A C R? je

P((X.Y) GA))://f(m,y) dz dy. (10.11)
A

Definicia 10.3. Nech funkcia f je hustotou pravdepodobnosti nahodného vektora (X,Y).
Pod margindlnou hustotou pravdepodobnosti ndhodnej premennej X (resp.
Y ) nahodného vektora (X,Y) rozumieme funkciu fi (resp. f2), ktord je definovand
predpisom

fi(z) :/f(m,y) dy, x € R, (resp. f2(y) :/f(x,y) dx, y € R). (10.12)

Poznamka 10.2. Pre marginalne hustoty pravdepodobnosti f; a fo plati

x )
Fl(x):/fl(t)dt, TR a Fg(y):/fQ(t)dt, yeR,
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kde F; a F, su prislusné marginalne distribu¢né funkcie ndhodného vektora (X, Y).

Definicia 10.4. Nech (X,Y) je ndhodny vektor s distribucnou funkciou F' a margindl-
nymi distribucnymi funkciami Fy a F5. Nahodné premenné X a Y nazgvame nezavis-
lgma prave vtedy, ked

F(z,y) = Fi(z) - F5(y) pre vsetky (z,y) € R% (10.13)

V opacnom pripade ndhodné premenné X a 'Y nazijvame zavislyma.
Vlastnosti hovorime, Ze funkcia F' md separovatelné premenné vzhladom na sicin.

Poznamka 10.3. ZovSeobecnenie poslednej definicie: nech (X;, Xs, ..., X,,) je na-
hodny vektor s distribu¢nou funkciou F' a marginalnymi distribu¢nymi funkciami Fi, F,
..., F,,. Ndhodné premenné X, X, ..., X,, nazyvame nezavislymi prave vtedy, ked

F(zy,29,...,2,) = Fi(x1) - Fo(xg) - ... - Fu(x) (10.14)

pre vSetky (x1,xs,...,x,) € R".
Nasledujtuce dve vety nedokazujeme.

Veta 10.2.  Nech (X,Y) je diskrétny nahodny vektor s margindglnymi pravdepodobnos-
tami Py a P;. Potom ndhodné premenné X a'Y si nezdvislé prdve vtedy, ked

P(z;,y;) = Pi(x;) - Py(yy)  pre kazdé  z; € H(X), y; € H(Y)

Veta 10.3.  Nech [ je hustota pravdepodobnosti spojitého nahodného vektora (X,Y)
s margindalnymi hustotami pravdepodobnosti f1 a fo. Potom ndhodné premenné X a 'Y
st nezdvislé prave vtedy, ked f(x,y) = fi(x) - fo(y) pre kazdé (x,vy), kde si funkcie f, fi
a fo definovanéll|

Je zrejmé, ze ak (X,Y) je diskrétny nahodny vektor s marginalnymi pravdepodob-
nostami P, a P, tak pre stredné hodnoty a disperzie ndhodnych premennych X a Y
plati:

m(oco

n(co) )
E(X) = Z zi- Pi(zi) a EY)= Z y; - Pa(y;),

n(
D(X) = [z — E(X)]”- Py(x),

8

%

3
8

)
DY) =Y [y — EYV)]*- Pay))

J

Il
—

a ak (X,Y) je spojity ndhodny vektor s margindlnymi hustotami f; a fs, tak

E(X) = / rfi@)de a B(Y)= / y- foly) dy,

9vo formulécii tejto vety sme si dovolili upustit od exaktnosti
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D(Y) = / ly— EON))? - faly) dy.

—00

Definicia 10.5. Pod kovarianciou alebo aj korelacnym momentom ndhodného
vektora (X,Y') rozumieme cislo (ak existuje)

( n(00) m(c0)
; ; [2: = BE(X)] - [y; — E(Y)] - P(x1,)

(pre diskrétny pripad),

k(X,Y) (10.15)

J T o= EO] - [y— Q)] - f(z,y) dady

—00—00

L (pre spojity pripad),

kde x; € H(X), y; € H(Y) a f je hustota ndhodného vektora (X,Y"). Polozime k(X, X) =
= D(X) a k(Y,Y) = D(Y).
Poznamka 10.4. Tahko sa presvedéime, ze k(X,Y) = k(Y, X).

Veta 10.4.  Nech (X,Y) je ndhodny vektor. Ak ndhodné premenné X a'Y si nezavislé,
tak k(X,Y) = 0.

Poznamka 10.5. Ak k(X,Y) = 0, tak ndhodné premenné X a Y nemusia byt nezavislé.

Definicia 10.6. Nech (X,Y") je ndhodny vektor, pre ktory ezistuje k(X,Y),
o(X)=+vDX)#0aoc(Y)=+D(Y) #0. Pod korelacngm koeficientom ndhod-

ného vektora (X,Y') rozumieme ¢islo

k(X,Y)

) oD (10.16)

p(X,Y) =

Veta 10.5. Nech (X,Y) je ndhodny vektor. Potom
1. p(X,Y)=p(Y, X), p(X, X) =1, p(YV,Y) = 1;
ak ndhodné premenné X a'Y su nezdvislé, tak p(X,Y) = 0;

p(X,Y)[ = 1

> Lo

ak medzi X a'Y existuje linedrna zdvislost (t. 3. Y =a- X +0,0# a, b € R), tak
p(X.Y)| = 1.

Definicia 10.7. Nech (X,Y") je ndhodny vektor. Maticu

E(X,X) k(X,Y) D(X) k(X,Y)
K= ( kY, X) kYY) > - ( k(X,Y) D) ) (10.17)
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nazyvame kovarianénou maticou nahodného vektora (X,Y).

Poznamka 10.6. Je prirodzené definovat kovarianéni maticu n-rozmerného nahod-
ného vektora (Xi, Xs,...,X,,) tymto sposobom: je to Stvorcova matica K = (k;;), kde
kij = k?(Xi,Xj), t. J

DX k(X1 X) ... k(X1 X,)
K(X1, Xa)  D(Xa) ... k(X X)

K: . .
HX1 Xo) E(Xs, X,) ... D(X,)

Kovarianéna matica je symetricka.

Priklad 10.1. Raz hodime dvoma beZnymi hracimi kockami. Nech X je maximum poc-
tu padnutych bodov a Y absolttna hodnota rozdielu poc¢tu padnutych bodov na kockéch.
Uréme: a) zdkon rozdelenia pravdepodobnosti (t. j. napr. pravdepodobnostni tabulku)
ndhodného vektora (X,Y’); b) margindlne pravdepodobnosti P, a P; ¢) kovarianciu; d)
kovarianénii maticu; e) korela¢ny koeficient ndhodného vektora (X,Y'); f) Rozhodnime,
¢i ndhodné premenné X a Y st nezavislé.

RieSenie. a) Zrejme H(X) = {1,2,3,4,5,6} a H(Y) = {0,1,2,3,4,5}, P(x;,0) = 5
(rovnaky pocet bodov na oboch kockéach), pre z; < y; je P(z;,y;) = 0 (nemozny jav)
a pre zvysné pravdepodobnosti je P(x;,y;) = % (napr. P(5,2) = P(X =5,Y =2) je
pravdepodobnost javu, ktory spociva v tom, Ze maximum padnutych bodov na kockéch
je b a ze absolutna hodnota rozdielu poc¢tu padnutych bodov na kockach je rovna dvom.
To je ovéem mozné len vtedy, ked na jednej kocke padli tri body a na druhej pit bodov.
Pravdepodobnost tohto javu je %. V nasledujtcej tabulke st v zmysle (10.2)) uvedené
pozadované pravdepodobnosti, pricom pre skratenie zapisov si vSade uvedené 36 nasobky
skuto¢nych pravdepodobnosti.

zi\y; 0] 1 ]2]3]4]5] Pu(x)
1 1lofolofo]o 1
2 1/21]0/0]0]0 3
3 1/ 21]2/0]0]0 5
4 1121]2(2]0]0 7
5 112122120 9
6 1272222 11

Py(y;)|[6]10]8|6[4]2] 36

b) Pozadované marginalne pravdepodobnosti ndhodnych premennych X a Y dostaneme
z predchadzajucej tabulky: rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnych premennych X a Y
st dané pravdepodobnostnymi tabulkami

o 1123456
1 3 5 7 9 11 >
Pi(@i) || 36 | 36 | 35 | 36 | 36 | 36
yi ol1l2]3]4]5
6 10 8 [ 4 2
Pa(y;) || 35 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36
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¢) Pre stredné hodnoty je E(X) =43 a E(Y) = 2. Potom

K = 5[ (1-55) (0-5) + (-5 0 )+

(6 _ %) (5 — i’-Z) . 2] ~ 1,02623.

d) Z casti b) dostaneme D(X) =~ 1,97145 a D(Y') & 2,05247, a preto

o (197145 1,02623
—\ 1,02623 2,05247

je kovarian¢nou maticou ndhodného vektora (X,Y).

e) Podla (10.16)) je

1,02623
X, V) ~ ’ ~ 0,51017.
XY JT,07145 - \/2,05247

f) Kedze p(X,Y) # 0, tak ndhodné premenné X a Y su zavislé.

c pre0<zr<y<l,

Priklad 10.2. Majme funkciu f(x) = { 0 pre iné (z,y) € R?

kde ¢ je realna kon-

stanta. Uréme: a) pre akt hodnotu ¢ mdze f byt hustotou pravdepodobnosti ndhodného
vektora (X, Y'); b) marginélne hustoty fi a fs; ¢) stredné hodnoty a smerodajné odchylky
nahodnych premennych X a Y’; d) kovarianciu a korelaény moment ndhodného vektora

(X,Y). e) St ndhodné premenné X a Y nezavislé?
Riesenie. a) Normaliza¢na podmienka (10.9) ndm dava

x

1:77f(x,y)d:cdy—/l [/cdy]

—00 —00

odkial ¢ = 2. Nezapornost funkcie f je evidentna.

b) Podla (10.12) je

- 1
B - [ 2-(1-2) prex € (0,1),
— /f(x,y)dy—/Qdy—{ 0 Erem%(oyl)

2.y prey e (0,1),
/fxy /2dx {0 pre y € (0,1).
c) Mame

E(X):/xfl(x)dx:/xﬂ(l—x)dx:% 8

—00 0
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00 1
2
EY)= [yf(y)dy= [y 2ydy= .
Jon -
Pre disperzie dostaneme
o] 1
172 1 1
D(X) :/[1’ — E(X) fi(z) dz =/[a: - 5} 2l —w)de= 12 a D)=
e J

Takto 0(X) = o(Y) = = = %2,
d) Z (10.18) je

kX Y) = [ [ o= BOO)- [y - B0 - Sl dody =

—0o0—00

:/[/[x_%}.[y_g]-zdy]dx:%.

Korela¢ny koeficient ziskame podla ((10.16]):

KX,Y) 1

) T2

e) p(X,Y) # 0, a preto ndhodné premenné X a Y st zavislé.

Ulohy
10.1. Je dand pravdepodobnostna tabulka diskrétneho ndhodného vektora (X,Y):
vy || 2 1416 |8

1 0,01]0,03(0,04| &k

2 k 1024] 0,1 |0,04

3 0,04 | 0,15 0,08 | 0,03

4 |[0,04]0,06|008] Fk
Urcte: a) konstantu k; b) marginalne pravdepodobnosti P;(z;) a P(y;); ¢) hodnoty dis-
tribu¢nej funkcie F'(3;4) a F'(4;3); d) korelacny koeficient; e) kovarianént maticu. f) St
nahodné vektory X a Y nezavislé?

T; 1 2 3 4 T
Pi(z;) || 0,1 | 0,4 [0,3] 0,2
2) 0,02; b) 1L 104105102
Yj
Py(y;) [ 0,11 0,48 [ 0,3 0,11

¢) F(3;4)=049; F(4;3)=0,11; d) K(X,Y)=-0,112;

o (08400 —0.1121
—0,112 2,7276 )’
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10.2. V zéasielke desiatich vyrobkov je 8 kvalitnych a 2 nekvalitné. Medzi kvalitnymi je
5 prvej akosti. Nahodne vyberieme 2 vyrobky (bez vratenia). Uréte: a) pravdepodob-
nostnt tabulku diskrétneho ndhodného vektora (X,Y’), ak X nadobtda hodnoty poétu
vybranych kvalitnych vyrobkov a Y hodnoty poctu vybranych vyrobkov prvej akosti; b)
marginalne pravdepodobnosti P;(x;) a P(y;); ¢) hodnoty distribu¢nej funkcie F'(2;1),
F(1;2) a F(2;5); d) ¢i st ndhodné vektory X a Y zavislé.

[ w\y|[0]1]2 i 0112
0 500 Pz || 5| % | &
) 220 P o112’
5|9 Yj
2 5 2
2 112 Py) |l 515 | 5
K9 g, %, 1; d) Ano ]

kxy pre (z,y) € (0,1) x (1,2),
0  pre (z,y) €(0,1) x (1,2).
Uréte: a) pre akt hodnotu & € R je f hustotou pravdepodobnosti ndhodného vek-
tora (X,Y); b) marginilne hustoty pravdepodobnosti ndhodnych premennych X a Y
¢) stredné hodnoty a disperzie ndhodnych premennych X a Y’; d) kovarianciu ndhodného

vektora (X,Y);e) P(0 S X < 1,1 <Y <4);f) & st ndhodné premenné X a Y neza-

10.3. Dané je funkcia f(z,y) = {

vislé.

Ca) k= 4 B}
[ 2z prex€(0,1), [ % preye(1,2),
b) filz) = { 0 prez¢(0,1), Ry) = { 03 pre y & (0,1);
o) E(X)=3%, E(Y)=14, D(X) =4, DY) = 15;
d) K(X,Y)=0; e) % f) Ano |

kx pre x € (0,1), o ) ‘
0 prex e (0,1). Urcte: a) pre akt hodnotu k € R je

f hustotou pravdepodobnosti ndhodného vektora (X, Y'); b) marginalne hustoty pravde-
podobnosti ndhodnych premennych X a Y ¢) stredné hodnoty a disperzie ndhodnych pre-
mennych X aY’; d) kovarianciu ndhodného vektora (X,Y); e) P(% <SX<1,0<Y < %);
f) ¢i st ndhodné premenné X a Y zavislé.
[ a) k=2

[ 2z prexz e (0,1), [ 1 preye(0,1),
0 e = { 0" Pt at = oL

) E(X)=2%, E(Y)=3, DX)=1x%, DY) = 35;

18

10.4. Dané je funkcia f(x,y) = {

| d) K(X,Y)=0; e) %; f) Nie

a(r +y) prez,y € (0,1),
0 pre zVy & (0,1).
notu a € R je f hustotou pravdepodobnosti ndhodného vektora (X,Y'); b) marginalne
hustoty ndhodnych premennych X a Y ¢) stredné hodnoty a disperzie oboch ndhodngch
premennych; d) kovarianciu ndhodného vektora (X,Y); e) P(Y < X); f) & s ndhodné
premenné X a Y zavislé.

10.5. Dana je funkcia f(z,y) = Urcte: a) pre aka hod-
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_ 2) g,
2(z+1)

) i) = { 3
(1+4y)

f2(y) = { 0 3




11 Matematicka Statistika

Pojem S$tatistika je velmi obsirny. V praxi sa neraz stretneme so slovnymi spojeniami:
yStatisticky bolo zistené, ze ...“ alebo ,Statistika hovori, ze ...“, pricom je podana
informdcia o istej skuto¢nosti (napr. priemerny zarobok alebo hmotnost, sledovanost
istej televiznej stanice, zivotnost vyrobkov, spotreba benzinu, volebné preferencie atd.).
Takéato informécia je stopercentne pravdiva len vtedy, ak sa zistil skimany Statisticky
znak (zarobok, hmotnost, sleduje — nesleduje atd.) pre kazda Statisticki jednotku,
t. j. pre kazdy objekt skiimania. To sa vSak d& len zriedkavo realizovat, mohlo by to byt
finan¢ne naro¢né alebo by to stratilo zmysel (napr. pri zistovani zivotnosti vyrobkov by
sme zlikvidovali celt vyrobu). Preto sa zisti skimany znak na ndhodnom vybere —
vybranej vzorke a zo ziskanych idajov sa urobi zovSeobecnenie vo forme Statistického
zéveru o celom zakladnom stbore, t. j. o celej mnozine Statistickych jednotiek, ktora
je predmetom skiimania.

Pri tomto postupe vSak musime pripustif riziko, Ze néas statisticky zaver o zakladnom
stibore nebude dobry. Mieru tohto rizika charakterizujeme tzv. hladinou vyznamnosti
a € (0,1), ktord v podstate stanovuje pravdepodobnost toho, Ze nas Statisticky zéver
je chybny. Cislo v = 1 — o udava zrejme pravdepodobnost spravneho zaveru, a preto je
prirodzené ho nazvat koeficientom spolahlivosti.

V dalsich odsekoch sa budeme zaoberaf tymito hlavnymi tlohami Statistického sku-
mania:

a) odhady a intervaly spolahlivosti parametrov zékladného suboru;
b) testovanie Statistickych hypotéz;

c) korela¢nd a regresné analjza.

11.1 Nahodny vyber a vyberové charakteristiky

Kazdé statistické skiimanie je zalozené na ndhodnom vybere (vzorke, vyberovom stibore).
Je to ,ndhodnéd podmnozina® zékladného stboru. Je prirodzené pozadovat, aby nahodny
vyber ,dostatocne reprezentoval® zakladny subor. K tomu je, okrem iného, nevyhnutné,
aby

1. kazda jednotka zdkladného stiboru mala rovnaki Sancu (pravdepodobnost) dostat
sa do ndhodného vyberu;

2. nadhodny vyber mal dostatoény pocet prvkov vo vztahu k poc¢tu prvkov zakladného
suboru.

Rozborom tychto poziadaviek sa nebudeme hlbsie zaoberaf.

Predpokladajme, ze mame dany ndhodny vyber n Statistickych jednotiek (¢islo n
nazyvame rozsahom nahodného vyberu) a ze na kazdej sme zistili sledovany kvan-
titativny znak (konkrétny zarobok, hmotnost atd.). Tomuto procesu hovorime zber dat
(ddajov). Tieto déata je vhodné rozumne spracovat tzv. triedenim. Najjednoduchsim
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triedenim dat je ich usporiadanie podla velkosti, obyc¢ajne vzostupne, ¢im ziskame va-
ria¢ény rad'%}

<1y <<, (11.1)

kde x; st namerané hodnoty

Pri velkom rozsahu ndhodného vyberu je tento pristup neprehladny, a preto robime
triedenie podla poc€etnosti (frekvencie), t. j. pre kazdi namerant hodnotu z; zistime
kolkokrat sa vyskytuje medzi nameranymi hodnotami, ¢o ozna¢ime n;. Ziskané hodnoty
obycajne zapiseme do takejto tabulky

x; || 167170 [ 174 | 175 | 178 | 180 (112)
| .

nj|l 1 ]3]5]6]|3]2°”

v ktorej je pre 1 = 167 frekvencia ny = 1 a napr. pre x3 = 174 je ng = 5. VSeobecne:
medzi n nameranymi hodnotami z; s frekvenciami n; z je k < n navzajom roznych,
(v tabulke je k =6 an=20), pricom ny +ng + +- -+ n, = n.

Pri intervalovom triedeni predpokladame dany systém I po dvojiciach disjunkt-
nych intervalov, pricom kazda namerana hodnota x; lezi prave v jednom intervale a pre
kazdy interval I; pozname intervalova frekvenciu n;, ktora udava, kolko nameranych
hodnot padlo do daného intervalu:

L; |16 —20[20—24 |24 —28 |28 —32[32—36 | 113
7] I A R R I .

Urcite ste postrehli, ze tu pouzivame nestandardné oznacenie pre interval: zadavame
jeho dolntt a hornt hranicu, napr. zépis 20 — 24 znamend interval I, = (20,24) (to je
v Statistike najbeznejsi sposob oznacenia intervalu) s frekvenciou ny = 7. Intervaly st
zvycajne ekvidistantné (rovnakej velkosti). Pod reprezentantom intervalu rozumieme
jeho stred.

V literature, ale aj v beZznej praxi, mozete najst rozne grafické interpretacie namera-
nych hodnét pomocou polygénov, histogramov, ,kolac¢ov® atd.

Definicia 11.1. Nech su dan€ namerané hodnoty x1,xs, ..., x,, ktoré si ziskané z nd-
hodného vyberu V,,. Pod vyberovgm priemerom nahodného vyberu V, rozumieme
cislo

T==Y z (11.4)

Je to zrejme znadmy aritmeticky priemer nameranych hodnét. V pripade triedenia
podla frekvencii ho mozeme zapisat aj v tvare

k
1
T=— g n;x;, (11.5)
n <
Jj=1
10V literattre sa pre variaény rad obéas pouziva oznacenie vy Sz S-S xg S0 S Ty,

kde x(;) je k-ta hodnota znaku vo vybere rozsahu n, ktory je vzostupne usporiadany podla velkosti
(symboliku z ;) pouzivaji aj platné $tdtne normy CSN 01 0104).
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kde n; je frekvencia hodnoty z;. Pri intervalovom triedeni berieme za x; reprezentanta
prislusného intervalu.

Definicia 11.2. Nech si dan€ namerané hodnoty x1, s, ..., T,, ktoré su ziskané z nd-
hodného vgberu V,,. Pod vgberovgm rozptylom (disperziou) nahodného vyberu
V,, rozumieme cislo

§° = %Z(xi—E)Z (11.6)

a pod modifikovangm vyberovgm rozptylom (disperziou) ndhodného vyberu
V,, rozumieme cislo

2o L > (zi—7)? (11.7)

n—14%
=1

kde T je vyberovy priemer. Vyberovou smerodajnou odchylkou, resp. modifikova-
nou vyberovou smerodagjnou odchylkou nahodného vyberu V,, je cislo

n

s=1s2= ! Z(Il —T)2, resp. s*= ! Z(mz —T)2. (11.8)

n 4 n—14
i=1 =1

Poznamka 11.1. VSimnime si, Ze ak hodnoty x1,zs,...,z, si navzijom rozne, tak
vyberovy priemer T, resp. vyberovy rozptyl s? je totozny so strednou hodnotou E(X),
resp. rozptylom D(X) diskrétnej ndhodnej premennej, ktord ma rovnomerné rozdelenie
pravdepodobnosti.

Priklad 11.1. Vypocitajme vyberovy priemer, vyberovy rozptyl a modifikovany vy-
berovy rozptyl i vyberovii smerodajni odchylku a modifikovanti vyberovii smerodajni
odchylku, ak v ndhodnom vybere boli namerané hodnoty: a) 3;5;8;9;9;5; b) dané v ta-

bulke (11.2).

Riesenie. Vypocet ziadanych vyberovych charakteristik podla vyssie definovanych vzta-
hov prenechavame pre ¢itatela. V MATLABe moZeme postupovat takto:

a) Najskor syntaxou x = [3,5,8,9,9, 5] zaddme namerané hodnoty a jednotlivé vyberové
charakteristiky 7, s?, s*2, s a s* v danom poradi ziskame pomocou mean(z), var(z,1),
var(z), std(x,1) a std(r), Dostaneme: T = 6,5; s> = 525; s** = 6,3; s ~ 22913 a
s* = 2,51,

b) Ru¢né pocitanie asi odmietneme a s danymi frekvenciami n; sa vysporiadame takto:
x = [167,170 % ones(1,3), 174 x ones(1,5), 175 % ones(1,6), 178 x ones(1, 3), 180 * ones(1, 2)]
(tym sme zadali namerané hodnoty) a ako v Casti a) ziskame T = 174,55; s> = 10,8475;

s*2 & 11,4184; s ~ 3,2936 a s* ~ 3,3791.

V pripade intervalovych frekvencii berieme za x; hodnoty reprezentantov jed-
notlivych intervalov.

Vyberové charakteristiky maji ndhodny charakter: pri tom istom zakladnom stbore
rozne ndhodné vybery (tie mézu maft aj rdzne rozsahy) poskytuji vo vSeobecnosti rozne
nahodné hodnoty jednotlivych vyberovych charakteristik. To nas privadza k zaveru, ze
vyberové charakteristiky st v podstate ndhodné premenné s istym zakonom rozdelenia
pravdepodobnosti.
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11.2 Bodové a intervalové odhady parametrov
zakladného stuboru

Parametre zakladného stboru su isté veli¢iny, ktoré ho charakterizuju a si urcené
konkrétnymi hodnotami sledovaného znaku vsetkych Statistickych jednotiek celého za-
kladného siboru (napr. ak zakladny stbor pozostava zo vsetkych vyrobenych aut typu
XX, tak priemerna spotreba, t. j. stredna hodnota spotreby benzinu na konkrétnu vzdia-
lenost a pri konkrétnych podmienkach je jeden mozny parameter skimaného stiiboru aut
prostrednictvom nédhodnych vyberov odhadnut.

Nech @ je sledovany parameter zakladného stiboru (napr. strednd hodnota p, sme-
rodajné odchylka o atd.) a Qn je vyberova charakteristika nahodného vyberu V,,, kde n
oznacuje rozsah ndhodného vyberu (napr. 7, s atd.). Pod bodovym odhadom para-
metra () rozumieme taku vyberovia charakteristiku Qm ktora nadobtida hodnoty blizke
skutoc¢nej hodnote parametra (). Tento bodovy odhad nazyvame nevychylenym prave
vtedy, ked F (Qn) = (). Zapisujeme prirodzenym sposobom: Q ~ Q,,.

V literattre sa sleduju aj iné atribity bodovych odhadov (napr. konzistencia, vydat-
nost atd.). My sa uspokojime s tym, ze uvedieme bez dékazu tito ocakévant vetu:

Veta 11.1.  Vyberovy priemer T je nevychylenym odhadom strednej hodnoty p a mo-
difikovany vyberovy rozptyl s*2 je nevychyjlenym odhadom rozptylu o* zdkladného suboru

t. j.

LT a o? ~ 52 (11.9)

Téato veta poskytuje prirodzeny vysledok: ,,priemer velkého stitboru odhadneme logicky
¢im inym nez priemerom malého suboru, ktory je z velkého (zédkladného stiboru) nahodne
vybrany“; podobne je to s rozptylom.

V praxi sa bodové odhady vyuzivaji na ziskanie intervalovych odhadov paramet-
rov zakladného suboru. Tieto intervaly nam poskytni ucelenejsiu informaciu. Najskor
zadefinujeme niektoré potrebné pojmy.

Nech f je hustota a F' distribuéné funkcia ndhodnej premennej X (napr. s grafmi,
ktoré st uvedené na obr. . Potom pre [ubovolné € (0, 1) existuje také najmensie
redlne Cislo ¢, ze F'(¢) 2 (:t. . ¢ je najmensie redlne ¢islo, pre ktoré je obsah vysrafovanej
Casti na obr. aspon (3 (skuste si interpretaciu premysliet v pripade grafu distribucnej
funkcie).

y

hustota f Bt distribuénd
funkcia F’

Obr. 11.1
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Definicia 11.3. C(islo ¢ z predchddzajicich tivah nazgyvame (3-kvantilom rozdelenia
pravdepodobnosti F a oznacujeme ho c = F~1(3).

Pre kvantily dolezitych rozdeleni pravdepodobnosti sa pouzivaji konvenéné oznace-
nia. Pre ndm uZ zndme normované normaélne rozdelenie pravdepodobnosti norm(0,1)
(pozri (9.18)) je to oznacenie ®~(8) = ys (pouziva sa aj ug alebo zg). V matematic-
kej Statistike je rad dal$ich délezitych rozdeleni pravdepodobnosti. Pre tie rozdelenia,
ktoré budeme potrebovat, neuvedieme ich definicie, ani hustoty a distribu¢né funkcie (to
vSetko si v pripade potreby najdete v literattre). V nasledujtcej tabulke uvidzame né-
zov rozdelenia pravdepodobnosti, Standardné oznacenie ndhodnej premennej, oznacenie
pre jej distribu¢nt funkciu, oznacenie pre (-kvantil a syntax pre ziskanie tohto kvantilu
v MATLABe (kvantily moézeme ziskat aj z tabuliek, ktoré st zvycajne v prilohéch; my
ich neuvadzame).

| Nézov RP | NP | DF | f-kvantil |  Syntax |
Normované normdlna || Y o Ys norminv(3)
Chi-kvadrat X X2 Xm chi2inv(B3,n)
Studentovo ¢ T | t, ton tinv(B, n)
Fisherovo F | Fom | Fgnm | finv(B,n,m)

V tabulke n a m st prirodzené ¢isla. Fisherovmu rozdeleniu sa niekedy hovori Fisherovo-
Snedecorovo rozdelenie pravdepodobnosti.

Hlavna myslienka intervalového odhadu parametra () zakladného suboru spociva
v najdeni istého intervalu I, v ktorom lezi s nami zvolenou pravdepodobnostou p skuto¢né
hodnota parametra (). Samozrejmou snahou je najst interval I ¢o najmensej velkosti. Ak
sa nam taky interval podari najst, tak mozeme o niom tvrdit, Ze dottho na 100 - p percent
patri skuto¢na hodnota ().

Definicia 11.4. Intervalovym odhadom parametra () zakladného suboru na
hladine vyznammnosti o € (0,1) nazgvame taky ,ciselny interval (Q1,Q2), v ktorom
parameter () lezi s pravdepodobnostou 1 — a, t. j.

Pr1=Q=Q)=1-a, (11.10)

kde Q1 a Qs je dvojica cisel, ktord zavisi od realizovaného nahodného vyberu V,,. Interval
(@1, Q2) nazgvame aj 100 - (1 — «)-percentny interval spolahlivosti pre parame-
ter Q alebo skrdtene obojstranny interval spolahlivosti. Cislu (1 — «) hovorime
koeficient spolahlivosti intervalového odhadu (Q1, Q).

Definicia 11.5. Jednostranné intervaly spolahlivosti pre parameter () definu-
jeme obdobne ako v predchddzajicej definicii. Maju tvar:

{ lavostranny interval (Q,,00) : P(Q1 £ Q)=1-« (11.11)

pravostranny interval (—o00,(Qs) : P(Q = Q2) =1—a.
Graficka interpretacia oboch definicii je na obr. [11.2] Pri obojstrannom intervale spo-
lahlivosti je o = a1 + .

Veta 11.2 (Intervaly spolahlivosti pre strednti hodnotu p, ak ¢ pozname).
Nech ndhodnd premennd X zdkladného siboru md normdlne rozdelenie pravdepodobnosti
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Obojstranny Lavostranny Pravostranny
Qg 11—« Q2 « 11—« l-« o
1 Q2 Q1 Q2
Obr. 11.2

s parametrami p a o (t. j. X ~ norm(u,o0)). Potom symetricky obojstranny interval
spolahlivosti pre stredni hodnotu u na hladine vijznamnosti o md tvar

_ g _ o
u€<x—y1_g-ﬁ,x+y1_g-%> (11.12)

- S\

g g

Q1 Q2

a jednostranné intervaly maji tvar

o o
u€<f—y1_a~%,oo), Tesp. ue(—oo,f+y1_a~%>, (11.13)
~—_————— ~—_———
Q1 Q2

= @—1(1 — 2 aya=9(1-0)
st kvantily rozdelenia pravdepodobnosti norm(0,1) (pozri (9.18)).

Dokaz. Kedze X ~ norm(u,o), tak z viet (8.3), ( 8 4) a (11.4) dostaneme pre ndhodni
premennu vyberového priemeru: T ~ norm(u, n) Ak podla (8.16) znormujeme tuto

kde T je vyberovy priemer, n je rozsah vyberu a y, %

ndhodnd premennd, tak dostaneme Y = T vn ~ norm(0,1). Z (9.25) a (9.27
o
vyplyva

P(—y17%§Y§ylf%):1—a.

Ak tu nahradime Y, tak k ziskaniu (11.12) sta¢i jednoduchd tprava lavej strany:

— I _ _ o
P(\yl—*: ”:yl—%):P(“;_yl—QTE §x+y1_%%)
odtial vyjadrime p
Obdobne prebieha dékaz pre jednostranné intervaly spolahlivosti (11.13]). U

Dalsie dve vety uvddzame bez dékazu.

Veta 11.3 (Intervaly spolahlivosti pre strednti hodnotu p, ak ¢ nepozname).
Nech nahodnd premennd X zdkladného suboru md normdlne rozdelenie pravdepodobnosti
s parametrami p a o (t. j. X ~ norm(p,o)). Potom obojstranny interval spolahlivosti
pre stredni hodnotu i1 na hladine vyznamnosti o« ma tvar

_ st s*
u€<x—t1_gm_1~\/ﬁ,x+tl_ 7n_1~\/ﬁ> (11.14)

Q1 Q2

[N}
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a jednostranné intervaly maji tvar

* *

n e <f—t1,a7n,1 . %, OO), resp. [ € <— o0, E"—tlfa,n—l . ﬁ >, (1115)

. . J/

Q1 Q>
kde T je vyberovy priemer, s* je vyberova modifikovand smerodajnd odchylka, n je rozsah

vgberu at; o  , ati_qn-1 SU kvantily Studentovho t-rozdelenia pravdepodobnost.

2

Poznamka 11.2. Porovnajme (11.12)) s (11.14)): vidno, Ze smerodajnd odchylka o je
nahradena jej bodovym odhadom ¢ =~ s* a kvantil normovaného normalneho rozdelenia
je nahradeny kvantilom Studentovho ¢-rozdelenia pravdepodobnosti s n — 1 stupnami
volnosti.

Veta 11.4 (Intervaly spolahlivosti pre rozptyl 0?).  Nech ndhodnd premennd X
zakladného suboru md normdlne rozdelenie pravdepodobnosti s parametrami jn a o (t. j.
X ~ norm(u,c)). Potom obojstranny interval spolahlivosti pre rozptyl o na hladine
vyznamnosti a md tvar

n—1)-s? (n—1) 5%
o’ € < % S (11.16)
1—%,n—1 ) . %,n—l

Q1 Q>

[ J/

a jednostranné intervaly maji tvar

o’ e <M, oo> resp. o> € <0, M> (11.17)

2 2
lea,nfl Xa,nfl
D
Q1 Q2

kde s*? je vyberovy modifikovany rozptyl, n je rozsah vyberu a Xf a G X3 g SU
- - ,
kvantily rozdelenia pravdepodobnosti X* s n — 1 stupriami volnosti.

Predchédzajtice tri vety poskytuju intervaly spolahlivosti pre parametre normalneho
rozdelenia pravdepodobnosti. Podobné tvrdenia by sme mohli sformulovat aj pre para-
metre inych typov rozdeleni pravdepodobnosti.

Priklad 11.2. Na hladine vyznamnosti & = 0,1 uréme tieto intervaly spolahlivosti:
a) obojstranny pre stredni hodnotu; b) pravostranny pre rozptyl; c) obojstranny pre
smerodajni odchylku, na zadklade nameranych hodnét na ndhodnom vybere, ktoré su
uvedené v tabulke , pricom ide o normalne rozdelenie pravdepodobnosti hodnot
sledovaného parametra zakladného stboru.

RieSenie. Vyuzijeme vycCislené vyberové charakteristiky z prikladu 31b): T = 174,55;
5*2 ~ 11,4184 a s* ~ 3,3791, pricom n = 20.

a) Rozptyl nepozndme, a preto postupujeme podla (11.14): tlf%,nfl = to95.19 ~ 1,7291
(v MATLABe tinv(0.95,19)). Teda

90% 3,3791 3,3791
po€ (174,55 —1,7291 - ———, 174,55 + 1,7291 - = )~
V19 V19
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~ (173,2096; 175,8904).

b) Pouzijeme (11.17). K tomu potrebujeme kvantil Xi,n—l = X(Z),l;19 ~ 11,6509 (v MAT-
LABe chi2inv(0.1,19)). Takto

290%< 19 - 11,4184
o T er0

~ (0; 18,6208).
11,6509 > (0; 18, )

c) Pre (|11.16]) potrebujeme kvantily X?_%’n_l = X&.05:10 ~ 30,1435 a X%’n_l = Xt 0510 ~
~ 10,117 (chi2inv(0.95,19) a chi2inv(0.05,19) v MATLABe). Dostaneme

o0% ; [19-11,4184 /19114184
4184 ’ ~ (2,6828; 4,6308).
7€ <\/ 30,1435 \/ 10,117 > (2,6828; 4,6308)

11.3 Testovanie Statistickych hypotéz

Statistickd hypotéza je istd domnienka (tvrdenie) o vlastnostiach rozdelenia pravde-
podobnosti ndhodnej premennej X alebo viacerych ndhodnych premennych. Testovanie
Statistickej hypotézy (modzeme povedaf aj overovanie pravdivosti domnienky) je po-
stup, pri ktorom na zaklade ndhodného vyberu zo zakladného stiboru rozhodneme, ¢i
na zvolenej hladine vyznamnosti a (t. j. so spolahlivostou 1 — «) dant hypotézu za-
mietame (neprijmeme) alebo nezamietame (prijmeme). V pripade zamietnutia prijmene
alternativnu (,,opa¢ni®) hypotézu.

Priklad 11.3. Chceme zistit, ¢i v podniku priemerny denny odpad p istého kovu ne-
presiahne 26 jednotiek hmotnosti. Potom by sme testovali hypotézu p < 26, pricom alter-
nativna hypotéza by mala tvar u > 26. Na zjednodusenie testovacieho postupu mézeme
hypotézu u < 26 zapisat v tvare rovnosti p = 26E-I Tymto krokom nestratime na vse-
obecnosti ivah, lebo predpokladame krajni pripustni hranicu odpadu. Teda na zaklade
zistenych odpadov pocas istého poc¢tu dni (ndhodny vyber) by sme testovali hypotézu
Ho: 1 = 26 oproti (vo vzfahu k) alternativnej hypotézy Hi: p > 26. Takému testovaniu
budeme hovorif test zhody parametra so znamou konstantou (parameter je p a
konstanta je 26).

Priklad 11.4. Jeden z ukazovatelov presnosti meracieho pristroja je smerodajna od-
chylka o chyby merania. Vyrobca udava maximalnu smerodajni odchylku 4 jednotky.
Jeho tdaj overime testovanim hypotézy Hy: o < 4 oproti alternativnej hypotéze Hi: o >
> 4. 7 rovnakych dévodov ako v predchadzajicom priklade moéZzeme H, zapisat v tvare
Ho: 0 =4.

Hypotézy oboch prikladov porovnavaju parameter (u, resp. o) zdkladného suboru
s konkrétnou konstantou, t. j. informuji o zhode parametra so znamou konstantou.

Priklad 11.5. K zisteniu toho, ¢ priemerna zivotnost p istého vyrobku vyrobeného
hypotézy puas < pup a pua > pp, Co opiaf mozeme zapisat takto: testujeme hypotézu
Ho: pa = pp oproti alternativnej Hy: pa > pp. Vzhladom na ostri nerovnost overujeme
alternativnu hypotézu.

1 Takto je to obvyklé v udebniciach statistiky.
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Tu, na rozdiel od prvych dvoch prikladov, hypotézy porovnavaji parametre dvoch
zékladnych siborov, t. j. informuji o zhode parametrov dvoch suborov

Dalsi typ hypotéz informuje o tom, ¢ distribuéna funkcia F nahodnej premennej X
je na zaklade nahodného vyberu totozna s nami predpokladanou distribu¢nou funkciou
Fy, ¢o mozeme zapisat v tvare Hy: F = Fy oproti Hy: F # Fy. Hypotézy informuju
o zhode rozdeleni pravdepodobnosti.

Teraz uvedieme zakladné pojmy testovania Statistickych hypotéz:

1.

Nulova hypotéza H, je hypotéza (domnienka), ktorej platnost overujeme. Je
napr. tvaru Hy: @ = Qo, kde @) je parameter zakladného stiboru a @)y je konkrétna
konstanta. MoZeme ju zapisat aj v tvare Hy: @@ — Qo = 0 (porovnavanie s nulou),
a preto je Standardne pouzivany nazov nulova hypotéza.

Alternativna hypotéza H; je hypotéza (domnienka), ktord prijimame v pripade
neprijatia nulovej hypotézy. Jej tvar zavisi od samotnej formulécie testovania. Uve-
dieme tieto tri zédkladné tvary:

a) pravostranna alternativna hypotéza : Hy: Q > Qo;

b) lavostrannd alternativna hypotéza : Hi: Q < Qy;

c) obojstranna alternativna hypotéza : Hy: @ # Qo.
Testovacia charakteristika G je ist4 konkrétna funkcia (presnejsie ndhodna pre-

mennd) G = g(xy, z, ..., x,), ktord zavisi od ndhodného vyberu. Pre kazda dvojicu
Ho a 'Hy ma Specialny tvar a rozdelenie pravdepodobnosti.

Kriticka oblast K, alebo oblast zamietnutia je mnozina (spravidla interval(y)),
ktora je urcend kvantilom testovacej charakteristiky G.

Hypotézu H, zamietame na hladine vyznamnosti o prave vtedy, ked hodnota tes-
tovacej charakteristiky G € K, (t. j. prijimame alternativnu hypotézu H; ).

V ramci zhrnutia problematiky uvadzame etapy testovania statistickych hypotéz:

1.

2.

Formulujeme predpoklady o ndhodnych premennych, ktorych sa testovanie tyka.
Zvolime hladinu vyznamnosti «, resp. koeficient spolahlivosti v = 1 — a.

Formulujeme nulovt hypotézu H, a alternativnu hypotézu H;.

. 7o ziskaného nahodného vyberu vycislime hodnotu prislusnej testovacej charakte-

ristiky G = g(x1, 22, ..., x,).
Na zéklade zodpovedajiceho kvantilu uréime kriticka oblast K.
Urobime zaver testovania, ktory spociva

— bud v zamietnuti Hy (a teda prijati H;)
— alebo v prijati (nezamietnuti) H,.
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11.4 Testy zhody parametra zakladného siboru so znamou kon-
stantou

V tejto Casti sa budeme venovat testovaniu Statistickych hypotéz na danej hladine vy-
znamnosti «, ktoré informuji o vztahu nejakého parametra zakladného stiboru so znéa-
mou konstantou. Na zaklade standardnej formulécie nulovej hypotézy, v zapise ktorej
vystupuje rovnost, mozeme hovorit o zhode parametra zakladného stiboru so znéa-
mou konstantou. Vo vsetkych troch uvedenych testoch predpokladame, Ze nédhodna
premennd ma normalne rozdelenie pravdepodobnosti, t. j. X ~ norm(u,o) a budeme
skiimat zhodu parametra p alebo o, resp. 02, so znamou konstantou. K tomu budeme
potrebovat jeden ndhodny vyber rozsahu n s nameranymi hodnotami xy, xs, ..., z, (preto
tymto testom hovorime jednovyberové testy) a z neho vypocitané vyberové charakte-
ristiky 7, s* atd. Struktira vykladu bude takato: uvedieme nulovii hypotézu, tvar testova-
cej charakteristiky a potom typ alternativnej hypotézy bude uvedeny siicasne s kritickou
oblastou K, (t.j. ak hodnota testovacej charakteristiky patri do kritickej oblasti, tak nu-
lovtt hypotézu zamietame). Nebudeme robit dékazy o type rozdelenia pravdepodobnosti
jednotlivych testovacich charakteristik, ktorych kvantily vystupuju v zapisoch kritickych
oblasti.

Y-test zhody strednej hodnoty so zndmou konstantou py (0 pozname)

Nulova hypotéza: Hy: i = .
Testovacia charakteristika:

y=2"H /. (11.18)
g

Kriticka oblast K, pre alternativnu hypotézu
a) Hi: 1> po je (y1-a; 00), t. j. Ho zamietame pre Y > y;_q;

b) Hi: < po je (—00; —y1-q), t. j. Ho zamietame pre Y < —y;_q;

c) Hi: p# po je (—oo; —yl_%) U (3/1—% ; 00), t. j. Ho zamietame pre
|Y| > y17%7
kde y3 je 8 kvantil normovaného normalneho rozdelenia pravdepodobnosti.
Priklad 11.6. Meral sa percentualny obsah cinu vo vzorkich rudy. Vysledky 74 ne-

zavislych merani s v tabulke, v ktorej v prvom riadku je percentuélny obsah cinu a
v druhom riadku zodpovedajica frekvencia:

%-ny obsah Sn || 30 | 35 | 40 | 45 | 50 | 55 | 60 | 65 | 70 | 75
frekvencian; || 1|3 |4 [10][15]20[11]5 [ 3 |2~

Predpokladdme, Ze obsah cinu ma normaélne rozdelenie s disperziou 85. Na hladine vy-
znamnosti 0,05 otestujme hypotézu, ¢ priemerny percentualny obsah cinu v rude a) sa
vyznamne lisi od hodnoty 52 %; b) je mensi nez 56 %.

Riesenie. Nech X je ndhodné premenna, ktord nadobida hodnoty percentualneho ob-
sahu cinu v rude. Zrejme X ~ norm(u,/85). Lahko zistime, Ze pre tento ndhodny vyber
rozsahu n = 74 je ¥ ~ 53,2432. Takto pre a = 0,05 :
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a) pre po = 52 budeme testovat nulovi hypotézu Hy : p = 52 oproti alternativne;j
hypotéze Hi: u # 52. Vy¢cislime hodnotu testovacej charakteristiky (11.18)):

T — 1o 53,2432 — 52
Y = Vs TR0 /T4~ 1,16.
o v V85

Pre uvazovanu alternativnu hypotézu najdeme kvantil Y19 = Yoors N 1,96. Kedze |Y| ~

~ 1,16 ¥ Yog 1,96, tak hypotézu H, nezamietame, t. j. na hladine vyznamnosti 0,05

priemerny percentudlny obsah cinu v rude sa vyznamne nelisi od hodnoty 52 %.

V MATLABEe by cely vypocet mohol prebiehat takto:
x = [30, 35 x ones(1,3), 40 x ones(1,4), 45 x ones(1,10), 50 x ones(1, 15), 55 x ones(1, 20),
60 * ones(1,11), 65 *x ones(1,5), 70 x ones(1,3),75,75]; n = length(z); alfa = .05; y =
= (mean(x) — 52) * sqrt(n)/sqrt(85); norminv(1 — al fa/2);
b) pre 1o = 56 budeme testovat nulovit hypotézu Hy : p = 56 oproti alternativnej
hypotéze H;: p < 56. Tentoraz testovacia charakteristika ma hodnotu Y = E—_U/ﬂ /n &
~ M\;%sﬁ VT4 ~ —2,5722 a pozadovany kvantil y;_, = Yoos ~ 1,6449. PretoZe
—2,5722 = Y < —y;_o =~ —1,6449, tak na na hladine vyznamnosti 0,05 priemerny
percentudlny obsah cinu v rude je mensi nez 56 % (hypotézu H, zamietame).

t-test zhody strednej hodnoty so zndmou konstantou g (0 nepoznéme)

Nulova hypotéza: Hy: pu = pyo.
Testovacia charakteristika:

f —_
t=2"H0 . (11.19)
8*
Kriticka oblast K, pre alternativnu hypotézu
a) Hyi: p > o je (ti—a,n-1; 00), t. j. Ho zamietame pre ¢ > t1_4 n_1;

b) Hi: p < po je (—00; —t1—a.n-1), t. j. Ho zamietame pre t < —t;_4 n—1;

c) Hi: i # po je (—oo; _tl—%,n—l) U (tl—%,n—l; o0), t. j. Ho zamietame pre
|t| > tlf%,nfv
kde t3 ,-1 je B kvantil Studentovho ¢-rozdelenia pravdepodobnosti s n — 1 stupnami

volnosti.

Priklad 11.7. Riesme priklad z predchadzajiceho odseku v pripade, Ze rozptyl o2 je
neznamy.

Riesenie. Nulové a alternativne hypotézy sa nemenia.
a) Pre dany vyber je s* ~ 9,1574 a testovacia charakteristika ma podla (11.19) hodnotu:

T — po 53,2432 — 52
= . ~ ——— V74 =~ 1,1679.
t= TR e PR VT L1679

Pre pozadovany kvantil plati

|t] ~ 1,1679 # tl—%,n—l = to,975,73 ~ 1,9930,
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a preto hypotézu Hy nezamietame.
b) Testovacia charakteristika ma hodnotu ¢ ~ % /74 =~ —2,5897 a kedze
—2,5897 =~ t < —t1_an—1 = —toos 73 = —1,6660, tak opif prijimame rovnaky zaver ako

v predchadzajicom priklade.

Poznamka 11.3. Porovnajte si hodnoty testovacich charakteristik a prislusnych kvan-
tilov v poslednych dvoch prikladoch, ktoré sa lisili v tom, ¢i o pozname alebo nepozname.

X2-test zhody rozptylu o2 so zndmou konstantou o3

Nulova hypotéza: Hy: 02 = o3.

Testovacia charakteristika:

2:n_1'5*2

11.20
o2 (11.20)

Kriticka oblast K, pre alternativnu hypotézu
a) Hy: 0® > 05 je (XT_q o1 00), t. j. Ho zamietame pre x> > XT_, ,_;;

b) Hy: 0? < a5 je (0; X2 ,_1), t. j. Ho zamietame pre x> < X2 _;;

c) Hy: o # ol je (0; X4 U (Xf a i 00), t.j. Hy zamietame pre
2" —2nT
2 2 2 2
X* < X%m_l alebo pre x* > x7_

kde X%,n_l je 3 kvantil x? rozdelenia pravdepodobnosti s n — 1 stupfiami volnosti.

%,n—l7

Priklad 11.8. Nech X ~ norm(u, o) je ndhodnd premenné, pri¢om v ndhodnom vybere
boli namerané hodnoty, ktoré stt uvedené v tabulke (11.3). S koeficientom spolahlivosti
v = 0,1 overme, ¢i je jej disperzia o2 vicSia nez 18.

Riesenie. Intervalové triedenie nameranych hodn6t ndhodného vyberu prepiseme pomo-
cou reprezentantov jednotlivych intervalov:

z; || 1812226 |30 | 34 |
il 275 4]1]

a vypoc¢itame modifikovany viberovy rozptyl. Overte, ze s*2 = 19,2749,

Formuldcia ulohy vyZzaduje vykonat YZ-test zhody rozptylu o so zndmou konStantou
o2 = 18. Rozhodujeme medzi hypotézami Hy : ¢ = 18 a H; : o? > 18. Testovacia
charakteristika mé pre nas vyber (n = 19) hodnotu

~1 19 -1
XP= s 91—8 +19,2749 = 19,2749.

Mame a = 1 — = 0,9. Najdeme zodpovedajicu hodnotu kvantilu: X3_, ,_; = X5.0.15 ~
~ 25,9894. KedZe 19,2749 ~ \? # X%_a’n_l ~ 25,9894, tak prijimame hypotézu H,, t. j.

.....

.....

tohto zaveru je vSak vyrazne nizsia nez spolahlivost zaveru z prikladu.
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11.5 Testy zhody parametrov dvoch zakladnych
suborov

Nech )1 je isty parameter ndhodnej premennej X; jedného zakladného stboru a Qs
je ,rovnocenny“ parameter ndhodnej premennej X5 iného zakladného stiboru. Venujme
sa testovaniu Statistickych hypotéz na danej hladine vyznamnosti «, ktoré informuju
o vztahu tychto parametrov ()1 a ()2 (napr. porovnanie priemernej hmotnosti Styridsat-
roénych Slovakov s priemernou hmotnostou styridsatroénych Japoncov). Nulova hypotéza
bude v tvare rovnosti (); = ()2 a alternativna hypotéza bude prave v jednom z tvarov
Q1 # Q2 alebo Q1 > () alebo Q)1 < @Q)y. Takéto testovanie ma vyznam len v pripade,
ked obe nahodné premenné maji rovnaky typ (zdkon) rozdelenia pravdepodobnosti a
ak st nezavislé. K prijatiu jednej z dvoch testovanych hypotéz musime predpokladaft, ze
z prvého zékladného stiboru mame k dispozicii ndhodny vyber o rozsahu n; s namera-
nymi hodnotami x11, Z12,...,%1,, a z neho vypocitané vyberové charakteristiky z;, s}
atd. a tiez z druhého zékladného stiboru mame k dispozicii ndhodny vyber o rozsahu ns
s nameranymi hodnotami xs;, Z99, . . ., T2,, & z neho vypocitané vyberové charakteristiky
T, 5 atd. (preto tymto testom hovorime dvojvyberové testy).

Vo vsetkych nizsie uvedenych testoch predpokladame, ze obe nahodné premenné maju
normaélne rozdelenie pravdepodobnosti, t. j. X; ~ norm(ui,o01) a Xy ~ norm(usg, 02),
pricom budeme sktimat zhodu parametrov j; a uy alebo zhodu o so o3.

Struktira vykladu bude obdobné ako pri jednovyberovych testoch.

Y-test zhody dvoch strednych hodnét uy a us (01, 09 pozname)

Nulova hypotéza: Hy: p; = ps.
Testovacia charakteristika:
T1 — To

Y = /M1 "Ny (1121)

\V/ng o} +ny - 03

Kriticka oblast K, pre alternativnu hypotézu
a) Hi: p1 > p2 je (Y1-a; 00), t. j. Ho zamietame pre Y > y;_,;

b) Hyi: g < pg je (005 —Y1-q), t. j. Ho zamietame pre Y < —y;_q;

c) Hi: 1 # po je (—oo; _3/1—%) U (3/1—% ; 00), t. j. Ho zamietame pre
|Y| > y17%’

kde ys je 8 kvantil normovaného normalneho rozdelenia pravdepodobnosti.

Priklad 11.9. Na ndhodne vybranych osobnych autich dvoch typov A a B sa zistila
takato priemernd spotreba benzinu v litroch na 100 km jazdy na dialnici:

spotreba (/100km || 6,8 |6,9|7[7,2|73|74|75|7,6]7,7]7,9

n; pre typ A 11036 1410, 5|2 0]1
n; pre typ B O 11|27 ]|20|14] 7|2 ]1]0

Nech X4 (Xp) je ndhodna premennd, ktord nadobuda hodnoty priemernej spotreby
benzinu v litroch na 100 km jazdy na dialnici osobnym autom typu A (B) a nech
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Xa ~ norm(ua;0,2) a Xg ~ norm(pup;0,15). Overme na hladine vyznamnosti 0,01,
¢i sa sledovana priemerné spotreba benzinu u oboch typov dut vyrazne lisi.

RieSenie. Budeme testovat nulovi hypotézu Hy: s = pp oproti alternativnej hypotéze
Hi: pa # pp. Z realizovanych ndhodnych vyberov mozeme Tahko uréit tieto vyberové
charakteristiky: ny = 42, ng = 54, T4 ~ 7,3286 a Tp ~ 7,3389. Kedze 04 = 0,2 a
op = 0,15, tak testovacia charakteristika (11.21) mé& pre uvazované ndhodné vybery
hodnotu _ _
TA—ITB
\/nB-ai—i-nA-a?B

2 J—
o 18286273389 o —0,2784.
\/54 £0,04 + 42 - 0,0225

Yy —

A/ Npg-NBp R

K uvazovanému testu urc¢ime tento kvantil: Y1-g = Yo995 ~~ 2,5758.
Kedze 0,2784 ~ |Y| # Vg N 2,5758, tak hypotézu Hy na hladine vyznamnosti

0,01 nezamietame, t. j. na 99 % nie je vyznamny rozdiel medzi sledovanymi spotrebami
benzinu.

t-test zhody dvoch strednych hodnét p; a ps (01,02 nepozname)

Nulova hypotéza: Hy: 1 = ps.

Ak ny > 30 a ny > 30, tak polozime 0, = s} a 01 = s] a pouzijeme Y-test s testovacou
charaktoristikou ((11.21)).
Ak n; £ 30 alebo n, < 30, tak pri dalSom predpoklade o; = 0, mame:
Testovacia charakteristika:
T — ) - ni-nz-(ni+ns—2)
t= ) R . (11.22)
V= 1) 57 4 (np — 1) - 532

Kriticka oblast K, pre alternativnu hypotézu
a) Hy: pr > 2 je (ti—a,m; 00), t. j. Ho zamietame pre ¢t > t1_q m;

b) Hi: pn < pa je (—00; —ti—a.m), t. j. Ho zamietame pre ¢ < —t1_o m;

c) Hi: p1 # po je (—oo; —t; a  JU(t,_a  ;00),t.j. Hy zamietame pre [t| > 1, o

1_§’m 5,m 1_§’m’

kde t3,, je B kvantil Studentovho t-rozdelenia pravdepodobnosti a m = n; + ny — 2.

Priklad 11.10. V priklade predchadzajiceho odseku sme mali ny = 42 > 30 a ng =
= 54 > 30, a preto by sme ho riesili rovnakym postupom aj v pripade neznamych
smerodajnych odchylok o4 a op. Polozili by sme 04 ~ s% ~ 0,1838 a o5 ~ sj; ~ 0,1433.
Testovacia charakteristika by mala hodnotu Y =~ —0,2997 a dospeli by sme k tomu
istému zaveru (premyslite si to).

Priklad 11.11. Isty vyrobok sa vyraba dvoma technologickymi postupmi. Pri nahodne

.....
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namerand hodnota znamend kvalitnejsi vyrobok):

hodnota x; || 30 |31 [32]33]34]35]36
njprepostup A| 1 |0 |3 |74 |10
n;prepostup B|| 0| 1|3 |65 |01

Rozhodnime na hladine vyznamnosti 5%, ¢i technologickym postupom B sa dosahuje
vyssia kvalita vyrobkov nez postupom A, ak je zname, ze pri oboch postupoch kvalita
vyrobkov mé normalne rozdelenie pravdepodobnosti.

RieSenie. Nech X, (Xp) je ndhodné premennd, ktord nadobida hodnoty priemer-
ného ukazovatela kvality vyrobku, ktory je vyrobeny postupom A (B) a nech X, ~
~ norm(pa,oa) a Xp ~ norm(up,op) (v silade s textom prikladu). Budeme testovat
nulova hypotézu Hy: pa = pp oproti alternativnej hypotéze Hy: pa < pp.

Z realizovanych nahodnych vyberov moézeme lahko urcit tieto vyberové charakteris-
tiky: na = 16 < 30, ng = 16 (t. j. nemdZeme pouzit postup riesenia z predchadzajiceho
prikladu), T4 = 33, Tp = 33,1875, s ~ 1,1547 a s}, ~ 1,1673. Vidno, ze hodnoty oboch
vyberovych modifikovanych smerodajnych odchylok s* a s} sa ,velmi nelisia“, a preto
mozeme prijat predpoklad, ze 04 = op. Pouzijeme testovaciu charakteristiku ((11.22)),
ktorda ma pre n; = ny = n (¢o je nas pripad) tvar (overte):

Ty — T2 Ta—7TB

. 33—331875
V/1,1547% 4 1,16732

Pretoze m = nq +np —2 = 16 + 16 — 2 = 30 a pre kvantil ¢,_, ,, = f095:30 ~ 1,6973
dostaneme —0,4668 ~ t £ —t;_o m ~ —1,6973, a preto hypotézu H; neprijimame t. j.
na zaklade poskytnutych ndhodnych vyberov so spolahlivostou 95 % nemozeme tvrdit, ze
vyrobny postup B poskytuje kvalitnejSie vyrobky. Pre zaujimavost: overte, Ze so spolah-
livostou 60 % mozeme tvrdit, Ze vyrobny postup B poskytuje kvalitnejsie vyrobky!

V16 ~ —0,4668.

F-test zhody rozptylov o7 a o2

Nulova hypotéza: Hy: o? = 3.

Testovacia charakteristika:

(11.23)

pricom indexy ; a o volime tak, aby platilo s > s3.

Kriticka oblast K, pre alternativnu hypotézu
a) Hi: 03 > 03 je (Fi_a.mymg; ), t. j. Ho zamietame pre F' > Fi_4 ., mo)
b) Hy: o} # o2 je <F1—%;m1,m2 ; 00), t. j. Ho zamietame pre F > Fl_%;mhm ,
kde pocet stupiov volnosti je m; = ny—1, mge = no—1 a Fp. 1y m, je 5 kvantil Fisherovho-
Snedecorovho rozdelenia pravdepodobnosti.
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Priklad 11.12. 7Z udajov predchadzajiceho prikladu overme na hladine vyznamnosti
0,1, ¢i sa rozptyly zakladnych stiborov vyznamne lisia.

Riesenie. Najskor vhodne oc¢islujeme subory: poziadavka sj > s; je splnend, ak index ;
priradime vyrobnému postupu B a index o vyrobnému postupu A, t. j. s = s7 ~ 1,1673 a
s% = sy ~ 1,1547. Takto testujeme hypotézu Hy: o3 = o3 oproti hypotéze Hy: o} # o3.
Pre testovaciu charakteristiku mame

s 1,16732
T s 71,1547

~ 1,0219

a pre prislusny kvantil F1_% cmymy = F095:15,15 &~ 2,4034. Pretoze

10219~ F # F|_a. ~ 2,4034 ,
9 ymi,ma
tak hypotézu Hy nezamietame, t. j. na danej hladine vyznamnosti sa rozptyly vyznamne
nelisia.

11.6 Poznamky k odhadom parametrov a testovaniu Statistic-
kych hypotéz

V predchadzajicich dvoch kapitolach sme sa zaoberali bodovymi a intervalovymi od-
hadmi parametrov zakladného stiboru a testovanim sStatistickych hypotéz o parametroch.
Vsetky tivahy boli ststredené len na v praxi najdolezitejsie rozdelenie pravdepodobnosti,
a to na normalne rozdelenie pravdepodobnosti. Tato problematika je obsiahnuta v odpo-
rucanej literattre aj pre dalSie typy rozdeleni pravdepodobnosti.

Velmi délezitou tlohou v matematickej Statistike je tzv. testovanie zhody roz-
deleni pravdepodobnosti, v ramci ktorého na podklade nadhodného vyberu sa zis-
tuje, ¢i ndhodné premennd mé alebo nemé predpokladané konkrétne rozdelenie prav-
depodobnosti. Najcastejsie sa pritom pouziva Pearsonov test, Kolmogorovov test,
Kolmogorovov-Smirnovov test a dalsie.

Zaujimavé su aj testy extrémnych odchylok, pri ktorych sa testuje, ¢i napr. naj-
mensia namerana hodnota, ktora je ,,vyrazne mensia od ostatnych nameranych hodnot*
nie je zafaZzend tzv. hrubou chybou merania. Ak to test potvrdi, tak takato extrémnu
hodnotu vyli¢ime z nameranych hodnot. Pouziva sa k tomu napr. Grubbsov alebo
Dixonov test.

Ulohy

11.1. Nahodnym vyberom boli namerané tieto ¢asy prichodov studentov pred zaciatkom
prednasky v min.: 5,1; 0,5; 2,2; 2,5; 7,1; 1,6; —2,3; 2,8; 4,0; 3,3; 6,7; —3,9; 1,9; 2,4; 1,6;
—1,1. Vypocitajte vyberovy priemer, vyberovy rozptyl, vyberovy modifikovany rozptyl,
vyberovi smerodajni odchylku a vyberovii modifikovanti smerodajnt odchylku ¢asov pri-
chodu studentov pred zaciatkom prednasky. [2,15; 8,1012; 8,6413; 2,8463; 2,9396]
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11.2. V laboratériu bol merany percentualny obsah medi v istej zliatine. Vysledky merani
z; |3,0]33]36[39][42]45]48
ni || 417 ]12]18[21[13] 5
Vypocitajte vyberovy priemer, vyberovy rozptyl, vyberovy modifikovany rozptyl, vybe-
rovi smerodajni odchylku a vyberovii modifikovani smerodajnii odchylku percentudl-
neho obsahu medi v zliatine. (3,99; 0,2102; 0,2128; 0,4584; 0,4613]

st v tabulke (n; st frekvencie):

11.3. Zo zakladného stiboru bol urobeny ndhodny vyber s tymito nameranymi intervalo-
vymi hodnotami a ich frekvenciami sledovaného znaku

z; || 156—17 [ 17—19 | 19-21 | 2123 | 23—25 | 2527

nig| 10 | 3 | 5 | 70 | 60 | 30
Vypoditajte T, s2, s*2, s a s*. [21,84; 7,0144; 7,0426; 2,6485; 2,6538]

11.4. Nahodny vyber 32 analyz na overenie koncentréacie istej chemickej latky v roztoku
z; | 9[11]12|14|15[16 |17 [18 2021
ni|[1] 23475 |4|3]|2]1
Predpokladdme normalne rozdelenie pravdepodobnosti koncentracie so zndmym o2 = 7.4.
Uréte: a) obojstranny interval spolahlivosti pre nezndmu stredntt hodnotu p na hladine
vyznamnosti 0,01; b) 99 %-ny lavostranny interval spolahlivosti pre p; ¢) pravostranny

interval spolahlivosti pre p s koeficientom spolahlivosti 0,95.
[a) (14,1051;16,5824); b) (14,2250; 00); c) (—o0; 16,1347)]

poskytol tieto vysledky:

11.5. Zo zékladného stiboru s normalnym rozdelenim, kde je zndmy rozptyl o2 = 0,06
bol urobeny nédhodny vyber s nameranymi hodnotami: 1,3; 1,8; 1,4; 1,2; 0,9; 1,5 a 1,7.
Urcte: a) 95 %-ny obojstranny interval spolahlivosti pre stredntt hodnotu p; b) Tavostranny
interval spolahlivosti pre u s koeficientom spolahlivosti 0,9; ¢) pravostranny interval spo-

Tahlivosti pre p na hladine vyznamnosti 0,01.
[a) (1,2185;1,5815); b) (1,2814;00); ¢) (—o0;1,6154)]

11.6. Za predpokladu, ze ¢as prichodu studentov na prednasku sa riadi normalnym roz-
delenim pravdepodobnosti s nameranymi hodnotami na ndhodnom vybere z prvého pri-
kladu, urc¢te a) 99,5 %-ny obojstranny interval spolahlivosti pre stredni hodnotu ¢asu
prichodu na prednasku; b) 99 %-ny pravostranny interval spolahlivosti pre rozptyl ¢asu
prichodu na prednasku. [a) (—0,2649;4,5649); b) (0;24,7870)]

11.7. Zo zakladného stboru s normalnym rozdelenim pravdepodobnosti sa urobil nahodny
vyber s nameranymi hodnotami 22,4; 28,0; 20,1; 27,4; 25,6; 23,9; 24,8; 26,4; 27,0 a 25,4.
Pre strednd hodnotu p uréte 95 %-ny obojstranny a oba jednostranné intervaly spolahli-
vosti. [(23,3614; 26,8386); (23,6912; c0); (—00;26,5088)]

11.8. Na ndhodnom vybere sto vyrobenych stciastok sa zistovala ich hmotnost. Na z4-
klade vysledkov merani bola uréend modifikovana vyberova disperzia s*? = 134,7. Vypo-
Citajte: a) 99 %-ny obojstranny interval spolahlivosti pre rozptyl a smerodajni odchylku
zékladného stiboru; b) lavostranny interval spolahlivosti pre o2 s koeficientom spolahli-
vosti 0,95; ¢) pravostranny interval spolahlivosti pre disperziu na hladine vyznamnosti



134 Kapitola 11

a) (95,9465; 200,5004); (9,7952; 14,1598):

0,05.

b) (108,2189; c0); ¢) (0;173,0816)
11.9. Zo zakladného suboru bol urobeny ndhodny vyber s nameranymi intervalovymi hod-
notami a ich frekvenciami, ktoré st uvedené v tretom priklade. Urcte: a) interval, v kto-
rom sa nachadza stredné hodnota p s pravdepodobnostou 0,95; b) hodnotu, pod ktoru sa
s pravdepodobnostou 0,95 stredna hodnota nedostane; ¢) hranice, v ktorych sa nachadza

smerodajna odchylka s pravdepodobnostou 0,95; d) hodnotu, ktora s pravdepodobnostou
0,95 rozptyl neprekroéi. [a) (21,5094;22,1706); b) 21,5629; c) (2,4398;2,9093); d) 8,2149]

11.10. Pri tradi¢nom sp6sobe opracovania stui¢iastok sa dosahovali priemerné hodnoty 4,4
istej kvalitativnej vlastnosti so smerodajnou odchylkou o = 0,4. Pokusne sa zavadza
nova metoda opracovania suciastok, ktorou opracovali 20 stciastok a dosiahli sa takéto
vysledky: 4,5; 4,3; 4,1; 4,9; 4,6; 3,6; 4,7; 5,1; 4,8; 4,0; 3,7; 4,4; 4,9; 4,9; 5,2; 5,1; 4,7; 4,9;
4,6; 4,8. Na hladine vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu Hy: p = 4,4 oproti Hy: p > 4.4
za predpokladu normalneho rozdelenia pravdepodobnosti hodnot sledovanej vlastnosti.
Y =~ 2,1243 > norminv(0.95) ~ 1,6449 = H,|

11.11. Z krabice sme nahodne vybrali 10 klincov s dizkami [v mm]: 82, 80, 82, 81, 81,
80, 81, 81, 82 a 81. Na hladine vjznamnosti 5% otestujte, & sa stredna hodnota dlzok
klincov vyznamne lisi od hodnoty 80 mm udanej na krabici, za predpokladu norméalneho

rozdelenia pravdepodobnosti dlzok vsetkjch klincov.
[Ho: o =280; Hy: p# 80; |t| ~ 4,7143 > tinv(0.975,9) ~ 2,2622 = H,]

11.12. Na ndhodnom vybere bola merand koncentracia istej chemickej latky v roztoku
(v %) s tymito vysledkami: 30, 32, 34, 40, 36, 37, 36, 38, 35, 42. Na hladine vyznamnosti
0,05 testujte hypotézu Hy: p = 38 oproti H;: p < 38 za predpokladu, ze zakladny stibor
mé normalne rozdelenie pravdepodobnosti.

[t ~ —1,7770 £ —tinv(0.95,9) ~ —1,8331 = H,|

11.13. Linka mestskej autobusovej dopravy ma v dobe dopravnej $picky priemernt rych-
lost v centre mesta 8 km/hod. Zistovalo sa, ¢i by zmena trasy viedla k zvySeniu priemernej
rychlosti. Nova trasa bola prejdena v desiatich nahodne vybranych dnoch a v dobe do-
pravnej Spicky boli zistené tieto priemerné rychlosti: 8,5; 9,5; 7,8; 8,2; 9,0; 7,5; 8,2; 7,8;
9,0 a 8,5. Na hladine vyznamnosti a) 0,01; b) 0,05 zistite, ¢i zmena trasy vedie k zvySeniu
priemernej rychlosti za predpokladu normélneho rozdelenia pravdepodobnosti priemernej
rychlosti. Ho: p=8 Hyi: pu>38

a) t ~ 2,0112 # tinv(0.99,9) ~ 2,8214 = Hy;

b) t ~ 2,0112 > tinv(0.95,9) ~ 1,8331 = H;
11.14. Vzorky chemickej latky boli analyzované polarografickou metédou s nameranymi
vysledkami 38,2; 36,4; 37,7; 36,1; 37,9; 37,8 a titracnou metédou s nameranymi vysled-
kami 39,5; 38,7; 37,8; 38,6; 39,2; 39,1; 38,9; 39,2. Je zname, Ze pri oboch meraniach ide
o normalne rozdelenie pravdepodobnosti s rovnakymi disperziami. Na hladine vyznam-
nosti 5% overte hypotézu o rovcennosti oboch metdéd.
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Ho: pp = Hit pyp #
|#] ~ 4,0864 > tinw(0.975,12) ~ 2,1788 = H,

11.15. Napitie v jadre urc¢itého typu mikroprocesora ma pripustna variabilitu, ktora je
vyjadrend smerodajnou odchylkou 0,025 [V]. Nahodne vybranych 9 mikroprocesorov tohto
typu dalo takéto hodnoty napétia [V]: 1,02; 1,05; 0,97; 1,01; 0,98; 1,03; 0,96; 1,00 a 0,98.
Na hladine vyznamnosti 0,05 overte, ¢i je dodrzana pripustna variabilita napétia u tohto
typu mikroprocesora alebo je v skuto¢nosti vyssia. (Predpokladdme normaélne rozdelenie
pravdepodobnosti napétia). [ Ho: 0 = 10,0252 Hy: o? > 0,0252 ]

X2 ~ 11,5200 # chi2inv(0.95,8) ~ 15,5073 = H,

11.16. PodTa informaécii vyrobcu je variabilita zivotnosti vyrabanych obrazoviek vyjadrena
smerodajnou odchylkou 45hod. O Zivotnosti ndhodne vybranych 50 obrazoviek, vyrobe-
nych u tohto vyrobcu, boli zistené tieto tdaje (intervalové triedenie):

I

J

1860— | 1900— | 1940— | 1980— | 2020— | 2060— | 2100—
—1900 | —1940 | —1980 | —2020 | —2060 | —2100 | —2140 .
ni | 1 | 4 | 12 | 14 | 15 | 3 | 1

Testom na hladine vyznamnosti 2% overte, ¢i sa d4 prijat predpoklad, Ze je variabilita
Zivotnosti obrazoviek taka, ako tvrdi vyrobca alebo nie (predpokladdme normalne rozde-
lenie pravdepodobnosti zivotnosti obrazoviek).
Ho: 02 =452 Hi: o? # 452
X2 ~ 57,6632 € (28,9406; 74,9195) ~

~ (chi2inv(0.01,49), chi2inv(0.99,49)) = H,

11.17. Pristroj meral dobu reakcie na svetelny signal v stotinach sekundy u desiatich
nahodne vybranych vodicov z povolania, pricom bol zisteny vyberovy priemer 7, = 34 a
u dvadsiatich cerstvych absolventov autoskoly, kde bol zisteny vyberovy priemer =, = 42,
pricom pozname disperzie 02 = 3 a 02 = 6. Na hladine vyznamnosti 0,05 rozhodnite, ¢i

doba reakcie na svetelny signél zavisi od dlzky praxe vodica (v oboch pripadoch predpo-
kladdme normélne rozdelenie pravdepodobnosti doby reakcie vodi¢ov na svetelny signél).

Ho: pip = pa Hit pp # pa
Y| =~ 10,3280 > norminv(0.975) ~ 1,9600 = H;

11.18. Urcity vyrobok sa vyraba dvoma technologickymi postupmi. Kontrolnym meranim
boli zistené pri nahodne vybranych vyrobkoch tieto tidaje o urcitej kvalitativnej vlast-
nosti: pri postupe A: 13, 15, 15, 14 a 13 a pri postupe B: 13, 12, 14, 13, 13, 15 a 16. Na
hladine vyznamnosti 5% rozhodnite, ¢i sa disperzia kvality pri oboch technologickych
postupoch vyznamne lisi (predpokladdme normaélne rozdelenie pravdepodobnosti hodnot
sledovanej vlastnosti). Ho: 04 =024 Hi: 0% # 0%

*2

F =728 100480 # finv(0.975,6,4) ~ 6,2272 = H,
S

*2
A




12 Korela¢na a regresna analyza

V praktickych tlohéch ¢asto potrebujeme rozhodnit o zavislosti ndhodnej premennej od
jednej alebo niekolkych nahodnych premennych. Medzi dvoma ndhodnymi premennymi
moze

1. existovat funkénd zavislost (pozname konkrétny predpis, ktory
udédva suvislost oboch ndhodnych premennych);

2. existovat stochastickd (ndhodnd) zévislost;

3. neexistovat zavislost, t. j. ndhodné premenné st nezavislé.

Prvym pripadom sa nebudeme hlbsie zaoberat. Ak st ndhodné premenné X a Y nezévislé,
tak pre koeficient korelacie p(X,Y") plati p(X,Y) = 0 (pripominame, Ze |p(X,Y)] < 1).
Tato podmienka je vSak nutnou podmienkou nezavislosti nahodnych premennych, ale nie
postacujicou. V pripade p(X,Y) = 0 nazyvame ndhodné premenné X a Y nekorelo-
vané a v pripade p(X,Y) # 0 im hovorime korelované. Koeficient korelacie p poskytuje
informaciu o miere zavislosti (hovorime tomu aj tesnost vizby) ndhodnjch premen-
nych X a Y. Cast matematickej statistiky, ktora sa zaobera sttidiom tejto miery zavislosti
hovorime korela¢na analyza. Tvarom (typom) zavislosti dvoch ndhodnych premennych
sa zaobera regresna analyza.

Je samozrejmé, ze korelacna aj regresna analyza v matematickej statistike je zalozena
na ndhodnych vyberoch a z nich ziskanych vyberovych charakteristik. Budeme predpo-
kladat, Zze v ramci ndhodného vyberu V,, sme namerali ndhodné hodnoty x1, s, ..., x,
nahodnej premennej X a im zodpovedajice hodnoty w1, s, . . . , ¥, ndhodnej premennej Y.
Tym je ndhodny vyber V,, z usporiadanej dvojice ndhodnych premennych (X,Y) repre-
zentovany usporiadanymi dvojicami (x1,v1), (z2,¥2),- -, (Tn, Yn) (pozri napr. lubovolny
priklad v ¢asti regresné analyza).

12.1 Korelacna analyza

Budeme sa zaoberaf len bodovymi odhadmi koeficientu korelacie p(X,Y") systému dvoch
nahodnych premennych. Ich odhady st prirodzenym pokracovanim bodovych odhadov
strednej hodnoty a disperzie jednej ndhodnej premennej (pozri poznamku o diskrétnom
rovnomernom rozdeleni pri definiciach vyberového priemeru a rozptylu).

Definicia 12.1. Nech (x1,11), (2,y2), ..., (Tn,Yn) st namerané hodnoty nezavislého
ndhodného vyberu V,, systému dvoch ndhodngch premennych (X,Y), nech T a § si ich
vyberové priemery a nech s, a s, su ich vyberové smerodajné odchylky.

Vyberova kovariancia k,, je cislo

n

1 _ _
by = H.;(%i_m) Ay — 7)), (12.1)
vyberova modifikovand kovariancia k}, je cislo
* 1 & _ _ n
kxyzn_l'Z(fﬁi—@‘(yi—@/):n_l'kxy (12.2)

i=1
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a vgberovy korelacny koeficient r,, je cislo

= L= L (12.3)
Sz Sy Sy Sy

Txy

Poznamka 12.1. Pripominame, Ze

3

3

=1 =1 =1

Ak zavedieme prirodzené oznacenia:
n
— 1 9 — 1 9 1
$=EE Lis ?/:E' Yi a x'?J:E' Li*Yis
i=1 i '

tak jednoduchymi tpravami dostaneme
52 =12 — (E)2> 3@2/ :?_ @)27 koyy=T"y—7-y (12.4)

a pre vyberovy korela¢ny koeficient

___Tiemy 125)

Vyberovy korela¢ny koeficient r,, je bodovym odhadom korela¢ného koeficientu p(X,Y)
systému dvoch ndhodnych premennych X a Y. Aj je koeficient 7., rovny nule alebo blizky
k nule, tak ndhodné premenné X a Y moZeme povazovat za Statisticky nekorelované,
a teda ,temer nezavislé“. Z druhej strany, ak je hodnota |r,,| blizka k jednej, tak je
tu ,Statistické podozrenie“ o linedrnej zavislosti medzi X a Y. Toto s, bohuZial, nie
vzdy spravne zavery. Vyzadovalo by si to prenikniif hlbsie do problematiky Statistického
posudzovania miery zavislosti medzi ndhodnymi premennymi.

12.2 Regresna analyza

Nech z je pevna (nie ndhodnd) alebo ndhodné premennd a Y je ndhodna premennd a
nech tzv. podmienena stredni hodnota nidhodnej premennej Y je funkciou (zavisi

od) premennej x a parametrov ag, ai, ..., G, t. j.
E(Y|£If) :SOZQO(:E) aOaa’lw"vak)- (126)
Predpokladajme, ze tvar funkcie ¢ pozname, ale hodnoty parametrov ag, ay, ..., ag

st nam nezname. Funkciu ¢ z (12.6)) nazyvame regresnou funkciou a parametre ag, a;,
..., a, regresnymi parametrami alebo regresnymi koeficientami.
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My sa budeme zaoberat len tzv. linearnym pripadom ked funkcia ¢ je linedrnou

funkciou parametrov ag, ay, ..., a, ina¢ povedané: ked sa d4 vyjadrit v tvare
k
Y =agpo +arpr + -+ appr = Z a;Pj (12.7)
§=0
kde ¢, ©1, - - ., pr st zname funkcie premennej = (nezavisia od regresnych koeficientov).

Priklad 12.1. Pre regresnt funkciu ¢(x;ag, a1) = ag+ a7 je po(x) =1 = 2% a p1(2) =
= x = ' (to je pripad tzv. regresnej priamky) a pre regresni funkciu p(z; ag, ai, az) =
= ag + a17 + axx? je po(x) =1 = 2°, p1(x) = 2 = 2! a pa(x) = 2% (to je pripad tzv.

regresnej paraboly alebo kvadratickej regresie).

Uvazujme n usporiadanych dvojic redlnych ¢isel (1, 11), (2, y2), ..., (Tn,yn) (x; je
vstupnd hodnota a y; je vystupnd hodnota). Zakladny model regresnej analyzy predpo-
klada, ze

1. = je pevna (nendhodnd) premenna, a teda aj y;(x;) (1 =0,1,2, ..., k, j =1, 2,
..., n) st pevné premenng;
2. matica
wo(z1) wo(r2) ... wolwn)
A | A @) ) (12.8)
90k<‘x1> 90k<5€2) Sok(zn)

ma hodnost k£ + 1 (pocet riadkov v matici A);
3. k41 < n (viete zdovodnit tuto poziadavku?);
4. pevne zvolenej hodnote x; prislicha ndhodna premenna Y; so strednou hodnotou
k
E(Y;) = p(x4; ag, a1, ..., a1) = Zajgoj(xi), i=1,2,...,n;
j=0
a disperziou

5. pre kovariancie ndhodnych premennych Y7, Ys, ..., Y, plati

k(Y;,Y,) =0 prekazdé i,0e€{1,2,...,n}, i#L.
N4ahodné premenné Y1, Y5, . .., Y, maju teda rovnaky rozptyl o2 > 0 a st nekorelované.

Najvhodnejsou metédou na ziskanie odhadov ag, aj, . . . aj, regresnych koeficientov ay,
ai, ..., ax z (12.7) je metéda najmensich Stvorcov. Pri tejto metéde (pozri cast
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aproximacie funkcif) st odhady a} regresnych koeficientov a; ziskavané z poziadavky, aby
sucet Stvorcov

S = z:: [?Ji - S0($i)]2 Z [ ZCLJSOJ i ] (12.9)

bol minimalny.
Odhady a, aj, ... a; dostaneme rieSenim ststavy rovnic

oS

— =0, j7=0,1,...,k
8CL]' ) J (] )

alebo pouzitim tzv. diskrétneho skalarneho suc¢inu

Zf ;) - 9(@;)

rieSenim sustavy k + 1 linedrnych rovnic s k& + 1 nezndmymi (¢o st hladané odhady

* % *\.
ag, ai,...ap):

CLZ;SOO + QTSOI + ...+ CL;;SOk = SOy
(13510 + CLTSH + ...+ CLZSlk = Sly (12 10)
aSSkO + CLTSM + ...+ a’,gSkk = Sky,
pricom
Sje = Su; = Z% w)-pulm) A Sy =) @) v (12.11)
i=1

pre j, ¢ € {0, 1, ..., k}.
Ststavu (|12.10) nazyvame ststavou normalnych rovnicE

12.3 Linearna regresia

V praxi sa najCastejSie pouziva Specidlny model, ktory bol analyzovany v poslednom
priklade (beZne sa mu hovori linearna regresia): p(z;ag,a1) = ap + a1, t. j. po(x) =
=1=12%a ¢;(r) = z = 2'. Budeme sa nim podrobnejsie zaoberat. Podla (12.11) je

500221:71, 5012510221'%22%7
— , —
Snzzxi'ﬂ?izszy SOyzzl'yizzyi a Slyzzﬂfi’yz‘-
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

)T

I2Niekedy je uzito¢ny treti pristup: ak y = (y1,2,...,yn)7 a a* = (a§,af,...,a})T st stipcové
vektory, tak sistavu normalnych rovnic mdzeme vyjadrit v tvare A ATa* = Ay, kde A je matica
a AT je matica k nej transponovana. Matica A méa hodnost k+1 a tak aj matica A A” m4 hodnost
k + 1, a preto k nej existuje inverzna matica (A AT)~1. To ale znamen4, 7ze a* = (A A7)~ Ay.
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a sustava normalnych rovnic ([12.10) méa tvar:

ag-n+aj- sz = >y
=1 (12.12)

ag - sz+a1 2952 = >y
i=1

s neznamymi odhadmi a§ a aj. Tato ststavu mozeme riesit napr. podla Cramerovho

pravidla:

Potom
CLS _ i=1 z:i z:ln 1221 a a>{ _ i=1 _ =1 _ z:l2 . (1213)
i=1 i=1 i=1 i=1
Upravami dostaneme pre odhad a*
CLT — — n n =
i=1 i=1
v () ()
o ;1 z:zl z:zl Yy —x-y hay
- n n n - — N2 T .2
Fxad-(ge) (b ge) 0@
i=1 =1 =1
a obdobnou tupravou ziskame
2 y-T-Ty 22T Ty
ay = —— = )
e @
Tym sme dokazali, Ze pre odhady af, aj regresnych koeficientov ag, a; plati
2 y-TTy o Hoy (12.14)

*
an = —/——— a a, = .
1
0 2 S%
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Py x=0bo+ b1y

(332,2/2)
* Do Yy =ao+arx

(TrsYn)

Oz

Obr. 12.1: Regresné priamky

Aplikujme tuto linearnu regresiu tak, ze so zachovanim potrebnych poziadaviek ,na-
vzdjom zamenime x a y“, t. j. majme regresnt funkciu ¢ (y; bo, by) = b+ b1y s neznamymi
regresnymi koeficientami by a b;. Obdobnou tvahou dostaneme pre ich odhady b a b3

=TV e T K (12.15)
Sy y? — (3/) Sy
Lahko podTla nahliadneme, Ze k,, = k., a preto na zaklade 1}
b =2 ’“— =[] =l
Teda
(1] = af - b} (12.16)

Nech p, je regresnd priamka (tzv. prva regresna priamka znézornend na obr. [12.1
v stradnicovom systéme O,, ), ktord zodpovedd modelu p(x;ag,a1) = ag + a1z a py je
regresnd priamka (tzv. druha regresna priamka znizornena v suradnicovom systéme
Oy.), ktora zodpoveda modelu v (y; by, by) = by + b1y. Dokdzana rovnost

b= [ra]’ (12.17)

nas informuje o tom, ze stucin odhadov aj a bj ich smernic je druhou mocninou vyberového
korela¢ného koeficientu. Cim je tento stcin ,,bliz§i“ k jednej, tym st tie priamky ,blizsie*
k sebe. Z druhej strany, ¢im je tento sucin ,blizsi“ k jednej, tym viac je opravneny nas
predpoklad o linearnej zavislosti oboch premennych.

Tymto sme zdaleka nevycéerpali problematiku linedrnej regresie. V odportucanej lite-
ratire moZeme najst napr. intervaly spolahlivosti pre regresné koeficienty, testy linearity
regresie, regresni analyzu viac premennych atd.

Priklad 12.2. U deviatich ndhodne vybranych otcov bola zistené ich vyska a vyska ich
dospelych prvorodenych synov s tymito vysledkami

vyska otca (z;) || 174 | 180 | 176 | 168 | 182 | 188 | 176 | 177 | 174

vyska syna (y;) || 177 [ 182 | 176 | 173 | 180 | 191 | 179 | 181 | 176
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Uréme odhady regresnych koeficientov prvej a druhej regresnej priamky a vyberovy ko-
relacny koeficient.

RieSenie. Je zrejmé, ze n =9 a

9

9 9 9
> iy =1595, Y y;=1615, ) a7 =282925, Y m;y; = 286431
i=1

i=1 i=1 i=1
a sustava normalnych rovnic ([12.14]) mé tvar
9-ay + 1595-a] = 1615; 1595-ag + 282925-a] = 286431,

ktorej rieSenim je aj ~ 28,8826 a a] ~ 0,8496. Teda y = 28,8826 + 0,8496-x je analytické
vyjadrenie prvej regresnej priamky.
9
Pre druhti regresnii priamku spocitame sucet > y? = 290017 a sustava zodpovedaji-

=1
cich normalnych rovnic mé tvar

9-b% + 1615-b% = 1595;  1615-b; + 200 017-b% = 286 431,

s rieSenim b; ~ —4,6421 a b7 ~ 1,0135. Teda z = —4,6421 + 1,0135- y je analytické
vyjadrenie druhej regresnej priamky.
Vyberovy korelaény koeficient uréime napriklad podla (12.5)). Zrejme

286431 _ 1595 — 282925 _ 1615 — 290017
9 ;L= 9 ) s = 9 ) y - 9 ) y - 9
a po dosadeni tychto hodnét do dostaneme 7, ~ 0,9279.
PodTla ((12.17)) je a} - b} ~ 0,8496 - 1,0135 ~ 0,8611 ~ 0,9279?%, ¢o je v stilade s predch4-
dzajicimi vypoctami.
V MATLABEe st tieto vypocty jednoduché. Mozeme postupovat napr. takto: najprv
zaddme z; a y; (pozor na poradie):

Ty =

x = [174, 180, 176, 168, 182, 188, 176, 177, 174];
y = [177,182,176, 173,180, 191, 179, 181, 176]

a pomocou poly fit(x,y, 1) ziskame odhady a] a af a pomocou funkcie poly fit(y, x, 1) od-
hady b} a b§. Vyberovy korelaény koeficient je prvok na vedlajsej diagonéle korela¢nej ma-
tice, ktora ziskame pomocou corrcoef(x,y). Takto pomocou r = corrcoef(x,y); r(1,2)
dostaneme pozadovany vyberovy korelacny koeficient.

12.4 Niektoré pripady nelinearnej regresie

V praxi sa Casto medzi nelinedrne regresie zaraduje tzv. polynomicka regresia (hoci
v zmysle nasej definicie z (12.7) ide o linearnu regresiu), ked funkcie ¢; st uréené pred-
pisom ¢;(z) = 27, j € {0,1,...k}. Hovorime jej aj polynomicka regresia stupiia k,
lebo funkcia ¢ je polynémom stupna k:

k
o(x) = ap + a1z + apr’ + - - + arz’ = Zajxj.
=0
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Matica A z (12.8) mé v tom pripade tvar

1 1 ... 1
Tr1 Lo ... Tp

A= o A kE+1<n. (12.18)
N SN

V pripade tzv. kvadratickej regresie je k = 2 a p(z) = ap + a1 + axx®. Ststava
normélnych rovnic ((12.10) ma tvar

M=
8

<o
Il

@
I
—

aj-n+aj-d x+al- > i
i=1 i=1
i=1

n
4 _ 2
i Z%yi
i=1

n n

* * 2 *
ag - Yo xi+aj- Yy wi+aj-

i=1 =1
n 9 n

*

fEi + 0/1 *

i=1 i=1

M=
8
o
|

N
Il
—

*

8

@
Il
—

3 *
7

Priklad 12.3. Odhadnime koeficienty kvadratickej regresie z predchadzajuceho pri-
kladu.

Riesenie. Odhady af, af, a5 mozeme ziskaf riesenim ststavy rovnic ((12.19)) alebo v MAT-
LABe po zadani z a y (pozri predchddzajuci priklad) pomocou poly fit(z,y,2). Dosta-
neme ag ~ —875,6204, a] ~ 10,581 a a5 ~ —0,0262.

V niektorych pripadoch je moZné regresnt funkciu vhodnou transforméciou upravit
na linedrny tvar y = ag + a1z s regresnymi koeficientami ag, a;, ktorych odhady aj, a}
st rieSenim normalnej sustavy ((12.12)). Tato sustava je ur¢ena usporiadanymi dvojicami
(xi,y5), 1 =1, 2, ..., n. UkdZeme niektoré moznosti tychto transformacii.

e Hyperbolicka regresia 1. druhu je tvaru y = a + % Substittciou t = % dosta-
neme y = a + bt, t. j. a = ag, b = by a ulohu (z;,y;) prebera (%7%)

e Hyperbolicka regresia 2. druhu je tvaru y = ﬁ Substituciou v = = dosta-

< =

neme u = a + bz, t. j. a = ag, b = by a tlohu (z;,1;) prebera (z;, yl)

e Exponencialna regresia je tvaru y = A - B*. Logaritmovanim tejto rovnosti do-
staneme Iny = InA + In B - . Takto pre u = Iny, ap = InA a a; = InBa, je
u = ap + a1z, t. j. ulohu (z;,y;) preberéd (z;,Iny;) a hfadané odhady povodnych re-
gresnych koeficientov dostaneme po vypocte odhadov ag, aj regresnych koeficientov
ap, a; takto: A* =e% a B* = e%.

Priklad 12.4. Namerané hodnoty (z;, y;) funkénej zavislosti tvaru y = A-zP st uvedené
v tabulke — H L ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ > ‘ ’
yi || 49]38]3229][26]23

A a B.

. Uréme odhady regresnych koeficientov

Riesenie. Logaritmovanim predpokladanej funkénej zavislosti dostaneme Iny = In A +
+ B - Inz. Substiticiami v = lny, t = Inx, ap = InA a a; = B ju prepiSeme na tvar
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u = ap + a;t. Tu na vypocet odhadov ag, aj regresnych koeficientov ay, a; pouzijeme
ststavu normélnych ((12.12) rovnic (tlohu (x;,y;) prebera (Inz;,Iny;)), n = 5):

n
ay-n+aj-dy lnz, =

=1
n

ag - ilnxi—i—a’l‘ > (ln:c,-)2 =

i=1 i=1

-

@
Il
—_

In Yi,

(lnxi) . (lnyi) ,

-

@
Il
—

ktora po vycisleni zodpovedajicich sim ma tvar

6-a;+6,7334 - a]
6,7334 - ag + 9,9861 - a]

6,9405
6,8378

s rieSenim af ~ 1,5960 a a} ~ —0,3914. Potom A* = e% =~ e!%%0 ~ 49333 a B* = a} ~
~ —0,3914.

V MATLABEe je vypocet jednoduchy: napr. po zadani vstupnych adajov x = [1,2, 3, 4,
5,7 ay = [4.9,3.8,3.2,2.9,2.6,2.3] pomocou zL = log(x) a yL = log(y) nadefinujeme
vstupné udaje pretransformovanej tlohy. Odhady ag, aj jej regresnych koeficientov zis-
kame pomocou poly fit(zL,yL,1). Dostaneme af ~ 1,5961 a aj ~ —0,3914. Odhad re-
gresného koeficientu A dostaneme v MATLABe prikazom exp(1.5961). Zvysné tvahy st
rovnaké ako bez MATLABu.

Ulohy

12.1. V tabulke st vysledky merani otdc¢ok [min~!] a vykonu [kW] motora:

otacky || 2000 | 2500 | 3000 | 3500 | 4000
vikon || 29 | 43 | 55 | 64 | 71
ciu a vyberovy korelacny koeficient vykonu motora a jeho otacok; b) Odhadnite regresné

koeficienty prvej a druhej regresnej priamky.
a) ky, = 13125; ry, = 0,9907;
b) y = 0,021 - x — 10,6; x = 46,7415 - y + 550,7479

. Ur¢te: a) vyberovi modifikovani kovarian-

12.2. Na zaklade nameranych hodnot (z;,y;), ktoré st uvedené v tabulke:
w1 ]2]2|3]4]6|1]5]3]3
yi || 11]14[15]1,7]1,7]20/09|18|16|15
urc¢te odhady regresnych koeficientov kvadratickej zavislosti.
[y = 0,6823 + 0,4028 - = — 0,0325 - 22

12.3. Na zaklade nameranych hodnét (z;,y;), ktoré st uvedené v tabulke:
zi || 0103]05/0,7]1,0
yi || 7.8]44[50]20]11
urcte odhady regresnych koeficientov funkénej zavislosti typu y = a - e~
[y = 8,7320 - e~ 1,96057]

b-x
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13.1 Numericka matematika v MATLABe

13.1.1 RieSenie rovnice f(z) =0

Priklad 13.1. Urcte kladny koreii rovnice 2° — 2 — 1 = 0. Nech zo = 1,3.

Riesenie. Vysledok ziskany priamo pouzitim funkcie

’ fzero(’funkcia’,x0) ‘

je uvedeny iba na 4 desatinné miesta.ﬁ

>> fzero(’x~3-x-1’,1.3)
ans = 1.3247

Koreni danej rovnice vypiSeme s vi¢Sou presnostou zmenou formétu:

>> format long
>> fzero(’x~3-x-1.7,100)
ans = 1.32471795724475

DalSia moznost je zadanie intervalu, v ktorom sa nachadza koren:

lx=fzero(’funkcia’ , [dolhranica horhranica]) ‘

>> format long;x=fzero(’x~3-x-1.7,[0 2])
x = 1.32471795724475

Dalsia moznost je zadanie koeficientov algebrickej rovnice (dostaneme aj komplexné
korene). Pouzijeme funkciu roots:

>> x=roots([1 0 -1 -1])
x =
1.32471795724475
-0.66235897862237 + 0.562279512062301
-0.66235897862237 - 0.562279512062301

Vypocet korena uvedenej rovnice mézeme urobit tieZ pomocou itera¢nej metédy takto:

>> n=10; xs=1.3; EPS=0.001; i=1;
>> for i=1:n, xn=(1+xs)"~(1/3),i=i+1;xs=xn; end

Vysledky po jednotlivych priblizeniach budu:

xn = 1.3200
xn = 1.3238
xn = 1.3245
xn = 1.3247

ISMATLAB vypisuje vysledky do niekolkych riadkov, my ich budeme vypisovat skratene.

145
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Iny sposob:

>> clear
>> x(1)=1.3; EPS=0.0001;i=1;n=10;
>> for i=1:n
x(1+1)=(1+x(1))~(1/3);
if abs(x(i)-x(i+1))<EPS
break
end
eval i
eval x(i)
end

Vysledky po i-tej iteracii budu:

i=2 ans = 1.32000612179591
i=3 ans = 1.32382235399548
i=4 ans = 1.32454781845535
i=25 ans = 1.32468563914389

Riesenie pomocou funkcie definovanej v sttbore itf .m:

function Fi=itf(x);
% zapis funkcie
Fi=(1+x)"(1/3);

>> format long
>> xs=1.3;EPS=0.001;i=1;n=10;
>> f=Qitf;
>> for i=1:10
xn=feval (f,xs);
if abs(xs-xn)<EPS
break
end
XS=Xn;
end
>> eval i
i=3
>> eval xn
xn = 1.32454781845535

13.1.2 Sustavy linearnych rovnic
Maticu zadavame po riadkoch:

>> A=[0.1 -0.2 0.3;-0.2 0.1 0.4;0 -0.3 0.1]
A =
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0.1000 -0.2000 0.3000
-0.2000 0.1000 0.4000
0 -0.3000 0.1000

>> Ainv=inv(A)

Ainv =

4.8148 -2.5926 -4.0741
0.7407 0.3704 -3.7037
2.2222 1.1111 -1.1111

V predchadzajicom priklade sme urcili inverzni maticu. Pseudoinverzna matica, ur-
¢ena nizsie, sa pouziva napriklad pri rieSeni stistav linearnych rovnic v zmysle najmensich
stvorcov:

>> pinv(A)

ans =
4.8148 -2.5926 -4.0741
0.7407 0.3704 -3.7037
2.2222 1.1111 -1.1111

Samozrejme mame k dispozicii rozne normy. Stipcovéa norma:

>> norm(A,1)
ans = 0.8000

Euklidova norma:

>> norm(4,2)
ans = 0.5323

Riadkova norma:

>> norm(A,inf)
ans = 0.7000

Priklad 13.2. RieSme stustavu rovnic 10x+y—2z =10, 2+9y—2 =9, z+y—10z = —8.

Riesenie. Pomocou MATLABu moéZzeme pouzit nasledujtci postup:

>> A=[10,1,-1;1,9,-1;1,1,-10]; b=[10,9,-8]7;

>> x=A\b;
x =

1

1

1

Namiesto prikazu x=A\b mdZeme vypocitat rieSenie aj pomocou inverznej matice prika-
zom x=inv (A)*b. Mozny je aj nizsie uvedeny postup:
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>> clear

>> syms x y z real

>> f1=10*x+y-z-10;

>> f2=x+9%y-z-9;

>> f3=x+y-10%z+8;

>> [f1,f2,£3]

ans = [ 10*x+y-z-10,  x+9%y-z-9, x+y-10%z+8]
>> [x, y,z]l=solve(f1,£f2,£3)

x =1
y=1
z =1

13.1.3 Sustavy nelinearnych rovnic

Priklad 13.3. Néajdime lokalne extrémy funkcie f(z,y) = 2® + 3zy* — 152 — 12y.

Riesenie. Pomocou MATLABu méZeme pouzit nasledujtci postup (podobny ako pri
ststavach linedrnych rovnic):

>> syms Xy
>> f=x"3+3*x*y " 2-16%x-12%y
f = x73+3xxxy " 2-16xx-12x%y
>> fx=diff (f,x)
fx = 3*x"2+3%y~2-15
>> fy=diff(f,y)
fy = 6*xx*xy-12
>> [x,y] = solve(fx, fy)
x =
2]
1]
-1]
-2]
1]
2]
-2]
-1]

I_|l_|l_|l_l‘<l_|l_|l_|l_l

Teda body P = (2;1), P, = (1;2), P, = (—1;—-2) a P, = (—2; —1) st staciondrne body

danej funkcie. Pouzili sme podobny postup ako pri rieseni stistavy linedrnych rovnic.

Priklad 13.4. Najdime rieSenie ststavy rovnic 22 + y? = 5, 22 — ¢y = 1.
Riesenie.

>> syms X y;
>> f1=x"2+y~2-5;
>> f2=x"2-y"2-1

b
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>> [x,y] = solve(fl, £2)
x =
[ 37(1/2)]
[ -37(1/2)]
[ 37(1/2)]
[ -37(1/2)]
y =

27(1/2)]

27(1/2)]

-27(1/2)]

-27(1/2)]
Priklad 13.5. Néajdime rieSenie stistavy rovnic sin(z) —y—1,32 = 0, cos(y) —z+0,85 =
= 0.

RieSenie.

>> syms X y;

>> fl=sin(x)-y-1.32;

>> f2=cos(y)-x+0.85;

>> [x,y] = solve(f1l, £2)

x = cos(-.34422103640675697265217342075016)+17/20
y = -.34422103640675697265217342075016

>> xn=simplify(x)

xn = 1.7913386099639217857940900472361

Program pre Newtonovu metédu, zalozenti na iteraciach]

Oz oz
(xn-&—l,yn-&-l) = (xn7yn) - (fl(xnayn>a fZ(xnayn» of 0
dy oy

napiseme do suboru new.m:

function [Fin]=new(x,y)
syms x y f1 £2 J;
fil=sin(x)-y-1.32;
f2=cos(y)-x+0.85;
J=jacobian([f1;£2], [x,y]);
Fin=[x,y]l-[f1,f2]*inv(J);

Vypocet prvého priblizenia:
>> format long;

>> x=1.8; y=-0.35; eval(new)
ans = 1.79136480039926 -0.34419043368442

14Na tomto mieste pocitame s riadkovymi vektormi!
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Vypocet druhej aproximaécie:

>> x=1.79136480039926; y=-0.34419043368442; eval(new)
ans = 1.79133861047958 -0.34422103618491

Poznamka 13.1. Pre vSeobecnejsi program je mozné pouzit postup podobny ako pri
itera¢nej metdéde pre rovnicu f(z) = 0.

13.1.4 Aproximacia funkcie

Priklad 13.6. Néjdime aproximacny polyném pre funkciu zadanti pomocou tabulky

z[[—1]0[3] 45
yIl T [0][9]16]25

(hodnoty funkcie y = z?) a vypo¢itajme hodnotu tejto funkcie v bode = = 2.

Riesenie.
Pouzitim MATLABovskych funkcii
’polyfit (x,y,n) ‘ a ’polyval (nadzov,bod)

postupne pre n = 5 a n = 2 dostaneme koeficienty a hladané hodnoty odpovedajucich
polynémov:

>> x=[-1 0 3 4 5];y=[1 0 9 16 25];
>> aproxb=polyfit(x,y,5)
aproxb= -0.0000 -0.0000 0.0000 1.0000 O 0.0000

Teda polyném pre n =5 je Ly(z) =0-2° +0-2* +0- 23 +1-22+0 -2 + 0.
Pouzitim funkcie polyval(ndzov,bod) dostaneme hodnotu aproximécie v danom

bode:

>> yb5=polyval (aprox5,2)

y5 = 4.0000

>> aprox=polyfit(x,y,2)

aprox = 1.0000 -0.0000 -0.0000

Teda polyném pre n =2 je Ly(z) =1-22+0-2 + 0.

>> y2=polyval (aprox2,2)
y2 = 4.0000

Lagrangeov interpolac¢ny polynom ma tvar
2 L G=a
J#

Pre dant tabulku hodnot moZzeme zvolit napriklad nasledujici algoritmus:
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>> x=[-1 0 3 4 5]; y=[1 0 9 16 25]; s=2; Lx=0; n=b;
>> for i=1:n
D=1;
for j=1:n
if j "=1
D=D*(s-x(j))/(x(1)-x(j));
end
if j==1
end
end
Lx=Lx+D*y (i) ;
end
eval Lx
Lx = 4.0000

Priklad 13.7. Funkciu zadan pomocou tabulky

z[1 23] 4 [ 56 7819
y|[1]35|9415,3]254]35,3|49,8 63,2 ] 81

aproximujme:
1. priamkou,
2. parabolou,

pomocou metédy najmensich stvorcov a zobrazme graficky tieto aproximacie.

Riesenie. Riesenie v MATLABe je mozné pomocou MATLABovskej funkcie
polyfit(x,y,n)

>> x=[123456789];

>> y=[1 3.5 9.4 15.3 25.4 35.3 49.8 63.2 81];
>> priamka=polyfit(x,y,1)

priamka = 9.9983 -18.4472

>> parabola=polyfit(x,y,2)

parabola = 0.9969 0.0297 -0.1714

>> ypriamka=polyval (priamka,x) ;

>> yparabola=polyval(parabola,x);

>> axis ([0 10 0 90]);

>> plot(x,y,’r+’,x,ypriamka, ’b’,x,yparabola,’m’);
>> xlabel(’x’),ylabel(’y’);

Rovnica priamky je y = 9,9983x — 18,4472 a rovnica paraboly je y = 0,996922 40,0297z —
— 0,1714 (pozri obrazok (13.1)).



152 Prilohy
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Obr. 13.1: Vysledok aproximacie v MATLABe

13.1.5 Vypocet integralov

1
1

Priklad 13.8. Vypoéitajme/
o 1+

Riesenie. Pomocou MATLABu:
Pouzitim symbolickej casti a MATLABovskej funkcie

’int(funkcia,dol,hranica,horné_hranica)‘

mozeme vypocitat aj presné rieSenie mnohych integralov:

>> syms X
>> I=int(1/(x+1),0,1)
I = log(2)

Vypocet integralu funkcie zadanej pomocou tabulky jej hodnét pomocou lichobezni-
kovej metédy a MATLABovskej funkcie

trapz(x,y)

>> x=[0 0.1 0.2 0.3 0.40.50.60.70.80.91];

>> y=[1 0.909 0.8333 0.7692 0.7143 0.6667 0.6250 ...
0.5882 0.5556 0.5263 0.5];

>> I=trapz(x,y)

I = 0.6938

>> format long

>> Int=quad(’1./(1.+x)’,0,1,1e-6)

Int = 0.69314719986297
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Hodnota integralu vypocitand pomocou lichobeznikovej metédy s krokom 0,1 je I.
Hodnota Int je vysledok pouzitia funkcie quad — hodnota integréalu je vypocitana s pres-
nostou 1075,

Metédy moZzeme aj samostatne naprogramovat. Najprv vytvorime stibor integral .m

function f=integral(x);
%» m { stbor pre podintegralnu funkciu
£=1/(1+x);

a zadefinovanu funkciu pouzijeme v nasledujicom programe na vypocet integralu pomo-
cou lichobeznikovej metddy:

>> clear

>> syms a bn x

>> f=Q@integral;

>> a=0; b=1; n=10; h=(b-a)/n;
>> S=(feval(f,a)+feval(f,b))/2;
>> for i=1:n-1

a=a+th;
S=S+feval(f,a);
end
>> S=hx*S
S = 0.6938
Podobne pre riesenie pomocou Simpsonovej metddy
>> clear

>> format long
>> f=Q@integral,;
>> a=0;b=1;n=10;
>> h=(b-a)/(2*n) ;
>> S=feval(f,a)+feval(f,b);
>> j=1;
>> for i=1:2*n-1
a=ath;
S=S+(3+j)*feval(f,a);
=3
end
>> S=S*h/3
S = 0.69314737466512

13.1.6 Obycajné diferencialne rovnice.
Metéda Rungeho-Kuttova

Na rieSenie diferencialnych rovnic v prostredi MATLABu je mozné pouzitie funkcii ode23
alebo ode45. Rovnicu y™ = f(t,y,v/,...,y™ ") prepiseme na ststavu diferencidlnych
rovnic pomocou substiticii y = y1, ¥ = v, ..., yo = y™ V. Funkcia
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[t,yl=ode45(’fundif’, [t0 tkoncova], [y(t0) y’(t0) ...1)

urdi rieSenie na zadanom intervale hodnot t.

Priklad 13.9. Pret € (0,1) uréme riesenie diferencialnej rovnice y” — 3y’ + 2y = 2e3,
ktoré splia zaciato¢né podmienky y(0) = 1, /(0) = 3.

Riesenie. Do stiboru fundif .m zapiSeme zadanie systému diferencialnych rovnic:

function dy=fundif(t,y)
% zapis diferencidlnej rovnice m-sibor
dy=[y(2) ;3*y(2)-2xy (1) +2*exp(3*t)];

Pouzitim funkcie ode45 ziskame hodnoty premennych ¢, y a y':

>> [t,yl=ode45(’fundif’, [0 1],[1 31)
t =
0
0.0167
0.0335
0.9835
0.9917
1.0000

1.0000 3.0000
1.0515 .1546
1.1057 3.3171

w

19.1150  57.3451
19.5943  58.7829
20.0855 60.2566

Priklad 13.10. Vypocitajme y(0,2), ak y(¢) je rieSenie diferencidlnej rovnice y' = 100y
ay(0) =1

Riesenie.
Do suboru rigid.m zapiSeme rovnicu:

function dy = rigid(t,y)

% zapis diferencidlnej rovnice do m - siboru
dy = zeros(10,1);

% stlpcovy vektor

dy(1) = 100*y(1);

Pouzitim funkcie ode45 v MATLABe dostéavame pre zvolenti presnost 1074



Pouzitie MATLABu 155

>> clear
>> format long
>> options = odeset(’RelTol’,le-4,’AbsTol’,[le-4 ]);
>> [T,Y] = ode45(@rigid, [0 0.2],1,options)
T =
0

0.00031697863849

0.00063395727698

0.00095093591548

0.19776475056705
0.19888237528353
0.20000000000000
Y =

1.0e+008 =*

0.00000001000000
0.00000001032206
0.00000001065448

3.88041718444411
4.33925334269280
4.85235474303735

100t

Riesenim je y(t) = e'”°" a jeho hodnota pre ¢t = 0,2 je

>> exp(20)
ans = 4.851651954097903e+008

Hoci absolutna chyba je obrovské, relativna chyba je prijatelné, aj ked je o nieco

.....

>> d=4.85235474303735e+008-4.851651954097903e+008
d = 7.027889394474030e+004

>> r=abs(4.85235474303735e+008-exp(20)) /exp(20)

r = 1.448555968351767e-004

Ak pouzijeme vzorce (oficidlny tahak)
kl =h- f('ruyl)v
ko =h- f(z;+h/2,yi + k1/2),
ks =h-f(zi+h/2,yi + k2/2),

k4:hf(xl+h7yz+k3)7

ky 4 2ko + 2ks + ky
6 Y

y(z; +h) = yiy1 = yi +
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bez testovania vhodnosti kroku h = 0,2 dostavame k; = 0,2-100-1 = 20; ky = 0,2-100-(1+
+20/2) = 220; k3 = 0,2-100 - (1 4+ 220/2) = 2220; ky = 0,2 - 100 - (1 + 2220) = 44420.

teda 20 + 2 - 220 + 2 - 2220 + 44420
y(0,2) =~ 1+ + 5 = 8220.
Uvedeny jednoduchy priklad upozornuje na opatrné pouzivanie metdd numerického rie-

Senia diferencidlnych rovnic. Vidime, ze v tomto pripade je testovacia konstanta pre krok

ks — ko
test), = = 10,
" ke —
pricom by sme mali uvazovat krok, kde test; = 0,05.
Priklad 13.11. Urcme rieSenie ststavy diferencialnych rovnic v = y2us, ¥4 = —y1Y3,

ys = —0,59192, so zafiatoénymi podmienkami y;(0) = 0, y2(0) = 1, y3(0) = 1, na intervale
[1,12]. Vysledok znézornime graficky.

RieSenie. Pomocou funkcie

’options = odeset(’namel’,valuel, ’name2’,value2,...) ‘

ktorej informacia hlasi

options = odeset(’namel’,valuel,’name2’,value2,...) creates an
integrator options structure in which the named properties have the
specified values. Any
unspecified properties have default values. It is
sufficient to type only the leading characters that uniquely identify
a property name. Case is ignored for property names.

nastavime volby programu. Najskor zadame ststavu, napriklad do stiboru rigid2.m:

function dy = rigid2(t,y)

% zapis sistavy diferencidlnych rovnic do m - stboru
dy = zeros(3,1);

% stlpcovy vektor

dy(1) = y(2) * y(3);
dy(2) = -y(1) * y(3);
dy(3) = -0.51 * y(1) * y(2);

Po nastaveni volieb a urceni rieSenia moZzeme rovno vykreslit grafy funkecii v, 2 a 3
prikazom plot, vysledok vidite na obrazku [13.2}

>> options=odeset(’RelTol’,le-4,’AbsTol’,[le-4 le-4 le-5]);
>> [T,Y] = ode45(Q@rigid2,[0 12],[0 1 1],options);
>> plot(T,Y(:,1),’—’,T,Y(:,2),’—.’,T,Y(:,3),’.’)

Riesenie bez vytvorenia grafu:
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12

Obr. 13.2: Vysledok numerického riesenia nelinearnej stistavy diferencialnych rovnic

>> options=odeset(’RelTol’,le-4,’AbsTol’, [le-4 le-4 le-5]);
ode45(@rigid2, [0 12],[0 1 1],options)

>> [T,Y] =

0.0317
0.0634
11.8473
11.9237
12.0000

0.0317
0.0633
-0.6041
-0.6570
-0.7058

.0000

0.9995

.9980

L7972
. 7542
. 7087

o

o

.0000
.9997
.9990

.9024
.8833
.8639

Uvedené st iba tri prvé a tri posledné hodnoty.



158 Prilohy

13.2 Pravdepodobnost a matematicka Statistika
v MATLABe

13.2.1 Uvod

Ak nebudeme programovat v MATLABe mnohokrat vystacime s pouzitim ,kalkulacky“:

Kalkulacka:

Demos-Statistics-Probability Distributions-Run this Demo

Pri programovani (hromadnom pouZiti) je mozné pouzit MATLABovské funk-
cie tak, ako je to uvedené v nasledujucich prikladoch. Niektoré priklady st pre-
vzaté z odporucanej literatiry (GAVALEC, KOVACOVA, OSTERTAGOVA a SKRIVANEK,
2002)).

Priklad 13.12. Pristroje, ktoré maju istti vyrobnt chybu sa v zarucnej dobe pokazia
v 60 % pripadov. Z ostatnych pristrojov sa pokazi iba 5%. Vyrobca dodéava 1% vyrob-
kov s uvedenou chybou. Uréme pravdepodobnost toho, Ze ndhodne vybrany pristroj sa
v zarucnej dobe pokazi.

Riesenie. A —nahodny jav, Ze pristroj sa pokazi, H; — pristroj je chybny, Hy — pristroj je
bezchybny. P(A) = Z?:l P(H;)- P(A|H;), P(H,) = 0,01, P(Hy) = 0,99, P(A|H,) = 0,6,
P(A|Hy) = 0,05:

>> ph=[.01,.99]; pah=[.6,.05]; pa=sum(ph.*pah)

pa = 0.0555

Priklad 13.13. Pristroj z predchadzajuceho prikladu sa pokazil. Aké je pravdepodob-
nost toho, Ze mal vyrobni chybu?

Riesenie.

>> ph=[.01,.99];pah=[.6,.05] ;x=ph.*pah;pha=x/sum(x) ;pha(1l)
ans = 0.1081

alebo

>> ph=[.01,.99]; pah=[.6,.05];
>> pha=ph(1)*pah(1)/(ph*pah’)
pha = 0.1081

Bernoulliho vzorec

n
Py = (k)pkq"’k pre k=0,1,,....n(¢g=1-p).

MATLABovska funkcia
binopdf (k,n,p) ‘

vracia hodnotu pravdepodobnosti podla Bernoulliho vzorca:
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>> binopdf(2,3,1/6)
ans = 0.0694

Podobne mdzeme pouzit dalsie MATLABovské funkcie (niekedy je postacujica ,kal-
kulacka“)

Y = binocdf(X,N,P); X = binoinv(Y,N,P)
Y = geocdf (X,P); X = geoinv(Y,P); Y = geopdf(X,P)
P = poisscdf(X,LAMBDA); X = poissinv(P,LAMBDA);
Y = poisspdf (X,LAMBDA)
P = expcdf (X,MU); X = expinv(P,MU); Y = exppdf(X,MU)
P = normcdf (X,MU,SIGMA); X = norminv(P,MU,SIGMA);
Y = normpdf (X,MU,SIGMA)
P = tcdf (X,V); X = tinv(P,V); Y = tpdf(X,V)
chi2cdf(X,V); X = chi2inv(P,V); Y = chi2pdf(X,V)
P = fcdf(X,V1,V2); X = finv(P,V1,V2); Y = fpdf(X,V1i,V2)

o
Il

13.2.2 Vypocet strednej hodnoty, disperzie a smerodajnej odchylky

Priklad 13.14. Diskrétna ndhodné premenna X je dana pravdepodobnostnou tabulkou

][ 0 1 2 3 4
p: |10,0256 | 0,1536 | 0,3456 | 0,3456 | 0, 1296 |

Ur¢me strednti hodnotu, disperziu a smerodajnt odchylku ndhodnej premennej X.

RieSenie.

>> xi=[0 1 2 3 4]; pi=[0.0256 0.1536 0.3456 0.3456 0.1296];
>> E=xi*pi’
E = 2.4000

alebo mozeme pouzit priradenie E=sum(xi.*pi).
Vypocet disperzie (rozptylu, variacie):

>> D=sum(xi."2.*pi)-E"2
D = 0.9600

Vypocet standardnej odchylky:

>> sigma=sqrt (D)
sigma = 0.9798

Je treba upozornit, ze MATLABovské funkcia std(x) odpoveda

=\

i=1

a MATLABovskéa funkcia std(x,1) odpoveda

1 n
— — )2
s - ;1<IZ 1)
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13.2.3 Intervalovy odhad pre stredni hodnotu

Priklad 13.15. Zo zakladného stiboru s normélnym rozdelenim sme urobili nahodny
vyber s realizdciami: 22,4; 28,0; 20,1; 27,4; 23,9; 24,8; 26,4; 27,0; 25,4; 25,6. Uréme 95 % in-
terval spolahlivosti pre stredni hodnotu: a) obojstranny; b) favostranny; ¢) pravostranny.
Riesenie.

>> x=[22.4,28.0,20.1,27.4,23.9,24.8,26.4,27.0,25.4,25.6];
>> n=length(x)

n =10
>> m=mean(x); [h,p,ci] = ttest(x,m,0.05,0)
h=20
p=1

ci = 23.3614 26.8386

>> m=mean(x); [h,p,ci] = ttest(x,m,0.05,1)

h =0
p = 0.5000
ci = 23.6912 Inf

>> m=mean(x); [h,p,ci] = ttest(x,m,0.05,-1)
h=20

p = 0.5000

ci = -Inf 26.5088

Riesenie pomocou EXCELu:

22,4
28

25,4

stdev 2,430363

mean=m 25,1

delta=d 1,506327
a=m-d b=m+d
23,59367 26,60633

Delta je pocitané pomocou statistickej funkcie CONFIDENCE.
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13.2.4 Testovanie Statistickych hypotéz

Nasledujuci test, pouzivany pri znamej hodnote o, je popisany v oddieli [11.4] kde sa
nazyva Y -test:

[h,p,ci,zval] = ztest(x,m,sigma,alpha,tail)

Vstupné tdaje maja nasledujici zmysel:

h je vysledok testu. Ak h = 0, hypotézu H, nezamietame, ak h = 1, Hy na hladine
vyznamnosti a zamietame;

p je pravdepodobnost, Ze nastane dany vysledok, ak je nulova hypotéza spravna (,kri-
tickd“ hodnota hladiny vyznamnosti pre odmietnutie Hy);

ci je interval spolahlivosti pre strednti hodnotu;

zval je hodnota Z Statistiky (oznacované vyssie Y);

x je vzorka, o ktorej sa predpoklada, Ze je to vyber premennej s normalnym rozdelenim;
m je strednd hodnota;

sigma je zndma smerodajné odchylka;

alpha je hladina vyznamnosti;

tail = 0 znamenda obojstranny odhad, implicitné nastavenie;
tail = 1 znamené lavostranny odhad;
tail = -1 znamend pravostranny odhad.

Meral sa percentualny obsah cinu vo vzorkach rudy. Vysledky st v tabulke:

x; || 3013540 (45|50 55|60 65|70 |75
n | 1134 |10[15]20(11|5 | 3| 2

Predpokladdme, Z%e obsah cinu ma normadlne rozdelenie s disperziou o? = 85. Na hladine
vyznamnosti o = 0,05 testujte hypotézu Hy: u = 52 proti Hy: ju # 52.
Riesenie.

A)

>> [h,p,ci,zval] = ztest(x,52,sigma,alpha,0)
h=20

p = 0.2429

ci = 51.1568 55.3297

zval = 1.1679

Zaver: pretoze h = 0, hypotézu H, nezamietame.

B) Uvedieme moznost pre strednt hodnotu rovni vyberovému priemeru
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>> x=[30,35*%ones(1,3),40%ones(1,4) ,45%ones(1,10), ...
50%ones(1,15) ,55%ones(1,20),60%ones(1,11),65%ones(1,5), ...
70*ones(1,3),75*ones(1,2)];

>> m=mean (x)

m = 53.2432

>> sigma=std(x)

sigma = 9.1574

>> alpha=0.05;

>> [h,p,ci,zval] = ztest(x,m,sigma,alpha,0)

h=0

p=1

ci = 51.1568 55.3297
zval = 0

Zaver: pretoze h = 0, hypotézu Hy nezamietame.

C) Postup pomocou oficidlneho fahéka:

>> x=[30,35%ones(1,3) ,40%ones(1,4) ,45%ones(1,10), ...
50*ones(1,15) ,55%ones (1,20) ,60%ones(1,11) ,65*%ones(1,5),...
70*xones(1,3),75*%ones(1,2)];

>> n=length(x) ;Y=(mean(x)-52)*sqrt(n)/sqrt(85)

Y = 1.1600

>> sigma=sqrt(var(x))

sigma = 9.1574

>> n=length(x) ;Y=(mean(x)-52)*sqrt(n)/sigma

Y =1.1679
>> c=norminv(0.975)
c = 1.9600

Zaver: pretoze Statistika Y je mensia ako kritickd hodnota c, hypotézu Hy nezamietame.

V pripade neznamej hodnoty o pouzivame t-test, tiez popisany v oddieli [11.4}

’[h,sig,ci] = ttest(x,m,alpha,tail)

Priklad 13.16. Zo zakladného stuboru, o ktorom predpokladame, Ze sa riadi norméalnym
rozdelenim, bol realizovany nahodny vyber: 30, 32, 34, 40, 36, 37, 36, 38, 35, 42. Na hladine
vyznamnosti o = 0,05 testujte hypotézu Hy: u = 38 proti: a) Hy: u < 38; b) Hy: pu # 38;
c) Hy: p> 38.

Riesenie.

>> x=[30,32,34,40,36,37,36,38,35,42] ; n=10; alfa=0.05;
>> t=(mean(x)-38)*sqrt(n)/std(x)

t = -1.7770
>> [h,p,ci] = ttest(x,38)
h=20

p = 0.1093
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ci = 33.4540 38.5460
>> m=mean(x); [h,p,cil]
h=20

p = 0.0546

ci = -Inf 38.0631

>> m=mean(x); [h,p,cil]
h=0

p = 0.1093

ci = 33.4540 38.5460
>> m=mean(x); [h,p,cil]

ttest(x,38,alfa,-1) % pripad a)

ttest(x,38,alfa,0) % pripad b)

ttest(x,38,alfa,1) % pripad c)

h=0
p = 0.9454
ci = 33.9369 Inf

Zaver: hypotézu Hy nezamietame.

Priklad 13.17. Z krabice klincov sme vybrali 10 kusov. Ich dlzky (v mm) st 82, 80,
82, 81, 81, 80, 81, 81, 82, 81. Otestujte, & stredna hodnota dizky klincov sa na hladine
vyznamnosti 5 % 1isi od hodnoty 80 mm udanej na krabici.

RiesSenie.

>> x=[82,80,82,81,81,80,81,81,82,81];
>> t=(mean(x)-80)*sqrt(10)/std(x), c=tinv(0.975,9)

t = 4.7143

c = 2.2622

>> [h,p,ci] = ttest(x,80,0.05,0)
h=1

p = 0.0011

ci = 80.5722 81.6278
Zaver: hypotézu H, zamietame.

Ak chceme otestovat stredné hodnoty dvoch vzoriek, o ktorych predpokladame, ze
maju normélne rozdelenie s rovnakou (ale nezndmou) disperziou, pouzijeme funkciu:

[h,p,ci,stats] = ttest2(x,y,a1pha,tail)‘

tail = O definuje alternativnu hypotézu v tvare: ,stredné hodnoty sa nerovnaja“;

tail = 1 alternativna hypotéza ma tvar: ,strednda hodnota X je vicsia, ako stredna
hodnota Y“;

tail = -1 alternativna hypotéza ma tvar: ,stredna hodnota X je mensia, ako stredna
hodnota Y“;

stats je dvojprvkova struktura: prvok tstat je hodnota statistiky a df je pocet stupnov
volnosti.



164 Prilohy

Priklad 13.18. Vzorky chemickej latky sme analyzovali dvoma metédami: a) polaro-
grafickou metédou, b) titra¢nou metédou. Obdrzali sme vysledky: a) 38,2 36,4 37,7 36,1
37,9 37,8 b) 39,5 38,7 37,8 38,6 39,2 39,1 38,9 39,2. Na hladine vyznamnosti 5 % testujte
hypotézu o rovnocennosti oboch metdd, t. j. Hy: p1 = o proti Hy: pg # po.

RieSenie.
>> x=[38.2,36.4,37.7,36.1,37.9,37.8];

>> y=[39.5,38.7,37.8,38.6,39.2,39.1,38.9,39.2];
>> [h,p,ci,stats] = ttest2(x,y,0.05,0)

h=1
p = 0.0015
ci = -2.3381 -0.7119
stats =
tstat: -4.0864
df: 12

Zaver: hypotézu Hy zamietame.
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