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Predhovor

Vo vSeobecnosti mozno povedat, ze takmer kazda ¢innost ¢loveka je ovplyvnenéd snahou
¢o najviac ju optimalizovat. Snazime sa cestovat ¢o najkratSou cestou, kupit ¢o najlepsi
vyrobok za ¢o najnizsiu cenu, a pod. Zjednodusene povedané, pri svojej ¢innosti sa snazime
¢osi minimalizovat, resp. maximalizovat.

Podobne sa to deje vo firmach a podnikoch. Su¢astou kazdodenného rozhodovania ma-
nazmentu podnikov je aj snaha o dosiahnutie maximéalnej Gc¢innosti ¢i zisku, minimalizacia
vzniknutého odpadu, prestojov, ¢o najefektivnejsie vyuzitie surovinovych zdrojov, pracov-
ného casu a pod. Teda v podstate tu ide o urcenie extrému jednej alebo viacerych funkcii.
Pri tom vSetkom sa vSak musia reSpektovat limitované zdroje, poziadavky dodavatelov a
odberatelov a rozne iné obmedzujtice ¢i ohranic¢ujice faktory, ktoré mézu byt vyvolané
situéciou na trhu, Tudskymi zdrojmi, poziadavkami na bezpe¢nost vyroby, ochranu Zivot-
ného prostredia a mnohé dalgie faktory. Ide tu o optimalizaciu viac alebo menej zlozitych
systémov, na ktoré vplyvaju mnohé viac alebo menej predvidatelné faktory. Medzi obl-
bené a v praxi aj najcastejSie pouzivané metody rieSenia optimalizacii zlozitych procesov
st metody matematického programovania.

Predkladana ucebnica je zamerana na optimalizaciu pomocou linedrneho programova-
nia a je ur¢ena predovsetkym studentom Fakulty elektrotechniky a informatiky Technickej
univerzity v Kosiciach. Obsahuje niektoré zakladné teoretické poznatky — hlavne definicie
zékladnych pojmov a vybrané tvrdenia. Tvrdenia si uvedené bez dokazov, tie je mozné
najst v literattre uvedenej na konci uc¢ebnice. Teoretické poznatky st aplikované na vzorové
priklady.

Cielom tejto ucebnice nie je vycerpavajucim spoésobom obsiahnut problematiku linear-
neho programovania. Jej prioritnym cielom je pristupnym spoésobom pontuknut zékladné
poznatky a ich aplikicie Studentom, pripadne aj inym zaujemcom.

Na tomto mieste vyjadrujeme vdaku prof. RNDr. Jozefovi DZurinovi, CSc a prof. RNDr.
Michalovi Tkéacovi, CSc. za podrobné precitanie a recenziu tejto ucebnice.



Zoznam skratiek a symbolov

UMP - tdloha matematického programovania
ULP - uloha linearneho programovania
a; — i-ty riadok matice A
A; — j-ty stlpec matice A
F' — mnozina pripustnych rieseni tlohy linedrneho programovania
P! — optimaAlne rieSenie tlohy linearneho programovania
foP"(x) — hodnota ucelovej funkcie v optimélnom rieSent
conv(M) — konvexny obal mnoziny M
ex(M) — mnozina krajnych bodov mnoziny M
B(i) — index toho stlpca matice A, ktory tvori i-ti zlozku bazy B
BR - bazické rieSenie
P — priméarna tloha linedrneho programovania
D — dualna tdloha linearneho programovania
Fp — mnozina pripustnych rieSeni primarnej tlohy linearneho programovania
Fp — mnozina pripustnych rieseni duélnej tlohy linearneho programovania
UCLP - tloha celo¢iselného linearneho programovania
z°" — optimalne rieSenie relaxacie ulohy celo¢iselného linearneho programovania
BC — usecka BC
{a} — zlomkova cast ¢isla a

la] — dolna cela ¢ast ¢isla a



DP — dopravny problém
FD - fiktivny dodéavatel

FO - fiktivny odberatel
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Kapitola 1

Uvod do linearneho programovania

1.1 Matematické programovanie

Medzi casto pouzivané metoédy na optimalizéciu vyrobnych a inych rozhodovacich proce-
sov patria metdédy matematického programovania. Umoznuju transformovat redlne procesy
do matematickych modelov a tie nasledne riesit pomocou matematického aparatu. Takze
redlny proces sa transformuje na tlohu matematického programovania - UMP . Stuéastou
tlohy matematického programovania su:

1. Ciele - ich stanovenie je zavislé od samotného procesu. Su to optimalizactné (maxi-
malizacné alebo minimalizacné) kritéria. Mozu to byt napriklad:
e maximalizacia zisku,
e maximalizacia u¢innosti zariadenia,
e maximalizicia produktivity,
e maximalizicia mnozstva prepravovaného materiélu,
e minimalizacia vyrobnych nékladov,
e minimalizicia odpadu,
e minimalizicia prejdenych kilometrov, a iné.

2. Ohrani¢ujtce podmienky - vyjadruji podmienky a obmedzenia, za ktorych ma dany
proces fungovat. Moze ist o jednu, ale aj o velké mnoZstvo ohranicujicich podmienok.
Ako priklady moézu byt uvedené:

e materidlové zdroje,

e kapacity vyrobnych zariadent,

kapacity pracovnych sil,

e obmedzena zivotnost zariadeni,

finan¢né zdroje,
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odbytové moznosti,

kapacity dodavatelov,

prepravné kapacity,

poziadavky odberatelov,

kapacity skladov, a iné.

Ciele a ohranic¢ujice podmienky sa daji vyjadrit pomocou matematického aparatu, co
nazyvame matematickym modelom .

Ciele sa vyjadruju pomocou jednej alebo viacerych funkcii, ktoré nazyvame ucelovymi
funkciami. Podla toho rozlisujeme matematické modely s jednou tucelovou funkciou
alebo modely s viacerymi ucelovymi funkciami. Tieto funkcie mozu byt linearnymi
alebo nelinearnymi funkciami viacerych premennych - tzv. rozhodovacich premen-
nyjch. Ulohou je najst extremalne hodnoty tychto rozhodovacich premennych vzhl'a-
dom na optimaliza¢né kritéria.

Ohranic¢ujice podmienky sa vyjadruju rovnicami, nerovnicami alebo ich ststavami. A
tiez moze ist o linedrne alebo nelinearne rovnice a nerovnice.

Schématicky mozno UMP, ktora obsahuje s uc¢elovych funkcii, n rozhodovacich premen-
nych a m ohranic¢ujicich podmienok zapisat takto:

fi(zy, xa, ..., z,) — min(max)
sledované ciele fa(z1, za, ..., x,) — min(max)
(acelové funkcie)
fs(x1, 29, ..., x,) — min(max)
gi1(T1, 22, .., 2,) S2=10
ohrani¢ujuce podmienky g2(x1, 29, ..., x,) =2=10
gm(wla T, .. 73371) §§= 0

Zapisanie ulohy matematického programovania pomocou matematického aparatu ilustruje
nasledujuci priklad.

Priklad 1.1.1 Maly podnikatel vo svojej dielnicke vyrdba dva typy virobkov: vyrobok A,
vyrobok B. Zamestndva dvoch zamestnancov, ktorych produktivita je priblizne rovnakd. Vy-
roba jedného vyrobku A trvd 4 hodiny, jeho zdvereéne opracovanie trvd 2 hodiny, pri vijrobku
B je to 9 hodin na vyrobu a 1 hodina na zdverecné opracovanie. KazZdy kus vyrobku zaberd
na sklade 1 m? a kapacita skladu je 12 m?. Na vijrobu vijrobkov md podnikatel maximdine
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90 hodin, na zdverecné opracovanie maximdlne 20 hodin. Zisk z predaja jedného vijrobku A
je 65 eur, vyrobku B je 48 eur. Kolko kusov, a ktorych vijrobkov md podnikatel vyrobit, aby
bol zisk maximdlny?

Riesenie: Kvoli prehladnosti zapiSeme zname tdaje do nasledujicej tabulky:

, Zaverecné 3 .
Vyroba (h) opracovanie (h) Sklad (m’) Zisk (€)
Vyrobok A (x,) 4 2 1 65
Vyrobok B (x,) 9 1 1 48
Kapacita 90 20 12 —

Tento vyrobny proces mozno vyjadrit nasledujicim matematickym modelom
f(x1,x9) = 6521 + 4819 — max

4z1 + 929 £ 90
271 + 19 < 20
T+ a9 S 12
21,22 20

Ak st ucelové funkcie vyjadrené len linearnymi funkciami a ohrani¢ujice podmienky tvo-
ria sustavu linearnych rovnic alebo nerovnic (ako to ilustruje predchadzajuci priklad), tak
hovorime o linedrnom programovani a takito tlohu nazyvane ilohou linedrneho programo-
vania — ULP.

V dalSom sa budeme zaoberat len tlohami linedrneho programovania s jednou tuéelovou
funkciou.
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Kapitola 2

Uloha linearneho programovania

2.1 Zakladné pojmy

Definicia 2.1.1 Funkciu n-premenngch f(x), x = (1,22, ...,%,); * € R" nazgvame line-
drnou funkciou, ak spliia nasledujice podmienky:

(1) flx+y) = flz)+ f(y) aditionost,

(2) flax) = af(z) proporcionalita,

kdex ay € R" a a € R.

Doésledok 2.1.1 Vsetky linedrne funkcie n redlnych premennyjch si v tvare

n

fl@)=> (cj-z), Vje{L2...n}, ¢eR

Jj=1

Definicia 2.1.2 Vseobecnou ilohou linedrneho programovania nazijvame ilohu extremali-
zdcie (minimalizovania alebo mazimalizovania) linedrnej (tzv. icelovej) funkcie viacerych
premenngjch

fl®)=c-z1+co-z9+ -+ ¢y x, = min (max), (2.1)

za podmienok, z ktorych kazdd je v tvare:

i1~ T1+ Qg To+ -+ Qi -y Sb;, prei=1,...k—1
i1~ T+ Qg To+ -+ Qi -y = by, prei=Fk,. .., —1
i1 "1+ Qg X+ F Qi T, =0b;, pret=1,...,m

S0 VieN;

2,20 Vie N,

x; je meohranicené Vi € N3 , kde

1SkS1<m,
N1UN,UN;3 ={1,2,...,n}

(2.2)
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1, %o, ..., Ty — nazyvame rozhodovacie premenné,

c1,Co, ..., Cq — nazyvame koeficienty tucelovej funkcie,
11,12, - - -, Ampn - NaZYvame koeficienty ohranicent,
by, ba, ..., by — nazgvame koeficienty pravych stran ohranicent.

Pouzitim Désledku [2.1.1 méZeme tlohu linedrneho programovania zapisat takto:
f@)=> (¢;- ;) — min (max),

za podmienok:

Z(%"Ij)§bi, pret=1,...,k—1

j=1

Z(aij-xj) b, prei=k,...,[—1
j=1

Z(aij-xj) =b;, prei=1I,....,m
j=1

x]§0 VjGNl
33]20 VjGNQ

x; je neohranicené Vj € Ns.

Zjednodusene moézeme tlohu linedrneho programovania zapisat takymto symbolickym za-

pisom:
n

flx) = Z(cj - 2;) — min (max)

Jj=1

3
|

7
£
.
8
<
~—
|
&
~
I
\_}—‘
no

Il
1%

Vektorovy zapis:

7
8
8
|
o

Mi
1\
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r; £20 j=1,2,...,n, kde

x=(T1,79,...,7,)"
C = (01,62,...,Cn)T
a; = (ai17&i27"'>ain)

b - (bl,bg, ey bm)T

Maticovym zapisom mozno ULP zapisat takto:

f(x)=c" -z — min (max)
<
Az = »b

v

;<20 j=1,2,...,n,

kde matica A € R,, ., teda je maticou s m riadkami a n stIpcami:

a1y ap ... A1n
a921 a92 e Aoy,

A= _ _ . (2.3)
Am1 Am2 ... Amn

Oznacenie: i-ty riadok matice A budeme oznacovat a; a j-ty stlpec matice budeme ozna-
covat Aj;.

Definicia 2.1.3

Vektor x € R™ vyhovujict ohraniceniam nazyvame pripustnym riesenim danej
ulohy linedrneho programovania.

MnoZinu vsetkych pripustnych rieseni danej ULP nazijvame pripustnou mnoZinou a
budeme ju oznacovat F.

Ulohu linedrneho programovania nazijvame pripustnou, ak md aspon jedno pripustné
riesenie. V opacnom pripade ju nazgyvame nepripustnou.

Pripustné riesenie x € R", v ktorom 1celovd funkcia danej ULP nadobida po-
Zadovani extremdlnu (minimdlnu alebo mazimdlnu) hodnotu nazyvame optimdlnym
riesenim a oznacujeme x°P'. Tiito extremdlnu hodnotu ticelove] funkcie budeme ozna-
covat foP'(x).

Pripustni ilohu linedrneho programovania nazijvame neohranicenou, ak hodnoty pri-
pustného riesenia mozu byt lubovolne velké (v kladnom alobo zdpornom smere). V opac-
nom pripade pripustni ULP nazijvame ohranicenou.
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2.2 Vybrané typy aloh linedArneho programovania

Ulohy linearneho programovania v praxi pontkajt velké mnozstvo roznych aplikacii. Nasle-
dujuce konstrukcie popisuji len niektoré z nich a priklady, ktoré si k nim uvedené ilustruja
len velmi zjednoduSené procesy. Redlne sa v praxi stretavame s procesmi, ktoré obsahuju
ovela viac rozhodovacich premennych (desiatky ba az stovky) a tiez mnoZzstvo ohranic¢uju-
cich podmienok je zvycajne ovela vyssie.

2.2.1 Uloha o planovani vyroby

Vyrobca vyraba niekolko druhov vyrobkov. Ma k dispozicii uréité mnozstvo rozliénych
vyrobnych prostriedkov: suroviny, pracovny ¢as, mzdové prostriedky, vyrobné zariadenia,
.... Vyrobca vie, aké mnozstvo i—tého prostriedku potrebuje na vyrobu jedného j—tého
vyrobku. Vie tiez, aky je zisk z predaja jednotkového mnozZstva jednotlivych vyrobkov.
Ulohou je naplanovat vyrobu tak, aby vyrobca pri danych kapacitach prostriedkov vyrabal
také mnozstva tovarov, aby bol zisk maximalny.

Vseobecna matematicka formulacia danej tlohy sa da zapisat takto:

n - pocet druhov vyrobkov,

m - pocet faktorov (obmedzeni), ktoré limituju vyrobu,
x; - mnozstvo vyrobenych jednotiek j-tého vyrobku,

cj - cena/zisk z jednotkového mnozstva j-tého vyrobku,

a;; - mnozstvo jednotiek i-tého prostriedku spotrebovaného pri vyrobe jednotkového mnoz-
stva j-tého vyrobku,

b; - kapacita i-tého vyrobného prostriedku, ktoré je k dispozicii.

Priklad 2.2.1 Zlievarerni vyrdba tri rozne zliatiny (Z1, Zs, Zs) pre letecky priemysel, ktoré
vznikagu zmieSanim Styroch réznych kovov (Ky, Ks, K3, K4) v presngch pomeroch. Na vy-
robu jedného kilogramu zliatiny Z, potrebujeme 0,6 kg kovu K7 a 0,4 kg kovu Ks. Kilogram
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zliatiny Zs obsahuje 0,5 kg kovu Ky a 0,5 kg kovu K. Na kilogram zliatiny Zs potrebujeme
0,3 kg kovu K3 a 0,7 kg kovu K4. Zlievareni md k dispozicit 5 kg kovu Ky, 6 kg kovu Ky, 7
kg kovu K5 a 3 kg kovu K4. Zisk z predaja jedného kilogramu zliatiny Z1, Zs a Zs je 50,60
a 70 €. Aky vyrobny pldn md zlievareri pouzit, ked chce maximalizovat zisk?

Riesenie: Zname udaje o vyrobe jednotlivych druhov zliatin zapiSeme do prehladnej ta-

bulky:

zliatina\kov | K; (kg) | K3 (kg) | K3 (kg) | K4 (kg) | zisk (€)
Z, (1 kg) 0,6 0,4 0 50
Zy (1 kg) 0 0,5 0,5 40
Zs (1 kg) 0 0 0,3 0,7 60

kapacita (kg) 5 6 7 3 ——

Pomocou matematického aparatu zapiSeme matematicky model danej tlohy. Mnozstva
zliatin, ktoré ma zlievaren vyrobit si nezname, su to teda rozhodovacie premenné tucelovej
funkcie, oznacime si ich 1, x5, x3. Ucelova funkcia tejto ulohy potom je

50z + 4029 + 6023 — max.

Kazda zliatina méa pevne stanoveny pomer jednotlivych kovov. Tiez vieme, Ze mnozstvo
kovov, ktoré mame k dispozicii nie je neobmedzené, to znamena, Ze pri vyrobe nesmieme
prekrocit tieto uvedené mnozstva. Tak pre kazdy kov vieme zapisat ohranic¢ujucu pod-
mienku v tvare nerovnice. Napriklad kov Ky sa pouziva na vyrobu zliatiny Z; a Z,. Na
vyrobu jedného kilogramu Z; potrebujeme 0,4 kg toho kovu a na jeden kilogram Z; po-
trebujeme 0, 5 kg. K dispozicii ho mame 6 kg. Ohranic¢ujtica podmienka pre kov Ks je teda
takato:
0,4x; + 0,529 < 6

K ohrani¢eniam pribudni aj tzv. podmienky nezapornosti pre jednotlivé premenné, kedze
uvazovat o vyrobe zaporného mnozstva zliatin nema zmysel.

T1,T2,T3 Z 0

Cely zapis matematického modelu danej ULP je takyto:

50z + 40xz9 + 6023 — max
0,621 <5
0,421 + 0,520 £ 6
0,33 =7
0,529 +0,723 < 3

X1,T2,T3 2 0
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Priklad 2.2.2 Lodenica vyrdba tri typy lodi: L100, L80 a L40. Lod typu L100 prinesie
lodenici zisk 12 milionov €, konstrukcia tejto lode trvd 6 mesiacov a je schopnd prepravit
100 kontagnerov. Lod typu L80 prinesie lodenici zisk 10 milionov €, konstrukcia tejto lode
trvd 4 mesiace a je schopnd prepravit 80 kontajnerov. Lod typu L40 prinesie lodenici zisk
8 milionov €, konstrukcia tejto lode trva 3 mesiace a je schopnd prepravit 40 kontajnerov.
Podla prieskumu trhu lodenica zistila, Ze sa jej podari predat lode schopné prepravit najviac
320 kontagnerov, navyse lode L8O siu dost atypické, a preto ich nepredd viac ako 4. Navrhnite
vgrobny plan na najblizsich 20 mesiacov tak, aby boli zachované vsetky poZiadavky a zisk
z predagja lodi bol maximdlny.

Riesenie: Udaje zo zadania si znova prehladne zapiSeme do tabulky:

Lode | doba konstrukcie (mes.) | prepravna kapacita (ks) | zisk (mil.€)

L100 6 100 12
L8O(< 4) 4 80 10

L40 3 40 8
kapacita 20 320 ——

Rozhodovacimi premennymi v tejto tilohe budu poc¢ty vyrobenych lodi jednotlivych typov
L100, L80 a L40, ozna¢ime ich x1, x5 a x3. Ohrani¢ujice podmienky budu tri, prva sa bude
tykat doby kons$trukcie, druh& mnoZstva prepravovanych kontajnerov a tretia podmienka
bude vyjadrovat to, ze lodi typu L80 je mozné vyrobit najviac 4 kusy. VSetky tri premenné
musia byt nezaporné, no navyse pre po¢ty vyrobenych lodi mame podmienku, Ze to musia
byt celo¢iselne poéty, kedZe lodenica moze predat len celé lode. Preto v tomto pripade
pribudne podmienka celoc¢iselnosti rozhodovacich premennych:

X1, X2, X3 € 7

Matematicky model tejto ulohy je takyto:

12z1 4+ 1025 + 8r3 — max
611 + 4xo + 323 < 20
10021 + 80x9 + 40x3 < 320
x9 S 4
1,2, 23 20

T1,%2,T3 € L

2.2.2 ZmieSavacia uloha (tloha o diéte)

Je zname mnozstvo chemickych latok, ktorych obsah v pozadovanej zmesi nas bude zauji-
mat. Pozname tiez zastipenie tychto chemickych latok v polotovaroch (surovinach), ktoré
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méame k dispozicii na pripravu danej zmesi. Vieme minimélne (resp. maximélne) mnoz-
stva jednotlivych chemickych latok, ktoré ma obsahovat jednotkové mnozstvo pozadovanej
zmesi. Zname si aj ceny za jednotkové mnozstvo danych polotovarov. Ulohou je zistit, aké
mnozstva polotovarov, ktoré mame k dispozicii, potrebujeme namiesat, aby sme dostali
pozadovanu zmes pri minimalnych nakladoch.

Vseobecna matematicka formulacia danej tlohy sa da zapisat takto:

f@) = (¢ x;) —» min

n - pocet polotovarov, ktoré méame k dispozicii,

m - pocet chemickych latok,

x; - mnozstvo j-tého polotovaru pouzitého na vyrobu zmesi,

¢j - cena/naklady na jednotkové mnozstvo j-tého polotovaru,

a;; - mnozstvo jednotiek i-tej chemickej latky obsiahnutej v jednotke j-tého polotovaru,

b; - minimalne (maximélne) mnozstvo i-tej chemickej latky, ktoré ma pozadovana zmes
obsahovat.

Priklad 2.2.3 Farmadr chovd na farme dobytok. Pre jeho vikrm potrebuje nakipit potrebne
mnozstvo z troch ponikanich polotovarov Py, Py a Pz, ktoré nakoniec zmiesa a pripravi
vysledni davku krmnej zmesi. T'd by mala obsahovat aspon 5 kg bielkovin, 7 kg sacharidov
a 3,5 kg tukov. V jednom kilograme polotovaru P, sa nachddza 380 g bielkovin, 240 g
sacharidov a 200 g tukov. Jeden kilogram polotovaru P, obsahuje 180 g bielkovin, 320 g
sacharidov a 150 g tukov. Polotovar P3 v jednom kilograme obsahuje 110 g bielkovin, 220 g
sacharidov a 400 g tukov. Ceny za jeden kilogram polotovarov Py, P, a Py si 4,3 €, 3,2 €
a 3,7 €. Ulohou je zistit, aké mnozstvd jednotlivijch polotovarov md farmdr zmiesat, aby
dosiahol zmes s poZadovaniymi parametramsi a zdroven boli ndklady co najmensie.

Riesenie: Udaje o zloZeni a cene polotovarov zapiseme do tabulky, dbame pritom o jed-
notnost fyzikalnych veli¢in:

19



chem. latka\polotovar | P, (kg) | P, (kg) | Ps (kg) | pozadované mn. (g)
bielkoviny (g) 380 180 110 5000
sacharidy (g) 240 320 220 7000

tuky (g) 200 | 150 | 400 3500
cena (€) 4,3 3,2 3,7 -

Podobnym spésobom ako v predchadzajucich prikladoch zapiSeme matematicky model
danej tlohy. Ucelovou funkciou bude funkcia ceny jednotlivych polotovarov a jednotlivé
ohranicenia (nerovnice) ur¢uju stanovené mnozstva bielkovin, sacharidov a tukov, ako st
zapisané v tabulke.

4,3r1 4 3,219 + 3, 7x3 — min
380x; + 180x5 + 110x5 = 5000
24021 + 32025 + 22023 = 7000
200x; + 15025 + 40023 = 3500

Zy,T2,T3 z 0

2.2.3 Rezny plan

Méame k dispozicii uréité mnozstvo tyé danej dlzky. Z nich potrebujeme narezaf stanovené
mnozstva pozadovanych kratsich dlzok. Ulohou je stanovit taky rezny plan - sposob nare-
zania ty¢i (nastavenia rezacich nozov), aby zabezpecil pozadované mnozstvo pozadovanych
dlzok a odpad bol ¢o najmensi.

Matematicky model danej tlohy je nasledovny:

flz) = Z(Cj -xj) — min

kde
n - pocet roznych sposobov rezania ty¢i (pocet moZnosti nastavenia rezacich nozov),
m - pocet roznych dlzok tyci, ktoré potrebujeme narezat),

x; - pocet kusov ty¢i povodnej dlzky, ktoré sa narezu j-tym sposobom,
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c; - odpad, ktory vzikne rozrezanim jednej tyce j-tym sposobom,
a;j - pocet tyci i-tej velkosti narezany pri j-tom sposobe rezania,
b; - pozadovany pocet ty¢i i-tej dizky.

Priklad 2.2.4 Mdme k dispozicii 18 tyci dizky 9m. Potrebujeme narezat aspori 8 kusov
d-metrovych tyci, 14 kusov 4-metrovych tyci a 20 kusov 3-metrovyjch tyci. Navrhnite opti-
malne riesenie, aby sme minimalizovali odpad.

Riesenie: Deviatmetrova ty¢ sa da rozrezat na pozadované dlzky piatimi sposobmi:

R o Sm o 4m o

R, o 5 m o 3 m o—o@

R, o 4 m o 4 m o—o@

R T

R 3Im 3m Im

; © o o )
Obr. 2.1

Pri reznych planoch Ry a Rj3 vznikne odpad 1 meter, pri reznom plane R, odpad 2 metre
a pri planoch R; a Rs nevznikne ziaden odpad. Pocet premennych teda bude pat a mini-
malizovat budeme funkciu odpadu. Podmienky budi stanovené poc¢tami potrebnych kusov
pre vietky pozadované dizky. Posledna podmienka bude zohladfiovat to, ze vietkych tyci
k dispozicii mame len 18. Samozrejme pre vSetky premenné musia platit podmienky neza-
pornosti (nemozeme rezat zaporny pocet kusov) a tloha musi byt celo¢iselna (ak uZ rezeme
ty¢, tak cela).

To + x3 + 224 — min
T1+ 19 = 8
T+ 25+ 14 2= 14
To + x4 + 315 = 20
r1+ T+ a3+ 14 + 25 < 18
T1, T2, T3, T4, 75 2 0

L1,X2,T3,Ty,Ts € Z

2.2.4 Dopravna tuloha

Majme n dodavatelov (vyrobcov) a m odberatelov (spotrebitelov) daného tovaru. Kazdy
z dodévatelov méa k dispozicii ur¢ité mnozstvo tovaru na prepravu a kazdy odberatel mé
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urciti poziadavku na mnozstvo tovaru, ktoré mu méa byt dodané. St dané néklady na
prepravu jednotky tovaru medzi kazdou dvojicou dodavatel - odberatel. Ulohou je stanovit
taky plan rozvozu tovaru, aby boli naklady na prepravu ¢o najmensie.

Vseobecna matematicka formulécia danej tlohy:

m n

f@) =" (ci-xi;) = min

i=1 j=1

n
E Tij = Q4 i:1,2,...,m
j=1

Zmij:bj j:1,2,...,n
i=1

;20  prei=12,....m; j=12,...,n

n - pocet odberatelov,

m - pocet dodavatelov,

x;; - mnozstvo jednotiek tovaru, ktoré sa prepravi od i—tého dodévatela k j-tému odbe-
ratelovi,

¢;; - néklady na prepravu jednotky tovaru od i-tého dodavatela k j-tému odberatelovi,
a; - mnozstvo jednotiek tovaru, ktoré ma k dispozicii i-ty dodévatel,

b; - mnozstvo jednotiek tovaru, ktoré pozaduje j-ty odberatel.

Priklad 2.2.5 Siet hypermarketov md svoje centrdlne sklady v BA, LM a KE. Tieto cen-
tralne sklady disponuji mnoZstvami 40, 20 a 40 jednotiek rovnakého druhu tovaru. Jednot-
livé hypermarkety potrebuju takéto mnoZstvd tohto tovaru: TN — 25, ZA — 10, RV — 20,
BB - 30, PP — 15. Prepravné ndklady na jednotku mnoZstva tohto tovaru z centralnych
skladov do hypermarketov si v nasledujicej tabulke. Navrhnite zdsobovanie danym tovarom
tak, aby boli ndklady na prepravu minimdlne.

doddvatel\ odberatel | TN | ZA | RV | BB | PP
KE 55 | 60 | 30 | 50 | 40
BA 35 | 30 | 100 | 45 | 60
LM 40 | 30 | 95 | 35 | 30
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Riesenie: V tomto priklade méame piatich odberatelov, teda n = 5 a troch dodavatelov,
takze m = 3. Minimalizovat budeme funkciu nakladov, kde premenné z;; stanovuje mnoz-
stvo jednotiek tovaru, ktoré sa prepravi od i—tého dodavatela k j—tému odberatelovi. To
znamend, ze budeme mat m -n = 3 -5 = 15 premennych. Ucelovi funkciu teda zapiSeme
takto:
551‘11 + 601‘12 + 301‘13 + 5033'14 + 40.1'15 + 353321 + 30%22 + 1001‘23+
—|—45ZL‘24 + 601‘25 + 401‘31 + 301‘32 + 95£L‘33 + 351’34 + 301’35 — min

Z poziadaviek odberatelov dostdvame nasledovné ohranicujice podmienky:

T11 + T2+ T13 + T1a + T15 =40
To1 + Tog + Xo3 + Tog + Tas =40
T31 + T32 + X33 + T3g + T35 = 20

Z kapacit, ktoré maji k dispozicii dodéavatelia, dostavame nasledovné ohranic¢ujice pod-
mienky:

11 +T9; +231 =25
T19 +x99 +T39 =10

13 +Z23 +x33 =20

T14 +x24 +T34 =30

15 +I25 +LL’35 =15

Je zjavné, ze nemozeme prepravovat zaporné mnozstva tovaru, takze musia platit aj pod-
mienky nezapornosti:

l'zjzo prei:17273; j:1’2’3’4’5

2.2.5 Priradovaci problém

Na urcitej prevadzke pracuje n pracovnikov, z ktorych kazdy ma vykonavat jednu z n od-
lisnych ¢innosti. Vzhladom na rézne faktory, nie vSetci pracovnici vykonéavaju konkrétnu
¢innost rovnako efektivne. Na zéklade nejakych testov a prieskumov bola stanovena kvalifi-
kacia (vhodnost) kazdého pracovnika vykonavat jednotlivé ¢innosti vyjadrena koeficientom
Cij- Ulohou je néjst také rozdelenie jednotlivych ¢innosti medzi pracovnikov, aby vysledna
efektivita prace celej prevadzky bola maximalna. Premenné tu nebudu stanovovat mnoz-
stvo vykonanej prace, ale to, ¢i i—ty pracovnik vykonéva j—tu ¢innost, alebo nie.

Teda:

. { 1; ak i-ty pracovnik vykonéava j-tu ¢innost,
]

0; ak -ty pracovnik nevykonéva j-tii ¢innost.
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Priradovaci problém je v urc¢itom zmysle modifikiciou, resp. $pecidlnym pripadom do-
pravnej ulohy, preto v8eobecna matematickd formulacia daného problému bude podobna
matematickému modelu dopravnej tlohy:

m n

f@) =) (cy- @) — max

i=1 j=1

=1 i=12...n
j=1

zm:l'ijzl j:1,2,...,n
=1

z;; € {0,1} prei,j=1,2,....,n
kde
n — pocet pracovnikov a tiez pocet odlisnych ¢innosti,
x;; — premenna, ktora vyjadruje, ¢i i-ty pracovnik vykonava j-ti ¢innost, alebo nie,

c;; — koeficient vyjadrujuci kvalifikdciu (vhodnost) i-tého pracovnika vykonéavat j-ta ¢in-
nost.

Priklad 2.2.6 Tazisluzba md na réznych stanovistiach k dispozicii 8 volné taxiky Ty, T3,
T3. Na zdklade telefonickej objedndvky ich md dispecer poslat k trom zdkaznikom Zy, Zs,
Z3. Dispecer musi rozhodnit, ktory taxik posle ku ktorému zdkaznikovi, aby zdkaznici cakali
na taxik co najkratsie. Cas potrebny na presun jednotlivych tazikov ku konkrétnym zdkaz-
nikom je dany v tabulke (v minditach).

taxik\ zakaznik | Z1 | Zy | Z3
T 13 ] 15| 20
T, 14 |10 | 17
T, 12|15 | 12

Riesenie: KedZze n = 3, tak dana uloha bude mat devit premennych. Podobnym sposobom
ako v priklade zapiSeme tucelovu funkciu aj ohranic¢ujice podmienky pre jednotlivé
taxiky a zdkaznikov. Iné budu len podmienky ,nezédpornosti“, tie sa zmenia na podmienky

Lij S {0, 1}
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13z 1 T12 20$13 141’21 103722 1 93 1233'31 151’32 121‘33 m
11

=1
T+ T+ T3 .
To1t+ Toot o3

T3+ T+ x33 =1
=1

T
r11+ To1+ 31 1
€T g

Ti2+ Too+ 32

Ir33 — 1
T13+ T3+

z;; €4{0,1} prei,j=1,2,....,n
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2.3 Grafické znazornenie tlohy linearneho programova-
nia v R?
Definicia tlohy linearneho programovania uréuje, ako vyzera ucéelova funkcia ULP —

(2.1)), a v akom tvare st ohrani¢ujuce podmienky — (2.2)). Pre funkciu dvoch rozhodovacich
premennych moézeme vSeobecnu tlohu linearneho programovania zapisat takto:

f(x)=c1 21+ ¢y 19 — min (max)

ail-x1+ai2~x2§bi, preizl,...,k—l

i1 - T+ Qg - x9 2 b;, prei=Fk,...,[—1
CLﬂ'Il—l-CLZ‘Q'Ig:bZ', prei:l,...,m
T1, T2 2207

1SEk<SI<m

Vsetky ohranicenia st dané linearnymi rovnicami, resp. nerovnicami, teda v rovine ich
moézeme znézornit pomocou priamok, resp. polrovin. Mnozina pripustnych rieseni ' bude
prienikom tychto priamok a polrovin .

Priklad 2.3.1 Uloha linedrneho programovania je dand takto:

f(x) = 66z1 + 4825 — max
41 4+ 929 290  ...py
201 + 12 520 .. .po
T1+1, 12 ...ps

L1, T2 g 0
Graficky zndzornite mnoZinu pripustnich rieseni a optimdlne riesenie tejto ULP.

Riesenie: Vsetky ohranic¢ujice podmienky st v tvare nerovnice, tak ich zobrazime ako
polroviny p1, p2, p3. Ich prienikom a tiez prienikom polrovin vyjadrujacich podmienky ne-
zapornosti 1, x5 = 0 dostaneme mnozinu pripustnych rieseni F' (obrazok .
Znézornime vrstevnicu ucelovej funkcie — napriklad tak, ze polozime f(z) = 0, ¢o v nasom
priklade znamena, Ze znédzornime priamku p: 661 +48x, = 0 a vyznacime, ktorym smerom
sa hodnota tcelovej funkcie blizi k maximu (obrazok [2.3)).

Vo vyznac¢enom smere pohybu vrstevnice hTadame ¢o najvzdialenejsi bod mnozZiny pripust-
nych rieseni (obrazok . Je to prienik priamok vyjadrenych rovnicami:

2$1+$2:20, 231+;L’2212

Sturadnice optimalneho riesenia dostaneme vyrieSenim tejto sustavy a optimélnu hodnotu
ucelovej funkcie dosadenim optimélneho riesenia do ucelovej funkcie:

xopt — (8, 4>T
£7(z) = 720,
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Obr. 2.2: Znazornenie ohrani¢ujtcich podmienok ako polrovin (p1, p2, p3) a mnoZziny pripustnych

rieeni F v rovine R2.
\

66)(1 +48x2:O 8

4
2
4 2 2 4 6 8 1 1
max
-2

Obr. 2.3: Vrstevnica tcelovej funkcie.
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OPTIMUM

5 0 2 4 6 8 1\ 1\
2

Obr. 2.4: Optimum - bod, v ktorom tcelovéa funkcia nadobtida maximum.

Priklad 2.3.2 St dané ohranicujice podmienky pre ULP:

201 + 19 26
1+ 219 26
4oy — 29 S5

120

Graficky zndzornite mnoZinu pripustniyjch rieseni a ndjdite optimdlne riesenie ak icelovd
funkcia je:

a) fi(x) =z + 225 — max,
b) falx) = —x1 + 39 — min.

Riesenie: Podobne ako v priklade znazornime mnozinu pripustnych rieseni ako prienik
polrovin, ktoré st ohrani¢ujucimi podmienkami. Ako mozno vidiet na obrazku mnozina
pripustnych rieSeni je neohranicené.

Na obrazku [2.6 st znazornené vrstevnice ucelovych funkcii fi(z)afe(z). V pripade funkcie
f1(z) nevieme néajst optimum, maximalizacia funkcie je v tom smere, v ktorom je mnozina
pripustnych rieseni neohranic¢ené, teda tato ULP je pripustna no neohranicena.

Ucelova funkcia fo(x) vSak na tej istej mnozine pripustnych rieseni nadobuda optimalnu
hodnotu, optiméalne rieSenie a hodnotu tucelovej funkcie v tomto rieSeni vypocitame analo-
gicky ako v priklade 2.3.1}

TP = (4,1)7

Px) = —1.
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4x1 Xy 15

max, o 4

X, +2x,=0 < —mi
174Xy 5 ><1+3x2 min

Obr. 2.6: Vrstevnice ucelovych funkcii a optimalne rieSenie.

Priklad 2.3.3 Je dand nasledujica wloha linedrneho programovania. Graficky zndzornite
mnozinu pripustniych rieseni a optimdlne rieSenie tejto ULP.

f(x) = —6x; + r2 — min
24
14
45

0

6.1'1 — T
7271 + QIQ
4xq1 + 9o

A1V IA

\Y,

L1, T2

Riesenie: Na obrazku je znazornen& mnozina pripustnych rieSeni a tiez vrstevnica
ucelovej funkcie ako priamka —6x;+x5 = 0. Jej postvanim smerom doprava sa priblizujeme
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k optimalnemu rieSeniu. KedZe hranica mnoziny pripustnych rieSeni dand podmienkou
6x1 — xo < 24 je rovnobezna s vrstevnicou, optiméalnym rieSenim st vsetky body tsecky
BC' a tato tuloha linearneho programovania mé nekone¢ne vela rieseni. Hodnotu tucelove;j
funkcie v optime vypocitame dosadenim stiradnic hocijakého bodu tsecky BC' do tcelovej
funkcie: fP'(z) = —24.

min

6x1 —x2=24

-6X1+X2=0 7X1+2X2=14

Obr. 2.7: Mnozina pripustnych rieSeni, vrstevnica ucelovej funkcie a optimalne rieSenia.

Priklad 2.3.4 Majme dani ilohu linedarneho programovania. Graficky zndzornite mnoZinu
pripustnijch rieseni a optimdlne riesenie tejto ULP.

f(x) = x1 + 2 — min
1
4
0

T+ o
221 + 29

L1, T2 2

IAVANIVAN

Riesenie: Pre obidve premenné maju platit podmienky nezéapornosti, to znamena, ze mno-
Zina pripustnych rieseni bude obsahovat len body z prvého kvadrantu. Ako vsak mo6zeme
vidiet na obrazku [2.6) dané dve polroviny urfené ohranic¢ujicimi podmienkami nemaja v
prvom kvadrante prienik. Preto mnozina pripustnych rieseni je prazdna a dana ULP nema
optimalne rieSenie.

Pozorovanie:

V predchédzajicich prikladoch bolo mozné vSimnut si, Ze mnozina pripustnych rieseni moze
byt prazdna, neprazdna ohrani¢ena a neprazdna neohrani¢ena. Pocet oprimalnych rieseni
pre nejaki ULP moze byt nula, jedno a nekonecne vela. Nasledujica tabulka prehladne
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2x1 +x224

3 - 0 1\ n\ 5 7

Obr. 2.8: Mnozina pripustnych rieSeni.

znézornuje, ktoré moznosti kombinécie dvojice ,,mnozina pripustnych rieseni — pocet opti-
maéalnych rieSeni st mozné (oznacené: /) a ktoré nie (oznacené: —).

pocet opt. ries.\mn. prip. ries. prazdna prip. ohranicena | prip. neohranicené
ziadne V — Vv
préave jedno - V v
nekonecne vela - V v
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2.4 Zaklady konvexnej analyzy
Definicia 2.4.1 Neprdazdna mnoZina M € R"™ sa nazyjva konvexnd, ak plati:
(Vz,y € M)(VA € (0;1)) : dx+ (1 — Ny € M.

Ak mnoZina M je podmnoZinou R?, tak moZeme povedat, Ze mnozina M je konvexna, ak
s kazdymi dvomi bodmi obsahuje aj celu ich spojnicu.

°\°

/

(a) (b)

Obr. 2.9: Priklad konvexnej mnoziny (a) a nekonvexnej mnoziny (b) v R?.

Veta 2.4.1 Prienik konvexniyjch mnozin je konvexnd mnozina.

Definicia 2.4.2 Konveznou kombindciou bodov xy,%s, ..., xx € R™ nazijvame [ubovolnij
bod x € R™, ktory je tvaru T = My + \oZa + - - - + \i&x a plati:

(1) \i 20;Vie{l,2,...,k} a

(2) A+ Ao+ 4+ N = 1.

Veta 2.4.2 Nech je dand mnozina M € R™, M # (). MnoZina M je konvexnd prdve vtedy,
ak konvexnd kombindcia lubovolnijch jej bodov je tieZ bodom z M.

Definicia 2.4.3 Konveznym obalom mnoZiny M € R™ — ozn. conv(M) — nazgvame mno-
Zinu, pre ktori plati:

(1) M C conv(M)

(2) conv(M) je konvernd

(8) ak existuje My — konvexnd, takd Ze M C My, tak conv(M) C M.

T. j.: conv(M) je najmensia konvexna mnozina taka, ze M C conv(M).

Definicia 2.4.4 Nech M je konvexnd mnozZina. Krajngm bodom mnoZiny M nazgvame
bod x € M, pre ktory plati:
akx =X y+ (1 — Nz pre nejaké y,z € M a X € (0;1), takx =y = 2.
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T. j.: Krajny bod mnoziny M sa neda vyjadrit ako konvexné (netrividlna) kombinacia
inych bodov mnoziny M.
Mnozinu krajnych bodov mnoziny M budeme oznacovat ex(M).

Q@® -~

3

ex(M,) ex(M,) ex(M,)

Obr. 2.10: Konvexné mnoziny s ich mnozinami krajnych bodov.

Veta 2.4.3 KaZdd ohranicend, uzavretd, neprdizdna a konvexnd mnoZina obsahuje aspom
jeden krajny bod.

Veta 2.4.4 Nech M € R", M # 0 je konvexnd, uzavretd a ohranicend mnoZina. Potom
kazdy bod x € M sa dd vyjadrit ako konvexnd kombindcia krajngch bodov mnoZiny M.

Definicia 2.4.5 Uzavretd konvernd mnozZina sa nazyva polyedrickd, ak md koneény pocet
kragnijch bodow.

Z mnozin na obrazku je polyedrickou len mnozina Mj.

Veta 2.4.5 Mnozina F pripustnijch rieSeni lubovolnej ilohy linedrneho programovania je
konvexnd.

Veta 2.4.6 Mnozina F pripustnijch rieSeni lubovolnej ilohy linedrneho programovania je
polyedricka.

Veta 2.4.7 Mnozina optimdlnych rieSeni lubovolnej lohy linedrneho programovania je
konvexnd.

Veta 2.4.8 Nech mnozina F pripustngch riesent ulohy linedrneho programovania je ohra-
nicend a neprazdna. Potom plati:

(1) Existuje min{c". z : £ € F} = f*

(2) Existuje krajnyj bod xomnoZiny F taky, Zec'. x = f*.
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Veta 2.4.9 (Hlavnd veta o LP)
Pre kazdi minimalizacni dlohu linedrneho programovania nastdva prave jedna z moznosti:
- ULP je nepripustnd, t. j.: F = (.
- ULP je pripustnd no neohranicend, t. j.: F # 0 a zdroveri ucelovd funkcia
f(x) =c" -z je na mnoZine F zdola neohranicend.
- ULP md optimdlne riesenie v niektorom z krajnijch bodov pripustnej mnoZiny.
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2.5 Standardny tvar tlohy lineaArneho programovania

Definicia 2.5.1 Hovorime, Ze tuloha linedrneho programovania je v kanonickom tvare, ak
je v tvare:

n

flx) = Z(Cj - 2;) — min

Jj=1

i - ‘ (2.4)
(aj-x;) 2 b, prei=1,....m

2,20, prej=1,2,...,n.

Definicia 2.5.2 Hovorime, Ze iloha linedrneho programovania s n rozhodujicimi premen-
nymi a m ohranicujucimi podmienkamsi je v standardnom tvare, ak je v tvare:

n

f@) =) (¢;-x;) = min

Jj=1

- 2.5
Z(aij-a:j):bi, prei=1,...,m (25)

j=1
x; 20, prej=12,...,n.

Pozndmka: Maticovy zapis ULP s n premennymi a m ohrani¢ujucimi podmienkami v Stan-
dardnom tvare je takyto:

A-z=b (2.6)
; 20, prej=1,2,...,n.

Veta 2.5.1 Vseobecny, kanonicky a Standardny tvar tlohy linedrneho programovania si
navzdjom ekvivalentné.

Teda: Kazda ULP vo vieobecnom tvare moze byt transformovana do kanonického alebo
Standardného tvaru a naopak.

2.5.1 Prevod medzi tvarmi ULP

Na prevod tlohy linearneho programovania z nejakého tvaru do iného pouZivame niekolko
zékladnych transformacif:

1. zmena extemalizicie ucelovej funkcie ULP,

2. zmena ohranicujucej podmienky v tvare nerovnice typu ,,<* na ohranic¢ujicu pod-
mienku v tvare nerovnice typu ,,=*, alebo naopak,

N=
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3. zmena ohranic¢ujicej podmienky v tvare nerovnice na ohrani¢ujicu podmienku v
tvare rovnice,

4. zmena ohranicujicej podmienky v tvare rovnice na ohranicujiice podmienky v tvare
nerovnic,

5. neohrani¢ent premennt nahradit nezdpornymi premennymi.
Sposob realizacie tijchto zdkladnych transformdcii:

1. Zmenu maximaliza¢nej ULP na minimaliza¢nt (alebo naopak) realizujeme vynéaso-
benim povodnej tcelovej funkcie ¢islom —1:

T) — max (=1
@) max /- (1) .
—f(z) — min

2. Transformaciu ohrani¢ujucej podmienky v tvare nerovnice typu ,,<% na ohranicujucu
podmienku v tvare nerovnice typu ,,=“ (alebo naopak) realizujeme tiez vynasobenim

N =

danej ohranicujicej podmienky ¢islom —1:

n

Z(%‘ ) 2 b /- (=1)

(2.8)

n

> (—ay-z;) S b,

j=1

3. Transforméaciu ohrani¢ujicej podmienky v tvare nerovnice na ohranic¢ujicu pod-
mienku v tvare rovnice urobime pridanim doplnkovych premennych s podmienkou
nezapornosti pre doplnkovta premennt:

> (aij - ;)
Zn:(aij . Q?j) bl — Zn:(aij : mj) +5; = bl? Si 2 0

Jj=1 Jj=1

1\

bi — Z(Gij . .27]') — S, = bz; S; z 0
j=1

A

4. Transforméciu ohrani¢ujicej podmienky v tvare rovnice na ohrani¢ujucu podmienku
v tvare nerovnice urobime nahradenim danej rovnice dvomi nerovnicami podla prin-
cipu dichotémie:

n n

(i - ay) =

2.10
(aij - (210)

Jj=1 J
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5. Transforméciu neohrani¢enej premennej na ohrani¢ent realizujeme nahradenim danej
premennej rozdielom dvoch nezapornych premennych v celej ULP:

o o
S (2.11)

x; je neohranicené — s _3
r; 20; x; 20

Priklad 2.5.1 Transformujte dani ilohu linedrneho programovania na kanonicky aj stan-
dardny tvar:

T — Ty — mMax
311 — Hxe S8
=221+ 19 = 4
T1+29=206
20

Riesenie: V kanonickom aj Standardnom tvare je tcelova funkcia minimalizac¢né, preto
pouzijeme zakladnu transformaciu (2.7)). Takto dostaneme ucelovi funkciu:

—x1 + x5 — min

Premenna x5 je neohrani¢ena. Pomocou transformécie (2.11)) ju nahradime dvojicou pre-
mennych:
Ty =ay — x5 w3 20; 73 20

Po tychto transforméciach je dana ULP v tvare:

—r1 + 23 — 23 — min
3z, — by +bry <8
—2r) + x5 —x5 24 (2.12)
T+ a5 —25 =6

+ —
T, 25,25 =0

V kanonickom tvare st vSetky ohrani¢ujtce podmienky v tvare nerovnice typu ,,=“. Preto
prvi ohranic¢ujicu podmienku vynasobime ¢islom —1 a na tretiu podmienku aplikujeme
transforméciu @ a vzniknut@ nerovnicu typu ,<“ vynasobime —1. Potom tato ULP
mé takyto zapis v kanonickom tvare:

—x1 + 2§ — 2; — min

—3x1 + bry — dbry = —8
21 45 —xy 24
T +af —a5 26
—x; — x4 15 = —6
T,y ,705 =0
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Ak chceme dostat standardny tvar, pouzijeme uz &astocne transformovana ULP (2.12)).
Do prvej aj druhej ohrani¢ujicej podmienky pridame doplnkové premenné podla @ .
Standardny tvar danej ULP je takyto:

—x1 + 23 —x; — min
3x1 — by +bry + 51 =8
2w +xf —x5 — 8 =4

T Ty —15 =6

J’_ —
L1,Ty, Ty, 81,52 20

38



2.6 Bazické pripustné rieSenie tlohy linearneho progra-
movania

Nech je dana matica A € R, ,, taka, ze h(A) = m. Je zjavné, ze m < n. Z vlastnosti matic
plati, Ze riadky matice A su linedrne nezavislé prave vtedy, ak v A existuje m linearne
nezavislych stlpcov.

Definicia 2.6.1 MnoZinu tvoreni m linedrne nezdvislymi stlpcami matice A nazyjvame
bazou matice A a budeme ju oznacovat B. Maticu tvoreni stlpcami tejto bazy budeme ozna-
covat B.

Oznacenie: Baza B je tvorena m linearne nezavislymi stlpcami matice A, ¢o budeme zapi-
sovat B = {Ap), AB),- -, Apm)}, teda Ap) oznacuje stipec matice A, ktory tvori i-tu
zlozku béazy B. B(i) vyjadruje index toho stlpca, ktory tvori i-ti zlozku béazy B.

Je zrejmé, Ze matica B je regularna, teda existuje k nej inverzna matica B~

Priklad 2.6.1 Mdme dani nasledujicu maticu A, chceme z nej vybrat bazu.

S

I
=W N
S = =
N Ot
— = W
N DN =

Riesenie: Z matice A vyberieme stlpce Ay, Ay a As. St to linearne nezéavislé stipce, preto
tvoria bazu B;. Podobne, ak zoberieme stlpce Ay, As a Ay tiez dostaneme bazu Bs. Potom
matice By a Bs st matice tvorené stlpcami tychto baz. Matica C; tvorena stipcami A, A,
a A4 nie je maticou bazy, kedze stlpec Ay = A; + Ay, podobne matica Cy tvorena stipcami
Ay, A3 a As nie je maticou bazy, pretoze Az = As + 3A;.

11 1 4
B, = 2 |, Ba=|1 4
0 2 0
1
C = 1 , Co=1| 3
0 1 2 2

Nech mame maticu A € R,,,, s m linearne nezévislymi riadkami a n stlpcami. Hocijaka
béza tejto matice je typu m X m. Potom maximalny pocet baz matice A je rovny poctu
m-prvkovych kombinéacii bez opakovania z n-prvkov, teda (:;”l)
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Priklad 2.6.2 Ndjdite vsetky bdzy matice A.

A:<234—1>
152 0

Riesenie: Riadky matice A st linearne nezavislé, teda jej hodnost h(A) = 2. Pocet stipcov
v A je 4. Maximéalny pocet baz matice A je teda (;l) = 6. Zo stlpcov matice A vytvorime
vSetkych 6 moznych podmatic typu 2 x 2.

2 3 2 4 2 —1
M1:< )7 M2:< )7 M3:< )7

1 5 1 2 1 0

3 4 3 —1 4 —1
M4: ) M5: ) M6: .

5 2 5) 0 2 0

Slpce matice M, ktora je vytvorena zo stipcov A; a As, st linedrne zavislé (jeden je
nasobkom druhého), teda tato matica nemoze byt maticou bazy matice A. Vo vSetkych
ostatnych pripadoch su stlpce linearne nezavislé a dané matice st maticami baz matice A:

Bl = {A17A2}7 82 = {A17A4}7 83 = {A27A3}7 B4 = {A27A4}7 65 - {A37A4}-

Pozndmka: Nech B = {Apn), Ap), - - -, Apm) } je baza matice A, tak kazdy stlpec Aj; j =
1,2,...,n matice A sa da vyjadrit ako linearna kombinacia bazovych stlpcov:

m

A= (@i Ap),

=1

a hodnoty z;; nazyvame suradnicmi stlpca A; v baze B.

Priklad 2.6.3 Vypocitajte suradnice stlpca A, v bize Bs z prikladu[2.6.5,
Riesenie: Baza Bs je tvorena stlpcami Ay, As. Podla predchadzajicej poznamky teda za-
piSeme, Ze:
Ay =214+ Ay + T4 - Az,
Dosadenim jednotlivych zloziek danych stipcov dostaneme ststavu
—1= 35(]14 + 43724
0 =5z 14 + 21'24

Vyriegenim tejto stistavy dostaneme stradnice stlpca A, v baze Bs: 25 = (%, —15—4)

Definicia 2.6.2 Bazickym riesenim (BR) sustavy A - x = b prislichagicim bdze B matice

A nazgvame také riesenie xp = (11,29, ..., 7,) " danej sistavy, v ktorom:
= O, ak Aj ¢ B,
! prislusnd zlozka jediného riesenia sustavy B -xg =b; ak A; € B.
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Teda plati:

m

Z(IB@) - Apgi)) = b.

i=1

Priklad 2.6.4 Ndjdite vsetky bazické riesenia sustavy

2 3 4 -1 4
T = :
1 5 2 0 2
Riesenie: Maticu na lavej strane stustavy oznac¢ime A a je to ta istd matica ako v priklade
a teda mé péat roznych béz
Bl = {A17A2}7 82 = {A17A4}7 83 = {A27A3}7 84 = {A27A4}7 65 = {A37A4}-
Maticu na pravej strane (stlpcovy vektor) oznaéime b. Pre kazdt bazu By, k € {1,2,3,4,5}

vypocitame sustavu By - x = b. Podla definicie zapiSeme bazické rieSenia xp, prislu-
chajice jednotlivym bazam.

2 3 5 T
B ={A, A}; xr = ;o xp, =(2,0,0,0

2 —1 4 -
By ={A1, Ay} ‘X = i T, =(2,0,0,0

3 4
Bs = {A27A3}; ( ) T = ) 3 Ty = (0707 170)T

4
2
3 -1 4 2 14\ "
84 { 2 4}7 <5 0) z <2>a T, (075a ’ 5)
4 —1 4
Bs = {A;, Ay} x = .z, =(0,0,1,0)"

Definicia 2.6.3 Bazické riesenie x = (11, %o, ...,2,)" sa nazjva bazické pripustné riese-
nie (BPR), ak¥j € {1,2,...,n} jex; = 0.

Definicia 2.6.4 Nech je dand sistava A-x = b, kde A € R,,,, je matica s m linedrne
nezdvislymi riadkami. Bazické riesenie, ktoré md viac ako n—m nulovijch zloZiek nazyvame
degenerovangm riesenim.

Priklad 2.6.5 Urcte, ktoré z rieseni v priklade[2.0.4) je pripustné, a ktoré je degenerované.
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Riesenie: Bazickymi pripustnymi rieSeniami st xp,, Tp,, T, a Ta,.
Degenerovanymi rieSeniami sa tie isté rieSenia xp,, p,, Tp, a Tp,.

Veta 2.6.1 Ak dve rézne bdzy zodpovedji tomu istému bazickému rieSeniu x, tak toto rie-
Senie x je degenerované.

Mézeme to vidiet na predchadzajiucom priklade. RieSenie zg, = x5, = (2,0,0, O)T je dege-
nerované a zodpoveda dvom bazam By a By. Podobne riesenie 25, = x5, = (0,0,1,0)" je
tiez degenerované a zodpoveda dvom bazam Bz a Bs.

Veta 2.6.2 Uloha LP v standardnom tvare s maticou A € Ry, ,, md bazické pripustné
rieSenie prave vtedy, ak F # () a h(A) = m.

Veta 2.6.3 Ak stlpce Ay, As, ..., Ay matice A si linedrne nezdvislé a rieSenie
T = (:vl,xg,...,xk,O,...,O,O)T € F,tak x € ex(F).

Veta 2.6.4 Ak x € ex(F), tak mnoZina {A;,z; = 0} stlpcov matice A je linedrne nezd-
visld.
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Kapitola 3

Dualita v tlohach linearneho
programovania

3.1 Primarno — dualna dvojica tloh

Majme ulohu linedrneho programovania s n rozhodujicimi premennymi a m ohrani¢ujicimi
podmienkami v nasledujicom tvare:

¢' -z — min

a; - x==>0, pret=1,...,k—1

a;-x>b, prei=k,...,m (3.1)
x; 20 preje N
x; je neohrani¢ené pre j € Ns.

Previest ULP v hocijakom tvare na tento tvar mézeme velmi lahko pomocou zakladnych

transformacii (2.7) — (2.11)).

Definicia 3.1.1 Nech je dand tiloha linedrneho programovania v tvare . Ulohu linedr-
neho programovania dantd nasledujicim sposobom nazgvame dudlnou ulohou k ulohe .

y' -b— max
y; je meohranicené prei=1,...,k—1
y; =20 prei=k,....m (3.2)
y -A;Sc¢; prejeEN
yT-Aj:cj pre j € Na.
Ak je ULP v kanonickom tvare, tak primarno — duélna dvojica tloh vyzera takto:

¢' -z — min y' -b— max

A-z>b y -A<c¢
20 y=0
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Ak je ULP v standardnom tvare, tak primarno — dualna dvojica tloh vyzera takto:

¢' -z — min y' -b— max
A-xz=0»> y -A<c
>0 y; je neohranicené prei =1,...,m.

Oznacenie: Primarnu ULP budeme oznacovat ., P, k nej dualnu ULP budeme oznacovat
2 )
13
D

Veta 3.1.1 (O symetrii)
Ak D je dudlnou tlohou k ilohe linedrneho programovania P, tak P je dudlnou tlohou k

D.
Teda: Dualna tloha k dualnej tlohe je povodné priméarna tloha.
Na zaklade predchéadzajicej definicie a vety moZzno odvodit niekolko vieobecnych pravidiel,

pomocou ktorych mozeme k akejkol'vek tilohe linearneho programovania zostrojit jej dualnu
tlohu:

1. ak je P maximaliza¢na (minimalizacné), tak D je minimaliza¢né (maximaliza¢na),
2. ku kazdému ohraniceniu v P prislicha jedna premenna v D,

3. ku kazdej premennej v P prislicha jedno ohranicenie v D,

4. koeficienty ucelovej funkcie v P tvoria prislusné pravé strany v D,

5. prvky pravej strany v P tvoria koeficienty tcelovej funkcie v D,

6. matica ohrani¢eni v D je transponovanou maticou k matici ohranic¢eni v P,

7. znaky rovnosti a nerovnosti v P — D dvojici sa odvodzuji pomocou nasledujicich
pravidiel:

a) i-tému ohrani¢eniu typu ,,2“ v minimaliza¢nej (maximalizacnej) P zodpoveda
i-t4 nezaporna (nekladnéa) dualna premenné v maximaliza¢nej (minimalizacnej)
D,

b) i-tému ohranic¢eniu typu ,,<“ v minimalizacnej (maximaliza¢nej) P zodpoveda
i-ta4 nekladné (nezaporna) dualna premenné v maximaliza¢nej (minimalizacnej)
D,

¢) i-tému ohraniceniu typu ,,=* v P zodpoveda i-t4 neohrani¢ena dualna premenna
v D,

d) j-tej nezapornej (nekladnej) premennej v maximaliza¢nej P zodpoveda j-té ohra-
ni¢enie typu ,=2* (,,£“) v minimaliza¢nej D,
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e) j-tej nezapornej (nekladnej) premennej v minimaliza¢nej P zodpoveda j-té ohra-
nicenie typu ,<“ (,,2“) v maximaliza¢nej D,

n=—

f) j-tej neohranicenej premennej v P zodpoveda j-té ohranicenie typu ,, = v D.

Tieto pravidla prehladne zosumarizujeme v nasledujucej tabulke:

Primarna tloha (P) | <= | Duélna tloha (D)
¢' -z — min — y' -b— max
¢’ -z — max — y' -b— min

a;-x 2 b; (min) | <= y; = 0 (max)
a; - 2 b (max) | < y; <0 (min)
a; -z < b; (min) = y; £ 0 (max)
a; -z < b (max) | < y; = 0 (min)
a; T =Db; — Y; € (—00,00)
z; 2 0 (max) < |y - A4; = ¢ (min)
z; £ 0 (max) < |y -4; < ¢ (min)
z; 2 0 (min) < |y - 4; < ¢ (max)
z; < 0 (min) <~ |y -4 2 ¢ (max)
xj € (—00,00) = y' A=

Priklad 3.1.1 Zapiste dudlnu wlohu k nasledujicej ilohe linedrneho programovania:

Ty +x9 —3r3 +4xr4y — min
3r1 —2x9 —a3 <4
Ty +axz +dxy <2
T +3x3 >3
T1—4 Z 0

Riesenie: Duéalna tlohe bude maximaliza¢né, kedZe primérna je minimaliza¢na. Priméarna
tloha ma 4 premenné (zq,xs,23,r4) a 3 ohranicenia, takZe dudlna uloha k nej bude mat
4 ohranicenia a 3 premenné (yi, ye, y3). Koeficienty ucelovej funkcie primarnej tlohy budu
prvkami pravych stran dualnej tilohy a naopak prvky pravych stran primérnej tilohy budu
koeficientami ucelovej funkcie dualnej ulohy. Matica ohrani¢eni dualnej ulohy bude trans-
ponovanou maticou (A") k matici ohrani¢eni primarnej tlohy (A). ZapfSeme z duélnej
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ulohy, to ¢o sme sa zatial urcili:

dy; 42y, +3ys — max

3Y1 +ys3 1
=2y e 1
—y Y2 +3ys -3
4y 1

Ealej si véimnime, Ze vSetky premenné v primarnej tlohe st nezaporne. KedZe ide o mini-
maliza¢nu tlohu, tak vSetky ohranic¢enia v dualnej ilohe budu typu ,,<“. Prvé dve ohranice-
nia v primarnej (minimaliza¢nej) tlohe st typu ,,<*, takZe premenné v, yo budi nekladné.
Tretie ohranicenie je typu ,,=%, ¢o urcuje, Ze y3 bude nezaporné. Tak dostaneme kompletny
matematicky model pozadovanej duélnej talohy:

4y, +2y» +3ys — max
3y1 +ys =1
=2y e =1
—y1 Y2 F3ys = -3
4ya =1

y1,92 S 0; g3 2 0.
Priklad 3.1.2 Zapiste dudlnu ilohu k nasledujicej ilohe linedrneho programovania:

2xr1 —x9 “44x3 — max
1 +3x9y —213 =0
2r1 +2x9 +4w3 <6
Ty —Ty —x3 = —8
r, = 0.

Riesenie: Podobne ako v predchadzajucom priklade si najprv zapiSeme koeficienty
ucelovej funkcie z P ako pravé strany v D, prvky pravych stran z P ako koeficienty tcelovej
funkcie v D a maticu ohranic¢eni v D dostaneme transponovanim matice ohraniceni z P:

6y, —8y3 — min

yr t2y2  tys 2
3y1 +2y2 —y3 —1
—2y1 +4y2  —y3 4
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Podl'a znakov rovnosti a nerovnosti ohrani¢eni z P dostaneme podmienky pre jednotlivé
premenné yi, s, y3. Prvé ohranicenie v D bude typu ,,=“, kedZe x; = 0. Ostatné ohrani-

N—=

¢enia budu v tvare rovnosti, pretoze xs, r3 € (—00, 00):

6y2 —8y3 — min
vy 2y Hys =2

31 +2y2  —ys = -1
=2y +dy2 —yz =4
y1 =0
y2 20

ys € (—00,00).

3.2 Vztahy medzi rieSeniami primarno — dualnej dvojice
uloh
Veta 3.2.1 (Slabd veta o dualite)

Ak z je lubovolné pripustné riesenie primdrnej ilohy[3.1 ay je lubovolné pripustné rieSenie

dudlnej ilohy 3.3, tak plati:

Dosledok 3.2.1 Ak x je lubovolné pripustné riesenie primdrnej ilohy[3.1, y je lubovolné
pripustné riesenie dudlnej ilohy[3.9 a plati:

¢ z=y'-b,
tak tieto rieSenia x,y su optimdlne.
Dosledok 3.2.2 Ak mnozina pripustnych rieSeni Fp dudlnej ilohy[3.9 je neprdzdna a jej

ucelovd funkcia je zhora neohranicend na Fp, tak mnoZina pripustnijch rieseni Fp primdr-
nej ulohy[3.1] je prdzdna.

Désledok 3.2.3 Ak mnoZina pripustnijch rieseni Fp primdrne; ilohy je meprazdna
a jej ucelovd funkcia je zdola neohranicend na Fp, tak mnoZina pripustnijch rieseni Fp
dudlnej ilohy 3.9 je prazdna.

Veta 3.2.2 (Silnd veta o dualite)

1. Ak jedna z dvojice iloh P — D md optimdlne rieSenie, potom md optimdlne riesenie
aj druhd ULP a optimdlne hodnoty ich tcelovyjch funkcii sa rovnaji.

2. Ak jedna z dvojice iloh P — D je pripustnd, ale neohranicend, tak druhd ULP je
nepripustnd.
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Schématicky prehlad réznych moznosti pre rieSenia dvojice P — D:

P\D

ma optimum

prip. neohranicena

nepripustna

ma optimum

V

prip. neohranicena

v

nepripustna

V

v

Veta 3.2.3 (O komplementarite)

Nech je dand dvojica P — D, nech x je lubovolné pripustné rieSenie primdrnej ilohy a y je
lubovolné pripustné riesenie dudlnej ulohy. Tdto dvojica pripustnijch rieSent je optimdlna
prdave vtedy, ak plati:

yi(a; - x —

(c]_yTAJ)xJ:O p’f’@jzl,...,n.

b;))=0 prei=1,...,m,

To znamena, Ze ak poznam rieSenie jednej z dvojice P — D tloh, viem urcit aj rieSenie
druhej tlohy z tejto dvojice.

Priklad 3.2.1 Nadjdite optimdlne riesenie nasledujicej wilohy linedrneho programovania:

30z + 4829 + 1223 — min
3x1 +4xy — 223 =1
511 + 3x9 + 3x3 = —2
1,73 20
29 20

Riesenie: K tejto tlohe vieme najst dudlnu tulohu, ktord bude mat dve premenné a tri
ohrani¢ujtice podmienky. ULP s dvomi premennymi vieme vyriesit graficky. Takze najprv
si zapiSeme dualnu tulohu k danej tlohe:

Y1 — 2y — max
3y1 + Sy2 = 30
dyy + 3y 2 48

—2y1 + 3y2 = 12
Y220

Znézornime si jednotlivé ohrani¢enia ako polroviny v R2. Na obrazku s znézornené
jednotlivé ohranicenia aj ich prienik. Ked k tomu prieniku pridame este podmienku nezé-
pornosti pre premenni yo, dostaneme prazdnu mnozinu pripustnych rieseni. Kedze dualna
tloha je nepripustné, podla vety vieme povedat, Ze primarna tloha nemé optimélne
rieSenie.
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4y1 +3yzz48

4 3y1+5y2530 4

-2y, +3y,=12

Prienik ohrani€ujucich
podmienok

Obr. 3.1: Ohranicenia pre dudlnu alohu.

Priklad 3.2.2 Ndjdite optimdlne rieSenie nasledujicej ulohy linedrneho programovania.
Pouzite podobny postup ako v priklade |5.2. 1|:

3x1 — 9 + 2x3 + x4 — min
> —1
T4 — Ty + 23— 24 =3
>0

V

Ty + X9+ T3+ 24
T1-4

Riesenie: Podobne, ako v priklade [3.2.1) méame v tejto tilohe dve ohranic¢enia, ¢o znamena,
7e duélna tuloha bude mat dve premenné a budeme ju vediet vyriesit graficky. Matematicky
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model dualnej tlohy je takyto:

—1y1 + 3y — max

y1+y2 =3
Yy — 1y = —1
Y1ty =2
yi—y2 =1
Yi,92 = 0

Graficky znazornime mnozinu pripustnych rieSeni a vrstevnicu ucelovej funkcie dualnej
tlohy.

¥q47Yp=-1

Obr. 3.2: Grafické rieSenie dualnej tlohy.

Vrstevnicu tcelovej funkcie posivame v smere maximalizacie a dostaneme optimélne rie-
Senie. Dosadenim toho riesenia do tcelovej funkcie dostaneme hodnotu ucelovej funkcie v
optime: ' = (0,2)", f¥(y) = 6. Podla silnej vety o dualite je hodnota tcelovej funkcie
primarnej tlohy & (z) = f¥(y) = 6.

Na néajdenie optiméalneho rieSenia primarnej tlohy pouzijeme vetu o komplementarite.
Najprv dosadime y°”* do vSetkych ohranifeni duédlnej tlohy a zistime, ktora nerovnost
sa nadobtida ako ostré nerovnost:

0+2 <3 2 <3
0-2 <-1 -2 <-1
0+2 <2 2 <2
0-2 <1 —2 <1

Vieme, Ze z vety o komplementarite ma platit (c; —y' - A;)z; = 0. Pre ohranicenia, ktoré
sa nadobudaju ostro, je (¢; —y ' - A;) # 0 a teda musi byt prislugné z; = 0. Tak dostavame,
7e x1 = X9 = x4 = 0.
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Teraz pouzijeme druht ¢ast vety o komplementarite a to, Ze y;(a;-—b;) = 0. V optimalnom
rieSeni duélnej tlohy vidime, Ze yo # 0, takze druhé ohrani¢enie primarnej tlohy sa musi
nadobudat ako rovnost. Do neho teda dosadime z; = x5 = x4 = 0 a vypocitame xs.

0-0+23—-0=3

.1'3:3

Optimalne riefenie primarnej tlohy je %" = (0,0,3,0)".
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Kapitola 4

Simplexova metoda

4.1 Prechod medzi bazickymi pripustnymi rieSeniami

Nech je dana tloha linedarneho programovania v standardnom tvare (22.5)) s n-premennymi
a m-ohrani¢ujicimi podmienkami:

fl@) =" (¢;-x;) = min

j=1
n
Z(aij cxj)=0b, prei=1....m
j=1
r; 20, prej=1,2...,n
Majme nejakt bazu B = {Agn), Ap2), - - ., Ap@m)} matice ohrani¢eni A a nech xz je ba-
zické pripustné rieSenie prislichajuce tejto baze, ktorého bazické zlozky st 19, €209, - - -, Tmo

(nebézické st nulové). Plati:
m

> (wio- Apw) =b. (4.1)

i=1

Kedze B je baza matice A, tak kazdy stlpec A;; j = 1,2,...,n, matice A sa da vyjadrit
ako linearna kombinécia bazovych stipcov:

Z Zij - AB

teda

m

> (@i Ap) — 4; =0, (4.2)

=1

kde z;; je i-ta stiradnica stlpca Aj v baze B.
Na zéaklade toho je mozné dokazat nasledujicu vetu (jej dokaz neuvadzame):
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Veta 4.1.1 Nech je dané nejaké bazické pripustné riesenie x sustavy A-x = b prislichajice
baze B = {Apna), A),---, Apm)}. Nech A; je taky stlpec matice A, Ze A; ¢ B. Potom

riesenie x;, urcené nasledovne:

, Tig — X - x5 pre i # k,
Lio =

A; pre i =k,
kde . .
A= — min {—10; pre i také, Ze x;; > 0}, (4.3)
Tk Tij
je pripustnygm bazickym riesenim s bdzickymi zlozkami 'y, prei = 1,2,...,m, prislichajice

bize B' = BU{A} —{A}}. Symbol A’ oznacuje aktudlny j-ty stlpec, ktory do bdzy vstupuje
a A} oznacuge aktudlny k-ty stlpec, ktory z bdzy vystupuje.

Definicia 4.1.1 Prvok xy;, definovany v predchddzagicej vete, nazjvame pivot a prechod
medzi bazickymi pripustnymi rieSeniami nazgvame pivotovanie.

Priklad 4.1.1 Je dand sustava linedrnych rovnic A - x = b nasledujicim predpisom:

1 00 -2 2 6
010 11/ z=
001 13 3

Ndjdite bazické pripustné riesenie prishichajice bdze, ktord obsahuge Sturtsj stlpec (ak také
existuje).

Danu tlohu mézeme zapisat do tabulky podla nasledujucej predlohy:

Bl x| 1| 22| 23| 24| 5

10 || L11 | L12 | L13 | L14 | T15

oo || L21 | L22 | T23 | T24 | T25

T30 || T31 | 32 | X33 | T34 | T35

Lahko mozno vidiet, Ze v matici A mame bazu B tvorenu jednotkovou podmaticou, teda
stlpcami Ay, Ay, As. KedZe ide o normalnu bazu, tak hodnoty z19, 229, 230 budd prvky pra-
vej strany a zéaroven je to bazické pripustné rieSenie prislichajice baze B pre nenulové
premenné 'y, 2, 3. Z toho istého dovodu st hodnoty wz;; pre i = 1,2,3; j = 1,2,3,4,5
zhodné z hodnotami a;;. Po vyplneni vyzera tato tabulka takto:

Blag | 1| 9| 23 | x4 | x5
x| 6] 1] 0 O0|-2| 2
x| 1 O] 1| 0] 1] 1
x3| 3| 0] O] 1| 1] 3
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Podl'a zadania chceme, aby do béazy vstupil stlpec A,. Zistime, pre ktoré i st hodnoty
x4 kladné. Je to pre i = 2,7 = 3.

Z20

1

1=2 ... —=-=1
Tog 1
3

i=3 ... _Z_3
T34 1

Ako vidime, minimom je A = 1, k = 2, teda z bazy vystapi druhy stlpec a j = 4, ¢o
znamena, ze do bazy vstupi stvrty stlpec. Pivotom je prvok zo4 = 1.

Teraz chceme najst bazické pripustné riesenie prislichajice novej baze B', tvorenej stlp-
cami A;, Ay, As. Urobime to tak, ze zo §tvrtého stlpca vytvorime stlpec s nulami, len na
mieste pivota bude jednotka. Ak je potrebné zmenit pivota, tak pivotovy riadok predelime
pivotom a na dalSie upravy pouzivame riadkové tpravy pomocou pivotového riadku. Po
pivotovani bude tabulka vyzerat takto:

Blag| o1 | 22| x3| 24| 5
x| 8| 1] 2| 0] 0] 4
xg | 1L O] 1| 0] 1] 1
x3| 2 O-1| 1| 0] 2

Bazické pripustné rieSenie prisltchajtce baze B’ najdeme v stipci oznacenom =z aj s ozna-
¢enim, ktoré hodnoty prislichaju ktorej premennej: zz = (8,0,2,1,0)".

Nech je dané tloha linearneho programovania v Standardnom tvare s n-premennymi a
m-ohranic¢ujticimi podmienkami v maticovom tvare:

n

flx) = Z(Cj - 2;) — min

j=1
A-z=b
x =0,
a nech g = (z1,72,...,2,)" je nejakym bazickym pripustnym rieenim ohraniceni tejto
ULP. Hodnotu tcelovej funkcie v tomto bazickom pripustnom rieseni vypocitame:

n

u = Y (- ¢)).

Jj=1

Definicia 4.1.2 Pre kazdé j = 1,2,...,n definujeme cislo u; nasledovne:

m

uj =Y (a5 ¢;).

i=1

Cislo ¢ = ¢j — u; nazyvame relativna cena stlpca A;.
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Veta 4.1.2 Ak v bazickom pripustnom rieseni x, urobime pivotovanie, pri ktorom stlpec
A; vstupi do bdzy, ucelovd funkcia sa zmeni o hodnotu

)\q: /\(Cj —Uj).

Ak pre kazdé j = 1,2,...,n je ¢; = (c; —u;) nezdporné, tak dané bazické pripustné riesenie
o je optimdlne.

Veta 4.1.3 Ak existuje j také, Ze nasledujice podmienky:
1.¢; <0,
2. x;; S0 pre vsethy i = 1,2,...,m,

platia sucasne, tak tito ULP je pripustnd neohranicend.

4.2 Primarny algoritmus simplexovej metody

Majme dant tlohu linedrneho programovania v §tandardnom tvare (2.5 s n-premennymi
a m-ohranic¢ujucimi podmienkami:

Majme nejakd bazu B = {Apq), Ap( Ap( } matice ohrani¢eni A. Ako bolo uvedené
v kapitole . kazdy Stlpec AJ, ] = 1 2 ,n matice A sa da vyjadrit ako linearna
kombinécia bazovych stipcov a teda:

Z Tij AB

Nech zz = (21, %9,...,7,)" je bazické pripustné rieSenie prislichajice baze B. Plati pre
neho, ze x; = 0 pre vietky j také, ze A; ¢ B a tiez:

n m

D (@A) = (w0 Asw) =,

j=1 i=1

kde symbolom z;p oznacujeme také x;, ze A; = Ap.
Hodnotu ucelovej funkcie pre dané bazické pripustné rieSenie vypocitame takto:

n m

w =Y (#;-¢) =) (- co)-

j=1 i=1
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Simplexova tabulka

Pri rieSeni stistav linearnych rovnic vécsinou pouzivame len maticovy zapis, nepouzivame
symboly premennych. Podobne aj pri rieseni tloh linearneho programovania je kvoli pre-
hladnosti lepsie nepouzivat symboly premennych, staci zapisovat maticu koeficientov. Tuto
maticu budeme zapisovat do simplexovej tabulky.

B Zo 1 To . T,

— —fla=z0|C=T0|... |Ci=Ton
TBQ) 10 T11 T12 <o Tin
TB(2) T20 T21 T22 e Lon
IB(m) || Tmo ITmi Tm2 s Tmn

Nech je baza B tvorena stlpcami jednotkovej matice rozmeru m x m.

— 'V stlpci oznadenom ,,B“ sa budu nachadzat oznacenia tych premennych, ktorym
prisliuchaju bazické stlpce.

— 'V stlpci ozna¢enom ,z¢“ st (okrem okienka ,,—f*) hodnoty prislusného béazického
riesenia, teda prislusné prvky pravych stran ohraniceni.

— V stlpei oznadenom »Z;" st stradnice stlpca A; v baze B. (Ak pdjde o normélnu
bazu, tak v stlpcoch ,x1“ — |z, budi koeficienty matice ohranic¢eni A).

— 'V riadku oznacenom ,— do okienka ,,—f*“ zapiSeme nulu a do ostatnych okienok
koeficienty tcelovej funkcie. Hned pri Startovani riadkovymi tipravami upravime tento
riadok tak, aby nad béazickymi stIpcami boli nuly. Takto v okienku ,,— f* dostaneme
hodnotu tcelovej funkcie pre prislusné bazické rieSenie a v ostatnych okienkach toho
riadku hodnoty zodpovedajicich relativnych cien.

Veta 4.2.1 Ak pivotujeme simplezovi tabulku podla proku xy; uréeného vzorcom (4.5), tak

pre vsetky i =1,2,...,m al=0,1,...,n sa proky simplexovej tabulky zmenia takto:
o xk;, pre i =k,
i = y .
Z Ty — fjjj xy; prei # k.

Definicia 4.2.1 Nech je dand simplexovd tabulka lohy linedrneho programovania. Hovo-
rime, Ze tdto simplexovd tabulka je primdrne pripustnd, ak x;0 = 0 pre kaZdéi=1,2,...,m.
Howvorime, Ze tdto simplezovd tabulka je dudlne pripustnd, ak xo; = 0 pre kaZdé j =
1,2,...,n.
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Definicia 4.2.2 Hovorime, Ze simplexovd tabulka wlohy linedrneho programovania je opti-
mdalna, ak je primdrne aj dudlne pripustnd,.

Priklad 4.2.1 Pomocou simplexovej metody vyrieste nasledujict problém:

1521 + 1025, — max
921 + 4y < 12
4 + 229 £ 16

211 + 2 = 229
209 S 4

Ty, T2 z 0

Riesenie: Prevedieme dant tilohu do Standardného tvaru, aby sme mohli vyplnit simplexovu
tabulku.

—15x1 — 1029 — min
201 +4x9 + 51 = 12
4x1 4 229 4+ S99 = 16

—2x1 4+ 219 + 53 =2
209 + 54 =4

X, 'TQEO

Uloha v tandardnom tvare mé 4 ohrani¢enia a 6 premennych. Vyplnime simplexovi
tabulku, ktora ma 6 riadkov a 8 stlpcov.

B | g Ty To | S1 | So | S3 | Sa
— | 0| =15} =10 0] O O] O
s1 | 12 2 4111 0] 00
S | 16 4 210 0] 11 0]0
s3 | 2 -2 21001110
sq4 | 4 0 21 0] 0] 0] 1

Stlpce s1, sq, s3 a s4 tvoria bazické stipce a v tabulke ich vidime ako jednotkovi pod-
maticu typu 4 x 4. V nultom stlpci sa nachadzaja hodnoty pravych stran, ktoré musia byt
nezaporné, aby tabulka bola primarne pripustna,a v nultom riadku su relativne ceny, pri-
¢om v bazickymi stlpcoch musia byf relativne ceny nulové. Ak simplexova tabulka splia
vietky tieto podmienky, tak tato tabulka je pripravena na spustenie simplexovho algo-
ritmu.

Podla algoritmu, potrebujeme néajst pivota, ktory nam urci, ako bude vyzerat nova tabulka
v novej baze. Ten najdeme tak, ze v nultom riadku hfadame stlpce so zapornou relativnou
cenou. V nadej tablke to st stlpce x; a x5. Vyberieme si stlpec 5 a v iom vypocitame
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vietky podiely medzi nultym stipcom a stlpcom z, pre vietky kladné hodnoty, ktoré su

v stlpci x9. Z nich vyberieme minimum, t.j. min{%, %, %,% = 1 pre hodnotu v druhom

riadku. Hodnota x4, je pivotom, ¢o znamena, Ze stlpec s; z bazy odchadza a stipec 25 do
bazy vstupuje. Prepoc¢itame dant tabulku podla pivota x99 a dostavame novu simplexovii

tabulku.

B laxg||x1 | 22|51 |52 53] Sa
— |80 5] 0] 0] 5] 0| O
s 120 6] O] 1| 2] 0] O
o | 8| 20 1] 0 5] 0|0
ss |14 6] 0O 11110
sg |12 41 0] 0] 1| 0] 1

V tejto novej tabulke sa uz nenachadzaju v nultom riadku Ziadne zéporné relativne ceny,
takZe sme dostali optiméalnu simplexova tabulku a mézme napisat optimalne rieSenie nasho
problému: ' = (0,20)". Hodnota téelovej funkcie je foP! = 80.
Priklad 4.2.2 Pomocou simplexovej metody vyrieste nasledujiict problém:
1+ 229 + 3 — 224 + 25 — Tg — Min
ri+axy—x3+x4+25=4
$1—I2+2$3—$4+J]6:3
71620

Riesenie: Dana tulohu je v standardnom tvare. MoZeme vyplnit simplexovi tabulku. Uloha
v Standardnom tvare mé 2 ohranicenia a 6 premennych. Vyplnime simplexovu tabulku,
ktora ma 4 riadky a 8 stlpcov.

Blaxy| x| 22| 23| 24| 25| 26
— 1 0 1 2| —-1|-2] 1] -1
x5 | 4 1 1| -1 111 0
e | 3| 1] —1 2| —-110 1

Jednotkova podmatica je tvorena stipcami x5 a x¢, ale relativne ceny v tychto stlpcoch nie
st nulové. Preto musime najprv upravit tiato simplexova tabulku tak, aby tam boli nulové
relativne ceny, a potom bude simplexové tabulka pripravené na spustenie algoritmu, ktory
najde optimalne rieSenie, ak existuje.

Bl x|l x1]| 2| 23| T4 | x5 | Tg
— -1 1 0| 2|—-4| 0] O
x5 41 1 1] -1 1] 1] 0
T 3 1]-1 2| -1 0| 1
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V nultom riadku mame len jednu zapornt relativinu cenu (—4) a v tomto stlpci hladame
pivota. Tu sa nachadza len jedno kladné ¢islo (1), to je pivotom. Prepocitame tabulku
vzhladom na tohto pivota a dostavame novu simplexovu tabulku.

Blaxg||x1 | 22| 23| x4 | x5 | T6
— |15 5| 4| -2 0] 4] 0
xs | 4 1 1|-=1| 1) 1| 0
xg | T 2| O 110 1|1

Dalsieho pivota najdeme v stlpci z3 a opif to je jediné kladné ¢islo v tomto stlpci (1).
Prepocitame tabulku vzhladom na tohto pivota a dostavame novu simplexova tabulku.

B laxg| x| x| 23| 24| 25| 6
— 129 9| 4] 0 0| 6] 2
xs |11 3| 1] 0] 1| 2| 1
xg | T 21 0] 1] 0] 1| 1

Tato simplexova tabulka je optimalna, lebo v nultom riadku sa uZ nenachadzaju Ziadne
zaporné relativne ceny. Optimalne rieSenie nasho problému je z°* = (0,0,0,0,7,11)" a
hodnota ucelovej funkcie je foPt = —29.

Priklad 4.2.3 Pomocou simplexovej metody vyrieste nasledujict problém:
T —x2+x3—3x4—|—x5—x6—3x7 — min
31‘3 + x5 +x6 = 6
To + 2x3 — x4 = 10

—$1+336:0
{L’3+CL’6+ZL’7:6
r1_7 20

Riesenie: Dana tlohu je v Standardnom tvare, mozeme vyplnit simplexovt tabulku. Uloha,
v Standardnom tvare ma 4 ohranic¢enia a 7 premennych. Simplexova tabulka ma 6 riadkov
a 9 stlpcov.

Blag|| o1 | 22| 23| 24| 25| X6 | 27
— 1 0 1|{—-1] 1}-3] 1|-1|-3
6 0] 3| 0| 1 1 0

10 0 11 21} 0] 0] O

0] —1 0O 0] 0 O 1 0

6 0 0] 1 0] 0 1 1
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Tato simplexova tabulka neobsahuje jednotkovia podmaticu, preto nemoézeme spustit sim-
plexov algoritmus. Stlpec z; by mohol nahradit chybajuci stipec jednotkovej podmatice,
ale na tretej pozicii sa nachdadza hodnota —1 namieso hodnoty 1. To mézeme upravit po
vynésobeni treticho riadku ¢islom (—1), zéroven ostane simplexova tabulka primarne pri-
pustna.

Blag|x1| 2| 23| 4| 25| 6| x7
—|! oy 1}-1} 1|-3| 1|-1|-3
x5 | 61 0 0] 3| 0] 1 1 0
29 | 10| O 1} 2|{-1] 0| 0] O
x| 0 1 0O 0] 0 0]-1 0
xzz | 6 0] 0] 1 01 0 1 1

Po tejto uprave uz mame v simplexovej tabulke jednotkovii podmaticu, ktora je tvorena
stlpcami w5, x5, 1 a 7, ale relativne ceny v tychto stlpcoch nie st nulové. Tabulku upra-
vime tak, aby tam boli nulové relativne ceny.

B laxg|l 1 |22 | 23| Ta | x5 | 26 | T7
— 22 0] O 3|—-4] 0| 2] O
xzs| 6 0 O 3] O 1 110
x| 10 O 1| 2] =1 0] 0| O
x1| O 1 O] O] O O}—=1| 0
xz | 6 0O O] 1 0] O 1] 1

V nultom riadku sa nachadza len jedna zaporna relativna cena. V stlpci x4 so zapornou
relativnou cenou nevieme najst pivota, lebo vietky hodnoty v tomto stipci st nekladné.
Preto simplexov algoritmus kon¢i a vystupom je, ze dané tloha LP je sice pripustna, no
neohranicena.

4.3 Dvojfazovy algoritmus simplexovej metody

Ako sme v predchadzajicej asti mohli vidiet, pomocou simplexovej metody mozeme riesit
také tlohy linedrneho programovania v Standardnom tvare, ktorych simplexova tabulka
je priméarne pripustné (teda v 0-tom stlpci st nezaporné hodnoty) a matica ohrani¢eni A
obsahuje m-rozmerniu jednotkovi podmaticu, ktora tvori normalnu bazu.

Ak matica A neobsahuje jednotkovi podmaticu, pouZivame dvojfazovy algoritmus simple-
xovej metody za pouzitia tzv. pomocnej tlohy. Nech je dana ULP v §tandardnom tvare

23):
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flz) = Z(Cj + ;) — min

Z(aij~xj):bi, prei=1,...,m

j=1
x; 20, prej=12,...,n.

Pruvd faza: Pozostava z toho, ze rieSime pomocnu tlohu:

@zzm:pi—)min

=1
n

Z(aij'xj—i_pi):bi, prei=1,...,m
j=1

z; =20, prej=1,2,...,n
pi=0, prei=1,2...,m.

Pozndmka: Pomocné premenné p; staci pridat do tych ohraniceni, kde ndm chyba bazovy
vektor.

Veta 4.3.1 Pomocnd iloha mad vZdy optimdlne riesenie.

Veta 4.3.2 Ak v optimdlnom rieseni pomocnej ilohy je ¢t # 0, tak povodnd ULP nemd
pripustné riesenie.
Druhd fdza: Ak v optiméalnom rieSeni pomocnej tlohy je ¢°?* = 0, tak mézu nastat dva
pripady:
1. V optimélnej béze ostala pomocné premenné — vyriesSime to tak, ze v riadku prisla-
chajicom pomocnej premennej najdeme nejaké nenulové ¢islo (ak tam Ziadne nie je,

tak dany riadok mézeme skrtnut), oznacime ho ako pivot a pomocou neho pivotujeme
tabulku. Tak nahradime pomocnt premennt pévodnou. Dalej pokracujeme ako v 2.

2. 'V optimalnej baze neostala pomocna premenné — mame teda bézické pripustné rie-
Senie povodnej ULP. Riadok relativnych cien nahradime koeficientami pévodnej tée-
lovej funkcie, stlpce pre pomocné premenné vypustime z tabulky a pokracujeme
simplexovou metodou dalej.

Priklad 4.3.1 Pomocou simplexovej metody vyrieste nasledujiict problém:

—T1 — To + T3 — max
T1— To + 213 =2
214+ a0+ 123=4
r1-3 20
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Riesenie: Dana tlohu prevedieme do $tandardného tvaru, aby sme mohli vyplnit simple-
xovu tabulku.

T+ T2 — r3 — min
T1— Tg + a3 =2
—2r1+x9+23=4
$1—3§0

Uloha v §tandardnom tvare mé dve ohranicenia a tri premenné. Vyplnime simplexovi ta-
bulku, ktord ma Styri riadky a pét stlpcov.

Blaxg || 21| 29| 23
— 1 0 2 1] -1
2 1] -1 1
4| -2 1 1

V tejto simplexovej tabulke sa nenachadza jednotkova podmatica a ani ju nevieme ziskat
ziadnou jednoduchou upravou. Preto musime najprv vyriesit pomocnu tlohu, ktora nam
uréi bazické stlpce. Potrebujeme pridat dve pomocné premenné p; a p,. Pomocna tloha
ma tvar:

p1 + p2 — min
Ty — T2+ ar3+pr =2
—2r1+ 2o+ a3+ p2=4
T1-3,p1—2 2 0

K tejto pomocnej tlohe v standardnom tvare zostavime simplexovu tabulku:

B x| o1 | m2| 23| p1| D2
— 1 0 0 0 0 1] 1
pr| 2 1/-1) 1] 1] 0
py | 4| -2 10 1] 0] 1

Tuto pomocnu tlohu rieSime rovnakym simplexovym algoritmom, ako v priklade
Najprv v stlpcoch nad jednotkovou podmaticou potrebujeme vytvorit nulové relativne
ceny.

B | @ || 21| 2| @3 | p1| D2
— | =6 1 0| -2 0] 0
D1 2 1| -1 111,10
Do 41 -2 1 1710 1
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V stipci x5 je zapornéa relativna cena, preto budeme hladat pivota tam. Vypocitame
min{2, {1} = 2. Z bazy odchédza p; a do bazy vsttpi z3. Pivotujeme tito tabulku a dosté-
vame:

B | xo|| 21| 22| 23| p1| P2
— | =2 31 =210 210
T3 2 11-1] 1 110
D2 2 =3 21 0] -1 1

V nultom riadku hladame zaporna relativnu cenu. V stlpci x5 je zaporna relativna cena. V
tomto stlpci je len jedna kladna hodnota, preto je pivot dany jednoznacne. 7Z bazy odché-
dza ps a do bazy vstupi 5. Pivotujeme tuto tabulku a dostavame novu simplexova tabulku.

B |z T1 | T2 | T3 b1 | P2
— 1 0 0 0 0 1 1
AR EINEEE
w| 1 =2] 1] o] -1]1

Dostali sme optimalnu tabulku, v ktorej pomocné premenné uz nie si v baze a hodnota
ucelovej funkcie je 0. Zaroveih mame aj jednotkovii podmaticu v tabulke bez poslednych
dvoch stlpcov, ktoré zodpovedaju pomocnym premennym. To znamena, Ze konéime po-
mocni tlohu a za¢iname riesit nasu povodni tlohu zo zadania. Vytvorime si nova simple-
xovt tabulku, ktora uz nebude obsahovat posledné dva stlpce s pomocnymi premennymi
a nulty riadok bude obsahovat koeficienty tcelovej funkcie tilohy v standardnom tvare.

Blxzg| 1| 22| 23
— 1 0 21 1] -1
3 | 3 —% 0 1
ro | 1 —% 0

V tejto tabulke uz mame jednotkovi podmaticu, ktora je tvorena stipcami x3 a x5, ale po
doplneni koeficientov pévodnej tcelovej funkcie do nulého riadku nie su relativne ceny v
tychto stlpcoch nulové. Preto najprv upravime tito simplexovi tabulku tak, aby tam boli
nulové relativne ceny.

Blxzg| 21| 22| 23
— | 2 31 010
r3 | 3 —% 0

To —% 1] 0
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Tato simplexova tabulka je uz optimalna, lebo v nultom riadku sa nenachadzaju ziadne
zaporné relativne ceny. Optimélne rieSenie nasho problému je £ = (0,1,3)" a hodnota
ucelovej funkcie je foP' = —2.

Priklad 4.3.2 Pomocou simplexovej metody vyrieste nasledujict problém:
—21 + 229 — 3x3 — max
—221 + 19 + 313 =2
201+ 31y + 43 =1
11320

Riesenie: Prevedieme dant tlohu do Standardného tvaru, aby sme mohli vyplnit simplexovt
tabulku.

r1 — 229 + 33 — min
—2x1 + 29 + 313 = 2
201 + 319 + 423 =1
T3 z 0

Uloha v §tandardnom tvare mé dve ohranicenia a tri premenné. Vyplnime simplexovi ta-
bulku, ktord ma Styri riadky a pét stlpcov.

B |xy| 1| 22| 23
— 1 0 11-2] 3
2 =2 1
1 2 3] 4

Podobne, ako v priklade {.3.2] ani v tejto simplexovej tabulke sa nenachadza jednotkova
podmatica. Najprv zostavime pomocnu tulohu, ktord nam urci bazické stlpce. V nasom
pripade pridame dve pomocné premenné p; a p,. Pomocna tloha méa tvar:

p1 + p2 — min
—2x1+ 29+ 323 +p1 =2
2x1 + 3x0 +4x3+po =1
T1-3,p1,p2 = 0
K tejto pomocnej tlohe v standardnom tvare vytvorime simplexova tabulku.

B la|| o1 | x| 23| p1| D2
— 1 0 0| 0] 0] 1] 1
pr| 2| =2 1] 3| 1] 0
pa | 1 21 3] 4]0
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Tto pomocnt tlohu riesime rovnakym simplexovym algoritmom, ako v predoslych prikla-
doch. Najprv nad jednotkovou podmaticou potrebujeme vytvorit nulové relativne ceny:

B Zo Ty | T2 | T3 | P1| P2
— | =3 0 —4|-=7] 0] 0
P1 2 -2 1 31 110
D2 1 2 31 4] 0] 1

V nultom riadku méame dve zaporné relativne ceny. Vyberieme si stlpec 25 a uréime pivota.
Vypocitame min{%, 1} = 1. Z bazy odchéadza p, a do bazy vstipi z3. Pivotujeme tuto ta-
bulku vzhladom na urceného pivota.

Bl x| x| z2|@3|p1| P2

| 5 7 5 7

4 2 11 010 4

5 7 5 3

P1 ill7z2 171 0O 4

1 1 3 1

P2l 3l 3| 4 0] 1
Dostali sme optimalnu tabulku pomocnej tlohy, v ktorej jedna pomocna premennd uz nie
je v baze, ale druhd pomocna premennéd p; v baze ostala t. j. je 2P = (0,0, i, %)T a
hodnota tcelovej funkcie je fPo™ = —;51 # 0. To znamena, ze v povodnej tlohe neméme

bazické pripustné rieenie, teda dana ULP je nepripustna.

4.4 Dualny algoritmus simplexovej metody

Dualny algoritmus simplexovej metoédy pouzivame na rieSenie priméarnej tlohy linearneho
programovania. No zatial ¢o pri primarnom algoritme musi byt simplexova tabulka pri-
méarne pripustné, dualny algoritmus pouzivame, ak tabulka nie je primérne pripustné (nie
je mozné pouzit priméarny algoritmus), no je dudlne pripustna. Oproti primarnemu algo-
ritmu akoby koeficienty ucelovej funkcie ¢ a pravych stran ohranieni b mali vymenent
tlohu. Tiez prechddzame od jedného bézického riesenia k inému, no snazime sa zachovat
dualnu pripustnost. Pivota v8ak volime inym spdsobom:

— Pivota vyberame v i-tom riadku, kde je hodnota x;q < 0.

o4 v
% g uréime .
x5

— Pre vSetky x;; < 0 tom riadku vypocitame podiel

Lok Loj . P
A= :maX{ L. pre j take, 7e x;; < 0.
Tik Lij

— Takto urcené x;;, je pivotom a tabulku d'alej pivotujeme rovnakym spésobom ako pri
primarnom simplexovom algoritme.

65



Vyberanie pivota v primarnom a dualnom algoritme simplexovej metédy

Primarny algoritmus SM Duélny algoritmus SM
vybrat j-ty stlpec do bazy tak, ze xo; < 0 | vybrat i-ty riadok von béazy tak, ze z;,0 < 0
vypocitat ‘;E’, Va;; > 0 v j-tom stipci vypocitat %, Vx;; < 0 v i-tom riadku
i—’;f; = min{i—g; pre i také, Zze x;; > O} o = max{%; pre j take, ze x;; < O}
pivotom je prvok xy; (musi byt kladny) pivotom je prvok x;; (musi byt zaporny)
ak v kazdom stlpci, kde xo; < 0, ak v kazdom riadku, kde x;y < 0,

je kazdé z;; < 0, tak ULP je neohrani¢ena | je kazdé z;; 2 0, tak ULP je nepripustna

Priklad 4.4.1 Pomocou simplexovej metody vyrieste nasledujict problém:

3r1 + 229 + 33 — min
T1 — Ty — T3 = 2
T+ 3o+ a3 24
T1—2w9 + 13 2 1
r1-320

Riesenie: Dant tlohu prevedieme do Standardného tvaru.

3r1 + 2x9 + 3x3 — min
T1— X9 —T3— 81 =2
T1+ 2o+ a3 — 50 =4
T1—2x9+x3—53=1

T1-3,51-3 2 0

Uloha v standardnom tvare ma tri ohranicenia a Sest premennych. Vyplnime simplexovi
tabulku, ktora ma péat riadkov a osem stlpcov.

B o T i) T3 S1 S9 S3

0
2
4
1

— == W
|
—_
|
—_
|
—_
(@]

-2 1 0 0] -1

V tejto tabulke neméme jednotkovii podmaticu. Vynésobenim kazdého riadku ¢islom (—1)
by sme jednotkovu podmaticu dostali, ale simplexova tabulka by nebola primarne pri-
pustna.
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Bl x| 1| 22| @3 | 51| 82| S3
— 1 0 3 2 310
s1 | —2 | —1 1 1] 1
So | =4 —-1]—-1|—-11] 0
s3 | —1| —1 2| -110

0] 0
0] 0
110
0] 1

Tato tabulka je vSak duélne pripustna. Na rieSenie pouZijeme Dudlnu simplexovi metddu.
V nultom stlpci si vyberiem zéporna hodnotu. Ak v takomto riadku najdem pivota, potom
stlpec, ktory zodpoveda tejto premennej, pojde z bazy von a do bazy vstupi stipec, v kto-
rom sme nasli pivota. Vyberme si posledny riadok a v iom mame urcit pivota. Vypocitame
max{_%, _il — —3. Zvolme pivota v prvom stlpci z1. Pivotujeme tabulku vzhladom na
urc¢eného pivota a dostavame novi simplexovi tabulku, ktora je eSte stale primarne nepri-

pustné, ale duélne pripustna. Znovu vyberiame pivota podla dualnej simplexovej metody.

B| x| 21| @2 | 23| 81 | S2| s3
— | =3 0 81 0] 0] O 3
sp|—=1] O0|—-1} 2] 1] 0|—-1
ss | =3 0] —4] 0| 0] 1|-1
1 1)y 1|-=2] 1] 0] 0|-—1

Najdeme zaporni hodnotu v nultom stipci a v tomto riadku uré¢ime pivota. Nech je to
druhy riadok, v ktorom uréime pivota. Vypocitame max{_%, _%} = —2. Do bazy vstipi
a z bazy odide s,. Prepocitame tabulku vzhladom na uréeného pivota.

B i 1 | g | T3 | S1 S9 S3
— | = 0 0] 0] O 2 1
1 1 3
3 1 1
5 1 1

V nultom stlpci uz mame len jednu zaporna hodnotu. V prvom riadku uréime pivota. Vy-

Citame max{—T, =3} = —3. Azy vstipi s3 a z baz ide s;.
o¢itame max{ %, 25 1 Do bazy vst a z bazy oddide
4 4
B To 1 | To XT3 S1 So9 | S3
| 28 8 4 5}
3 0] 0 3 3 510
1 _8 | _4 1
51 501010 3 3 5 1
2 2 1 1
T 2 0 1 2 51 —310
8 1 2 1
T 3 110 3 5 s 0

(@)
J



Dostali sme optiméalnu tabulku s optimalnym rieenim ULP: z%! = (%, %, 0)" a hodnota

celovej funkcie je [P = 2.
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Kapitola 5

Celociselné linearne programovanie

5.1 Uloha celoc¢iselného linearneho programovania

Definicia 5.1.1 Ulohu linedrneho programovania v nasledujicom tvare:

f(x) =c¢" -z — min (max)

ia,—-x = ;b (5.1)
i=1

z; <2 0; r; € L j=12...,n, kde

koeficienty tucelovej funkcie, koeficienty pravych stran a prvky matice ohraniceni siu celoci-
selné, nazyvame tlohou celoc¢iselného linedrneho programovania (UCLP).

1\

Pozndmka: Maticovy zapis UCLP s n premennymi a m ohrani¢ujacimi podmienkami
v Standardnom tvare je takyto:
f(x) =c" -z — min
A-xz=0»>
x; 2 0; r; €Z; prej=12,...,n,
Aeczm™m, ce " bez™.

Definicia 5.1.2 Ak z ilohy celociselného linedrneho programovania vynechdame pod-
mienku celoéiselnosti premennych (x € Z"), dostaneme tlohu linedrneho programovania,
ktord nazjvame relaxdciou UCLP :

Veta 5.1.1 Ak optimdlne riesenie relazdcie ulohy celociselného linedrneho programovania
5.1]) je celociselné, tak je to aj optimdlnym riesenim 1lohy celociselného linedrneho prog-

ramovania (5.1).
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Priklad 5.1.1 Potrebujeme kupit skrinky na zakladanie sanonov. K dispozicii su dva typy
~ 840 a Sk60. Typ S40 stoji 10 € za kus, na jej umiestnenie potrebujeme 0,55 m? podlaho-
vej plochy a skrinka poskytuje 0,22 m3 odkladacicho priestoru. Typ Sk60 stoji 20 € za kus,
na jej umiestnenie potrebujeme 0,74 m? podlahovej plochy a skrinka poskytuje 0,56 m* od-
kladacieho priestoru. Na zakipenie skriniek mdame rozpocet mazimdlne 140 €. V kanceldrii
je na umiestnenie skriniek najviac ak 6,6 m? podlahovej plochy. Kolko kusov z jednotlivijch
druhov skriniek je potrebné objednat, aby sme ziskali ¢o najvicsi odkladaci priestor?

Riesenie: ZapiSeme matematicky model danej tlohy, kde pocet objednanych kusov skriniek
S40 oznac¢ime premennou ' a pocet objednanych kusov skriniek Sk20 oznac¢ime premennou
To:

0,22z + 0, 5625 — max
10x; + 2025 < 140
0,55x1 + 0, 7429 < 6,6

1,00 20; 11,19 €Z".

Ucelova funkciu aj ohranic¢enia predelime, alebo vynasobime vhodnym ¢&islom, aby sme
dostali celociselné koeficienty:

11z + 28729 — max
x|+ 232’2 é 14

T1,T9 z O, T1,T2 € 7",

Dostali sme UCLP. Vynechame podmienku z1, 2o € Z", dostaneme relaxéaciu danej UCLP
a tu prepiseme do Standardného tvaru:

—11zy — 2829 — min
$1+2I2+81 =14
55.1'1 + 741’2 + So = 660

Ty, T2, 81,952 z 0.

Dant ulohu vyriesime simplexovou met6édou:

B To T Ty | S1 | S2
— Ol —11|{-28| 0] O
s | 14 1 20110
s9 | 660 95 41 0 1

Tabulka nie je optimalna, budeme ju pivotovat, pivotom bude 2:
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B To Ty | To S1 | S2
— | 196 3] 0[19/2| 0
X9 712 1] 1/2| 0
So | 142 18| 0] =37 | 1
Optimélnym rieSenim relaxacie danej UCLP je 2% = (0,7)"; f* = =196 : (—50) = 3,92.
KedZze toto P = (0,7) € Z?, tak je to zaroven optimalnym riesenim povodnej UCLP.

Najvhodnejsie bude objednat 7 kusov skrinky typu Sk60 a ziskame tym 3,92 m? odklada-
cieho priestoru.

5.2 Grafické znazornenie tlohy celociselného lineArneho
programovania v R?

V tejto ¢asti je uvedenych niekolko prikladov ulohy celociselného programovania a ich zna-
zornenie v R2.

V nasledugicich prikladoch graficky zndzornite mnoZinu pripustnych rieseni, optimdlne rie-
Senie relaxdcie danej ulohy a tieZ mnoZinu pripustniych rieSeni a optimdlne rieSenie danej
ulohy.

Priklad 5.2.1 UCLP je dand takto:

Ty + 2r5 — max
101’1 + 71’2 § 35
—21’1 + X9 é 2

L1, T2 205 Ty, T2 € 4.

Riesenie: Na obrazku vlavo vidiet znézornentt mnozinu pripustnych rieseni relaxacie
danej tlohy CLP. Relaxacia mé jedno optimalne rieSenie %! = (7/8,15/4)", ktoré nie je
celo¢iselné, takze nie je zaroveil optimalnym rieenim riesenim UCLP. Mnozinu pripustnych
rieseni UCLP vidiet na obrazku [5.1|vpravo (je to mnozina vyznagenych bodov). Optimélne
riesenie danej UCLP je jedno a to 7" = (1,3)7.

Priklad 5.2.2 UCLP je dand takto:

1 + X9 — max
1021 + Tas £ 35
—2x1 + a9 £ 2

x1,02 2 0; 1,22 € Z.

Riesenie: Kedze ohrani¢ujice podmienky tejto UCLP su tie isté ako v priklade [5.2.1] tak
mnozina pripustnych rieSeni relaxécie danej tlohy CLP, aj mnozina pripustnych rieseni
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opt T
X =(7/8,15/4)

Obr. 5.1: Grafické znazornenie riesenia UCLP z prikladu

UCLP su také isté ako v priklade [5.2.1l Relaxacia ma jedno optimalne riesenie a je také
ako v priklade [5.2.1t " = (7/8,15/4)T (obrazok Vl’aﬁ. Dana UCLP ma vsak dve

opt

/

opt T
X =(7/8,15/4)

optimalne rieenia: 27 = (1,3)" a 2" = (2,2)" (obréazok

2| vpravo).

Obr. 5.2: Grafické znazornenie riesenia UCLP z prikladu

Priklad 5.2.3 UCLP je dand takto:

r1 + o — max
1021 + 8x9 = 41
311 + 2w9 < 12
—x1 + 219 £ 2

Ty, T2 205 L1, T2 € 2.

Riesenie: Na obrazku [5.3] vlavo je znazornena mnozina pripustnych rieSeni relaxacie danej
tilohy CLP. Relaxicia m4 jedno optimalne riegenie %" = (5/2,9/4)7, ktoré nie je zaroven
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optimalnym rieSenim rieenim UCLP. Na tom istom obrazku vpravo mozeme vidiet, ze
mnozina pripustnych rieseni danej UCLP je prazdna a teda napriek tomu, Ze relaxécia
UCLP ma optimalne rieSenie, tato UCLP je nepripustna.

Obr. 5.3: Grafické znazornenie riesenia UCLP z prikladu

Priklad 5.2.4 UCLP je dand takto:

T — Ty — max
10z, + 8z = 41
311 + 2x9 < 12
—x1 + 219 £ 2

L1, T2 205 Ty, T2 € 4.

Riesenie: Mnozina pripustnych rieSeni relaxacie danej ulohy CLP je znazornena na obrazku
.4 vIavo. Relaxacia mé viac ako jedno (nekoneéne vela) optimélne riesenie. MnoZinou opti-
malnych rieeni relaxacie je cela tsecka BC. Mnozina pripustnych rieseni danej tlohy CLP
je znazornené na obrazku vpravo. Dana UCLP ma tieZ viac ako jedno (tri) optimalne
riefenie £ € {(3,0)",(4,1)",(5,2)"}.

Priklad 5.2.5 UCLP je dand takto:
—3r1 + 9 — min
Tr1 + 229 Z 14
4.231 + 933’2 é 45
6{E1 — 21‘2 é 23

r1,02 2 0; 1,22 € Z.

Riesenie: Mnozina pripustnych rieseni relaxécie danej tlohy CLP je znézornena na ob-
razku vlavo. Relaxacia ma podobne ako v priklade viac ako jedno (nekonecne
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Obr. 5.4: Grafické znazornenie riesenia UCLP z prikladu

vela) optiméalne rieSenie, mnozinou optimalnych rieseni relaxacie je tsecka BC. MnozZina
pripustnych rieseni danej tlohy CLP je znézornené na obrazku vpravo. Danad UCLP
mé4 len jedno optimalne riegenie 7' = (4,1)".

- -

s

=]

Obr. 5.5: Grafické znazornenie riesenia UCLP z prikladu

Priklad 5.2.6 UCLP je dand takto:
—3r1 + 9 — min
Txy + 2x9 = 14
4y + 929 S 45
6z; — 229 < 23
21,02 2 0; x1,29 € Z.

Riesenie: Relaxacia mé podobne ako v prikladoch a nekonecne vela optimalnych
rieSeni, mnozinou optimalnych rieseni relaxacie je tisecka F'G (vid obréazok vlavo). Na
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obrazku [5.6] vpravo vak mozno vidiet, Ze mnoZina pripustnych rieSeni danej ulohy CLP je
prazdna a dand UCLP nema optimalne rieSenie, teda UCLP je nepripustné.

By

6

A
4

2 -2

Obr. 5.6: Grafické znazornenie riesenia UCLP z prikladu

Priklad 5.2.7 UCLP je dand takto:

2r1 + r9 — max

xTry — 4$2 é -3
—21‘1 + T2 é -1
—5ZE1 + 61‘2 z -9

x1,22 2 0; 1,29 € Z.
Riesenie: Relaxéacia tejto UCLP je pripustné neohrani¢ena — pozri obrazok vlavo. Po-

dobne aj samotna CLP je pripustna neohrani¢ena, ako to zobrazuje obrazok vpravo.

Priklad 5.2.8 UCLP je dand takto:

2x1 + 3x9 — max

3l‘1 —3112 2 -5
3!L’1 —3]32 é —4
T+ 22 23

Ty, T2 zoa Ty, T2 € 2.

Riesenie: Relaxacia tejto UCLP je tak ako v priklade pripustna neohrani¢ena — ob-
razok vlavo. Na obrazku vpravo viak mozno vidiet, Ze UCLP je nepripustna.
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max

max

max

max

3 5 3 7 8 / Kl

Priklad 5.2.9 UCLP je dand takto:

Riesenie: Ako je zndzornené na obrazku ,

2x1 + 39 — min

41 + bxe £ 16

Try + 4wy = 42
—2x1+ 319 S —4

T,

IV IIA

aj dana UCLP je nepripustna.
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Obr. 5.8: Grafické znazornenie riesenia UCLP z prikladu

0; x1,29 € Z.

relaxacia danej UCLP je nepripustna, to zna-
mené, ze danym ohranic¢ujicim podmienkam nevyhovuje ziadne x. KedZe plati, Ze mnozina
pripustnych rieSeni UCLP je podmnozinou mnoziny pripustnych rieseni jej relaxacie, tak




max

Obr. 5.9: Grafické znazornenie riesenia UCLP z prikladu

Pozorovanie:

V predchadzajucich prikladoch sme si mohli v8&imnut, ze mnozina pripustnych rieSeni re-
laxacie UCLP moze byt prazdna, neprazdna ohrani¢ena a neprazdna neohranicena, to isté
plati aj pre mnozinu pripustnych rieeni UCLP. Pocet optimalnych rieseni relaxacie UCLP
moze byt nula, jedno a viac ako jedno (nekoneéne vela). Pocet optimalnych rieseni UCLP
moze byt nula, jedno a viac ako jedno. Nasledujica tabulka prehladne znazornuje, ktoré
moznosti kombinécie ,relaxacia UCLP — UCLP“ stt mozné (oznagené: /) a ktoré nie (ozna-
cené: —).

relaxacia UCLP\UCLP mé 1 opt. | m& >1 opt. | prip. neohran. | nepripustna

mé jedno optimum V vV

mé viac ako jedno optimum V

pripustna neohranic¢ena -

Vv
N,

NN

nepripustna -

5.3 Gomoryho zlomkovy algoritmus

Ulohy celo¢iselného linedrneho programovania s dvomi premennymi mozeme s istymi ob-
medzeniami vyriesit graficky. Co vsak v pripade, ked UCLP ma viac ako 2 rozhodovacie
premenné? V podkapitole [5.1] je uvedeny priklad ktory je rieSeny simplexovou meto-
dou. Kedze relaxacia danej tilohy mala celodiselné rieSenie, bolo zaroven riesenim UCLP.
V pripade, 7e relaxacia UCLP nema celo&iselné riesenie, pri jej rieseni pouzivame takzvant
metoédu reznych nadrovin, inac¢ tiez nazyvani Gomoryho zlomkovy algoritmus. Najprv sa
pomocou simplexovej metody vyriesi relaxéacia danej UCLP. Gomoryho zlomkovy algorit-
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mus pridava k tlohe linearneho programovania také ohranicenia — Gomoryho rezy, ktoré
zuzuju mnozinu pripustnych rieSeni o niektoré okrajové c¢asti neobsahujtice body s celo-
¢iselnymi hodnotami. Na rieSenie tilohy rozsirenej o takyto rez je vyhodné pouzit dualnu
simplexovi metodu.

Nech je dané tuloha celociselného linedrneho programovania v standardnom tvare:

f(x)=c¢" -z — min

A-xz=0b
x; 2 0; xj€Z; prej=12,...,n,
Aezm cel™; bezZm™.

Nech mame optimélnu tabulku pre relaxaciu danej UCLP. Prvky optimélnej tabulky bu-
deme oznacovat -;;.

Veta 5.3.1 Nech v optimdlnej simplexovej tabulke existuje také i € {1,2,...,m}, pre ktoré
Yio & Z. Ak k tabulke pridame rovnicu

j=1

tak Ziadne celociselné pripustné riesenie UCLP sa nevylici a novd simplexovd tabulka bude
primdrne nepripustnd, dudlne pripustnd a bazickad.

Gomoryho zlomkovy algorizmus:

1. VyrieSime relaxaciu danej tlohy. Ak je jej rieSenie optimélne, je zaroven aj rieSenim
danej ulohy. Ak nie, pokracujeme dalej.

2. Kedze relaxacia UCLP nema celo¢iselné rieSenie, existuje nejaké ;o ¢ Z. Podla toho
riadku priddme nové ohranic¢enie — Gomoryho rez:

Z{%‘j} 15— g ={%o}, g20
j=1

3. Do tabulky (optimélnej tabulky pre relaxaciu) pridame jeden stipec pre premennii
g a riadok pre Gomoryho rez.

4. Pomocou dualnej simplexovej metody nédjdeme nové optimum. Ak je celociselné, je
to optimom povodnej UCLP. Ak nie, vratime sa k bodu 2.

Oznacenie:

e Symbolom {a} oznac¢ujeme zlomkovi cast ¢isla a. Plati, ze {a} = a — |a].
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e Symbolom |a| ozna¢ujeme dolni celi cast ¢isla a, teda najblizsie mensie alebo rovné
celé ¢islo k ¢islu a.

Priklad 5.3.1 Stoldrska dielfia vyrdba tri typy stolov. Na ich vyrobu pouZivaji tri rozne
druhy drevengch dosdk. Spotreba tijchto dosdk na vyrobu jedného stola réznych druhov, zd-
soby dosdk a zisk z predaja jedného stola su dané v nasledujicej tabulke:

stoly\dosky | Dy | Dy | D3 | zisk (€)

Sh 21410 8
S 1 0 1 10
Ss 1 2 1 12

zdsoby 80 | 50 | 40 —

Navrhnite vyrobny plan pre stoldrsku dielnu tak, aby bol zisk maximdlny.

Riesenie: Zapiseme matematicky model danej tlohy v Standardnom tvare:

8x1 + 10z9 + 1223 — max
201 + 290 + 23+ 51 =80
4x1 + 2x3 4+ s9 = 50
To + 3+ s3 =40

Xy, T2, T3, S1, S2, S3 2 07 T1, T2, T3 € 7.

Ulohu zapiseme do simplexovej tabulky.

Blag| 1| 22| 23| 51| 52| 53
— 1 0| —-4|-5|-6 0] 0| 0
s1 | 80 2 11 1011 0] 0
110
01

se |00 4] 0] 2] 0
s3 (40 O] 1] 1] O

Tabulka je bazicka, primarne pripustna, no nie optimélna. Budeme ju pivotovat, pivotom
bude prvok x3, = 1. Pivotovanim dostaneme tabulku:

B To || T1 | X2 | X3 | S1 | S2 | S3
— 12001 -4 O|-1| O] O| 5
s1 | 40 21 0] 0] 1] 0]-1
s2 | 50 41 0] 2] 0] 1,0
xo | 40 O 1} 1] 0] 0
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Znova pivotujeme tabulku, tentokrat je pivotom xg3 = 2.

B Toll o1 | xo | T3 | St So | S3
— 225 =2| 0| O O 1/2] b
s1 | 40 21 01 0] 1 0-1
x3 | 25 20 0] 1] 0] 1/2] 0
xe | 15| -2 1| 0] 0]-1/2

KedZe ani tato tabulka nie je optimélna, pivotujeme ju a pivotom bude x9; = 2.

B To || x1 | X2 | X3 | S1 S2 | 83
— 1 250 O] O 110 1] 5
S1 50 2] 0 0 1 0f-1
xy | 25/2 1| 01/2] 0|1/4| O
X9 401 0 1 110 0 1

Této simplexova tabulka je optimalna a riesenie relaxacie danej tlohy je x%P* = (25/2,40,0)".
Kedze riesenie relaxécie nie je celo¢iselné, nie je to riesenim UCLP. Hodnota premennej z;
je necelo¢iselné a tak priddme Gomoryho rez podla riadku simplexovej tabulky, ktory jej
prislacha:

Upravou dostaneme:
—1/2 23 —1/4-s94+g=—1/2.

Do tabulky doplnime stlpec pre g a riadok pre Gomoryho rez:

B To || x1 | X2 T3 | $1 Sy | S3|g
— 1 250 0] O 110 11 510
51 5] 2] 0 01 0[-1]0
xy | 25/2 1] 0| 1/2| 0| 1/4| 0|0
T 401 0 1 110 0 1]0
g |-1/2| 0| 0|-1/2| 0|-1/4] 0|1

Ziskana simplexova tabulka je priméarne nepripustnd, ale dualne pripustnéa a bazicka. Po-
uzijeme dualny simplexov algoritmus a pivotovat je budeme podla pivota x4 = —1/2.
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B To || 1 | T2 | X3 | S1 S2 | S3

— (249 0] O] O O] 1/2| 5| 2
s;| 16 0] O] O 1 0]-11-2
x| 12 1| 0O 0] O 0] 01
xe | 39| O 1] O] O]-1/2| 1| 2
T3 Iy 0o} 0] 1| 0] 1/2| 0]-2

Ako mozno vidiet, tato simplexova tabulka je optimélna a rieSenie je navyse celociselné.
TakZe rieSenim tlohy celoéiselného linearneho programovania je %' = (12,39,1)" a foP! =
249. Maximalny zisk bude mat stolarska dielha, ak vyrobi 12 kusov stola prvého druhu,
39 kusov stola druhého typu a 1 stol tretieho typu. V takom pripade bude zisk z predaja
vyrobenych stolov 249 eur.
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Kapitola 6

Dopravny problém

Dopravny problém (DP), spolu s priradovacim problémom a problémom o toku, patri medzi
takzvané distribu¢né modely. Su to $pecidlne typy matematickych linearnych modelov a
odlisuji sa od tloh vyrobného planovania. Zakladny model dopravnej tlohy je uvedeny uz
v Casti[2.2.4] Sformulujme teraz detailnejsie dopravny problém.

6.1 Definovanie dopravného problému

Nech je danych m dodéavatelov Dy, Dy, ..., D, (sklady, vyrobné podniky,...), ktoré maja k

dispozicii ur¢ity druh tovaru v mnozstvéch aq, as, . . ., a,, jednotiek. Tento tovar ma byt do-
praveny do n odberatel'skych pobo¢iek O, O, ..., O, (spotrebitelia, obchody, dalsie spra-
covatel'ské podniky,...), ktorych poziadavky na mnozstvo daného tovaru su by, bs, ..., b,

jednotiek. TaktieZ st zname prepravné naklady c;; na prepravu jednotky tovaru medzi i-
tym dodavatelom a j-tym odberatelom. Tieto naklady st konstantné a st priamo timerné
prepravovanému mnozstvu tovaru. Casto je namiesto prepravnych nédkladov uvedena vzdia-
lenost medzi jednotlivymi odberatelmi a dodévatelmi. Ulohou je zostavit taky prepravny
plan tovaru od dodéavatelov k odberatelom, aby platilo:

e poziadavky odberatelov st splnené,
e kapacity dodéavatelov si neprekrocené,

e celkové prepravné naklady st minimaélne.

Kazdy dopravny problém je mozné riesit simplexovou metdédou. NapiSme si Standardny
tvar ulohy LP, ktory je dopravnym problémom
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m n

E E Cij = Tij — min

i=1 j=1

Tij=a; prei=12....m
2 61

inj:bj prej=1,2,....n

i=1

;=20 prei=1,2....maprej=12,...,n,

pricom X = {z;;} je matica neznamych prepravovanych mnozstiev tovaru od i-tého doda-
vatela k j-tému odberatelovi.

Definicia 6.1.1 Nech je dany dopravny problém . Ak je navyse splnend podmienka:

m

n
E a; = bj,
Jj=1

i=1

kde a; >0 pret=1,2,...,m ab; >0 pre j =1,2,...,n, tak dany dopravny problém sa
nazyva vybalansovany, v opacnom pripade ho nazgvame nevybalansovany.

Veta 6.1.1 Bazické pripustné riesenie vybalansovaného dopravného problému obsahuje
mazximdlne m +n — 1 nenulovych hodnot x;;, prei=1,2,...,m; j=1,2,...,n.

Definicia 6.1.2 Nech je dany dopravny problém , ktory je vybalansovany. Ak v ne-
jakom bdzickom pripustnom rieseni toho DP je pocet nenulovych hodnot pre x;; rovny
m+n—1, tak dané riesenie sa nazgva nedegenerované. Ak je pocet nenulovich hodnot pre
x;; menst ako m +n — 1, tak dané riesenie sa nazyva degenerované.

Simplexova tabul'ka pre dopravny problém

Vzhladom na formulaciu dopravného problému, velky pocet premennych a riedku maticu
ohraniceni je vyhodnejsie riesit dopravny problém pomocou modifikovanej dvojrozmernej
simplexovej tabulky.

Vytvorime tabulku, ktord mé rozmer (m + 2) x (n + 2).

— Do prvého riadku a do prvého stlpca zapiSeme mend odberatelov O; a dodévatelov
D;.

— Posledny stlpec obsahuje kapacity dodavatelov a; a posledny riadok obsahuje pozia-
davky odberatelov b;.
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— Poli¢ko na pozicii (m + 2) x (n + 2) obsahuje prepravnu kapacitu vybalansovaného
dopravného problému.

— Do pravého horného rohu policka napiSeme mensim fontom jednotkovi cenu ¢;; za
prepravu tovaru od i-tého dodavatela D; k j-tému odberatelovi O;.

— Vnttorné policka tabulky (bez prvého a posledného riadku a stipca) vyplnime tak,
ze v strede kazdého policka sa nachadza nenulové mnozstvo prepravovanej komodity
x;; od i-tého dodavatela D; k j-tému odberatelovi O;.

— V lavom dolnom rohu tychto poli¢ok v prvom riadku a prvom stlpci budeme pisaf
hodnoty pomocnych premennych (u; a v;), vypocitanych pri teste optimality rieSenia
dopravnej tlohy.

— Do Tavého dolného rohu zapiSemie (tiez mensim fontom) relativne ceny c¢};, ktoré
dostaneme takto: c}; = u; + v;.

— Do pravého dolného rohu policka napiSeme mensim fontom diferencie d;; = cgj — Cjj-

— O, O, O, Q;
V1 v2 Un
c11 c12 Cln
Dy Z11 T2 e Tin 3]
u1 chy di1 cloy dio A din
c21 €22 C2n
Dy T21 L22 S Lon 5]
U2 chy do21 Cho daa Chn don
Cm1 Cm?2 Cmn
Dm Tmi Tm2 cee Tmn Am
U, cho dm1 | ¢ dm1 Chn dmn
b; by by . b SUM

Na zaciatku rieSenia dopravného problému do tabulky vpisujeme len hodnoty c;;, a;, b;, pre
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vetky i =1,...,naj=1,...,m. Ostatné hodnoty sa dopiSu az pocas Startovania a testu
optimality.

Zakladni myslienku hladania riesenia dopravného problému moZno zapisat do nasleduju-
cich krokov:

e Dopravny problém zapiSeme do modifikovnej simplexovej tabulky.

e Pomocou niektorej zo Startovacich metéd najdeme nejaké bazické pripustné riesenie,
tzv. nastartovanie rieSenia tlohy.

e Pripustné riesenie, ktoré sme nasli niektorou zo startovacich metod, alebo pivotova-
nim, otestujeme, ¢i je optimalne.

e Ak rieSenie je optimélne, tak skon¢ime, ak nie je optimélne, pivotujeme tabulku a
znova urobime test optimality. Toto opakujeme dovtedy, kym nedostaneme optiméalne
rieSenie.

6.2 Startovacie metody rieSenia dopravného problému

Je dany vybalansovany dopravny problém s m dodavatelmi a n odberatelmi. Potom pre
najdenie poc¢iato¢ného pripustného riesenia mézeme pouzit nasledujice Startovacie metody:

e metoda severozapadného rohu
e indexova metoda (nebudeme sa fiou zaoberat)
e Vogelova aproximac¢na metoda

Pri hladani optimélneho rieSenia vychadzame zo spomenutej dvojrozmernej tabulky a do
prislusnych policok tejto tabulky zapisujeme kladné hodnoty premennych z;;. Pokial st
hodnoty z;; nulové, tak ich nezapisujeme, policko ostéva volné. Policko, v ktorom je hod-
nota premennej kladné, sa nazyva obsadené policko.

Metoda severozapadného rohu
1. Polozi=1A7=1.
2. Ak i =m A j =n STOP, inak chod na krok [3
3. Obsad polic¢ko na pozicii ¢ X j maximalnou kapacitou x;;.
4. Ak z;; < a; A z;; = by, potom sa posuil o jedno policko doprava j := j + 1.

5. Ak x;; = a; Az < by, potom sa posuil o jedno policko dole ¢ := i + 1.
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6. Ak ;; = a1 Ax;; = by, potom sa posuil o jedno policko dole a o jedno policko doprava
=1+ 1ANj =75+ 1.

7. Vrat sa spét na krok
Vogelova aproximac¢nia metoda

1. V kazdom riadku a stlpci vypocitaj prvé diferencie (I) (t.j. rozdiely medzi najmengou
a druhou najmensou cenou v prisluinom riadku, resp. stlpci) a zapis ich do stlpca a
riadku oznaceného (I).

2. Vyber stlpec resp. riadok, v ktorom je diferencia najvicsia a snaz sa maximalne vyho-
viet poziadavkam tak, aby to bolo ¢o najvyhodnejsie (maximalne obsadzujes policka
s najnizsou cenou) a uspokojeny stlpec resp. riadok vyskrtneme a pokrac¢ujeme na
dalsi krok.

3. Ak si vynechal stipec, tak prepocitaj nové diferencie v riadkoch, ¢m vytvoris novy
stIpec diferencii (II). Ak si vynechal riadok, tak prepoéitaj nové druhé diferencie v
stlpcoch a vytvor novy riadok diferencii (II). Pri vypoéte novych diferencii uz nemozes
brat do tvahy hodnoty vynechaného stlpca resp. vynechaného riadka.

4. Tento postup pridavania dalsich diferencii (v riadkoch resp. v stfpcoch) vykonavaj
dovtedy, kym nedostanes pripustné riesenie.

5. Ak pri vypocte diferencii dostaneme rovnaké najvicsie diferencie vo viacerych riad-
koch, ¢i stlpcoch, tak v nich hladame sedlovy bod, t.j. policko s najniZSou cenou z
hladiska riadkov aj stlpcov a to obsadime maximélnym mnoZstvom prepravovaného
tovaru.

6. Ak pri vypocéte mame naraz viac sedlovych bodov, tak sa rozhodneme pre ten, pre
ktory je sucet riadkovych a stlpcovych diferencii najvacsi.

Priklad 6.2.1 Urcity prepravca chce porozvdZat miku z troch mlynov, ktorych kapacity si
10 t do Styroch skladov. PoZiadavky jednotlivijch skladov su 6, 9, 7 a 8 t miiky. Prepravné
ndklady v stovkdch Sk na prepravu jednej tony miky z jednotlivijch mlynov do jednotlivijch
skladov su uvedené v nasledujicej tabulke. Uvedené mmnoZstvo miiky chce prepravea poroz-
vazat tak, aby celkové ndklady na dopravu boli minimdlne.

0,10, | 05| O,
Dyl 6| 2] 1|25
Dol 81 9| 735
Dsl|l 4| 565/ 11
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Riesenie: Vybalansovany dopravny problém je dany nasledujicou tabulkou:

Tabul'ka:
— O, O O3 O, a;
vy v v3 v
1 2,5
D, 10
uy
7 3,5
Dy 10
6,5 11
Ds 10
u3
b; 6 9 7 8 30

Najprv nastartujeme tito dopravni ilohu metédou severozapadného rohu. Postupne bu-
deme obsadzovat policka z Iavého horného rohu az k pravému dolnému rohu. Po zbehnuti
dostaneme nasledujicu tabulku, v ktorej mozme vidiet, Ze je tam prave 6 obsadenych po-
licok. Mame m = 3 dodéavatelov a n = 4 odberatelov. RieSenie nie je degenerované, lebo
m+n—1=34+4—1=06, ¢o je pocet obsadenych policok v tabulke. Hodnota tucelovej

funkcie pre toto pripustné rieSenie je f = 225.

— O 0, Os O, a;
1 2,5
D, 6 4 10
w
7 3,5
D, 5 5 10
6,5 11
Dy 2 8 10
u3
b; 6 9 7 8 30
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Najdenie pociato¢ného rieSenia pomocou Vogelovej aproximacnej metody:.

— O, O, Os Oy a; I
1 va v3 v4
2 1 2,5
Dy 7 10 1
u1
9 7 3,5
D, 10 0,5
u2
5 6,5 11
Ds 10 1
u3
b, 6 7 8 30
I 1 3 5.5 1
— Oy Os O3 O, a; I | II
v va v3 V4
2 2,5
D 3 7 10 | 1105
9 3,5
D, 10 0,510,
u2
5 11
Ds 0 |11
u3
b, 6 9 7 8 30
I X
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_ O, O, O3 O, a; I | I
v1 v v3 s

D, 3 7 10 X X

uy
3,5

D, 8 10 0,51 0,5

un
11

Ds 10 1|1
us3

b; 6 7 8 30

I X

II 1 4 X 7,5

— O, O, O3 Oy a; [ | IT |III

01 o v3 04

D, 3 7 10 X X

D, 2 8 10 0,5105]| 6
up

Ds 10 1 1
us3

b; 6 7 8 30

I 1 X X

II 1 4 X X
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— O, O, O3 Oy Q;
v1 v2 3 v4
6 2 1 2,5
Dy 3 7 10
uy
3 9 7 3,5
Dy 2 8 10
4 5 6,5 11
Dg 4 6 10
u3
b; 6 9 7 8 30

6.3 Test optimality a pivotovanie

Kazdé pripustné riesenie je nutné otestovat, ¢i je alebo nie je optimalne. Test optimality
robime v nasledujtcich krokoch:

1.

Pre kazdé obsadené (bazické) policko zostavime rovnicu u;+v; = ¢;;. Tieto rovnice vy-
tvaraju stustavu m—+n—1 rovnic s m-+n nezndmymi premennymi uy, . . . , Uy, U1, -« -, Upe
Jedna z premennych musi byt parameter, takze si ju lubovolne zvolime (napr. u; =
0). RieSenie tejto ststavy zapiSeme do nultého riadku a nultého stipca.

. Vypocitame vSetky relativne ceny c;;.

. Vypocitame vsetky diferencie d;; (zapisujeme ich do pravého dolného rohu tabulky).

Ak v3etky diferencie d;; < 0, potom STOP - mame optiméalne rieSenie, inak sa vra-
time na krok [l

Prechod k novému bazickému pripustnému rieSeniu:
Ak je niektoré diferencia d;; kladna, potrebujeme pivotovat dant tabulku tak, aby
sme nagli lepSie bazické pripustné riesenie.

Do neobsadeného policka s najvacsou diferenciou priddme do Tavého horného rohu
znamienko .
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6. Vytvorime cyklus striedavych znamienok tak, ze zacneme vo vyznac¢enom policku &
a po tabulke sa modZzeme pohybovat len v pravouhlych smeroch (hore, dole, dolava a
doprava). Zmenu smeru mozeme vykonat len na obsadenom policku a postupne do
tychto obsadenych poli¢ok, na ktorych sme zmenili smer, pridame do I'avého horného
rohu nasledujtce znamienko & alebo &, az sa vratime spat do policka, z ktorého sme
zaCinali vytvarat cyklus.

7. Z minusovych policok vezmeme minimum a to distribuujeme po cykle podla znamie-
nok, teda k danym hodnotam toto minimum bud pripoc¢itame, alebo odpocitame.

8. Dostavame nové bazické pripustné riesenie, ktoré znova otestujeme.

Priklad 6.3.1 Vykonajme test optimality pre riesenia z predoslého prikladu|6.2. 1.

Riesenie: Najprv overime rieSenie, ktoré sme dostali pomocou Vogelovej aproximacnej
metody. Vysledna tabulka obsahuje pripustné rieSenie a naSou tlohou je zistit, ¢i to je
optimum. VyrieSime ststavu 6-tich rovnic so 7-mi neznamymi premennymi a vypocitame
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relativne ceny cj;, pre i = 1,...,m, j = 1,...,n. Vypocitame vietky diferencie d;;, pre
1=1,....m,7=1,...,n.
— O Os Os Oy
vl o vs Vs
6 2 1 2,5
Dy 3 7
ul
3 9 7 3,5
D, 2 8
uz
4 5 6,5 11
Ds 4 6
u3
U+ vy =2 = U =0Avy =2
U + U3 — v3 =1
Uy + V1 == Uy = 2
us +vy, =3, — vy =15
us + vq 4 — vy =
Uz + vy = = VU3 =



— 04 O, O3 O,
1 1,5
6 2 1 2,5
D, 3 7
0 -5 0 |1 0 | 15 -1
3 9 7 3,5
D, 2 8
2 0 -5 | 3 -4 |35 0
4 5 6,5 11
Ds 4 6
3 0 0 |4 —25 | 4,5 6,5

Vidime, ze vSetky diferencie st nekladné, to znamena, ze mame optiméalne rieSenie s hod-
notou ucelovej funkcie fP' = 93.

Rovnako mézeme vykonat test optimality aj pre pripustné rieSenie z prikladu |6.2.1] ktoré
sme ziskali metodou severozapadného rohu. Pripustné rieSenie je v nasledujtcej tabulke,
hodnota tcelovej funkcie pre toto pripustné riesenie je f = 6-6+4-245-9+5-74+2-6,5+8-11 =
225.

— 01 02 03 04
V1 v U3 V4
6 2 1 2,5
D, 6 4
u1
3 9 7 3,5
D, ) 5
u2
4 5 6,5 11
Dg 2 8
u3

Overime, ¢i toto pripustné riesenie je optimom nasej tlohy. Zostavime stistavu 6-tich rovnic
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uy + g
U + Vo
Ug + Vg
U + V3
U3+U3

U3+’U4

so 7-mi neznamymi premennymi:

=6

=6,
=11

L

u1=O/\01:6

Vg = 2
Uy =17
vg3 =10
uz = 6,5
vy =45

Zvolime u; = 0 a vypocitame sistavu. Na zaklade toho uréime vsetky hodnoty ¢}; a vSetky

diferencie d;j, pre i =1,...,m, j = 1,...,n. Vysledky st uvedené v nasledujticej tabulke.
- 01 02 03 04
6 2 0 45
e 6 | @ 2 1 2,5
Dy 6 4
0 6 0| 2 0] o —1| 45 2
o 3 | e 9 7 3,5
D, 5 )
7 13 10| 9 0| 7 0 | 115 8
4 5 6,5 11
Ds 2 8
6,5 12,5 85 | 85 35 | 6,5 0| 11 0

Niektoré diferencie su kladné, ¢o znamené, ze uvedené pripustné rieSenie nie je optimélne
rieSenie tejto dopravnej tlohy. Musime najst nové pripustné riesenie, ktoré bude optimalne,
alebo bude blizsie k optimalnemu rieseniu. Ozna¢me znamienkom @ policko s maximéalnou
diferenciou. Najdime cyklus, po ktorom distribuujeme muku tak, ze ziskame nové bazické
pripustné rieSenie (pomocou znamienok je cyklus vyznaceny v predchadzajucej tabulke).
Jediny mozny cyklus v nasom pripade je xo1 — 11 > T19 — Too —> To1. Z minusovych
poli¢ok vezmeme minimum a to distribuujeme po cykle podla znamienok. Dostdvame nové
bézické pripustné rieSenie, ktoré otestujeme na optimalitu. Toto riesnie aj vysledok testu
optimality je v nasledujicej tabulke.
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— Oq O, O3 Oy
6 2 10 145
S 6 2 1 ® 2,5
D, 1 9
0 6 0 2 0 10 9 | 14,5 12
@ 3 9 ) 7 3,5
Ds 5 5
-3 3 0 -1 —10 | 7 0 | 11,5 8
4 5 ) 65| © 11
D5 2 8
-3,5 2,5 -15 | =15 65 | 65 0 | 11 0

Tabulka nie je optimélna, preto najdeme novy cyklus pre zlepSenie rieSenia (vyznaceny
znamienkami v predchadzajtcej tabulke). Pre nové bazické riesenie vykoname test opti-
mality, jeho vysledok je v nasledujicej tabulke.

— Oq O, Os O,
-6 2 —2 2,5
6 2 1 2,5
D1 9 1
0 -6 -12 | 2 0 | —2 -3 | 25 0
3 9 | © 7 @ 3,5
Do 6 4
9 3 0 11 2 | 7 0 | 115 8
4 5 | @ 65| © 11
D5 3 7
8,5 2,5 -15 | 10,5 55 | 65 0 | 11 0

Tabulka obsahuje kladné hodnoty pre d;;, takZe ani toto riesenie nie je optimalne. Hladame
novy cyklus po¢ntic polickom, kde je tato diferencia najvicsia, teda doy = 8 (znamienkami
vyznaceny v predchadzajicej tabulke). Pre vzniknuté rieSenie urobime test optimality a
vysledok zapiSeme do nasledujucej tabulky.
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— 01 02 OS 04
2 2 2 2,5

6 2 1 2,5

Dy 9 1
0 2 4| 2 0 | —2 —3 | 25 0
S 3 9 7 2] 3,5

Dy 6 4
1 3 0 3 —6 | —1 -8 | 3,5 0
@ 4 5 65 | © 11

Dg 7 3
8,5 10,5 6,5 | 10,5 55 | 6,5 0 11 0

Ani toto rieSenie nie je optimalne, preto ideme hladat dalsi cyklus pre zlepSenie rieSenia.
Za¢iname v policku s d3; = 6,5 (predchadzajica tabulka). V tomto cykle distribuujeme
hodnotu 3. Takto vzniknuté rieSenie otestujeme na optimalitu (nasledujica tabulka).

— 01 O, Os Oy
2 2 4,5 2,5
6 2 | @ 1 o 2,5
D, 9 1
0 2 —4 |2 0 |45 35 | 2,5 0
S 3 9 7 @ 3,5
D, 3 7
1 3 0 |3 -6 | 55 -15 | 3,5 0
@ 4 5 | e 6,5 11
D5 3 7
2 4 0 |4 -1165 0 |45 —6,5

V tejto tabulke mame uz len jednu kladnu diferenciu dy3 = 3,5, no to znamené neoptimal-
nost rieSenia. V ramci cyklu x13 — 214 —> Tog — X91 —> T31 —> X33 — T13 premiestnime
jednu jednotku podla oznacenych znamienok @ a & v predchadzajicej tabulke. Dosta-
neme nové rieSenie. Vypocitame nové relativne ceny a diferencie (zapisané v nasledujtice;j

tabulke).
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— O, O, O3 O,
-15 2 1 —1
6 o 2 @ 1 2,5
D, 9 1
0 -15 —75 | 2 0 1 0 | -1 -35
3 9 7 3,5
Do 2 8
45 3 0 |65 —25 | 55 —15 | 3,5 0
4 ® 5 o 6,5 11
Ds 4 6
5,5 4 0 |75 25 | 65 0 | 45 —6,5

Znova ostala jedna kladné diferencia dzs = 2,5. Ozna¢ime toto policko symbolom & a
vytvorime cyklus: x3s — 19 — 213 — X33 — x32. V tomto cykle sa nachadzaju dva
zaporné symboly & s hodnotami x19 = 9 a z33 = 6. Minimum je x33 = 6. Hodnotu 6
prevedieme cez cely cyklus podla zadanych znamienok. Dostavame nové béazické pripustné

rieSenie a overime, Ci je optimélne.

Uy + U2
Uy + U3
Ug + U1
Ug + Uy
ug + vy

U3 + Vg

=2

=35

RN

Vysledok testu zapiSseme do nasledujicej tabulky.
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vy =15
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— 04 O, Os O,
1 2 1 1,5
6 2 1 2,5
Dy 3 7
0 1 —5 | 2 0 |1 0o |15 -1
3 9 7 3,5
D, 2 8
2 3 0 |4 5|3 -4 |35 0
4 5 6,5 11
Dy 4 6
3 4 0 |5 0 |4 —25 | 45 —6,5
Ziadna z diferencii nie je kladné, takze toto rieSenie je optimélne: x5 = 3, x13 = 7,

Tor = 2, Toy = 8, 131 = 4 a w35 = 6. Hodnota ucelovej funkcie je foP' = 93.

6.4 Nevybalansovany dopravny problém

Doteraz sme predpokladali, Ze dopravny problém je vybalansovany, teda plati, Ze

m n
E a; = E bj.
i=1 j=1

Dopravny problém je nevybalansovany, ak nastane jedna z moznosti:

1. Ak plati, ze

m

Z(li < ibj,
j=1

i=1
t. j. celkové poziadavky odberatelov su vacsie ako celkové kapacity dodavatelov.
V takomto pripade pridame fiktivneho dodavatela FD = D,,, ;1 s kapacitou

n m
N S
j=1 i=1
a vSetky ceny ¢pq1; =0, pre j =1,2,...,n.

2. Ak plati, ze

m n
Z a; > Z bj,
i=1 j=1
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t. j. celkové kapacity dodéavatelov prevySuju celkové poziadavky odberatelov. V ta-
komto pripade pridame fiktivneho odberatela FO = O,,;1 s poZziadavkou

m n
b1 = E a; — E bj
i=1 j=1

a vietky ceny ¢; 41 =0, prei =1,2,...,m.

Dostavame vybalansovani tlohu, ktord rieSime podla vyssie popisanych postupov. Obe
situdcie st vyobrazena v nasledujucich dvoch tabulkach:

— 01 On Q;
v1 Un
c11 Cin
Dy T Tin ay
u1 ch di1 i, din
c21 C2n
D2 T Ton as
ug chy do1 Chn, don
Cm1 Cmn
Dm Tmi Tmn Am
Um chi dm1 hn dmn
Cm+1,1 Cm+1,n
Dm+1 Tm+1,1 Tm+1,n Gm+1
Um+1 C{rn+1,1 dm+41,1 Cfm+1,n dmi1,n
b, by by SUM




- Ol On On+1 a;
V1 Un Un+1
C11 Cln Cl,n+1
D, T11 Tin T1n+1 ay
uy chy di1 A din | €] i1 d1,nt1
c21 C2n C2,n+1
D, T21 Ton T2 n+1 a2
U chy do1 chn don 0’27”+1 do,nt1
Ctm1 Cmn Cm,nt1
Dm Tm1 Tmn xm,n+1 A,
Um ch dm1 Chon dmn C;ﬂ,n+1 dm,n+1
b by b, brt1 SUM

6.5 Degenerované rieSenie

Podla definicie[6.1.2] degenerované pripustné rieSenie dopravnej ulohy je riesenie, ktoré ma
menej ako m + n — 1 obsadenych policok. To zodpoved& menej ako m + n — 1 rovniciam
v stistave pri teste optimality. Preto je potrebné doplnit obsadené policka nulami tak, aby
ich bolo prave m + n — 1 a navyse, ak uloha nie je optiméalna, a je potrebné najst nové
bézické pripustné rieSenie, tak v prislusnom cykle musia byt obsadené policka s nulami na
pozicii kladného znamienka, t.j. musia byt v cykle oznacené symbolom ®.

Priklad 6.5.1 Ndjdi optimdlne rieSenie dopravnej ilohy zadanej nasledujicou tabulkou:
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- 01 02 03 04 a;
6 2 1 2

Dy 20
3 9 7 5

D, 10
4 5 6 11

Ds 20

b; 15 9 16 10 50

Riesenie: Sucet poziadaviek odberatelov sa rovna suctu kapacit dodavatelov, preto DP
je vybalansovany a nepotrebujeme pridat FO, ani FD. N4djdeme nejaké pripustné riesenie
daného vybalansovaného dopravného problému.

— 01 02 03 04 a;
6 2 1 2

Dy 11 9 20
3 9 7 5

D, 10 10
4 5 6 11

Ds 4 16 20

b 15 9 16 10 50
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Testom optimality overime, ¢i dané pripustné rieSenie je optimalne. V tejto tabulke je
obsadenych 5 policok, ale na test optimality potrebujeme m+n—1=3+4 —1 = 6 obsa-
denych policok. Dané pripustné rieSenie je degenerované, preto potrebujeme obsadit jedno
neobsadené policko nulou. Zvolime také policko, aby v cykle bolo oznacené znamienkom
@ a zaroven tvorilo cyklus. Aby sustava bola rieSitelné, tak musime obsadit policko vo
stvrtom stlpci alebo druhom riadku. Polozme x4 = 0.

— O O, Os Oy
6 2 8 2
) 6 2 | @ 1 2
D, 11 9 0
0 6 02 0| 8 7|2 0
3 9 7 5
Dy 10
3 9 6|5 -4 |11 415 0
& 4 5 | © 6 11
Dy 4 16
-2 4 00 5|6 0o —11
u+v; =6 — uy=0Av; =6
UL +vy =2 — Vg = 2
UL +vg =2 — Vg = 2
Uy +v4g =D — Uy = 3
ug+vy =4 = Uz = —2
us+v3 =06 = v3 =8

Tabulka nie je optimalna, pretoze tri hodnoty d;; st kladné, najvicsia z nich je dijs = 7.
Vytvorime cyklus (vyznaceny v predchadzajicej tabulke) s novym pripustnym riesenim
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(nasledujuca tabulka) a otestujeme ho na optimalitu.

U+ vy =2 = U =0Avy =2
u +vy3 =1 — vy3 =1
U +vg =2 = vy =2
Uy + vy = — Us = 3
Uz + 11 4 = v = —1
us + vy = = U3 =95
— O, O, O3 Oy
-1 2 1 2
6 | © 2 | @ 1 2
D, 9 11 0
0 ~1 -7 | 2 0|1 0 |2 0
3 9 7 5
D, 10
3 2 -1/ 5 4| 4 -3 |5 0
4 | o 5 | e 6 11
D3 15 5
5 4 0|7 2 |6 0|7 —4

Ani toto rieSenie nie je optimalne rieSenie, no kladné je uz len jedna diferencia, takze
jej zodpovedajice policko bude pivotom. Pozdlz takto vzniknutého cyklu distribuujeme
hodnotu 5, dostavame dalSie pripustné rieSenie a urobime pre neho test optimality (nasl.
tabulka). Toto rieSenie je tiez degenerované, kedze pocet nenulovych hodnét pre z;; je
mensi ako 3+ 4 — 1. No nula je mimo cyklu, takze jej pozicia sa nemeni a ostava v bazic-
kom pripustnom rieseni.

U + Vg
Uy + U3
U + V4
Ug + Uy
usz + v1

U3 + Vg

=2
=1
=2

Ll
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— O, O, O3 O,
1 1 2
6 2 1 b 2
D, 4 16 0
0 1 -5 0 1 0 2 0
2 3 9 7 o 5
D, 10
3 4 1 —4 | 4 -3 1| 5 0
S 4 5 6 11
Ds 15 )
3 4 0 0 4 —2 5 —6

V tejto tabulke je kladna diferencia dy; = 1. Z toho policka a obsadenych policok vy-
tvorime cyklus xo) > x31 — T3z — T1o > T4 > Tog —> Top a pozdlz neho distribuujeme
hodnotu 4. Pre vzniknuté rieSenie urobime test optimality.

u+vg =1 — up =0Av3=1
UL +v4g = = vy =2
Uo + V1 3 — v =0
Uy + Vg = — Uy = 3
us + vq 4 = uz =4
U + vy = — vy =1
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Ziadna diferencia nevysla kladn4, takze dostali sme optimalnu tabul'ku. Citatel si Tahko vy-
piSe hodnoty optimélneho riesenia a vypocita hodnotu tcelovej funkcie pre toto optimalne

rieSenie sam.

— Oy O, Os Oy
0 1 1 2
6 2 1 2
D, 16 4
0 0 -6 | 1 -1 1 0 |2 0
3 9 7 5
D, 4 6
3 3 015 —4 |4 -3 (5 0
4 5 6 11
Dy 11 9
4 4 0|5 05 16 -5
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Register

ucelova funkcia,

tloha linedrneho programovania, [I1] [12] [25]

Standardny tvar,
dualna tloha,
kanonicky tvar,

koeficienty ucelovej funkcie,

koeficienty ohraniceni, [L3]
koeficienty pravych stran,
maticovy zapis, [14]

mnozina pripustnych riesent,

neohranicena,
nepripustna, [I4]
ohranicena, [14]

pripustna, [I4]

rozhodovacie premenné,
vSeobecny tvar,
vektorovy zapis, [L3]

tloha matematického programovania, [9)

béza,
bézické pripustné riesenie, [A0]
bézické rieSenie, 39

celoCiselné linearne programovanie, [68|
tloha celoc¢iselného programovania, [68]

Gomoryho rez, [77]

Gomoryho zlomkovy algoritmus, [76}, [77]
grafické riegenie tlohy CLP, [70]

relaxacia ulohy CLP,

dopravny problém,
Standardny tvar,
Startovacie metody, [84]
indexova metoda, [84]
severozapadny roh,

bézické pripustné riesenie, [82]
celkové prepravné naklady, [82]
dodéavatel,
nevybalansovany, [82]
odberatel,
poziadavky dodavatela,
poziadavky odberatela, [82]
rieSenie
degenerované, [82]
nedegenerované,
simplexové tabulka,
test optimality, [89]
vybalansovany, [82]
duélna tloha,
priméarno-dualna dvojica, [40]
Silné veta o dualite,
Slaba veta o dualite, [16]
Veta o komplementarite, [47]
Veta o symetrii,

Hlavna veta LP,

konvexnéa kombinacia, [31]

konvexné mnozina,
krajny bod,
mnozina optimalnych rieseni,
mnoZina pripustnych rieseni, 32|
polyedricka, [32]

konvexny obal,

linearna funkcia,
aditivnost, [12]
proporcionalita,
linearne programovanie, vid tloha linearneho
programovania

Vogelova aproximacna metoda, [84] matematicky model, [I0]
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metoda matematického programovania, []
ohranic¢ujtice podmienky,

pivot, (2]
pivotovanie, [52]
problém
tuloha o diéte, [17]
tloha o planovani vyroby, [15]
tloha o reznom pléne,
dopravna tloha,
priradovaci problém,
zmieSavacia tloha, vid uloha o diéte

relativna cena,

rieSenie, [I4]
bézické pripustné riesenie, [A0]
bézické rieSenie, [39
degenerované riesenie, [A0]
optimaélne,
pripustné, [T4]

rozhodovacie premenné,

simplexova metoda,

dualny algoritmus simplexovej metody,

64

dvojfazovy simplexov algoritmus, [59)
nepripustna tloha LP, [64]

pivot, 52|

pivotovanie, [52] 55

pomocné tloha, [60)
primarny simplexov algoritmus, [56|
relativna cena,
simplexov algoritmus,
simplexova tabulka,

dualne pripustna,

optimalna, [56]

primérne pripustna, [55]
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