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Predhovor

Téato knizka je urcena pre studentov inzinierskeho stupna stidia na Fakulte elektro-
techniky a informatiky TUKE. Nadvézuje na predmety Operacna analyza z bakalarskeho
stupna studia a Optimaliza¢né metody z inzinierskeho stupna studia. V tychto predmetoch
studenti ziskaju zakladné zrucnosti s linearnou optimalizaciou a simplexovym algoritmom
a vSeobecnymi principmi a postupmi v optimalizacii. Na to vSetko nadvazuje tato uceb-
nica, ktora rozsiruje metdédy a analyzy z linedrnej optimalizacie a vyuzitia simplexovej
metody a tiez uplatnenie vSeobecnych principov hladania optima na tlohy kvadratického
programovania.

Tento ucebny text je dostupny na CD a na web stranke KMTI FEI TUKE a v systéme
Moodle, ktory je spravovany FEI TUKE.

Kosice, 30. augusta 2016 Autori
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Zoznam skratiek a symbolov

LP — linearne programovanie

a; — i-ty riadok maticer A
A; — j-ty stlpec matice A

F' — mnozina pripustnych rieseni ilohy LP

i:opt

— optimalne riesenie tlohy LP
foPY(Z) — hodnota tcelovej funkcie v bode ¥ = Z°P', optimalna hodnota tlohy LP
B(i) - stlpcovy index matice A, ktory reprezentuje i-tu zlozku bézy B
BR - bazické riesenie
P — primana tloha LP
D — dualna tdloha LP
Fp — mnozina pripustnych rieSeni primarnej tulohy LP
Fp — mnozina pripustnych rieseni dualnej ilohy LP
CLP - celociselné linearne programovanie
ZPPY — optimdlne rieSenie relaxdcie tlohy CLP
{a} — zlomkova Cast ¢isla a
la] — dolné celd cast ¢isla a
¢ — cenovy vektor, vektor koeficientov tucelovej funkcie ulohy LP
A — matica koeficientov ohraniceni tlohy LP

b — vektor pravych stran ohraniceni ulohy LP

f — ucelova funkcia






Kapitola 1

Anticyklické pravidla

1.1 Uvod

V pripade degenerovanych tloh linedrneho programovania sa v priebehu vypoc¢tu moze stat,
Ze pri vibere pivota v danom stlpci nebude len jeden miniméalny podiel. Dosledkom takejto
situdcie bude, ze sa v nasledujicom kroku objavi v simplexovej tabulke v nultom stipci
aspon jedna z bazickych premennych s hodnotou 0. V takomto pripade neddjde ku zmene
hodnoty tcelovej funkcie v dalsSom kroku prechodu od jednej bazy k druhej. Z tohto dévodu
je tu nebezpecie, ze sa budeme znovu vracat k bazam, ktoré sme uz predtym prechadzali
(t.j. vznik& tu nebezpecie zacyklenia algoritmu). Existuje viacero sposobov ako takejto
situacii predist. Zakladnou myslienkou je upresnenie pravidiel vyberu kltucového stipea a
riadku tak, aby bol vyber vzdy jednoznac¢ny. Takymito pravidlami si, napr. lexikografické
a Blandovo pravidlo, ktorym sa budeme blizsie venovaf.

Definicia 1.1 (Cyklus v simplexovom algoritme) Cyklom v simplexovom algoritme
rozumieme konec¢nui postupnost krokov simplexového algoritmu, ktory zac¢ina a kon¢i rov-
nakou bazou, a teda aj rovnakou simplexovou tabulkou.

Veta 1.1 V priebehu kazdého cyklu sa hodnoty pravych strdn ohraniceni v nultom stlpei
nemenia a v kazdom kroku algoritmu pre riadok ¢, ktory obsahuje pivot plati, ze z;o = 0.

Dokaz:
Ak vznika cyklus medzi bazami B! a B2, tak potom

— — — —/ — !
¢l g2l 7 ¢l

1\
v
1\
v

ET'fB2:€T'fB1, (11)

z ¢oho vyplyva rovnost vo vSetkych uvedenych nerovnostiach. Zo zmeny tcelovej funkcie

—h = —h — =% musi platif z;0c; = 0 a kedZe ¢; < 0, tak nutne z; = 0.
ij

9
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Nésledne pre vietky zvysné k € {1,...,m} plati zyo := zpo — 22X

oy = Thos & tak nulty

stIpec simplexovej tabulky zostéva bez zmeny.

Q. E. D.

1.2 Lexikografické pravidlo

Zakladné fakty:

e autormi si Dantzig, Orden a Wolfe;

e od zakladnej procedury sa lisi iba spresnenym vyberom pivotového riadku, ktory sa
urcuje pomocou zlozitejsieho pravidla a to v pripade, ak by mohlo d6jst k zacykleniu
algoritmu;

e tito metdédu mozno pouzit v Tubovolnej iteracii za predpokladu primarnej pripust-
nosti simplexovej tabulky:.

.....

T = (x1,...,2,)" je lexikograficky vicsi ako vektor ¥ = (y1,...,yn) ", piSeme T = ¢, ak
plati

(i) (@ > i) A (Vi < i) (@i = y;).
Vektor @ je lexikograficky kladny, ak @ > 0, t.]. ak prva jeho nenulovd zlozka je kladna.

ALGORITMUS:

Predpokladajme, 7ze vsetky riadky v simplexovej tabulke st lexikograficky kladné (okrem
nultého), t.j. iloha je primdrne pripustna. Pravidl4 pre vyber riadkov a stipcov v simple-
xovom algoritme su nasledovné:

P1: vyber lubovolného stipea j €{1,...,n} srelativhou cenou ¢; < 0, odporuca sa vyber

stlpca s najnizsou relativnou cenou;

P2: vyberriadkui € {1,...,m}, v ktorom sa nadobuida lexikografické minimum z riadkov
simplexovej tabulky %(l‘io, .oy Tin) " pre x;; > 0, t.j. v pripade ak vyber pivota nie
ij
je jednoznacny
an)

A=Ak) =2 = min {l},prekng{l,...,m} (1.2)

(L‘k] l: $lj>0 ./I,'lj

vyberdme i-ty riadok tak, aby vektor f(l’io, ..., Tin) " bol lexikograficky minimalny
7
z0 vietkych vektorov (o, .. 2,) " pre dané k € K.
J
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Zakladné vlastnosti algoritmu:

e na zaklade pravidiel vyberu pivota v zmysle lexikografického usporiadania riadky
zostavaju lexikograficky kladné;

e na zaklade pravidiel vyberu pivota v zmysle lexikografického usporiadania a pred-
chadzajucej vlastnosti nulty riadok ostro lexikograficky rastie;

e 7 predchadzajicej vlastnosti vyplyva, ze simplexova metdéda skonc¢i po konecnom
pocte krokov.

1.3 Blandovo pravidlo
Zakladné fakty:
e autorom je Robert G. Bland v roku 1977, pozri [3];

e Blandovo pravidlo, nazyvané aj ako pravidlo najmensich indexov, pozaduje volbu
pivotovaného stipca s najmensim indexom (t.j. minimélne j s prislusnou zapornou
relativnou cenou) a z moznych pivotovanych riadkov pre dané j ak vyber pivota nie
je jednoznac¢ny kvoli viacerym rovnakym minimalnym podielom potom volime ten,
ktorého bazickd premennd méa minimalny index (t.j. By — ,index bazickej premennej
v k-tom riadku® je miniméalny mozny pre uz zvolené 7). Inak povedané, medzi bazické
indexy prichadza minimalny mozny a odchadza tiez miniméalny mozny index;

e v revidovanej metode je lexikografické pravidlo nepouzitelné, no pravidlo najmensich

indexov sa aplikuje bez problémov.

Myslienka algoritmu:

Uvazujme zékladny problém

min{é 'z : Az = b, > 0}, (1.3)
kde A je matica typu m x n pre m < n a nech B = (By,..., B,,) je usporiadand m-
tica vzdjomne réznych ¢isel z {1,...,n}. Cielom v danom kroku algoritmu je prejst od

B,: (Bl, ey Bi—la BZ‘, Bz‘—i—l,/- . ,Bm) k Bl = (Bl, ce 7B7j—17 Bj, Bi+17 ey Bm); tJ v i-tom
stlpci sa ma objavif j-ty stlpec jednotkovej matice. Inak povedané, aktudlnu simplexovi
tabulku prepivotujeme prvkom z;;. Samozrejmou poziadavkou pri vybere pivota je zachova-
nie primarnej pripustnosti simplexovej tabulky, zachovanie bazi¢nosti a klesajticost hodnot
ucelovej funkcie, z ¢oho dostavame néasledujice podmienky: z;; > 0, i;’ = MiNg: 4,50 {i—’;?, },
ac; <0.
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Pravidla vyberu v Blandovom pravidle:

Predpokladajme, Ze v simplexovej tabulke nie je splnena podmienka optimality a tiloha
nie je neohranicena.

P1: vyber prvého stipca j € {1,...,n} zlava s relativnou cenou ¢} < 0, t.j.

J =min{s: ¢, <0};

P2: vyber riadku ¢ € {1,...,m} s pivotom z;; > 0 tak, aby fﬁ) = MiN: 4, ;>0 {M} Ak

ij
vyber pivota nie je jednoznac¢ny

A=Mk) =2 = min {m;},prekng{L...,m} (1.4)

'Tk] l:$l]'>0 xlj
vyberdme i-ty riadok tak, aby ¢ = min{By, : k € K}.
ALGORITMUS:

Cely proces pouzitia Blandovho pravidla mozeme zhrnit nasledovnym algoritmom po
zostaveni vstupnej simplexovej tabulky:

opt :== false and neohr := false

repeat
if @ >0 then opt := true
else
begin
J:=min{l: ¢ <0}
if A; < then neohr = true
else urc 7 podla Blandovho pravidla, pivotovanie s x;; a B; = j
endif
end
endif

until (opt or neohr)
if opt is true then Z'p je optimélne riesenie
else 1loha je neohranic¢ena

endif

Veta 1.2 Simplexovy algoritmus s pouzitim Blandovho pravidla skon¢i po kone¢nom pocte
krokov.

Dokaz:
Predpokladajme, ze pri pouziti Blandovho pravidla dojde k zacykleniu. Ozna¢me K ako
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mnozinu vsSetkych indexov k, ktoré vstupovali do bazy v priebehu daného cyklu. K je
koneéna mnozina, a tak nech ¢ = max K. O danom indexe ¢ teda vieme, ze v istom
kroku algoritmu musela vstipif premenna x, medzi bazické premenné (nech By je mnozina
béazickych indexov v danom kroku a y, < 0 prislusna relativna hodnota premennej z,) a
v nejakom dalsom kroku z nich vystipit (nech v danom kroku bol vybrany pivot zo stipca
s prislusnou hodnotou ¢ < 0).

Na zéklade uvedenych predpokladov nasledne definujme z predpisom: zp = Ag, (t.].
zp; = ajs pre kazdé j), Cize z; = —1 a z; = 0 inak. Z definicie dostdvame vlastnosti
2p = AR'-A;a Ap - zp + (—1)A, = A, = 0, ktoré priamo vyuzijeme pri nasledovnych
rovnostiach

y-z:(5T—EBO-AE;-A)-z:E'T-z:EE-quLcS-zS:E’;-Agl-As—csz—c;>O.

To znamena, ze pre nejaké k je yy - 2z, > 0. Kedze y, # 0 tak k € By. Podobne z, # 0,
a tak z definicie z bud & € B alebo k = s, t.j. bud je v baze alebo prave vstupi do K.
Lahko overime, ze k # q.

(1) Ak yx < 0, tak k£ by pripadalo do uvahy pre vstup. No nakolko nebolo vybrané, tak
q<k.

(2) Ak yr. > 0 a z > 0, tak potom aj 2z, = zp, = a,s > 0 pre nejaké r. Ale ak y,, > 0 a
navyse k € B\ By, tak k muselo vystupit a tak =, = 0, t.].

x s
0= TO:mm{ ]O:ajs>0}.

Qs Ajs

Cize p bolo vhodné pre vyber, no nebolo vybrané, a tak g < k.

V oboch pripadoch sme ukazali, Ze ¢ < k, ¢o je spor s predpokladom vyberu ¢ = max K.

Q. E. D.

1.4 RiesSené priklady

Uloha 1.1 Pomocou simplexovej metédy vyrieste nasledujici problém:

f(z1, 29, 23, 24) = 2021 — 53x9 — 4123 4+ 20424 —> min,
2¢1 — 1lwg — b3 + 1824 < 0,
—x1 + 4wy + 223 —8x4 =0,
—2x1 + 1lxy + ba3 — 1824 =< 1,
T1,...4 = 0.
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Riesenie:
Prepiseme danu tlohu LP do standardného tvaru s doplnkovymi premennymi sq, sy a Ss,
ktoré budu zaroven bézicke:

f(l'l,l'Q, X3, .774) = 201’1 — 531’2 — 411’3 -+ 2041‘4 — min,

201 — 1lxy — b3 + 1824 +s51 = 0,
—x1 + 4.7,‘2 + 2]33 - 81’4 + S2 = 0,
—2.’13'1 + 111}2 + 51’3 — 181’4 + S3 = 1,
T1,...4,851,52,52,53 z 0.
Danu ulohu zapiseme do simplexovej tabulky
B o T ) xT3 Ty S1 | S2 | S3

-1 0| 20| —-53|—-41]204 | 0] 0|0

x5 | 0 2 | =11 =5 | 18 | 11010

x| 0| -1 4 | 2 | =8[0]1]0

zr | 1| =2 11 | 5 | =18 0|0 |1

V nultom riadku sme tak ziskali zaporné relativne ceny pre premenné zo a x3. Pri
zvoleni si stlpca, ktory je reprezentovany premennou xs, sa pivotom stava ¢islo 4 na za-
klade jednoznacnosti vyberu t.j. min {%, 1—11} = %. Po néslednom prepivotovani ¢islom 4

dostévame tabulku

B | x| 1 | 22| 23 | x4 | S1| S2 | S3
oo -2log|0o]| 3 |0
zs | O =210| & [-4|1] & |0
x| O =3[1] 5 [-2|0] 7 |0
zz | 1 30| —3] 4021

Pri vybere stlpca reprezentovaného premennou z3 sa z nejednoznacnosti vyberu mi-
nima, t.j. min {%, %}, podla lexikografického pravidla stdva pivotom ¢islo % pre riadok
tabulky, ktory je reprezentovany premennou s;, pretoze pri urcovani lexikografického mi-

nima plati:

[S¥]

1
4
<-I-
2

w\H‘ |
S

Po naslednom prepivotovani stanovenym pivotom ziskame tabulku
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8
w
[a=)
|
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—_
|
0]
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=
=
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i) 0

O | NI
o
o
o
—
o
—

XT7 1

Pri vybere stlpca repezentovaného premennou z; je z jednoznacnosti pivotom ¢islo 4

2
pre riadok premennej xo, po prepivotovani dostavame tabulku

B i T | Ty | T3 Ty S1 S9 S3
- (0] 0130042 | —-1181|0

z3| 0] 0] 3|1 |-2]-1]-2]0

x| 011204 |-2]-5]0

zz | 1O O[O0 1] 0|1

Na zaver, pri vybere stlpca repezentovaného premennou s; je opéf z jednoznacnosti
pivotom cislo 1 pre riadok premennej s;.

B | xg | x| 22| 23| x4 | S1 | So | S3

-1 )03 042]|0]18]1

z3| 1|03 |1 |-2]0]-21

x| 2011204 [0]|-=5]2

zs | 1O 0010|101

Pomocné nebézické premenné s, a s3 maju kladné relativne ceny, preto méa tloha jedno
optimdlne riefenie a to ' = (2,0,1,0)" a fPY(F) = —1. v

Uloha 1.2 Pomocou simplexovej metédy vyrieste nasledujici problém:

f(x1,29) =21 — x93 —> max,

25(]1 + 31’2 = 3,
142 = 2,
Ty, T2 2 0.

Riesenie:
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Najprv je potrebné vyriesif pomocnu tlohu zavedenim pomocnych premennych p; a ps v
danych ohraniceniach:

2x1—0—3x2—|—p1 = 3,
$1+2l’2+p2 = 2.

Pomocné aloha ma tvar:

b1 +p2 — mina

201+ 322 +p1 = 3,
T1+2r0+p = 2,
X1,T2,P1, P2 2 0

Pomocnu tdlohu zapiseme do simplexovej tabulky:

B |z || x| 22| D1 | D2
-10040]0]1]1

ml3)2/3]1]0

pml2] 11201

Nakolko st premenné pq, ps bazické, tak ako prvé si potrebné prislusné prepivotovania,
aby sme dosiahli nulové hodnoty v nultom riadku pre dané bazické premenné

B |z | 1 | 22 | p1]| D2
- | =51 -=-3]-5]010

m| 31 23[1]0
w2 1] 2 01

Pri rieseni pomocnej tlohy pri hladani pivota pouzijeme lexikografické pravidlo. Pri vy-
bere stipca reprezentovaného premennou zs sa z nejednoznacnosti vyberu minima, t.j.
min {%, %}, podla lexikografického pravidla stava pivotom ¢islo 2 pre riadok tabulky, ktory
je reprezentovany premennou py. Po naslednom prepivotovani stanovenym pivotom ziskame

tabulku

B |xy| z1 |22 | p1 | D2
fO—l()O%

p1| O

) 1

NI= | N
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Pri vybere stlpca repezentovaného premennou x; je z jednoznacnosti pivotom ¢islo % pre
riadok premennej p;, po prepivotovani dostdvame tabulku

B |zp|| 1| 22| p1 | D2
-0} 0|0 11

x| 0O 110} 2|3

x| 1| O] 1| —=1] 2

Pomocna uloha tymto kond¢i a vraciame sa k povodnej tlohe, kde treba poznamenat, ze
ucelova funkcia ma tvar —x; + ro — min:

B i X1 T2
-1 0] -1]1

x1 | 0 110

i) 1 0 1

Nakolko st premenné xq,xy bazické, tak ako prvé st potrebné prislusné prepivotovania,
aby sme dosiahli nulové hodnoty v nultom riadku pre dané bazické premenné

B i) 1 | To
-1 =14010

1| 0 110

i) 1 0 1

Pomocné nebazické premenné nie si, preto ma tuloha jedno optimalne rieSenie a to
TP = (0,1)" a foPY(F) = —1. v/

Uloha 1.3 Pomocou simplexovej metédy vyrieste nasledujici problém:

f(z1, 29, 23, 4) = 2021 — 53z9 — 4123 4+ 20424 — min,
2¢1 — 1lwg — b3 + 1824 < 0,
—x1 +4x9 + 225 — 824 =0,
—2x1 + 1lxy + ba3 — 1824 =< 1,
T1,...4 = 0.
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Riesenze:
Zavedieme pomocné premenné xs, xg a 7, ktoré budu zaroven bazicke:
f(x1, x0, 23, v4) = 2027 — 53x9 — 4123 + 20424, — min,
21‘1 - 111‘2 - 51’3 + 181‘4 + x5 = 0,

—x1 +4x9 + 223 —8x4+2¢ = O,
—2x1 4+ 11lzo + 523 — 1824 + 27 = 1,
r1,.7 = 0
a zapiseme danu ulohu do simplexovej tabulky
B x| 1 | 29 T3 Ty | Ts | g | T7

— 10|20 | —=53|—-41]204 | 0|00

x5 | 0 2 |—-11| -5 | 18 [ 1|00

x| 0| =1 4 | 2 | =80 |1]0

x| 1| =2 11 5 =181 0] 0 |1

Na zdklade Blandovho pravidla pre vyber stipcov, je prvym stlpcom zlava so zipornou
relativnou cenou stlpec pre premenni x,. Z jednoznacnosti minima, t.j. min {%, ﬁ = g,
je nasledne pivotom ¢islo 4, po prislusnom prepivotovani dostavame tabulku

B x| 1 | 22| 3 | T4 | x5 T7

Te
—lo | Z o |-Z]9g|0]| 2 |0

s [ 0| =210 ] 5 |—4|1 | & |0
| 0| =31 3 |-2]0| 3 |0
g [ 1| 3 0] -2 4|01

Pri vybere stipca reprezentovaného premennou z3; podla Blandovho pravidla je pivotom
¢islo % pre riadok premennej x, pretoze By = 5, By = 2 a min{By, By} = 2. Po prepivo-
tovani pivotom % dostavame tabulku

B | x| 1 | o | 23| x4 | x5 | X6 | T7
~ 0| -2]29]0]40] 0| % |0
5| 0 | —3|—-110|=2|1]35 |0
3| 0| =32 |1 |40 35 |0
zz | 1| 5 | 1[0} 2]0|=-2|1
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Nakoniec, pri vybere stlpca reprezentovaného premennou x; je z jednoznacnosti pivotom
¢islo % pre riadok premennej x; a dostavame nasledujicu tabulku

zs | 1 (O] OO0} 0 1] 0|1

x| 211204 ]0]|-=5|2

Pomocné nebazické premenné xg a x7 maju kladné relativne ceny, preto mé uloha jedno
optimalne riesenie a to F°P' = (2,0,1,0)" a foPY(F) = —1. Y

Uloha 1.4 Maly podnikatel vo svojej dielni¢ke vyrdba dva typy vyrobkov: virobok A a
vyrobok B. Zamestnava dvoch zamestnancov, ktorych produktivita je priblizne rovnaka.
Vyroba jedného vyrobku A trva 4 hodiny, jeho zaverecné opracovanie trva 1 hodinu, pri vy-
robku B je to 9 hodin na vyrobu a 2 hodiny na zavereéné opracovanie. Kazdy kus vyrobku
zaber4 na sklade 1m? a kapacita skladu je 12m?3. Na vyrobu vyrobkov mé podnikatel ma-
ximalne 48 hodin a na zaverecné opracovanie maximalne 12 hodin. Zisk z predaja jedného
vyrobku A je 65 € a vyrobku B je 48 €. Kolko kusov a ktorého typu ma podnikatel vyro-
bit, aby bol zisk maximélny? (V pripade mozného zacyklenia je potrebné pouzit Blandovo
pravidlo.)
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Riesenie:

Nech premenné z; a xs oznacuju pocet vyrobkov typu A a B.

f(zq, x9) = 6521 + 481,
dxy + 929

1 + 27

1+ Xo

T1, T2

Zavedieme pomocné premenné xs3, x4 a x5, ktoré budu zaroven bazické:

IV 1A TIA TIA l

f(zq,29) = 6521 + 48z — max,

4.’131 + 9.1'2 + T3 = 48,

T+ 2r0+1y = 12,

X1+ To + T5 = 12,

T1y...,T5 2 0.
a zapiseme danu tlohu do simplexovej tabulky

B |z & T2 | T3 | X4 | Ts
-0 || —-65]—-48 01|00
x3 | 48 | 4 9 11010
Ty | 12 1 2 0110
xs | 12 1 1 0011

Na zéklade Blandovho pravidla pre vyber stipcov, je prvym stlpcom zlava so zdpornou
relativnou cenou stlpec pre premennt z; a pivotom ¢islo 4 pre riadok premennej x3, pretoze
By =3, By = 4, B3 = 5 a min{By, By, B3} = 3. Po prislusnom prepivotovani dostavame

tabulku
B To || X1 | T2 | T3 | Xa | Ts
~ | 780 || 0 | 2] & 0|0
w1210 F 1 $]0]0
zg | 0[O =2]—=211]0
5| 0 |0 =2]—-2]0]1

Pomocné nebéazickd premenna x3 ma kladnu relativnu cenu, preto mé tloha jedno opti-

mélne riesenie a to 7°P' = (12,0)" a f°PY(F) = 780.

v
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1.5 Neriesené ulohy

1.1 Lexikografické usporiadanie vektorov. St dané vektory z aritmetického vektorového
priestoru RS:

@=(0,2,0,3,0,5)", b=(0,2,-6,-6,5,6)", &=(0,0,0,-5,6,7)",
d=(10,0,6,5,4,3)T, &=(10,7,7,6,5,4)", f=(-6,8,2,2,—1,0)7.
a) Ktory z vektorov d, .. ., f je lexikograficky kladny?
b) Ktory z vektorov a, ..., f je lexikograficky zaporny?

c) Usporiadajte vektory d, ..., f lexikograficky vzostupne (od lex. najvacsieho po lex.
najmensi).

1.2 Vypocitajte vsetky vhodné celociselné ohodnotenia premennych a, b a ¢, pre ktoré
plati a,b,c € (=5,5) tak, aby vektory &, ¥ a Z boli lexikograficky usporiadané vzostupne
(od lexikograficky najvécsieho po lexikograficky najmensi), ak

F=(a,3,-1)", 7=(0,b,1)", Z=1(c3,0)".

1.3 Je dana simplexova tabulka s parametrami a, b, ¢, d, e, f a g.

B | xg |l x| 22 | 23| x4 | 25 | 6 | 7
- /51040 |=3]01]0
xz3| 2 | 0| a 1 b | 0] 210
x5 | 41 0| ¢ | O] d ] 1|30
x| 4 1 e 0| 4 10]-11]0
x| 2010 f O] g |0 21

Urcte vsetky vhodné celociselné ohodnotenia parametrov a, b, ¢, d, e, f a g tak, aby
po ich dosadeni do simplexovej tabulky a naslednom aplikovani lexikografického pravidla
nahradila premenna x4 v baze premennu x5. Pre premenné platia nasledovné podmienky:
1<bhb<51<d<6a4d<yg.

1.4 Vypocitajte optimalne riesenie tlohy, ktorej postupnym rieSenim vznikla nasledovna
simplexové tabulka (nie si tam pomocné premenné)
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B | xg| x1 |29 | 23| xa | x5 | 76 | T7
-lo| 200|000 |-H]5
x5 | 0 g 0]0)]0 |1 —% 8
xa | O —% 110070 % —1
x3 | 0 —% O] 1]00 % -3
xg | 1 0O ]0]O01]O0 1 0

1.5 Vypocitajte optimalne riesenie tlohy zapisanej do simplexovej tabulky, v ktorej su
pomocné premenné xy, s a Xg.

B X X1 X2 T3 | Ty | T | T
-1 0]=5-6]3 0100

x4 | 0O 3 |1 |3, 11010

x5 0 1 |2 | =1101]1]0

x| 0] O | =4, -=1]01]0]1

1.6 Rieste zadanu tlohu lexikografickym pravidlom:

f(z1, e, 23, 24, x5) = 221 + 429 + 323 + 624 + S5 —> min,
3rs+x3+ 35 = 9,

Ty — T3+ x4 + 275

1+ 39 + 223 + 375

8
\'}—‘
@
v

1.7 Rieste zadantd ulohu lexikografickym pravidlom:

f(Il, 5132,.7)3) = 41’1 - 4%‘2 - 3.733
xr1+ X9 + 2]73

3!131 —I‘Q—FZL'g

=
E

X1+ Ty — T3

IV A TIA TIA l
Q “l\D W
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1.8 Rieste zadanu tlohu lexikografickym pravidlom:

f(x1, 22,23, 24) = 21 + 22 + 23 — min,

1+ 29+ 3x3 = 3,
—x1 + 229 + 623 2,
4y + 923 = 5,
3rs+z4 = 1,

T1,..4 2 0

1.9 Rieste zadanu tlohu lexikografickym pravidlom:

f(zq, 29, 23, 24) = —0,7521 + 2029 — 0,523 + 624 — min,
0,251’1 — 81‘2 — X3+ 91’4 § O,
0,51‘1 - 121‘2 - 0, 51‘3 + 3£L‘4 é O,
I3 § 17
X,.4 Z 0.
1.10 Rieste zadanu tlohu lexikografickym pravidlom:
f(z1, 29,23, 24) = 100y — 5729 — 923 — 2424 — max,
0,521 — 5,519 — 2,523 + 924, <0,
0,521 — 1,529 — 0,525 + 24 <0,
T é 17
X1,.4 2 0.
1.11 Rieste zadanu tlohu lexikografickym pravidlom:
f(@1, 29, 23) = 8x1 — 4y — b3 max,

2I1 — X3

—

<

X1 — T2 — X3 §
—2xy =

2

1.12 Rieste zadanu tlohu lexikografickym pravidlom:

f(x1, 29,23, 24) = 21 + 22 + 3 — min,
r1 + 229 + 323 3

—x1 + 229 + 623 2

4y + 923 = 5,
1

0

3%3 + x4

v
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1.13 Rieste zadanu tlohu lexikografickym pravidlom:

E.
B

f(zq, 29, 23) = 221 — 329 — 223
T + 4wy + 23

21 + 4zq

3x1 + X9

IV 1A TIA TIA l
=Y IR

1.14 Rieste zadant tlohu lexikografickym pravidlom:

f(x1, z9,x3) = by + 629 — 323 max,

3ZL'1 + Ty — 31’3

T —|—2$2 — I3

—4I2 — T3

IV A A TIA l
o o o o

1.15 Cokoladoviia vyraba 3 druhy ¢okolad Vi, V5 a Vs. K dispozicii stt obmedzené mnoz-
stva styroch zakladnych surovin: tuk 300 kg, kako 250 kg, cukor 300 kg a oriesky 150 kg.
Na vyrobu 1 kg cokolady V; je potrebnych 0, 2 kg tuku, 0,5 kg kakaa, 0,2 kg cukru a 0,1 kg
orieskov. Na vyrobu 1 kg cokolady V5 je potrebnych 0,1 kg tuku, 0,2 kg kakaa, 0,1 kg cukru
a 0,5 kg orieskov. Na vyrobu 1 kg cokolddy V3 je potrebnych 0,2 kg tuku, 0,1 kg kakaa,
0,3 kg cukru a 0,4 kg orieskov. 1 kg V; sa predava za 1,3 €; 1 kg V;, za 1,2 €a 1 kg V5 za
1€

Uréte vyrobny program tak, aby bol maximalny zisk z predaja cokolady. (V pripade
mozného zacyklenia je potrebné pouzit lexikografické pravidlo.)

1.16 Urcte vsetky vhodné celoc¢iselné ohodnotenia premennych b, d a g tak, aby po ich
dosadeni do simplexovej tabulky a néaslednom aplikovani Blandovho pravidla nahradila
premennd x4 v bdze premenni z5. Pre premenné plati: 1 S0 <3,1<d<4a6=yg.

B | xg | x| 22 | 23| x4 | 5 | 6 | X7
- /50| —-4/0 =30 1]0
x3| 2 (10| =2]1]0]0 210
x5 30| =30 d |13 0
x| 4|1 |-=1]0}]4]0(-=1]0
z7 | 60 0|01 g | 0] 2 1

1.17 Vypocitajte optimalne riesenie tlohy pouzitim Blandovho pravidla, ktorej postup-
nym riesenim vznikla nasledovnd simplexova tabulka (nie st tam pomocné premenné):
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B | xg| x1 |29 | 23| xa | x5 | 76 | T7
-lo| 200|000 |-H]5
x5 | 0 % 01001 —% 8
xo | 0 —% 117010710 % —1
x3| 0 —% 0O/ 1010 % -3
xy | 1 O[]0 [0]1]0 1 0
1.18 Rieste zadanu tlohu Blandovym pravidlom:
f('rla T2,T3, x4) = -+ 31‘2 + 3373 — Ty — INnax,
T+ 20+ a3+ S 4
ZE1+I2+2(L’3—ZL’4 é 2,
3331 —I2+CE3+2QJ4 g 1,
L1,..4 = 0.
1.19 Rieste zadanu tlohu Blandovym pravidlom:
f(zq, 29, 23) = 427 — 429 — 33 — max,
r+ao+225 =1,
3r; —xy+ x5 =3,
T1+ To — X3 é 2,
x1,...3 2 0.
1.20 Rieste zadanu tlohu Blandovym pravidlom:
f(zq, 29, 23) = 8x1 — 4dx9 — b3 —> max,
20 —x3 = 2,
T —xp—x3 =1,
_2:(:2 g 07
x1,...3 2 0.

1.21 Rieste zadanu tlohu Blandovym pravidlom:

f(z1, 29, 23) = 221 + 329 + 1523 —> min,

201 + 319 +4x3+24 = 8§,

3r1 —3x9+2x3+124 = 12,

201 + 229 — 23+ 224 = 8§,
T1,..4 =z 0
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1.22 Rieste zadani tlohu Blandovym pravidlom:

f(x1, 29, 23) = x1 + 209 + x3 — max,
T+ 21’2 § 10,
To+3r3 =12,
x1,..3 3 0.
1.23 Rieste zadanti tlohu Blandovym pravidlom:
fxy, x9, 23, 14, x5) = =39 — 623 + By + 925 — min,
3]72 + 6.%'3 + 4(134 — XI5 = 9,
4.T1 + 51’2 + 61’3 + x5 = 15,
x1,..5 2 0.
1.24 Rieste zadanti tlohu Blandovym pravidlom:
f(x1, 29, x3) = x1 + 209 + x3 — max,
T+ 21’2 é 10,
T + 31’3 § 5,
x1,..3 z 0.

1.25 Rieste zadani tlohu Blandovym pravidlom:

f(xy, z9, k3, 14, x5) = 221 + 429 + 323 + 624 + Hr5 — min,

31’2 + 3+ 3$5
To — X3+ x4 + 225
Ty + 31’2 + 2?[73 -+ 31’5

1.26 Rieste zadanu ulohu Blandovym pravidlom:

f(!L'l, X9, SC3> =21 —3r9—2 —> min,

Ty +4xs+x3 =8,
201 +4z, S8,
3ri+xy =2
r1,.3 = 0

v
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1.6 Vysledky neriesenych tiloh

CI a)db,dé
b) ¢ f
¢) &d.dbé f
T2Aac {4,  .,1},be{-4,...,4}, ce{—4,...,—1}, resp. a € {4,...,1}, b € {3,4},
c=0,resp.a=0,be{-4,...,2}, ce{-4,...,—1}

.3l nema rieSenie

L4 #°" = (1;0;0;0; 5 1; 4)7

’) 2776

neohranicena tloha (X, 0,\)" pre A =0

L6 7P = (0;0;0;2;3)" a foPY(Z) =27
L7 #°* = (1;0;0)" a foPY(Z) =4
L8 7P = (1;3,0;1)T a for4(7) = 1
T 77 = (1;0;1;0)7 a f(#) = -3
[LI0 7 = (1;0;1;0)7 a foP(7) = 1
LI " = (1;0;0)" a f4(Z) =8

T 19 —*opt (17% % ) a fOPt(f) — %
LT3 7 = (0;2;0)" a foPY(F) = —8

[LI4 neohranic¢end tiloha (X, 0,\)" pre A = 0

T 15 j’opt (8?80’ 0’ 5(1)807 0) a fOpt(f) — 1610950

16l g € {6,7,8},d=4,be {1,2},resp. g=6,d=3,b=1
17 7P =
[LI] zoPt =

= (50,0041, H7
= ( (7
LT3 7°* = (1;0;0) " a fPY(Z) =
= ( )
( (
= (

’ 2776

0;2;0;0)7 a foPY(Z) = 6

20 7°P = (1;0;0)" a foPY(Z) =

[LZ0 7 = (0;2:0;0)7 a foPY(&) =

27 Z°Pt = (10;0;3,9)T a foP'(Z) = 13,9
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TPt =
TPt =

= (0:3:0;0;0)T a fPYF) =0

= (
TP = (0;0;0;2;3)" a foPYT) = 27

= (

10;0; )" a foPY(7) = F

FoPt = (0;2;0)7 a foPH(T) = —8



Kapitola 2

Dalsie sp6soby rieSenia
optimalizacnych tuloh

2.1 Revidovana simplexova metéda

Cielom revidovanej simplexovej metddy je urychlit vypocet, t. j. pri vypocte vykonat menej
operacii ako pri standardnej simplexovej metdéde. Myslienka metody spocéiva v tom, ze
pri kazdej iteracii nie je potrebné prepocitavat hodnoty celkovej simplexovej tabulky, ale
postacuje nato len poznatok spravania sa mnoziny bézickych indexov B a matice B~
Na zaciatku je potrebné urcit vektor @' a jednotlivé kroky iteracii budu reprezentované
indexom s. Celkovy popis algoritmu moézeme vidiet nizsie.

ALGORITMUS:

K1: (Startovaci krok)
poloz s =1 a B;! = I, kde I je jednotkovd matica a nech ﬂ’(s)T = 0" je pociatoény
nulovy vektor.

K2: (Test optimality)
vypocitaj redukované ceny z; pre j = 1,...,n podla vztahu

zi = u(s); - a; —¢j. (2.1)

Ak z§ = 0 pre kazdé j = 1,...,n a u(s); = 0 pre kazdé j = 1,...,m, tak riesenie je
optimélne a algoritmus kondci.

K3: (Volba vstupnej premennej)

poloz:
Znyy = u(s)j, prej=1,...,m, (2.2)
T j:lIP.l,Eer{Zj b 3)

Index k, pri ktorom nastava dané minimum, ndm urc¢i nova vstupni premenna xy.

29
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K4: (Volba vystupnej premennej)
vipocet stlpca aj = B;!-a} a vyber pivota na zéklade Standardnych predpokladov
simpexovej metddy.

K5: prepoc¢tom tabulky podla stanoveného pivota ziskavame vektor #*T! s prislusnou
hodnotou ucelovej funkcie 251

K6: narast iteracie s — s + 1 a nasleduje krok K2.

Pomocou numerickych experimentov je mozné ukéazat, ze pre standardné tlohy z praxe,
t.j. ked md matica ohrani¢eni pomerne menej riadkov ako stipcov, je vyhodnejsie pouzit
revidovand simplexovii metédu. DalSou vyhodou jej pouzitia je aj fakt, Ze v pripade velkej
simpelxovej tabulky, moze dojst k velkému poctu chyb, ¢o sa prejavi po viacerych ite-
raciach ako privelkd zmena povodnej tlohy. Ak vsak pri pouziti revidovanej metody po
niekolkych iteraciach prepocitame inverziu matice B, tak sa vratime k povodnej tlohe.
Inverzni maticu mézeme vypocitat réznymi numerickymi metédami, no nakolko sa inver-
zia matice neda urcit Tahko, tak sa neodportca v pripade pouzitia revidovanej simplexovej
metody prepocitavat inverziu matice B v kazdej iteracii.

2.2 Dualny simplexovy algoritmus
Na tvod je potrebné si zopakovat ddlezité pojmy:

e Ulohu LP nazyvame pripustnou, ak ma aspon jedno pripustné riesenie. V opa¢nom
pripade ju nazyvame nepripustnou.

e Simplexovd tabulka je primarne pripustnd, ak z;0 = 0 pre kazdé i = 1,...,m. Sim-
plexova tabulka je dudlne pripustna, ak zo; = 0 pre kazdé j =1,...,n.

e Simplexova tabulka tlohy LP je optiméalna, ak je primarne aj dudlne pripustna.

Ak tuloha LP nie je primarne pripustnd, tak tedria duality ndm umoznuje riesit namiesto
danej primarnej tlohy k nej prislusni dudlnu tlohu a nasledne z optimalnej tabulky urcit
vysledok aj pre povodni priméarnu tlohu. Carlton E. Lemke (1954) (pozri [11]) navrhol
postup, pomocou ktorého moézme riesit priamo povodnu primarnu tlohu bez nejakého ex-
plicitného prechodu k duélnej ilohe. Kedze v danych krokoch postupujeme po pripustnych
rieseniach dudlnej ilohy, tak algoritmus dostal aj ndzov dualna simplexova metéda. Zapisa-
nim ulohy do simplexovej tabulky, ktora musi byt dudlne pripustna, sa snazime dosiahnut
aj primarnu pripustnost vhodnym vyberom pivota spomedzi zapornych elementov podla
istého pravidla, ktoré nam zabezpeci po prepivotovani dudlnu pripustnost.
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ALGORITMUS:

Nech je tloha LP dualne pripustnd, ale nie je primarne pripustna
K1: vyber i-ty riadok ¢ € {1,...,m}, pre ktory plati ;o < 0,

K2: vyber j-ty stlpec j € {1,...,n} s pivotom z;; < 0 tak, aby platilo

A= 20 ax {xo’“ : prektaké, Zexy, < 0} : (2.4)
Lik

K3: ak v kazdom riadku, v ktorom je z;0 < 0 je aj z;; = 0 pre kazdé j € {1,...,n}, tak
uloha LP je nepripustna.

Pouzitie dualneho algoritmu:

e nevyhodou algoritmu je, ze pripustné riesenie ndjdeme az vtedy, ked je zaroven opti-
malne, t.j. na konci vypoctov;

e vyznamné vyuzitie ma hlavne v parametrickom a celoc¢iselnom programovani.

Postup pre dosiahnutie dualnej pripustnosti:

V tejto casti vysvetlime ako postupovat resp. dosiahnut, aby bola tloha dudlne pri-
pustna v pripade, ak nie je.

P1: (Umelé ohranicenie)
Vytvorime umelé ohranicenie
> ;S M, (2.5)
JEN
kde M je velké éislo. (V tlohach z praktického zZivota vieme ndjst takéto ohranice-
nie s poziadavkou, aby dané obmedzenie neovplyvnilo optimalne riesenie povodnej
tlohy.) Pridanim pomocnej premennej z,,; do danej nerovnosti, rozsirime pévodnt
simplexovti tabulku o 1 riadok a o 1 stlpec. Ak vyberieme pivota zo stipca s mini-
malnou zadpornou relativnou cenou a z novopridaného riadku tabulky, tak naslednym
prepivotovanim dosiahneme dualne pripustnu tlohu.

P2: (Dvojfazova Primarno-Dudlna metéda)
Nech tloha nie je primérne ani dudlne pripustnd t.j., ani b= 0aani —¢ = 0.
Zmenime Géelovi funkeiu @ — & tak, aby —¢ = 0 a rieSime tlohu dudlnym algo-
ritmom. V pripade, ak skon¢i nepripustne, tak aj pévodna tloha je nepripustna. Ak
skon¢i optimélne, tak v druhej faze zavedieme povodnu tcelova funkciu a riesime ju
primarnym simplexovym algoritmom.
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2.3 Penalizacna a bariérova metoda

Metdédu penalizacnej funkcie navrhol C. W. Carrol (pozri [6]) a neskdr ju podrobnejsie
spracovali Anthony V. Fiacco a Garth P. McCormick (pozri [8]). Za zdkladni myslienku
moézeme povazovat nahradenie tlohy na viazany extrém postupnostou tloh na volny ex-
trém. Ddévodom je, ze takyto pristup je menej algoritmicky narocény. V kazdej takejto
iteracii sa bude riesit pomocna tloha na volny extrém, ktora bude zavisla od parametra.
Postupnost takychto rieseni bude nasledne konvergovat k optimalnemu rieseniu pévodnej
ulohy. Nakolko sa tcelova funkcia dvoch po sebe riesenych tloh 1iSi len minimalne, tak
rieSenie ziskané v k-tej iteracii je dobrym odhadom pre riesenie, ktoré ziskame v k + 1-vej
iteracii.
Penalizacnd metoda je urcend pre ulohy typu:

min{ f(¥) : ¥ € M}, (2.6)

kde M C QQ C R™ M je uzavretd a {2 je otvorena mnozina. Je to vSeobecnejsi postup pre

optimalizacné 1lohy, ktory je mozné modifikovat aj pre tlohy LP.
Zavedieme penalizacni funkciu ¥ : Q@ — R{, ktora spliia podmienku ¥(Z) = 0 pre
¥ € M a rastie so vzdialenostou od mnoziny M. Cielom tlohy je stanovit min{f(Z) +
pw¥ (%) : £ € Q}, t.]. k acelovej funkeii priddme funkciu, ktord bude penalizovat porusenie
kazdého ohranicenia. Ak mame ohranicenie v tvare h(Z) = 0, tak pendle by mohlo byt
v tvare u - h*(Z). V pripade ohranicenia g(Z) < 0 penéle, napr. v tvare u - max{0, g(Z)}.
Teda v pripade takéhoto pristupu by bolo kritérium pre p € N, zvycajne pre p = 2, v tvare:
o(Z) = [max{0, g:(D)}" + D |h(Z) . (2.7)

i=1

i=1
Myslienku celého procesu popisuje nasledovny algoritmus:

ALGORITMUS:

K1: Zvolime kritérium ukonéenia ¢ > 0, index k = 1, vychodiskovy bod #*, vychodiskovy
penaliza¢ny parameter ;¥ a koeficient zmeny penalizacného parametra b.

K2: Pre vychodiskovy bod Z* vyriesime tlohu F(Z) = f(Z) + u*.0(Z). Jej vyrieSenim

’ -k v/ —) — k
ziskame bod ¥ a polozime #*t! = 7#.

K3: Ak p*o(Z) < e, tak koniec. Inak pg1 = b.u*, k = k + 1 a pokracujeme krokom K2.
Bariérova metoda je urcéend pre ulohy typu
min{ f(¥) : ¥ € M}, (2.8)

kde M C R™ a M je uzavretd mnozina, pre ktoru plati uzéver(int(M)) = M. Vhodnou
bariérovou funkciou je © : M — R{, ktord splita podmienku ©(Z) = +oo0 pre T € o(M)
a rastie tym viac, ¢im blizsie je k hranici mnoziny M. Princip bariérovych funkcii teda
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spociva v tom, ze sa vytvori pomocnd funkcia, ktord ma mimo oblast a tiez na jej hranici
velmi velké hodnoty. A tak pri priblizovani sa k hranici oblasti, hodnota pomocnej funckie
neohrani¢ene narastd. Metoda si vyzaduje, aby mnozina pripustnych rieseni tlohy mala
neprazdne vnitro a preto je vhodnd pre nerovnosti g;(z) < 0 a nie pre tlohy s rovnicami.
Typickym tvarom bariérovej funckie su:

DA |
B(z) = ;gj(f), (2.9)
B(7) = —;log(gj(f))- (2.10)

Skutoc¢né riesenia castokrat zvyknu lezat na hranici oblasti, pokial je niektoré z ohraniceni
aktivne. Nato, aby sme sa dopracovali k rieseniu, budeme riesit postupnost tloh, pri ktorej
sa bude bariéra postupne znizovat.

ALGORITMUS:
K1: Pre e > 0, 7! € int(M) Tubovolné, 0 < B <1 a k = 1.
K2: Vypodéitame #**!, ako optimalne rieSenie tilohy
min{ f(Z) + v; - O(Z) : ¥ € int(M)}.
K3: Ak v; - ©(Z") < ¢, tak koniec, inak vy11 = 8- v, k =k + 1 a zopakuj Krok K2.

2.4 Riesené priklady

Uloha 2.1 Pomocou revidovanej simplexovej metédy vyrieste nasledujici problém:

420z + 300y — max,

3r1+2x, < 6000,
1 +xe <2600,
5 <1800,

1,19 2 0.

Riesenie:
V prvom kroku zavedieme vhodnym sposobom pomocné premenné 3, x4 a x5, ktoré buda
zaroven bazické.

420z, + 3002, — max,

3r1 + 2z +2x3 = 6000,
T +xo+x4s = 2600,
r1+x5 = 1800,

T1..5 > 0.
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Taktiez uréime maticu ohranic¢eni A v tvare:
3 2
A=1]11
10

Vkrokulpres=1 B;!=Tau*" = 0" prepiseme hodnoty do tabulky

s=1 B! b

zs |1 0 06000

e |0 1 0] 2600
zs |0 0 1] 1800
ww |0 0 0] 0

V kroku 2 vykoname test optimality pre s = 1:

2
ﬁ”.A—ET:(o 0 0)~ 1 —(420 300):(—420 —300),
0

S _ =W

—420 —300 0 0 o) nie je optimalne.

V kroku 3 uréime z; = min;{2;} = —420. Minimum nastéva pre index j =1, a tak k = 1
a vstupom je premenna zi.

V kroku 4 vytvorime rozsirena tabulku v tvare

a tak podla stanoveného kritéria z° T =

_ —1 7's 1 s bf]
s=1 B, b a, | aj o

3 |1 0 06000 | 3 3 2000

zg |0 1 012600/ 1 1 2600
zs |0 0 1]1800]| 1 1 1800
aw |0 0 0] 0 —420

kde hodnoty v stipei tabulky pre aj ziskame zo vztahu:

10 0\ (3 3
a;=10 10| -[1]=]1
00 1) \1 1

Minimalna hodnota v poslednom stipci tabulky ndm pomoze pri vybere pivota, podla
ktorého bude tabulka v dalSom kroku algoritmu prepivotovana. Minimalna hodnota je
1800, a tak pivotom je 1 v stlpci reprezentovanom premennou a; a riadku reprezentovanom
premennou Ts.

V krokoch 5 a 6 nasledne dostavame pre s — s + 1, t.j. pre s = 2.
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—

5s=2 B! b
T3 1 0 =3 600
Ty 0 1 -1 800
1 0 0 1] 1800
u’ 0 0 420 | 756000

Opétovne v kroku 2 pre s = 2 vykoname test optimelity:

3 2
@ A-¢"=(0 0 420)- {1 1|— (420 300) = (0 —300),
10

a tak podla stanoveného kritéria z° " = (0 —-300 0 O 420) nie je optimalne.

V kroku 3 ur¢ime zj = min{z§} = —300. Minimum nastéva pre index j = 2, a tak k = 2 a
vstupom je premenna xs.

V kroku 4 vytvorime rozsirena tabulku v tvare

— -1 s 1 s
5=2 B b ag | ap | oo
T3 1 0 =3 600 2 2 300
Ty 0o 1 -1 800 1 1 800
zy [0 0 1| 1800 0 0 —

u® 756000 | — | =300

kde hodnoty v stipci tabulky pre a; ziskame zo vztahu:

10 -3\ /2 2
a=[01 —-1|-|1]=1
00 1 0 0

Miniméalna hodnota v poslednom stipci tabulky nam pomdze pri vybere pivota, podla
ktorého bude tabulka v dalSom kroku algoritmu prepivotovana. Minimdalna hodnota je
300, a tak pivotom je 2 v riadku reprezentovanom premennou xs.
V krokoch 5 a 6 nésledne dostavame pre s — s+ 1, t.j. pre s = 3:

s=3 B! b
Ty | 2 0 =31 300
xy | -2 1 1| 500
z [0 0 1| 1800
@ | 150 0 —30 | 846000
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Opétovne v kroku 2 pre s = 3 vykoname test optimality:

3 2
ﬁ”-A—aT:(wo 0 —30)- 11 —(420 300):(0 0),
10

a tak podla stanoveného kritéria z° T = (O 0 150 0 —30) nie je optimalne.

V kroku 3 uréime z; = min{zj} = —30. Minimum nastéva pre index j =5, a tak k =5 a
vstupom je premenna rs.
V kroku 4 vytvorime rozsirena tabulku v tvare

s=3 B! b* a | aj (Z—Jk
Ty 10 =330 |02 -
zy | -2 1 1) 500 | 0| 1 |1000
7y 0 0 1| 180 | 1 | 1 |1800
@ | 150 0 —30 | 846000 | — | =30 | —

kde hodnoty v stipei tabulky pre aj ziskame zo vztahu:

oy oy (-
s 1 1 1
ap=| —3 1 5 |- [0]=] 3

00 1 1 1

Miniméalna hodnota v poslednom stipci tabulky nam pomdze pri vybere pivota, podla
ktorého bude tabulka v dalSom kroku algoritmu prepivotovana. Minimdalna hodnota je
300, a tak pivotom je % v riadku reprezentovanom premennou zy.
V krokoch 5 a 6 nasledne dostavame pre s — s + 1, t.j. pre s = 4:

s=4 B! b
To -1 3 0 1800
x5 -1 2 1 1000

T 1 -2 0 800

7S

u 120 60 0 | 876000

Opétovne v kroku 2 pre s = 4 vykoname test optimality:

3 2
ﬁsT~A—5T:(120 60 0). 11 —(420 300):(0 0),
10

a tak podla stanoveného kritéria je 2° T = (O 0 120 60 O) hladané optimum. Hladanym
optimalnym rieSenim je £°P* = (800, 1800)" a f°P* = 876 000. vV
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Uloha 2.2 Pomocou revidovanej simplexovej metédy vyrieste nasledujtici problém:

f(z1, 29, 23) = 1221 + 3629 + 603 — max,
x1+2x9+ 223 = 36,
21 + 2x9 +4x3 < 40,
x1,x9,x3 = 0.

Riesenie:
V prvom kroku zavedieme vhodnym spésobom pomocné premenné x, a x5, ktoré budu
zaroven bazické. Dostaneme tlohu v standardnom tvare:

f(zq, 29, 23) = —1227 — 3629 — 6023 — min,
1+ 209+ 2x3+24 = 36,
2r1 + 229 +4x3+ 25 = 40,
Ti,...,ox5 = 0.

Taktiez uréime maticu ohranic¢eni A v tvare:

12 2
A:<2 2 4)‘

Vkrokulpre s=1, By' =T aw@* " =0 prepiSeme hodnoty do tabulky

s=1| B! b

T4 1 036
at |0 00

V kroku 2 vykoname test optimality pre s = 1:

ﬁsT.A—aT:(o 0)@ 3 i)—(m 36 60):(—12 —36 —60),

a tak podla stanoveného kritéria 7* 7 = (—12 —36 —60 0 0) nie je optimalne.
V kroku 3 ur¢ime 2 = min;{2;} = —60. Minimum nastdva pre index j =3, a tak k = 3 a

vstupom je premennd xs.
V kroku 4 vytvorime rozsirena tabulku v tvare

_ -1 | 7s 1 s b
s=1 Bs b a/k a/k %7

g |1 0[36| 2 2 18
x5 |0 1[40\ 4 4 10

a |0 00 —60
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kde hodnoty v stipci tabulky pre a; ziskame zo vztahu:

(1) ()-)

Miniméalna hodnota v poslednom stipci tabulky nam pomdze pri vybere pivota, podla
ktorého bude tabulka v dalSom kroku algoritmu prepivotovana. Minimdalna hodnota je
10, a tak pivotom je 4 v stipci reprezentovanom vektorom aj a riadku reprezentovanom
premennou Ts.

V krokoch 5 a 6 nasledne dostavame pre s — s+ 1, t.j. pre s = 2 tabulku

s=2 B! b

16
10
u® 0 15 | 600

Ty 1 —

T3 0

Opétovne v kroku 2 pre s = 2 vykoname test optimality:

ﬁsT.A_aT:(o 15)~<§ g i)—(m 36 60):(18 —6 0),

a tak podla stanoveného kritéria 7° T = (18 -6 0 0 15) nie je optimalne.

V kroku 3 uréime z; = min{z;} = —6. Minimum nastdva pre index j = 2, a tak k = 2 a
vstupom je premennd zs.

V kroku 4 vytvorime rozsirena tabulku v tvare

_ —1 7's 1 S bf]

s=2| B, b a, | aj | o
xg |1 —3[16 | 2 | 1|16
z3 [0 2110 2 | L ]20
@ |0 15 |600| —36 | —6

kde hodnoty v stlpci tabulky pre a; ziskame zo vztahu:

(3 1)0-0)

Minimalna hodnota v poslednom stipci tabulky nam pomdze pri vybere pivota, podla
ktorého bude tabulka v dalSom kroku algoritmu prepivotovana. Minimélna hodnota je 16,
a tak pivotom je 1 v riadku reprezentovanom premennou .

V krokoch 5 a 6 nasledne dostavame pre s — s + 1, t.j. pre s = 3 tabulku

= N =
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u® 6 12 | 696

Opétovne v kroku 2 pre s = 3 vykoname test optimality:

T A~ = (6 12)-@ Z Z)—(m 36 60) = (18 0 0),

a tak podla stanoveného kritéria 75T = (18 0 0 6 12) je optimalne. Hladanym opti-
mélnym riesenim je vektor Z°P' = (0,16,2)" a f°P' = 696. vV

Uloha 2.3 Pomocou dudlneho algoritmu vyrieste nasledujici problém:

f(x1, z9, 23, 4) = 71 + 329 + 224 — min,

To — T3+ 21’4 z 3,
2[171 + Ty — T3+ 45[}4 é 4,
Z1,.4 z 0.

3eeey

Riesenie:
V prvom kroku zavedieme vhodnym spdsobom pomocné premenné xs a xg, ktoré budu
zaroven bazickymi a zapiseme danud tlohu do simplexovej tabulky.

f(xla T2,T3,T4, x5,$6) =T + 3.1:2 + 21’4 ? min)

— X9+ x3—2x4+T5 = —3,
20y + 29 —x3+4xs g = 4,
L1,...6 2 0

B X 1 T I3 Ty | Ts | Tg
-1 0 1 3 0 2 01]0

x5 | =3 0| -1 1 |=211/10

xe | 4 201 |-114]0]1

Pri vybere riadka reprezentovaného premennou x5 je z jednoznacnosti pivotom —2, kedze

max {_%, _%} = _% = —1. Pivotujeme a dostavame nasledujicu tabulku
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B | xy || 21| 2 | 23 | 24| x5 | Tg
- =3 1] 2 1 0 1 0

N

Ty 5 0

xe | =2 2 |—=1] 1 [0 2 |1

Pri vybere riadka reprezentovaného premennou xg je opéaf jednoznac¢nym pivotom —1 a po
prepivotovani tabulky dostavame:

B Xo X1 | T2 | T3 | Ty | T L6
—| =74 5 10| 3 ]0]5 2

Xyg

N | =

x| 2 |21 |-1]0]-2|-1

Pomocné nebézické premenné x5 a zg uz maju kladné relativne ceny a preto ma tloha
optimalne rieSenie vektor £°P* = (0,2,0,3)" a fP' =7. V

Uloha 2.4 Vyrobca ¢aju vyraba dva druhy ¢aju zo zmesi $alvie a méty. Potrebné mnozstvé
na vyrobu jedného sacku ¢aju (8 g) s uvedené v nasledujiicej tabulke:

- Salvia | mata

. druh 3g 2g

II.druh | 5¢g 6g

Na sklade maju k dispozicii nanajvys 1 kg Salvie a aspon 0,5 kg méty. Jeden sacok caju
I. druhu stoji 0,2€ a sacok c¢aju II. druhu stoji 0,3 €. Kolko sackov z jednotlivych druhov
¢aju ma vyrobca vyrobit, aby jeho zisk bol maximalny mozny?

Riesenze:

Zostavime prislusni ucelovi funkciu a ohranic¢enia nasej tulohy, kde x; a x5 budu pred-
stavovat pocet vyprodukovanych sackov cajov I. a II. druhu. Dostavame tlohu linearneho
programovania v tvare:

f(z1,29) = 221 + 329 — max,
3r1+ 5z < 1000,
2x1 + 619 = 500,
x1,9 = 0.
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Pomocou pomocnych premennych s; a s, dostavame tlohu LP do standardného tvaru:

f(f) = —2.171 - 3%2

3x1 + 513 + 51

—2[E1 — 61‘2 + S9

X1,T2, 81,52

v

min,
1000,
—500,

0.

Kedze dana tiloha nie je ani primarne a ani dudlne pripustna, tak ju mézeme riesit napriklad
pomocou umelého ohranic¢enia. V nasom pripade by to mohlo byt ohranicenie

T+ X9 § 10 000,

ktoré urcite neovplyvni optimdlne rieSenie povodnej tlohy. V dalSom kroku je potrebné
zavedenie pomocnej premennej s3 pre nové ohranicenie, a tak nasledne dostdvame tlohu

LP v tvare:

f(xy,m2,51,89,83) = —2x1 — 3vr, — min,
3%1 -+ 5.%'2 + S1 1000,

—2371 — 6$2 + So = —500,

1+ To + S3 = 10 000,
T1,T2,S51,S52,83 2 0.

Dant tlohu mozeme zapisat do simplexovej tabulky:

B X x1 To | 81| S2| S3
- 0 -2 -3/0]010
s1 | 1000 3 5 111010
So —=H00 | =2 —-6]0 |10
s3 | 10000 || 1 1 10101

V nultom riadku je minimélnym prvkom —3 v stlpci reprezentovanom premennou s,
a tak sa pivotom stava 1 v riadku reprezentovanom premennou sz. Po jeho naslednom
prepivotovani dostavame uz dualne pripustnu tulohu:

B o Ty | T2 | 81| S2| S3
- | 30000 1 10]0[0] 3
s1 | —49000 | =210 | 1|0 |-=5
s9 | 99500 4 10]0]1]6
2o | 10000 1 11](010] 1
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Pri vybere riadka reprezentovaného premennou s; je z jednoznacnosti pivotom —2,

kedze max {}2, _%} = —%. Dostavame tabulku:
B T Ty | T2 | S1 | S2| S3
-1 5300 010 % 0 %
x| 24500 || 1[0 | —2]0| 3

S9 | —=38500 | O [ O | 2 | 1|4

o | —14500 | O | 1 0| —

N[ —=
N

Pri vybere riadka reprezentované¢ho premennou s, je z jednoznacnosti pivotom —4 a
tabulka ma tvar:

B To Ty | Ty | 81 | S2 | S3
- EEJojo ] g0
x| 102 ]3]0
s3 9625|100 |-2]-111
o | =20 1| —3|-2|0

Pri vybere riadka reprezentovaného premennou z, je z jednoznacnosti pivotom —3

87
075 = 0,125 } = 9125 "Potom dostdvame tabulku:

kedze plati: max{

—0,257 —0,375 —0,375"
B o T1| XTo | S1 | S2 | S3
1 ERLo 321000
e e N e e
R el e e e e
sy B 0| =5]2/1]0

Pomocna nebazickd premenna s; ma uz kladnu relativnu cenu, a preto mé tuloha opti-

T
malne riesenie vektor r°P' = (%,0) a fort = 23—0. Z, optimalneho riesenia vidime, Ze
producent ¢aju by mal vyrabat 333 sackov I. druhu. V

Uloha 2.5 Pomocou dudlneho algoritmu vyrieste nasledujici problém:

f(z1,29,23) = 1 + X9 + 3 — min,
—3r1+ 29 +23 = —1,
dry — 31y = -1,
4ry — 3x9 + 323 = =2,
T1,.3 = 0.



43 2.4. RIESENE PRIKLADY

Riesenie:
V prvom kroku zavedieme vhodnym sposobom pomocné premenné x4, x5 a xg, ktoré budu
zaroven bazickymi a zapiseme danu tlohu do simplexovej tabulky:

f(f) =T+ X9+ T3 —> min,

31+ 20 +ax3+24 = —1,
—4r + 30+ = 1,

4r1 —3x9+ 33+ = —2,
X1,....6 3 0

B | x| 1 | x2 | 23| x4 | T5 | X6
-0y 11, 1]70101]O0

xg | =1 =3 1 |1 [ 1]0]0

x5 | 1 || =41 3 [0 ,0]1]0

6 | =21 4 | -3 30|01

Dana tloha je dudlne pripustna a tak mozeme pouzit dudlny algoritmus. Pri vybere
riadka reprezentovaného premennou xg je z jednoznacnosti pivotom —3:

B To || T1 | X2 | X3 | Ta | T5 | T
- =2 fjo0o|2]0]0] %
=2 -=210] 2 |1]0]| 3
zs |1 00| 3 |01/ 1

T | 2|3 1|[-1]0]0|—3

Pri vybere riadka reprezentovaného premennou x4 je z jednoznacnosti pivotom —g:

B i Ty | Lo T3 Ty Ty Tg
-1=3] 0

o]
}S
[SHEN]

]
[N

otlee
)
|
o=

x5 | =11 010 3 | 0|11

xe | 2 0| 1| =18

SIS
@]
|
o

Pri vybere riadka reprezentovaného premennou x5 nie je moznost vyberu pivota a tak
je tloha nepripustna. vV
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2.5 Neriesené ulohy

2.1 Revidovanou simplexovou metédou vyrieste tlohu LP:

f(x1, 29, x3) = 1221 + 3629 + 6023 — max,

T+ 21‘2 + 21’3 é 36,
2.1'1 + 21’2 + 456'3 é 40,
Ty, T2, X3 2 0.
2.2 Revidovanou simplexovou metédou vyrieste tlohu LP:

f(z1, 20, 23) = =21 — 29 + 3 —> max,

v —x+a3 =2

—21’1 + 22 + 23 § 4,

T1,22,T3 2 0.

2.3 Revidovanou simplexovou metddou vyrieste tlohu LP:

f(z1, 29, 23) = 31z + 3629 + 603 — max,

1+ 21‘2 + 21’3 é 36,
21’1 + 21’2 + 4273 é 407
Ty, T2, X3 2 0.

2.4 Revidovanou simplexovou metdédou vyrieste tlohu LP:

f(zq, 29, 23) = 90x1 + 9529 4+ 8523 — max,

1 + 229 + T3 < 40,
T, + To + 2.173 é 25,
€L1,T2,T3 z O
2.5 Revidovanou simplexovou metdédou vyrieste tlohu LP:

f(z1, 0,23, 24) = 21 — 429 + 203 — 324 — min,

—4x + 229 —da3+24 =0,

T+ 2o+ 23 —x4 S 2,

T1,..4 Z 0.
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2.6 Revidovanou simplexovou metédou vyrieste tlohu LP:

f(LEl,JIQ) =10x1 + 5y —> max,

T+ 2z =
2x1 + 219 =<
vy 2

Ty 2

1,1y 2

130,
210,
20,
30,
0.

2.7 Revidovanou simplexovou metédou vyrieste tlohu LP:

f(zq,29) = 4021 + 702 — max,
10z, + 20z < 360,
27, + 21y < 48,
v =20,
Ty =15,
r1,12 = 0.

2.8 Revidovanou simplexovou metdédou vyrieste tlohu LP:

f(z1, 29, 23) = 1521 + 1829 + 303
31‘1 + 21‘2 + 21’3
25(]1 + 2$2 + 4%3

T1,22,T3

— 1max,
= 18,
= 20,
= 0.

2.9 Revidovanou simplexovou metédou vyrieste tlohu LP:

f(zq1, 29, 23) = 321 + x5 — max,

T1 — To + 31’3 §
-1 + 3272 — 81‘3 é
x1,T2,T3 Z

L,
0.

2.10 Revidovanou simplexovou metédou vyrieste tlohu LP:

f(l’l,l'g,.’l?g) = 3202y + 7033’3 — ImaXx,

4xy + 13
4xy + 229

T1,22,T3

IV A TIA

280,
460,
0.
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2.11 Revidovanou simplexovou metdédou vyrieste ilohu LP:

flxy, z9,23) = 4y — 429 — 323 —> max,

T+ 1o+ 203 <1,
3ry —x9+13 =3,
r1+a—13 =2
r,.3 = 0

2.12 Revidovanou simplexovou metdédou vyrieste ilohu LP:

f(xy, 29, 23) = 42y — 329 — 8r3 — max,

Ty + 3%2 - 23’)3 é 4,
21’1 + 29 — 5.1’3 § 2,
x1,...3 3 0.

2.13 Revidovanou simplexovou metédou vyrieste tlohu LP:

f(z1, 29, 23) = 21 + 229 + 3 — max,

r1+ 2y =10,
To + 3%3 § 12,
L1,..3 2 0.

2.14 Revidovanou simplexovou metdédou vyrieste ilohu LP:

f(xy, 29, 23) = 8xy — 4x9 — bry —> max,

201 —x3 = 2,

T —xp—x3 =1,
—2x, =0,

x1,...3 Z 0

2.15 Revidovanou simplexovou metdédou vyrieste ilohu LP:

f(.l?l,.TQ) =1 + 55132 — max,

—2r1+22 =6,
—x1+19 =S8,
201 + 19 S 20,

r1,79 = 0.
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2.16 Revidovanou simplexovou metdédou vyrieste ilohu LP:

f(z1,29) = 221 — x93 —> max,

201 + 19 S 18,
r1+ 2y =12,
T —xy = )

r1,19 = 0.

2.17 Revidovanou simplexovou metdédou vyrieste ilohu LP:

f(z1,29) = 321 — 4z — max,

3r1 — 21y = 0,
—r1+22, = 4,
Ty =9,

r1,2 = 0.

2.18 Mame k dispozicii 18 ty¢f dlzky 9 m. Potrebujeme narezat aspoii 8 kusov 5-metrovych
ty¢i, najviac 7 kusov 4-metrovych tyci a najviac 20 kusov 3-metrovych tyci. Navrhnite opti-
malne rieSenie tak, aby sme minimalizovali odpad. Je potrebné narezat vsetky tyce, t.j.
nenarezana tyc¢ je odpadom.

2.19 Méme k dispozicii 15 ty¢ dlzky 10 m. Potrebujeme narezat aspoii 10 kusov 5-
metrovych tyci, aspon 8 kusov 4-metrovych tyéi a najviac 8 kusov 3-metrovych tyc¢i. Na-
vrhnite optimalne riesenie tak, aby sme minimalizovali odpad. Je potrebné narezat vsetky
tyce, t.j. nenarezana tyc je odpadom.

2.20 Pouzitim metddy penalizacnej funkcie vypocitajte extrém funkcie:

a) f(z) =32%+ I — min pri ohranicen{ 2z — 4 = 0;

b) f(Z) = (x1 —4)? + (2 — 5)*> — min pri ohraniceni —2x; + 2z5 + 6 = 0;
¢) f(xz) =2? — 102 — min pri ohraniceni z — 3 < 0;

d) f(%) = z3 + 22 — min pri ohraniceniach z; + 21y Z 6 a 1 —x — 2 = 3;
e) f(#) =z + x9 — min pri ohrani¢eni z? + 23 = 2;

f) f(Z¥) = —5z% + 23 — min pri ohraniceni z% + x3 = 2.

2.21 Pouzitim metédy bariérovej funkcie vypocitajte extrém funkcie:
a) f(Z) =2z, + %(1’2 — 3)?> — min pri ohrani¢eni 22, +4 < 0 a —xy + 3 < 0;

b) f(Z)

227 + 929 — min pri ohranicen{ z; + x5 = 4.
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2.22 Drobny podnikatel predava zemiakové lupienky a hranoléeky. Mnozstvo surovin po-
trebnych na vyrobu jednotlivych vyrobkov a ceny vyrobkov si uvedené v nasledujicej

tabulke:

- lupienky [1 kg] | hranolky [1 kg]
zemiaky [kg] 2 1,5
olej [kg] 0,4 0,2
cena [€/kg] 3 2

Podnikatel nakupil pred zacatim vyroby 180 kg zemiakov a 15 kg oleja. Aké mnozstvo
jednotlivych vyrobkov mé podnikatel vyrabat, aby maximalizoval svoj zisk, ak podla pred-
pisov musi spotrebovat aspon polovicu zaktupenych zemiakov?

2.23 Rieste zadant tlohu LP dualnym algoritmom:

f(z1, 29, 23, 24) = 21 + 229 + 323 + 224 — min,
To—r3+2w4 = 3,
—2I1 + X3+ 24 é 2,
3.%1 — 2272 + 3+ 4.%4 é 2,
X1,.4 2 0.
2.24 Rieste zadant tlohu LP dualnym algoritmom:
f(xy,29) =321 — 229 — max,
T1t+x 2 4,
1 — 31’2 § 4,
2271 — 2$2 é —3,
T, T2 z 0.
2.25 Rieste zadantu dlohu LP dualnym algoritmom:
flxy, 29, 23) = =221 — Tx9 — 3 —> max,
—X — 21’2 + x5 § —3,
4$1 — Xy — 3!E3 é —2,
x1,.3 2 0.
2.26 Rieste zadantd tlohu LP dudlnym algoritmom:
f(zy, 29, 23) = —21 — 329 — 3 — max,
4?[71 — 2ZE2 - 2[L‘3 z —5,
3:171 - 2I2 — X3 é —3,
x1,...3 2 0.
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2.27 Rieste zadant tlohu LP dudlnym algoritmom:

f(z1, 9, 23) = o1 + X9 + 223
211 + 29

3x1 + 219 + T3

T — To + 223

T1,..,3

2.28 Rieste zadant tlohu LP dualnym algoritmom:

IV 1A TIA 11V l

f(iL‘l, X2, T3, X4) =14z — 29 + 2023 + 3424, — max,
31‘1 — X9 + 6[L’3 + 8[L‘4 é 27,
—Xr1 — 21’2 + T3 — 5(134 é —5,
201 + 3x9 — daz + 214 <9,
X1,.4 3 0.
2.29 Rieste zadant tlohu LP dualnym algoritmom:
f(zq,29) = 421 — 329 — max,
—21‘1 + 31‘2 = 1,
- + 2(132 = 1,
323'1 + 4.%'2 § 4,
12 =2 0
2.30 Rieste zadantu tlohu LP dualnym algoritmom:
flzy, @9, 23, 24) = —4x1 + 209 — X3 + 14 — min,
7ZL‘1+172—1'3—ZE4 é 1,
25(]1 — 2%2 + x3 = —2,
—x1 — DT+ 33 —x4 = 2,

T1,.4 i

2.31 Rieste zadantu tlohu LP dualnym algoritmom:

f(x1, 29, 23) = 201 — 4wy — 3
—4ZE1 + 2[[‘2 — 21’3
3331 — X9 — T3

x1,..3

max,
—30,
20,

IV A TIA l

e
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2.32 Rieste zadant tlohu LP dualnym algoritmom:

f(l‘l,l'z) = 21’1 — Ty — INnax,

T — 3T = =3,
Ty —2xy 2 )
201 + 42y = 3,
T2 2

2.33 Rieste zadantu tlohu LP dudlnym algoritmom:

f(z1, 29, 23, 24) = 1 — 209 + 423 + 4 —> max,
333'1 +6w2+2$3+x4 z —1,
3r1+3x5+dr3+3x4y, = =9,
2]31 + 41’3 + 3274 = —4,
T1,2 > 0,
T34 2 -2
2.34 Rieste zadantu tlohu LP dualnym algoritmom:
f(x1,29) = 221 + T3 — min,
T1+ 31y = 4,
T+ X9 ; 5,
X1, T2 z 0.
2.35 Rieste zadantu tlohu LP dualnym algoritmom:
f(x1, 20, 23) = 321 + 429 + 3 — min,
51’1 — 3272 — 21’3 i O,
71‘1 — T + 2233 z 3,
Ty — 25(]2 — X3 é —1,
T1..3 = 0.
2.36 Rieste zadanu dlohu LP dudlnym algoritmom:
f(z1,29) =221 + 29 — min,
31‘1 + T2 2 6,
41’1 + Zo z 8,
2.’13'1 -+ 2.1'2 z —1,
T 2 07
) § 0.
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2.37 Rieste zadant tlohu LP dualnym algoritmom:

f(x1,$2,$3):$1+$2—|—$3 — min,

201 +x9 —4x3 = 5,
3x1 + 229 — 223 = 0,
I é 3,

vy 2 1,

x93 = 0.

2.38 Rieste zadanu dlohu LP dudlnym algoritmom:

f(z1,x2) = 250021 + 300022 — max,
dr1 + 32y < 2000,
1+ 41’2 é 1 000,
2.1'1 + 9 § 600,
Ty, T2 z 0.
2.39 Rieste zadant tlohu LP dualnym algoritmom:
f(x1,22,23) = 1 + 222 + 823 — max,
3%1 + 2372 + 3 § 10,
2331 + To + X3 2 5,
1+ Xg + 31‘3 = 4,
ry,.3 2 0.
2.40 Rieste zadana ulohu LP dualnym algoritmom:
f(x1,22) = by — 2y — max,
—r1 42z, S -2,
3[)31 + X9 § 12,
—r1—xy = =3,
L1, T2 z 0.
2.41 Rieste zadant tlohu LP dualnym algoritmom:
f(x1, 29, x3) = =221 — 229 + 3 — max,
—5$1 + 21‘2 - 3373 z —1,
20, —x3 2 2,
6x1 —3x9+ 53 = —9,
L1, T2 i 0.
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2.42 Rieste zadant tlohu LP dualnym algoritmom:

f(l’l, X9, T3, $4) = 31‘1 — 4[E2 + 2$3 + 2&74 — min,
—25(]1 + 41’2 - 5ZE3 + 2ZE4 = 2,

3x1 — dxo+4x3+224 = 1,
r1 —3r9 + 6x3 — 6y, = —06,
T1,4 z 0,
T3 < -L
2.43 Rieste zadanua ulohu LP dualnym algoritmom:
f(z1, 29, 23) = 21 + 329 + 3 — min,
3T+ z+zy = -1,
4oy — 3xy = —1,
4oy — 3x9 + 323 = =2,
x1,..3 z 0.

2.44 Rieste zadantu tlohu LP dualnym algoritmom:

f(xy,z9) = 80x1 + 502y — max,

20z, + 1520 < 1000,
Az, + 229 < 160,
T z 30,
x1,2 = 0.
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2.6 Vysledky neriesenych dloh

2D 7t = (0,16,2)T a foPt = GIG.

P = (0,0,2)7 a foPt =2
3 7Pt = (4,16,0)7 a foPt =

24 7ot = (10,15,0) " a foPt = 2325.

Fr= (243,442,005 Ao

P = (70,30)" a foPt = 850.

27 7P = (12,12)7 a foP* = 1320.

28 7P = (0,8,1)" a foPt = 174.

TP = (0,11,4)7 a fort = 11.

210 7°P* = (0,70,0) " a foPt = 22400.

21T x°* = (1,0,0)" a foPt = 4.

212 7°" = (16 +2X,0,6 + A\)T; A =0 a fP' = 16.
213 x°7* = (10,0,3,9)" a foP* =13,9.

214 xP' = (1,0,0) " a fort = 8.

TP = (0,75)" a foPt = 150.

223 7°P' = (0,1,0,1)7 a foPt = 4.

Neohranicena tiloha {(2 + 3, % +23)7 Az=0}
03T a f =
3.2)7 a for = g.

j’opt — (

Fr = (0,
D7 FoPt = (2,10, 2)T 4 fort = 2
228 7oPt = (

i.’opt — (%71>T a f()pt _ _l'
2301 Neohranicend tloha { ( + A, 65 +8),56 + 14\, \) T;

P30 7 = (7,0,1)7 a foPt = 13.

A2 0},
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237 ot =

233 ropPt =

TPt =
Fopt —
237 Nepripustnd tloha.

238 7°Pt = (200,200)" a fPt = 1100 000.

239 (1+2X03-3X320)T Xel0,1]a frr=T.
A0 7P = (4,0)7 a foPt = 20.

24T 7°P = (1,5,0)" a foPt = —12.

2.42] Nepripustna tloha.

Nepripustna tloha.

24 F°P* = (30,20)7 a foPt = 3400.



Kapitola 3

Postoptimalizacna analyza

3.1 Analyza senzitivity

V tejto kapitole sa zameriame na zmeny v zadani dlohy LP po vyrieseni simplexovou
metodou. PopiSeme situdacie, ktoré mozu nastat po vyrieseni zadania tlohy LP. Napriklad
sa mmoze zmenif skladova politika vyrobcu a zmenia sa skladové zasoby, teda ohranicujice
podmienky tlohy LP (zvac¢Sa prava strana). Mozu sa zmenit ceny, ¢o mé castokrat vplyv
na ucelovi funkciu, a teda aj na samotné optimum, ktoré bolo dovtedy vypocitané. Pokial
sme danu tlohu LP vyriesili simplexovou metodou, tak potom pri niektorych typoch zmien
tlohy LP mézeme vyuzit k ndjdeniu optiméalneho rieSenia optimélne rieSenie (aj samotné
informéacie v simplexovej tabulke) povodnej tlohy pred zmenou.

Vhodne upravime simplexovi tabulku a optimalne riesenie povodnej tlohy pouzijeme
ako pociatocné pripustné riesenie k nastartovaniu simplexového algoritmu alebo dualneho
simplexového algoritmu pre upravenu simplexovi tabulku a vyrieSime modifikovany opti-
malizacny problém.

Predpokladajme, ze sme vyriesili tlohu LP (3.1) pomocou simplexovej metody:

F(2) :géiﬁ{ET-f}, kde M ={ZeR": A-Z=0b7 >0} (3.1)
Uloha LP je v standardnom tvare s maticou koeficientov A, vektorom pravych stran
b a koeficientmi ucelovej funkcie ¢. V optimélnej tabulke mame bazu B C R™"  kde
n € {1,2,...,m}, inverzni maticu B~! a optimdlne bazické pripustné riesenie Z, P' Vieme,
Ze su splnené podmienky:

) #P =B b =0,

)ég B 1 AT <07,

) nenulové zlozky optimalneho rieSenia si B! - b,
)

optimélna hodnota je fP' = f(Z°P') =cp - B~*- b.

95
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Moé6zu nastat takéto zmeny:

(a) zmena vektora pravych stran,
(b) zmena koeficientov ucelovej funkcie,
(c) pridanie novej premennej,

(d) pridanie nového ohranicenia.

Tieto zmeny podrobnejsie poiseme v nasledujicich podkapitolach.

3.2 Zmena vektora pravych stran

Zmena vektora pravych stran znamend, Ze sa niektoré zlozky vektora b zmenia o uréitt
hodnotu, t.j. b — (b + Ab). Podmienka (2) zo strany |55 ostava v platnosti, lebo nezévisf
od vektora b. Béza B po tejto zmene uz nemusi byt optimalna. Vieme, ze optimélna
simplexova tabulka ostdva optimalnou aj po zmene, ak podmienka (1) zo strany |55| ostava
v platnosti aj po zmene, t.j. plati:

B~ ' (b+ Ab) > 0. (3.2)

Ak vztah plati, potom baza B je stale optimalna a nenulové zlozky optimélneho
riegenia st B~ - (b+ Ab) a optimélna hodnota tcelovej funkcie f(Z) = g - B! - (b+ Ab).
Ak vztah n(iplati, potom baza B je dualne pripustna a nie je primarne pripustna,
t.j. B71. (b+ Ab) < 0. Prepocfame nulty stipec simplexovej tabulky, ktory zodpovedd
nenulovym zlozkdm bézického rieenia, t.j. B~1-b — B~1 - (Z; + AI;) Optimalne riesenie
zmenenej tlohy LP najdeme pomocou dudlnej simplexovej metody.

3.3 Zmena koeficientov tucelovej funkcie

Pod zmenou koeficientov uicelovej funkcie myslime, zmenu ceny niektorych komodit, ktoré
zodpovedaji koeficientom vektora ¢, t.j. ¢ — (¢4 Ac). Baza B je stéle primarne pripustna,
lebo podmienka (1) zo strany [55 nezavisi na vektore ¢. Rovnako aj simplexova tabulka je
primarne pripustnd, ale moze sa porusit optimalnost v tabulke, lebo nové relativne ceny
(v nultom riadku simplexovej tabulky) maju tvar:

&l =(C+ A0 —(ég+Acg) -B'- A (3.3)

Ak @7 >0, tak vypoditané rieSenie je optimalne, t.j. rieSenie mé tvar B~ - b a hodnota
tcelovej funkcie je (g + Aép)T - B™-b.

Ak @7 > 0 neplati, tak mdme v tabulke aspoii jednu zapornd relativnu cenu. Pokracujeme
v hladani optiméalneho riesenia simplexovym algoritmom, pricom pouzijeme Startovacie

relativne ceny zo vztahu (3.3]).
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3.4 Pridanie novej premennej

Pridanim novej premennej do tlohy LP zmenime rozmer tlohy. Zvacsa ide o pridanie dal-
sieho (nového) produktu vo vyrobnom procese, nového rezného planu a pod. Ako ovplyvni
nova premennda ., rieSenie ulohy LP? Do simplexovej optimalnej tabulky chceme pridat
novu premennd T,y; S CENOU Cpiq A stipcom koeficientov A, ;1. Dostavame novi maticu
A — (A|A,11) a novy cenovy vektor ¢ — (Cnil). Vypocitame novi relativnu cenu novej
premennej podla vzorca:

1 = Cap1 —§ | - Anyr. (3.4)
Ak ¢ <0, tak novd premennd moze vstupit do bazy. K tejto relativnej cene vypocitame
stlpec A, (vieme z revidovanej simplexovej metody) a optimalna tabulka mé zlozku
n+1vtvare z,,1 = B~'- A, .. Dalej pokracujeme vo vypoécte revidovanou simplexovou
tabulkou.

3.5 Pridanie nového ohranic¢enia

Pridanie nového ohrani¢enia a,’, 4+1°Z = by do tlohy LP znamend napr. vo vyrobnom pro-
cese nové skladové obmedzenia, pripadne dalsie vyrobné postupy a pod. Predpokladajme,
ze mame vyrieSenu ulohu LP a priddme nové ohranicenie:

n
a’r—;—&-l TS by, b Zam—i-l,j * Ly < byt (3.5)
j=1
Pridame doplnkovii premenni s, aby sme dostali tilohu v standardnom tvare:
n
a;+1-f—+—32bm+1, tJ Zam+17j-xj+3:bm+1_ (36)
j=1

Do optiméalnej tabulky pribudne riadok m + 1 a jednotkovy stipec pre novi doplnkovi
premennu s s jednotkou v riadku m + 1. Rozsirend tiloha ma m + 1 ohranic¢eni a n + 1
premennych a je uré¢end pomocou nasledujticich matic a vektorov

- (A 0 = (b (e
e 1) () = (6)

Nové béza B vznikla z povodnej bazy B tak, Ze sme tam pridali stipec n+1 zodpovedajuci
doplnkovej premennej s, t.j. B = B U A, ;1. Potom B je bazou aj pre rozsireni tlohu,

lebo matica
~ B 0
B ( a 1)

je regularna. Lahko sa ukaze, ze inverzna matica k matici B ma tvar

~ B! 0
-1 _
B = < —ag-B7' 1 )

R
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Otestujeme pripustnost riesenia, ktoré nam vzniklo pridanim ohrani¢enia do povodnej
ulohy LP. Dostavame nerovnost:

L B! 0 b B'.}p _
1. p= . — = >
B b ( —a; . B_1 1 ) < bm+1 ) < —a; . B_1 -b+ bm+1 ) = 0 <37)

Cast podmienky B~! - b = 0 je splnend, lebo je to optimdlne riesenie povodnej tlohy.
Podmienku:
—ap B b4+by, 20 (3.8)
je mozné prepisat do tvaru: .
ap-B7' b < by, (3.9)
a optiméalne rieSenie spliia podmienku pridaného ohrani¢enia (3.9). Pri overeni podmienky
optimality dostavame:

~ ~ ~ ~ = B_1 0 A 0 ~
¢p- B 1'A_CT:(C;0>'<_GE.31 1>'<aT 1>_CT:

m+1

r B ' A 0 =
:<01T3’0)'<—aTB-B‘1-A+a;LH 1>_(CT’O>:
= (6B A-¢"0) <07, (3.10)

kde B je optimalna baza povodnej tlohy. Zo vztahu (3.10)) vidime, Ze baza B je duélne
pripustnd pre zmenent (rozsirent) tlohu LP.
Ak podmienka (3.9)) je splnend, tak B je optimélna baza zmenenej tlohy a

B l.b
_ag.Bfl.g_{_bm_i_l

st nenulové zlozky prislusného optimélneho bazického riesenia. Hodnota tucelovej funkcie
pre optimdlne rieSenie je ¢p - B~1- b.

Ak podmienka nie je splnend, tak B nie je optimélna baza zmenenej tlohy. Vznik-
nut4 simplexova tabulka je primdrne nepripustné a dudlne pripustnd, t.j. baza B je dudlne
pripustné. Ulohu riesime dudlnym simplexovym algoritmom.

Ak by sme pridali ohranicenie:

n
T N .
Qi T 2 g, L] ZamHJ 2 2 by, (3.11)
j=1
tak tto nerovnicu vyndsobime ¢islom (—1). Dostaneme nerovnost —a, ., - & < —bp41 a
zvolime uz vyssie popisany postup pre podmienku ((3.5)).
Ak by sme pridali ohranicenie:

Ay T =bs1, G D g1y T = by, (3.12)

J=1

tak vztah (3.12) prepiSeme na tvar (3.5) a (3.11), t.j. @)y - T Z b1 a @y - TS by

Tieto pridané ohranicenia uz vyriesit vieme.
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3.6 Riesené priklady

Uloha 3.1 Firma PURPUR vyréba dva druhy $pecidlnych farieb s vysokou odolnostou.
Su to farby na vonkajsie a vnutorné pouzitie, ktoré predava v cene 5000,- € resp. 6 000,- €
za jednu tonu. Pri vyrobe vyuziva dve strategické suroviny A a B. Denna kapacita skladu
pre surovinu A je 6 ton a pre surovinu B 8 ton. Na jednu tonu vonkajsej farby sa spotrebuju
dve tony suroviny A a jedna tona suroviny B. Pre vnutorné farby je potrebnd jedna tona
suroviny A a pol tony suroviny B. NavySe firma musi zabezpecit aj dostato¢nii ochranu
zivotného prostredia, preto vsetok odpad prechadza cez neutraliza¢nt stanicu. Jej kapacita
je projektovana tak, ze v pripade vyroby len vonkajsej farby, by spracovala odpad z 8 ton
vyrobenych farieb za jeden den. Ak by sa vyrabali len vnutorné farby, tak by to bol odpad
zo Styroch ton. Ak sa v jednom dni vyrabaji oba druhy farieb, tak sa spracuje mnozstvo
odpadu zodpovedajice ich pomernym mnozstvam. Okrem toho predpokladame, ze predaj
akéhokolvek vyrobeného mnozstva farieb je zaruceny.

Aké mnozstva jednotlivych farieb ma firma PURPUR denne vyrabat, ak chce maxima-
lizovat svoju trzbu?

a) Sformulujte tento problém ako tlohu LP.
b) Vyrieste tito tlohu simplexovou metédou.

¢) V novych ekonomickych podmienkach sa ukazuje pévodne dosahovany zisk ako ne-
dostacujuci, preto sa firma rozhodla zvysit svoje zasoby surovin. Ktoré suroviny sa
oplati dokupit a za aku cenu?

d) Vzhladom na poruchu sa znizila kapacita neutraliza¢nej stanice na polovicu. Ako ma
firma PURPUR zmenit svoj vyrobny program?

e) Aby bola firma pripravend na neocakdvané problémy s neutralizacnou stanicou, zis-
tite, v akom rozsahu jej skutocnej kapacity nebude potrebné menit vyrabany sorti-
ment.

f) S podobnou ponukou farieb prisla na trh aj firma BLUE, preto je potrebné docasne
znizit cenu vnutornej farby na 4 000,- € za tonu. Ostane doterajsi vyrobny program
optimalny?

g) Konkurenéné firma vsak onedlho skrachovala a néhle zvyseny dopyt po farbach spo6-
sobil, ze cenu vnitornej farby je mozné zvysit az na 13 000,- € za tonu. Ako ma firma
teraz zmenit svoj vyrobny program?

h) V akom rozsahu zmien ceny vnitornej farby ostane pévodny vyrobny program opti-
malny?

i) Firma PURPUR pripravuje zavedenie novej, Specialnej antikordznej farby. Na vyrobu
jednej tony farby sa sice spotrebuji dve tony zo surovin A a B a neutralizacné stanica
spracuje za den odpad len z dvoch ton vyrobenej Specidlnej farby (za predpokladu,



KAPITOLA 3. POSTOPTIMALIZACNA ANALYZA 60

ze sa nebude vyrabat ina farba), ale cena tejto farby je az 20000,- € za tonu. Ako
ma firma upravit svoj povodny vyrobny plan vzhladom na ttto moznost?

j) Nové ekologické predpisy nedovoluji vyrobu prudko jedovatej Specidlnej antikordznej
farby. Navyse stanovuju, ze celkové mnozstvo farieb vyrobenych za jeden den nesmie
prekrocit dve tony. Ako ma firma upravit péovodny vyrobny plan?

Tento priklad bol prevzaty z literatiry [7].
Riesenie:

a) Formuldcia ulohy

Ozna¢me x; mnozstvo vyrobenej vonkajsej farby [v tondch| a zo mnozstvo vyrobenej
vnutornej farby [v tondch]. Pre jednoduchost zépisov pouzijeme koeficienty v ucelovej
funkcii vyjadrujuice tisicky eur:

S5r1 + 6xy — max,
<

2x1 + 29 (surovina A),

1

6
T+ %2 < 8 (surovina B),

1 +1
- —X
] 1 A 2 3

Z1,2

A
—_

b) Riesenie simplexovou metdédou

Po zmene znamienka tucelovej funkcie, prechode k jej minimalizacii a pridani dopln-
kovych premennych s, sy a s3 dostavame tlohu v standardnom tvare:

5r1 + 6xy — max,

21’1 + 29 + 51 = 6,
1
Ty + §$2 + So = 8,
PR 1
—T —T S _=
S 1 4 2 3 3
T 9,813 =2 0

V prvej simplexovej tabulke médme hned bazu a jednotkovii podmaticu, preto mézeme
zacat s vypoctom, pozri 3.1 az 3.3}
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Tabulka 3.1: Simplexova tabulka — krok 1

B | —f| x| z2| 51| 82|53
- 0y -=5|—-6| 0] 0] O

S1 6 2 1 1 0 0
ss| 8| 1] Yol 1]o
ss| 1) L] Yool

Tabulka 3.2: Simplexova tabulka — krok 2

B | —f| x| @ S1 | S2 | 53

- 15| 0| -1 21o0]0

x| 3| 1] s 310]0

ss | 5| 0] O —=3] 1|0
5 3 1

S3 3 0 16 T 0 1

Tabulka 3.3: Simplexové tabulka — krok 3

B | —flxi|22] 51|85 s3
- g oo [0 %
x| 3 1] 0] 2|0|-3
sy| 5 0] 0| —3] 1] 0
zp | B0l 1| =30 ¥

Tabulka [3.3] je optimdlna. Z nej dostdvame optimalny vektor

fopt_ (4 10>T
- \3"3/ °

Optimélny vyrobny plan predstavuje vyrobu 1,33 ton vonkajsej farby a 3,33 ton
vnutornej farby. Optimélna trzba je priblizne 26 666,67 €. V optimalnej baze je aj
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doplnkova premenna s a jej hodnota je 5. Znamena to, ze pri optimalnom vyrobnom
plane ostane prebytok suroviny B v mnozstve 5 ton. Tiez v tabulke , v stlpcoch
3-5 st koeficienty matice B!

— |
o O wlw

|
—_
I
|
W= D= Wi

o = O

«|

Pouzitie optimdlneho riesenia dualnej ulohy

V prvej simplexovej tabulke (Tabulka bola jednotkovd podmatica v stlpcoch 3,
4 a b, pricom ich relativne ceny boli nulové. Preto relativne ceny v tychto stlpcoch
v optimélnej tabulke (Tabulka st:

Y1 = 0 + Cr<81>

yo = 04 "(s2)

I
Ut O Wl
IR AR

ys = 04 "(s3)

kde vektor y = (y1,v2,%3) " je optimalnym riesenim dudlnej tlohy LP. Z toho vyplyva,
ze zvysenie zasob druhej suroviny neumozni zvysenie zisku (y2 = 0). Oplati sa nakipit
len prvi surovinu, ale jej cena nesmie prekrocit 1333,33 € za tonu (y; = %)

Zmena pravych strdn ohranicent

Kapacita na spracovanie odpadu sa znizila o polovicu. Tato situacia znamena, ze
prava strana tretiecho ohranic¢enia tlohy sa zmenila z 1 na % Potom dostavame:

2 8
: (R0 ey (8
To=B'b=| -+ 1 0 8 |=1]5
_1l g 16 1 2
3 3 2 3

Kedze 7y = 0, preto poslednd bdza ostdva optimélna, ale zmenf sa optimalny vektor

—

s
#o = (5,2) a optimalny zisk poklesne na 5 5 +6-2 = 2, t.§. 1733333 €,

Interval zmeny pravej strany ohranicenia

Z matematického hladiska ide o riesenie stustavy linearnych nerovnic:

. 0 5 0 =3 6 .
B |b+0-|0|]|=] -1 0] 38 > 0.
1 _% 0 L:f 1+46
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Thato nerovnost mozeme prepisat ako sustavu nerovnosti:

4——-——--0 =2 0
3 3 = 7
-3+48 =2 0,
16 16
24+ —4+—-0 = 0,
* 3 * 3 -
odkial po tprave dostavame 0 € <—g; %) Ak kapacita neutralizacnej stanice neklesne

pod hranicu % povodnej kapacity a nezvysi sa o viac ako o polovicu, tak bude zvoleny
sortiment vyroby (poslednd béza) nadalej optimalny a zmeni sa len pomer mnozstiev
vyrabanych farieb.

f) Zmena koeficientu tcelovej funkcie (bez zmeny optima)
Prepoéitame relativne ceny stlpcov s novymi koeficientami tcelovej funkcie podla

ro__ L ->T . .
vzorca ¢ = ¢; — Cg - Aj:

"(x1) = 0, lebo x; je v béze,
c"(x) = 0, lebo xs je v béze,
% 6
(s1) = 0—(=5,0,—4)-| =% | = 3= 2,
-}

c"(s3) = 0, lebo sy je v béze,
8

3
"(s3) = 0—(=5,0,—4)-[ 0 | =8.
Lo

Kedze vsetky relativne ceny st nezaporné, riesenie tlohy LP ostava optimalne.

g) Zmena koeficientu ucelovej funkcie (zmena optima)

Opét staci prepoditat relativne ceny len nebazickych stipcov:

2
3
d(s1) = 0—(=5,0,-13)- | =% | =-1,
.
8
3
F(sy) = 0—(=50,-13)-| 0 | =56
1o

Kedze relativna cena ¢"(s1) < 0, rieSenie nie je optimalne a musime vykonat dalsie
kroky simplexovho algoritmu v nasledujicich tabulkdch [3.4] a [3.5]
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Tabulka 3.4: Simplexové tabulka — krok 4

B —f 1 | To S1 | S2 S3
-1 50 O O —=1] O] 56
4 2 8

ss| 5 0] 0l =L] 1] 0
10 1 16

Tabulka 3.5: Simplexova tabulka — krok 5

B | —f ||z | x| 51 |52]| s3
~ | 52| 2] 0] 0] 0| 52
si| 2 210 1]0]—4
s | 6] 3| 00| 1|-2
x| 4| 3] 1 0] 0 4

Dostali sme optimalnu tabulku [3.5] z ktorej vyplyva, ze za tychto podmienok sa ma
vyrabat len vnitornd farba v mnozstve 4 tony a tato vyroba prinesie trzbu 52 000,- €.

h) Interval zmeny koeficientu dcelovej funkcie

Riesime stustavu linedrnych nerovnic:
(€7 +6-(0,1,0,0,0) = (ég+0-(0,0,1))- A= 0.

Pre nasu tilohu LP dostavame vyraz:

2 8

Ys 0 440 56— 160
(=5,—6+6,0,0,0)—(=5,0,—6+6)-| 0 0 —3 1 0 :<0,0, 3 ,0, 3 )

01 —3 0 %
Po prepisani na ststavu nerovnic dostavame:

4 0

-—4+- 20

3+3 =

56160 .
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RieSenim tejto sustavy nerovnic je interval 6 € (—4; %) Inymi slovami, ak cena vni-
tornej farby neklesne pod 2000,- € a neprekroc¢i 9500,- €, pévodny vyrobny plan
ostane optimalny.

Novad premennd

Nova tloha pre treti druh farby je v tvare:

5x1 + 629 + 2023 — max,
<

2£C1 + X9 + 25[}3 6,
1
ry + 51’2 + 21’3 § 8,
1 1 1
gl’l + ZIQ + 51’3 é 1,

r,.3 = 0.

Vypocitame relativnu cenu stipea pridaného do optimalnej tabulky (revidovana sim-

—

plexova metdéda) podla vzorca ¢”(x3) = c3 — ¢ ' - A;.

4 7 I\
Cr(xg) = —20 + (3,0, 3> . <2, 2, 2> = —8

Dostali sme zapornu relativnu cenu, preto mozeme zaviest tito premennta do bazy.
Nato pouzijeme transforméacie revidovanej simplexovej metody a uré¢ime ako by vy-
zeral prislusny stlpec v optimalnej tabulke.

Tabulka 3.6: Simplexové tabulka — krok 6

B | —f| yi|vya]| ys| 73
IEIBIDEIE
T % % 0 —% 0
so| bl—3| 1| 0] 1
x| Rt 0| &) 2
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Tabulka 3.7: Simplexova tabulka — krok 7

B | —f|| yi |y ys
~ 1 40| 0] 0] 40

4 2 8

il 3| 5| 0]—3
10 1 8

s20 3 | 5| 1|3
5 1 8

3| 35| 0] 3

Presvedcime sa, ze tato tabulka uz zodpoveda optimalnemu rieseniu vypoctom:

1
(zy) = —64(0,0,40)-| 5 | =4,
i
1
"(s1) = 0+1(0,0,40)- 0 | =0,
0
0
"(s3) = 04(0,0,40)- 0 | = 40.
1

Vsetky relativne ceny st nezaporné, a tak mame optimum. Firma bude vyrabat 1,333
tony vonkajsej farby a 1,667 tony Specialnej antikordéznej farby.

j) Nové ohranicenie

Do povodnej tlohy LP pridame nové ohranicenie:

51 + 6y — max,

2$1 + o § 6,
T+ 5%2 é 8,
1 1
—r1+ -9 =1,
3 1 1 2 =
T+ 1z = ;
T1p 2

)

Mozeme pokracovat vo vypocte z optimalnej tabulky v Casti b). Priddme do nej
riadok zodpovedajici novému ohraniceniu a stlpec pre novii doplnkovii premennt sy.
Dostavame simplexovi tabulku . Bézické stlpce x; a x5 neobsahuji jednotkovy
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Tabulka 3.8: Simplexové tabulka — krok 8

B | —flxi |x2]| S1|52| S3/|854
4 56
2l olo| {0 B o
4 2 8
ss| 5l 0] o=l 1] ofo0
| o] 1|—3|0] ¥)o0
S4 11 1] 0] o0 1

Tabulka 3.9: Simplexova tabulka — krok 9

B | —f||zi |2 | s1|52| s34
| 2l oo 4]0 %o
x| 3 1] 0] 210[=%|0
sy | 5| 0] 0|—=3| 1] 0] O
| 2 0] 1| =5 0] %] o0
se| =2 o] 0o|-%l0 -8 1

Tabulka 3.10: Simplexova tabulka — krok 10

B | —f x| x2|51|52]| 83| 54
-] 16| 0] O] O O 8] 4
x| =41 1] 0| 0] O|—=8| 2
S9 91 0/ 0| 0] 1] 4]-3
To 6| O 1] 0] 0| 8| -1
1 8 0 0] 1] 0] 8| =3
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Tabulka 3.11: Simplexova tabulka — krok 11

B | —f| x |x |51 |8 |83]| 54
- 12 171 0 0, 0] O 6
ss| =t ol of o] 1]=2
so| 7| Ll olo]1]o|-2
T 2 17 110, 0] O 1
51 4 11 0 110] 0] -1

vektor, takze od stvrtého riadku odcitame prvy a treti. Pokracujeme dualnym sim-
plexovym algoritmom (pozri tabulky [3.9] az [3.11)):

Po zavedeni novych ekologickych predpisov je optimélne vyrabat dve tony vnutornej
farby. Optimalny zisk klesne na 12000,- €.

v
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3.7 Neriesené tulohy

3.1 Lodenica vyraba dva typy lodi: L1 a L2. Lod typu L1 prinesie lodenici zisk 15 mili6-
nov €. Konstrukcia tejto lode trva 2 mesiace a je schopné prepravit 400 kontajnerov. Lod
typu L2 prinesie lodenici zisk 10 milionov €. Konstrukcia tejto lode trva 4 mesiace a je
schopné prepravit 200 kontajnerov. Podla prieskumu trhu lodenica zistila, ze sa jej podari
predat lode schopné prepravit najviac 1600 kontajnerov. Navyse lode L2 su dost atypické
a preto ich nepredd viac ako 2. Navrhnite vyrobny plan na najblizSich 12 mesiacov tak,
aby boli zachované vsetky poziadavky a zisk z predaja lodi bol maximalny. Uréte pripustné
intervaly zmien pre prepravni kapacitu kontajnerov a ceny lode typu L2.

3.2 Farmar chova na farme dobytok. Pre jeho vykrm potrebuje naktpit potrebné mnoz-
stvo z troch ponukanych polotovarov P1, P2 a P3, ktoré nakoniec zmiesa a pripravi vy-
slednti davku kfmnej zmesi. T4 by mala obsahovat aspon 5 kg bielkovin, 7 kg sacharidov
a 3,5 kg tukov. V jednom kilograme polotovaru P1 sa nachadza 380 g bielkovin, 240 g
sacharidov a 200 g tukov. Jeden kilogram polotovaru P2 obsahuje 180 g bielkovin, 320 g
sacharidov a 150 g tukov. Polotovar P3 v jednom kilograme obsahuje 110 g bielkovin, 220 g
sacharidov a 400 g tukov. Ceny za jeden kilogram polotovarov P1, P2 a P3 su 4,30 €,
3,20 € a 3,70 €. Ulohou je zistit, aké mnozstva jednotlivich polotovarov méa farmér zmiesat,
aby dosiahol zmes s pozadovanymi parametrami a zaroven, aby boli ndklady ¢o najnizsie.
Urcte pripustné intervaly zmien pre mnozstvo bielkovin a ceny polotovaru P2.

3.3 Firma produkuje nahradné autodiely a to dvere, kapoty a blatniky. Vsetky diely sa
najprv lisuji a potom lakuji. Doby v mintutach potrebné k vyrobe jednotlivych dielov
a jednotkovy zisk su uvedené v nasledujucej tabulke.

- dvere [1 ks| | kapoty [1 ks] | blatniky [1 ks]
lisoviia [min/ks] 2 2 2,5
lakovnia [min/ks] 1,5 3 2
zisk [€/ks] 9 15 12

Sformulujte matematicky model ilohy maximalizujuci zisk za predpokladu, Ze firma vyrobi
miniméalne 300 kusov vyrobkov, pricom lisovia je k dispozicii 8 h a lakovina 6 h. Urcte
pripustné intervaly zmien pre dispozi¢ny c¢as v lakovni a ceny blatnikov.

3.4 Drobny podnikatel predava zemiakové lupienky a hranoléeky. Mnozstvo jednotlivych
surovin potrebnych na vyrobu jednotlivych vyrobkov a ceny vyrobkov st uvedené v tabulke.

- lupienky [1kg] | hranolky [1kg]
zemiaky [kg] 2 1,5
olej [kg] 0,4 0,2
cena [€/kg] 3 2
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Podnikatel nakupil pred zacatim vyroby 180 kg zemiakov a 15 kg oleja. Aké mnozstvo
jednotlivych vyrobkov ma podnikatel vyrabat, aby maximalizoval svoj zisk ak podla pred-
pisov musi spotrebovat aspon polovicu zakipenych zemiakov? Urcte pripustné intervaly
zmien pre zakipené mnozstvo oleja a cenu hranoliek.

3.5 Firma vyraba tri vyrobky A, B a C. Vyrobky sa vyrabaji na strojovom zariadeni
Z a dokoncuju se rucne. K dispozicii je 6 hodin strojového ¢asu denne, vyrobou sa za-
oberda 60 osOb, pricom ¢ista pracovna doba je 8 hodin denne. Prieskum trhu ukazal, Ze
pre vsetky vyrobky je zaruceny odbyt. Kalkulovany jednotkovy zisk a normy spotreby jed-
notlivych kapacit na kus vyrobku st uvedené v tabulke. Cielom je denny program vyroby
s maximalnym ziskom.

- A | B | C | jednotky | kapacita

7 113 2 min 6

R 21112 hod 60
zisk [€/ks] | 60 | 50 | 80 € max

(a) Zistite v akom intervale sa mo6Zze menit strojovy cas tak, aby sa neporusilo optimélne
rieSenie.

(b) Zistite v akom intervale sa mdze menit pracovny ¢as tak, aby sa neporusilo optimalne
riesenie.

(c) Zistite, ¢i sa porusi optimalita rieSenia ak strojovy ¢as bude 400 minit.
(d) Aky vplyv na optimalitu riesenia bude mat pokles poc¢tu pracovnikov na 407
3.6 Analyzou citlivosti vyrieste nasledujicu tlohu LP:

50z, + 3bxy + 60&73 — max,

v +rytay =12,
201 +x9+23 < 80,
T1+ 10+ 213 <20,

x1,T9, 73 = 0.

(a) Zistite v akom intervale sa mdze menit prava strana kazdého ohranicenia.
(b) Urcte intervaly pripustnych hodnét cenovych koeficientov.
3.7 Analyzou citlivosti vyrieste nasledujicu tlohu LP:

TTxy + 2Txs + 5623 —> max,

21’1 + 21’2 + 3$3 é 28,
T +3[L’2—|—2ZL’3 z 21,
X1,T2,73 2 0.
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(a) Zistite v akom intervale sa mo6ze menit prava strana kazdého ohranicenia.

(b) Urcte intervaly pripustnych hodnét cenovych koeficientov.
3.8 Analyzou citlivosti vyrieste nasledujicu ulohu LP:

921 + 102y + 83 — max,

T+ 2372 + T3 § 80,
T+ 29+ 21133 é 50,
T1,T2,T3 z 0.

(a) Zistite v akom intervale sa mo6ze menit prava strana kazdého ohranicenia.

(b) Urcte intervaly pripustnych hodnét cenovych koeficientov.
3.9 Analyzou citlivosti vyrieste nasledujticu tlohu LP:

1621 + 1025 + 12273 — max,

201 + 29 + 223 < 70,
2.171 + 2[L'2 + 4[)’23 é 80,
L1, T2, X3 2 0.

(a) Zistite v akom intervale sa mdze menit prava strana kazdého ohranicenia.

(b) Urcte intervaly pripustnych hodnét cenovych koeficientov.

3.10 Zlievaren vyraba 3 rozne zliatiny Z;, Zy a Z3 pre letecky priemysel, ktoré vznikaju
zmiesavanim styroch roznych kovov Ky, Ky, K3 a K, v presnych pomeroch. Na vyrobu 1 kg
zliatiny Z; potrebujeme 0,6 kg K; a 0,4 kg K. Na vyrobu 1 kg zliatiny Z, potrebujeme
0,5 kg Ky a 0,5 kg K4. Na vyrobu 1 kg zliatiny Z3 potrebujeme 0,3 kg K3 a 0,7 kg K.
Zlievaren ma k dispozicii 5 kg K7, 6 kg Ks, 7 kg K5 a 3 kg K,. Zisky z predaja zliatin 7,
Zy a Z3 sub0€, 60€ a 7T0€. Stanovte vyrobny plan pre maximéalny zisk a urcte pripustné
intervaly zmien pre mnozstvo kovu K5 a cenu zliatiny Zs.
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3.8 Vysledky neriesenych tuloh

BI 2ot = (,3)" a fP(%) = 1 Pre kapacitu kontajnerov je pripustny interval
(1200,2400) a pre cenu lode L2 interval <175, 30>.

B3 7Pt = (0,0,180) " a foPY(Z) = 2160. Pre dispozi¢ny ¢as je pripustny interval (0, 6,4)
a pre cenu interval (6, 00).

B4z = (2,3)" a fP&) = 150. Pre olej je pripustny interval (12,24) a pre cenu
hranoliek interval (0, c0).

FOPt = (120,0,120)7 a foP(F) = 16 800.

a) (240, 480),
b) (6,12),
¢) Z°Pt = (80,0,160)T a foPH(ZF) = 17600.

7Pt = (4,0,8)T a foPY(Z) = 680.

a) by € (10,20), by € (16,00), bs € (12,24),
b) ¢ € (30,60), ¢5 € (50,100).

BR £t = (20,30,0)7 a fort(F) = 480.

a) by € (50,100), by € (40,80),
b) € <5, 10>, Cy € <9, 18>

B Z°Pt = (30,10,0)7 a foPt(Z) = 580.

a) by € (40,80), by € (70, 00),
b) ¢ € (10,00), ¢y € (8,16).

B.I0 4no.



Kapitola 4

Parametrické programovanie

Parametrizacia ilohy linearneho programovania vytvara idealny priestor pri rozhodovani,
ktoré je zalozené na optimalizacii ucelovej funkcie. Podobne ako v ¢asti postoptimalizacnej
analyzy aj pri parametrizacii moézme uvazovat, ako sa bude spravat pripustnd mmnozina,
optimélne riesenie, neohranicenost resp. nepripustnost tlohy LP, ak priddme realny para-
meter do pravej strany ohranieni, koeficientov t¢elovej funkcie a pod. Ulohou je vytvorit
diskusiu pre dany parameter, z ktorej zistime, pre ktoré hodnoty tloha mé riesenie, pre
ktoré nema riesenie alebo je neohranic¢end a pod.

Definicia 4.1 (Konvexna funkcia) Nech je dand konvexnd mnozina M C R™. Funkcia
f: M — R je konvexnd, ak plati:

(V7,7 € M)(VA € (0, 1)) (AT + (1 = A)g) = Af(F) + (1 = A f (7). (4.1)

Uvazujme v tejto kapitole tlohu linedrneho programovania v standardnom tvare (vid.

12):

- —> min,
AT = b (4.2)
Z = 0.

V dalsich podkapitolach ukazeme najbeznejsie sposoby parametrizacie tulohy LP.

4.1 Parametrizacia pravej strany

v ulohe LP mé prava strana Specifické postavanie. Podla tipu tlohy LP to mézu byt skla-
dové zasoby, ¢asové obmedzenia, kapacitné obmedzenia a pod. Hodnota pravej strany méze
ovplyvnit to, ¢i loha LP je pripustnd, nepripustna resp. neohranic¢ena. Pridanim paramet-
rov do vektora pravych stran ziskame predstavu, ako moéze napr. stav zasob ovplyvnif
pripustnost tlohy LP. V tejto podkapitole popiseme ako riesit ulohu LP, ak na pravej
strane st okrem konstant aj realne parametre.

73
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Pravu stranu tlohy LP (4.2]) upravime tak, Ze priddme linedrnu kombinéciu vektorov
b; s koeficientami p; a dostaneme lohu v tvare:

¢'-# — min,
k
i=1
z = 0,

kde A € R™" je dand matica s hodnostou h(A) = m, vektory bo, b, ..., by € R™, vektory
GrTcR"ape M CRF

Veta 4.1 Nech My C M C R* je mnoZina tych p;, pre ktoré m4 tiloha LP (4.3) optimalne
riesenie. Potom je M, konvexnd mnozina, a navyse funkcia

k
= mi 2T .7 .7 = b 2>0
F(p) %12%{1711{0 7. AT bo+2pz b“x:O} (4.4)
je konvexnda na mnozine My a na lubovolnej polyhedrickej podmnozine M, je po castiach
linearna.

Na zaklade vety mozeme tlohu LP s redlnym parametrom na pravej strane riesit
napr. pomocou simplexovej metody, kde v jednotlivych krokoch algoritmu musime posudit
primarnu, resp. dudlnu pripustnost tlohy vzhladom na parametre na pravej strane. Potom
vypiseme tvar optimélneho riesenia tilohy LP v zavislosti na danych parametroch.

4.2 Parametrizacia Gicelovej funkcie

Podobne ako pri pravej strane tlohy LP mozeme uvazovat aj o zavedeni parametrov do
ucelovej funkcie. Bude nas zaujimat, pre aké hodnoty parametrov v tcelovej funkcii bude
uloha LP pripustné, resp. nepripustna a aky tvar bude mat optiméalne riesenie vzhladom na
dané parametre. V tejto podkapitole popiseme ako riesit tilohu LP s redlnymi parametrami
pri koeficientoch tcelovej funkcie.

Ucelovi funkeiu tlohy LP upravime tak, ze pridame linedrnu kombinaciu vektorov
¢; s koeficientami p; a dostaneme tlohu v tvare:

k T
(E’O—FZpi-@) - — min,
=1
A-Z = b, (4.5)
z = 0,

kde A € R™" je dand matica s hodnostou h(A) = m, vektor b R™, vektory ¢y, ...,Ch, T €
R" a € M C Rk,
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Veta 4.2 Nech My C M C R* je mnoZina tych p;, pre ktoré m4 tiloha LP ([4.5)) optimalne
riesenie. Potom je M, konvexna mn’zina, a navyse funkcia

1\

k T
G(ﬁ):min{<50+2pi'5i> v A T=0,7 5} (4.6)

7 n
SN P

je konvexné na mnozine M, a na lubovolnej polyhedrickej podmnozine M, je po castiach
linearna.

Podobne ako pri parametrizacii pravej strany aj pri parametrizacii koeficientov tucelovej
funkcie mozeme vyuzit na riesenie tlohy LP napr. simplexovi metédu. Kedze plati veta
[4.2] tak v kazdom kroku simplexovho algoritmu rozhodneme pre aké hodnoty parametrov
je uloha LP pripustna, resp. optimélna. Optimalne riesenie zapiseme vzhladom na hodnoty
parametrov.

Optimélne riesenia v tomto pripade ndm mo6zu pomodct pri spravnom nastaveni ceny
vyrobkov, nédkladov na ich vyrobu, tvorbu odpadu a pod.

4.3 Riesené priklady
Uloha 4.1 Pomocou simplexovej met6dy vyrieste nasledujicu dlohu:

15z; + 102s — max,

201 +4xs S 12,
dry 4+ 229 <16,
20142 2 2z,
20y = 4,
T, = 0.

Riesenie:
Prepiseme dant tlohu na standardny tvar, aby sme mohli vyplnit simplexovu tabulku:

—15z1 — 10z9 — min,

200 + 40+ 51 = 12,
4r1 4+ 229+ s9 = 16,
—2x1+ 2294+ 83 = 2,
200 +84 = 4,
T1-2, S1—4 z 0.

Uloha v §tandardnom tvare mé 4 ohrani¢enia a 6 premennych. Vyplnime simplexovi

tabulku (Tabulka , ktord ma 6 riadkov a 8 stipcov.
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Tabulka 4.1: Simplexova tabulka — krok 1

B | xg Ty Ty | S1 | S2| S3 | S4
-1 0 —-15|-=10] 0| O O] O

sp |12 2 4111 0] 00
s | 16 4 20 0] 11 0]0
s3| 2| —2 21070} 160
sq | 4 0 21 0] 0] 0] 1

Stlpce s1, 2, 3 a s4 tvoria bazické stipce a v tabulke ich vidime ako jednotkovi pod-
maticu typu 4 x 4. V nultom stipci sa nachddzaji hodnoty pravych stran, ktoré musia
byt nezaporné, aby tabulka bola primarne pripustna a v nultom riadku st relativne ceny,
pric¢om v bézickych stipcoch musia byt relativne ceny nulové. Ak simplexova tabulka spliia
vsetky tieto podmienky, tak tato tabulka je pripravena na spustenie simplexového algo-
ritmu.

Danym algoritmom najdeme pivot, ktory nam urc¢i, ako bude vyzerat nova tabulka v
novej baze. Pivot ndjdeme tak, ze v nultom riadku hladame stipce so zapornou relativnou
cenou. V nasej tabulke to su stlpce Ty a T Vyberieme stlpec z, a v fiom vypoéitame
vsetky podiely medzi nultym stipcom a stipcom z, pre vietky kladné hodnoty, ktoré st
v stlpci 5. Z nich vyberieme minimum, t.j. min{ 142, 126, g,% 1 pre hodnotu v tretom
riadku. Hodnota as, je pivotom, ¢o znamend, ze stlpec s3 z bazy vystupuje a stipec x5 do

béazy vstupuje. Prepocitame danu tabulku podla pivota as, a dostavame novi simplexovi
tabulku (Tabulka [4.2)):

Tabulka 4.2: Simplexova tabulka — krok 2

X X1 | T2 | 51 | S2 53 | 54

si| 8 6| 0] 1) 0/-2]0
s | 14 6| 0] 0| 1|-1]0
o | 1| =1 1] 00| L]0
sy | 2 2| 0] 0] 0|-1] 1

Dostali sme tabulku, v ktorej v prvom stlpci je zaporna relativna cena. To znamena, ze
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tabulka este nie je optimélna a v tomto stipci uréime novy pivot. Po prepoé&itani minima
zistime, ze je to prvok ays. Pivotujeme tabulku a dostavame novu tabulku s hodnotami

(Tabulka [4.3)):

Tabulka 4.3: Simplexova tabulka — krok 3

B | x| z1 | 22| 51| 82 S3 | Sa
-3 o] oo 0|2 %
s | 2] 0] 0|10 1|-3
ss| 8 0l 0] 0 1] 2|-3
| 2| 0 100 O] 2
x| 1) 1, 0] 0 0] =53] 12

Aj v tejto tabulke mame zépornu relativnu cenu (v piatom StIpCi). Podielovym kritériom
ndjdeme minimum v piatom stlpci a ur¢ime pivot (prvok ais). Pivotujeme celu tabulku
a dostavame:

Tabulka 4.4: Simplexové tabulka — krok 4

B | x| 21| 2| s1| 82 83 S4
-5 0] 0] Bl ol o0|-10
ss| 2| 0 0] 10| 1| -3
so| 4| 0 0| =210 3
x| 2|0 O 1] O] 0] O 3
x| 2| 1] 0] 3l o0]o0f -1

Skontrolujeme nulty riadok v tabulke a vidime, Ze v Siestom stipci je zaporna relativna
cena. Uréime pivot, ako podiely v druhom a trefom riadku, t.j. min{%, 4} = % (je to prvok

as). Po pivotovani tabulky dostavame novua tabulku :
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Tabulka 4.5: Simplexové tabulka — krok 5

B To || X1 | X2 | S1| S2| 83| Sa
—| Bl olo| 2] ®lo]o
sy | 6] 0O 0O —=1| 1] 1]0
si| 3 0L 0/ =2] £/0]1
| 3| O] 1] $]—=5]10]0
a | B 1] 0 =5 5[0]0

V tabulke [£.5] sa uz nenachddzaji v nultom riadku Ziadne zdporné relativne ceny, takze
sme dostali optimalnu simplexovi tabulku a mézme napisat optimalne rieSenie nasho prob-

lému: " = (4, 3)". Hodnota ucelovej funkcie je fP* = —18%. Optimalna hodnota po-
vodnej tcelovej funkcie je [Pt = 1%30. Citatel si moze overit spravnost riesenia grafickou
metddou. V

Uloha 4.2 V predoslej tlohe pridajte parameter p na pravi stranu tretiecho ohranice-
nia. Vyrieste ilohu LP vzhladom na parameter p € R:

1521 + 10xzs — max,

201 +4xy S 12,
4oy + 229 <16,
2r1+p =2 2y,
20y = 4,
r1,9 = 0.

Riesenie:
Prepiseme dant tlohu na standardny tvar, aby sme mohli vyplnit simplexovi tabulku:

—15xz1 — 1029y — Hlil’l,

200 +4a0+ 51 = 12,
4x1 4229+ 59 = 16,
=2z +2x9+53 = D,
29 +54 = 4,
Ti_g, 514 2 O,

kde p € R. Uloha v $tandardnom tvare m4 4 ohrani¢enia, 6 premennych a jeden parameter
p. Vyplnime simplexovu tabulku (Tabulka , ktora ma 6 riadkov a 8 stlpcov.
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Tabulka 4.6: Simplexova tabulka — krok 1

B | xg Ty Ty | S1 | S2| S3 | S4
-1 0 —-15|-=10] 0| O O] O

s | 12 2| 410/ 0] 0
sy | 16 4 210 1l0]o0
ss| pl| -2 2lo0] 0| 1|0
se| 4] o 2[00 0|01

Stipce S1, So, S3 a S4 tvoria bazické Stipce a v tabulke ich vidime ako jednotkovt pod-
maticu typu 4 x 4. V nultom stlpci sa nachddzaji hodnoty pravych stran, ktoré musia
byt nezaporné, aby tabulka bola primarne pripustna a v nultom riadku st relativne ceny,
pricom v bazickych stipcoch musia byt relativne ceny nulové. Ak simplexova tabulka splia
vsetky tieto podmienky, tak tato tabulka je pripravena na spustenie simplexového algo-
ritmu. V nasom pripade je to pravde, len ak parameter p bude nezaporny, t.j. p = 0.
Riesme najprv tiato tlohu LP pre nezdporny parameter p.

Simplexovym algoritmom néjdeme pivot, ktory ndm uréi, ako bude vyzerat nova ta-
bulka v novej baze. Pivot ndjdeme tak, Ze v nultom riadku hladdme stipce so zdpornou
relativnou cenou. V nasej tabulke st to stlpce T1 8 T Vyberieme stlpec 21 a v tiom vypoci-
tame Vsetky podiely medzi nultym stipcom a stipcom x; pre vietky kladné hodnoty, ktoré
s v stlpei z1. Z nich vyberieme minimum, t.j. min{ 122, 146} = 4 pre hodnotu v druhom
riadku. Hodnota as; je pivotom, ¢o znamena, ze stipec ss 7 bazy vystupuje a stlpec z1 do

béazy vstupuje. Prepocitame dani tabulku podla pivota as; a dostavame novi simplexovi
tabulku (Tabulka [4.7)):

Tabulka 4.7: Simplexova tabulka — krok 2

ZTo I T2 | S1 So | S3 | S4

$1 40 0 3| 1{—=3]0/|0
1 40 1) 310 3100
sy |8+p| O 3,0 | 1|0
S4 401 0 2|0 0] 0] 1
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Dostali sme tabulku, v ktorej v druhom stipci je zdpornd relativna cena. To znamena,
ze tabulka este nie je optimalna a v tomto stlpci uréime novy pivot. Plati:

C (44 84p 4] 4
min 51 o a5
3713 23

pre vSetky p = 0. Prvok a;p je pivot. Pivotujeme tabulku a dostdvame novi tabulku

(Tabulka [4.8)):

Tabulka 4.8: Simplexova tabulka — krok 3

B Toll X1 | 22| $1 So | S3 | S4
~ Bl ool sl 20]0
T sl 0] 1] s]—510]0
) 2010031 510]0
s3 |4+pl|l O] 0/ =1 1] 1] 0
S4 s 0] 0] =2 /0|1

Tabulka je uz optimélna, lebo v nultom riadku sa uz nenachédzaju ziadne zaporné
relativne ceny. Optimdlne rieSenie nasho problému je vektor: 7°P' = (%, %)T a hodnota
tcelovej funkcie je foPt = —1%0 pre parameter p = 0. Musime sa eSte pozriet na situdciu,
ked parameter p je zaporny. V takomto pripade tabulka [4.6] nie je primdrne pripustnd, lebo

na pravej strane (nulty stipec) sa nachadza zaporna hodnota. RieSime pomocni tlohu:

q — min,
201 +4x0+51 = 12,
daxy + 229+ s9 = 16,
2ry — 222 —s3+q = —p,
200 + 84 = 4,
Ti_9, S1-4 = 0,

kde p < 0. Vyplnime simplexovi tabulku (Tabulka [4.9) a uparvime tak, aby sme mohli
spustit simplexovy algoritmus (Tabulka [4.10)):



81 4.3. RIESENE PRIKLADY

Tabulka 4.9: Simplexové tabulka — krok 4

B To || x| o | Sy |S2|83|84]q
-1 0 O O] O] O O O]1

s1] 12 2 41 11 0] 0] 00
sy | 16 || 4 210 105010
q|—-p| 2]—-2| 0] 0]-1] 0|1
54 41 0 210001 110

Tabulka 4.10: Simplexova tabulka — krok 5

B Zo Ty | X2 | S1 | S2 |83 |84 (¢
- p|—-17| -8 0 0 1] 00

sy | 12 21 41110, 01010
s9 | 16 41 2101 1[0} 010
q | —p 21/-=21 0] 0-1| 01
sg | 4 0O 20, 0] 0 1]0

V nultom riadku st dve zaporné relativne ceny. Urcime pivot v druhom stipei:
12 16 4
min { oL 2} = min{3, 8,2} = 2.

Vidime, Ze urcenie pivota nie je zavislé od hodnoty parametra p, kedze prvok ass je zaporny.
Pivot je prvok a4s. Pivotujeme tabulku [4.10, Z bazy odchadza premenna s, a do bazy
vstupuje premennd x,. Dostavame novu tabulku 4.11f
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Tabulka 4.11: Simplexova tabulka — krok 6

B To Ty | To | S1 | S2| S3| Ss4]4q
— | 164+p|| =17 O] O O 1| 410

s1 4 21 0] 1] 0] o|=2]0
S 12 400/ 1| o|=1]0
g | 4—p 21 0l 0] 0]-1] 1]1
s 2 ol 100 o L]0

Tabulka obsahuje uz len jednu zapornu relativhu cenu. Uréime pivot v prvom

stipci:
412 4- 4—
mm{,,p}zmm{z&p}zz
24 2 2

pre vsetky hodnoty parametra p < 0. Pivot je prvok aiq, t.]. stipec sy z bazy odchadza a
stIpec 2, do bézy vstupuje. Po pivotovan{ dostdvame tabulku [4.12} V stipci s4 je zéporna

Tabulka 4.12: Simplexova tabulka — krok 7

B Toll x1 | 22| S1 | S2 | S3 sS4 | q
—|504+p| 0] Of | 0 1|-13]0
T 2 1, 0] 2] 0| O] =10
$2 41 0] 0[-2| 1| 0| 3]0
q —pl 0] O] —-1] 0] —1 311
Ty 21 0/ 1] 00| O] 3|0

relatfvna cena. V tomto stlpci uréime pivot vzhladom na hodnotu parametra p:

. |4 —p 2 . {4 —p}
mng -, —,7,¢=mMN{ -, — =
331 37 3 _

Ak parameter p < —4, tak pivot je prvok ass. Ak parameter p € (—4,0), tak pivot je prvok
asg. PopiSeme oba pripady. Nech p £ —4, potom dostdvame tabulku m

ak parameter p < —4,

WIS Wik

ak parameter p € (—4,0).
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Tabulka 4.13: Simplexova tabulka — krok 8

B Tollxy | 22| 81| So| 83|84 ¢q
| Z4pll 0 0| -3 B] 1100
4y Do) ol—¢| 5[ 0]0]0
52 s 0] of=2] & 0/ 1/0
g |—4-p| O] 0| 1|-1]|-1] 0|1
T s 0] 1| $]—%| 0/ 0/0

V stlpei s je zaporna relativna cena. V tomto stipei uréime pivot vzhladom na hodnotu
parametra p:

.{—4—p
min
1

—4 —p  ak parameter —8 < p < —4,

wol—|co

4 ak parameter p € (—oo, —8).

}:min{—4—p,4}: {

Ak parameter p € (—8, —4), tak pivot je prvok azs. Ak parameter p € (—oo, —8), tak pivot
je prvok ay3. Popiseme oba pripady. Nech p € (—o0, —8), potom dostavame tabulku m

Tabulka 4.14: Simplexova tabulka — krok 9

B To |l 1| o | S1| So| S3|Salq
— | 68+p| O] 2] 0] ] 1]0]0
1 40 1] 3]0 3| 0] 0]oO
S4 40 0 2,0 0] 0/ 1/0
q|—-8—p| 0=3]0 —% —-1] 01
s1 401 0 3] 1=t 0] o0]0O

V tabulke nie su zaporné relativne ceny, preto simplexovy algoritmus konéi. V baze
ostala pomocnd premenna ¢ a hodnota ucelovej funkcie je nenulova, preto pévodna tloha
LP je nepripustna. Tento vysledok zodpoveda vetve rieSenia pre hodnotu parametra p €
(—o0,—8). V tabulke sme mohli zvolit za pivot prvok ags pre parameter p € (—8, —4).
Po pivotovani dostdvame tabulku [4.15}
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Tabulka 4.15: Simplexova tabulka — krok 10

B Toll Ty | x2 | S1| S2| S3| Sa q
B2l ol 0l 0] B 20|
x| §—=2) 1L 0] 0| F|l—-2] 0| 3
s —i-% ] o[ ol o[5[4]1] 3
s;| —4—p| 0] 0| 1| =1|-1]0] 1
zp | S+l ol 1|0 | %] O]|-%

Vidime, ze v tabulke nie si zaporné relativne ceny a pomocnéa premennd ¢ nie je
v béze, t.j. mdzeme ukoncif pomocnui tlohu LP a najst optiméalne riesenie tlohy LP pre
hodnotu parametra p € (=8, —4). Dostdvame tabulku [4.16}

Tabulka 4.16: Simplexova tabulka — krok 11

B To || T1 | T2 | S1 | So| S3| Sa
242l 00l 0] B 20
z | f-2l 1l o0[o0| fi-%i]o0
sg|—4-2Z] 0| 0]0]-L|-211
s1| —4—p| O O] 1| —-1]—-1] 0
x| S4ZY O 1L O F] L]0

Tabulka je optimalna. Vsetky relativne ceny si nezaporné. Optimélne riesenie ma

:
tvar: 7Pt = (% —-L 24 g) a hodnota tcelovej funkcie je fP* = 20452 prep € (-8, —4).
Ostal pripad, ked parameter p € (—4,0). V tomto pripade ur¢ime pivot, ktory zodpoveda

prvku asg, pozri tabulku 4.12, Po pivotovani dostavame tabulku 4.17}
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Tabulka 4.17: Simplexova tabulka — krok 12

B To || L1 | T2 | S1 | S2 S3 | S4 q
~[50—%2 ] 0l 0 20 -] o0| &
T 2—201 1] 0| ¢/ 0| =53] 0| 1
S9 4+pl| 0 0] -1] 1 1) 0] -1
S4 -2l ol o|-%l0-+]1] 1
Ty 2480 0 1| 2] 0 $1 0] —2

V stlpci s3 je zdporna relativna cena. V tomto stipei uréfme pivot vzhladom na hodnotu
parametra p:

, {4+p 2+ &
min ¢ ——

T }Zmin{4+p,12+p}=4+p,

1
6

pre vSetky p € (—4,0). Pivot je prvok a25. Po prepocitané dostavame tabulku
Vsetky relativne ceny st nezaporné. Tabulka je optimélna. Optimalne riesenie ma

Tabulka 4.18: Simplexova tabulka — krok 13

B To |l x1 | 22| S1| So| S3 | 84

190 51 10

- =1 00 ¢l 51010 1
10 1 1

ss|4+p| 0] 0| -1 1] 1] 0] -1
4 2 1
4 1 1

-
tvar: £P' = (13—0, %) a hodnota tucelovej funkcie je foP' = %, pre p € (—4,0). Zhrnieme

vsetky ciastkové riesenia:

) pre parameter p € (—o0, —8),
-

FoPt ( pre parameter p € (—8, —4),

wloo
|
o3
— !':-;\OO
+

—

w3

Wik wIS
N—

)T pre parameter p € (—4, c0),
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nepripustnd tloha LP  pre parameter p € (—o0, —8),

foPt = 20 4 2% pre parameter p € (—8, —4),
190

3 pre parameter p € (—4, 00).
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4.4 Neriesené priklady

4.1 Pre vsetky hodnoty parametra A € (—o0; 00) vyrieste nasledujicu tlohu linedrneho

programovania:
(=6 —2X\)x1 + (—1 + 3\)z2 — max

—21’1 — T S -5
Ty — 31’2 S —4
xy, w9 > 0.

4.2 Pre vsetky hodnoty parametra A € (—oo; 00) vyrieste nasledujicu tlohu linedrneho

programovania:
—3r1 — Dy — max

—2x1 + 29 < =10+ 3\
—T] — Ty < —8— A\
T+ 220 <124 2)

r1, T > 0.

4.3 Pre vSetky hodnoty parametra A € (—o0;00) vyrieste nasledujticu tlohu linedrneho

programovania:
2Az1 — (1 4+ A\)zy — max

1 — 21‘2 S 2
—3.7)1 + 2132 S 6
xy, w9 > 0.
4.4 Pre vsetky hodnoty parametra A € (—3;4) vyrieste nasledujicu tdlohu linedrneho

programovania:
Ty + 2x9 — max

—I1+2I2§2+)\
xy, w9 > 0.

4.5 Pre vsetky hodnoty parametra A € (—oo; 00) vyrieste nasledujicu tlohu linedrneho

programovania:
(1 — 4Nz, + 4 z2 — max

l‘l—QIQZ—l
J]1+2$2§3

xy, w9 > 0.
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4.6 Pre vsetky hodnoty parametra A € (—o0;00) vyrieste nasledujicu tlohu linedrneho
programovania:
xr, + 433‘2 — min

T1+3x2 > 14+ A
x1, w9 > 0.
4.7 Pre vsetky hodnoty parametra A € (0;24) vyrieste nasledujicu tlohu linedrneho

programovania:
50z, 4+ 6029 + 253 — max

201 + 329 + 13 <244+ X
T+ a9+ 123 <10 —0,5\
$1,$27$320-

4.8 Pre vsetky hodnoty parametra A € (2;00) vyrieste nasledujicu ulohu linedrneho

programovania:
(70 + 2X)z1 + (80 — A\)xy — max

21‘1 + 9 S 19
x1 +x9 < 14
xr, + QIQ S 20
Ty, 72 > 0.
4.9 Pre vSetky hodnoty parametra A € (—oo;00) vyrieste nasledujiicu tlohu linedrneho

programovania:
—Az1 + (1 + 6A)zy — min

1 — 5£L‘2 Z 0
Ty + X2 Z 2
xy, w9 > 0.
4.10 Pre vsetky hodnoty parametra A € (—oo; 00) vyrieste nasledujiicu tlohu linedrneho

programovania:
Tx1 4+ T9 — min

131+ZL'2§1
x1—2x2§0
51 + 2x9 > —1 + 3\

xy, w9 > 0.
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4.5 Vysledky neriesenych tuloh
13 - pre A< —1jex? =(0;3)" az=-3-3)
— pre —1 <A <0je 2z = (0;0)T a z = 0;
—pre 0 < A< i jea® = (20" az=4x
—pre A=z jeax? =(2+20;0)",0>0az=g3;
— pre % < A < 00 je neohranicena.
25— pre A< ¢ jex% = (3;0)T a z =3 — 12X;
— pre%<)\< jexP = (1;1)T az=1;
— pre 1 <A< oo jex? = (0;1)T az =2\
4.6 — pre A< —3 Je nepripustna;
—pre —3 <A< 0jea” = (1+4X\-N)Taz=1+42)\
—pre0<A<oojex® =1+ 10T az=1+A\
4.9 — pre A < —1 je neohranicen4;
—preA=—-ljea” =2+ 20,14+ :0) ,0>0az=0;
— pre —1<)\<—*J65L’Opt (33T az=3+3\
— pre =2 <A <0jea” = (2;0)" a z = —2X;
- pre)\:OJe 2P =2+ 0;0)T,0 >0az=0;
— pre 0 < A < oo je neohranicena.
10 - pre A < 3 je 2% = (0;0)" a z = 0;

2z
— pre 3 <A< 1jea” =(0;—3

0
%/\)Taz:—%+%)\;
—prel <A< 2jex® = (—1+ )2

— pre 2 < A < o0 je nepripustna.






Kapitola 5

Kvadratické programovanie

5.1 Uvod do nelinedrneho programovania

Cielom tlohy nelinedrneho programovania (dalej uz len NLP) je minimalizdcia funkcie
f(z1,...,2,) za podmienok g;(x1,...,2,) < 0, prei = 1,...,m a hg(Z) = 0 pre k =
1,...,p,kde ¥ = (21,...,1,)" € X C R™. Predpokladom vSak je, Ze dané funkcie f, g; a hy,
prei € {1,....,m}, k€ {l,...,p} st definované na celom R" a maji hodnoty na rozsirenej
redalnej priamke R*. Nelinearita ulohy je podmienena tym, Ze aspon jedna z uvedenych
funkcii nie je linedrna. Mnozina X predstavuje napr. nezapornost niektorych premennych.

Ulohu NLP v rovnicovom tvare na zéklade vysSie uvedeného mozeme zapisat nasle-
dovne:

min{ f(Z) : g(Z) < 0;h(Z) = 0,7 € X}, (5.1)
kde g(%) = (g1(Z), ..., gm(Z)) " a h(T) = (h1 (D), ..., hy(Z))" st vektorové funkcie. MnoZinu
pripustnych rieseni dlohy (/5.1)) budeme étandardne oznacovat

M={7e X :g(@) <0,hx) =0} (5.2)

V $pecidlnych pripadoch g¢;(#) = 0 je mozné previest na dve nerovnosti v tvare g;(Z) < 0
a —g;(7) = 0.

5.2 Uvod do kvadratického programovania

Definicia 5.1 (Pozitivne definitnd matica) Matica A sa nazyva pozitivne definitnd,
ak plati:
(vz) " - A-Z>0. (5.3)

Definicia 5.2 (Pozitivne semidefinitnd matica) Matica A sa nazyva pozitivne semi-
definitnd, ak plati:
(V&) 3" -A-F2=0 (5.4)

91
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Definicia 5.3 (Symetricka matica) Matica A je symetrickd, ak AT = A.
Kedze pre symetrické matice plati:
=T L1 T =
A T=17 5-(A+A)-x , (5.5)
tak sa budeme zaoberat len symetrickymi maticami.

Veta 5.1 Symetrickd matica je pozitivne definitnd (semidefinitnd) prave vtedy, ked vsetky
jej vlastné ¢isla su kladné (nezaporné).

Veta 5.2 Symetrickd matica A rozmerov n X n je pozitivne definitnd prave vtedy, ked

a1 a1 ... a1k
o1 Q929 ... (0513

det > 0,
Qa1 Qg2 ... Qg

prek=1,...,n.

Specidlnym pripadom tlohy nelinedrneho programovania je tloha kvadratického prog-
ramovnia (dalej uz len KP), t.j. ticelova funkcia je kvadratickd a podmienky st linedrne:

f@)=2"-C-Z+p" - F— min, (5.6)

pri ohranic¢eniach € D, kde n je pocet rozhodovacich premennych tlohy, ¥ € R™ je vektor
rozhodovacich premennych, C' je symetrickd pozitivne semidefinitnd matica n-tého stupna,
p € R" je vektor koeficientov, D C R" je konvexna polyedrickd mnozina v R".

Budeme uvazovat len tri Specidlne pripady polyedrickej mnoziny D a to:

Dy = {Z:A-2<b,720},
D, = {Z:A-T=0b7 =0}
Dy = {Z:A -T=0},

kde A je matica rozmerov m x n a b € R™ je vektor. Pripady mnozin D, a D3 vieme
vhodnymi dodato¢nymi podmienkami (napr. A - ¥ = b prave vtedy, ked A - 7 < b a
—A- -7 < —l;) previest na problém pre pripad Di, a tak sa budeme dalej zaoberat len
tymto typom mnoziny D;. KedzZe stustava ohraniceni ulohy KP je tvorend linedrnymi, t. j.
konvexnymi funkciami a predpokladame, ze C' je pozitivne semidefinitna matica a z tohoto
dovodu je tucelova funkcia konvexna, tak tloha kvadratického programovania je tlohou
konvexného programovania. Na zaklade toho mozeme vyuzit niektoré metody pre riesenie
uloh na viazany extrém.
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5.3 Kuhnove-Tuckerove podmienky

V tejto casti sa budeme zaoberat stanovenim podmienok optimalnosti pre stustavu ohrani-
¢eni v tvare Dy:

f@=2"-C-Z+p"-F — min,
A7 < b
z = 0.

Inak povedané, podmienky optimalnosti Kuhna-Tuckera ndm pomozu pri hladani rie-
senia ulohy KP. Ked7Ze tucelova funkcia f je konvexnda a diferencovatelna na celom R” a
navyse mnozina pripustnych rieSeni je urcend linearnymi podmienkami, tak je pri hla-
dani viazaného extrému vhodné pouzit Lagrangeovu funkciu s multiplikdtormi @ € R™ a
w e R™

LEZaw) =2 -C-Z+p -Z+id -(A-Z—b)+d' -(-I). (5.7)
Rozhodovacie premenné su nezaporné, a tak mozeme pouzif zovseobecneni Lagrangeovu
funkciu v tvare:

LEZ @) =% -C-T+p &+ -(A-Z—b). (5.8)
Postup na ziskanie Kuhnovych-Tuckerovych podmienok:
Na stanovenieu Kuhnovych-Tuckerovych podmienok st potrebné parcidlne derivacie
Lagrangeovej funkcie L(Z, %) nakolko jej lokalne extrémy si aj viazanymi extrémami danej
funkcie f na prislusnej vézbe:

oL -
= A-¥-b re 1€{1,2,...,m
aul ) p { ) ) 7 }7
oL
— = 2.C-F+p+A" @, vpre je{1,2,...,n}
893]-
Pre vypocitané derivacie maju platif podmienky komplementarnej rovnovahy v tvare:
oL oL ,
a—xj > 0; xja—xj =0; z; 20, pre je{l,2,...,n},
oL oL
<0; w—=0; u; =20, pre 1€{1,2,...,m}.
Z vypocitanych parcialnych derivacii tak dostavame:
2.C-Z+p+A" -7 = 0,
T2 C-i+p+ATE) = 0,
A-7+b <0,
i - (A-7—b) = 0,
i = 0,
7 = 0.
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Zavedenim vhodnych substiticii, t.j. novych premennych v € R" a y € R™:

i = 2.C-i+p+A" -4,
7 = A-T—0,

a naslednom dosadeni dostavame stustavu:

2.C-Z+p+AT -0 = =0,
rj-v; = 0 pre je{l,2,...,n},
zZ > 0,
A-7—b = —g<0,
w-y; = 0 pre 1€{1,2,...,m},
@ > 0,

resp. po malych tpravach stustavu v tvare:

—2.C-Z—A"-d+7 = P (5.9)
A-Z+7 = b, (5.10)

z > 0, (5.11)

7 = 0, (5.12)

@ > 0, (5.13)

7 > 0, (5.14)

zj-v; = 0, pre je{l,2,...,n}, (5.15)

w-y; = 0, pre i€ {l,2,...,m}. (5.16)

Z podmienok (5.11)), (5.12)), (5.13)), (5.14), (5.15)) a[5.16|vyplyva, Ze z kazdej dvojice pre-
mennych (z;,v;) resp. (u;, y;) je aspoil jedna zlozka nenulovd t. j. najviac n+m premennych
moze byt nenulovych.

Ak nejaka sustava rovnic ma nezaporné riesenie, tak ma aj nezaporné bazické riesenie.
Pri hladani bodu vyhovujiceho podmienkam optimélnosti Kuhna-Tuckera sta¢i skimat
nezaporné bazické riesenia.

5.4 Wolfeho algoritmus

Tato metdda riesenia tiloh KP je zalozend na Kuhnovych-Tuckerovych podmienkach a na
ich riesenie Wolfe rozpracoval upraveny simplexovy algoritmus. Povodne bola tdto metoda
rozpracovana v zavislosti od vlastnosti ticelovej funkcie v dvoch variantoch:

(1) Specidlny pripad, tzv. kratky tvar Wolfeho met6dy. Tento variant ndim umoznuje riesit
ulohy, v ktorych matica C' kvadratickej formy ucelovej funkcie je pozitivne definitna,
alebo vektor p'linedrnej formy je nulovy. V praxi plati, ze kratky tvar Wolfeho metody
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konverguje v mnohych pripadoch, aj ked matica C' je len pozitivne semidefinitna a
vektor p je nenulovy. Toreticky je vSak mozné konvergenciu zarucit len pri splneni
vyssie uvedenych predpokladov.

(2) vseobecny pripad, tzv. dlhy tvar Wolfeho metody. Tento tvar je mozné pouzit bez
vyssie uvedenych obmedzeni.

Uvazujme tlohu KP v tvare:
f(@)=z"-C-Z+4+§" -Z— min, pre i€ D, (5.17)

kde D je konvexnd polyedrickd mnoZina v R" v $pecidlnom tvare D; = {¥ : A- ¥ <
5, 7= 6}, n je pocet rozhodovacich premennych tlohy, ¥ € R" je vektor rozhodovacich
premennych, C' je symetricka pozitivne semidefinitnd matica n-tého stupna, p € R" je
vektor linedrnej formy. Dalej predpokladame, ze b > 0 a hodnost matice A je h(A) =m.

Podla Kuhnovych-Tuckerovych podmienok, bod #* spliiajici podmienky A - #* < g,
7 > 0 je riefenim tlohy prave vtedy, ked existuje vektor u* € R™ taky, ze st
splnené nasledovné podmienky:

2.-C-*+p+A"aT = 0,
T2 C- P+ AT T 0,
A7 —b <0,

@ (AT —b) = 0,

2
— A7,

S

pre 7* = 0, o = 0 sa problém povodnej tlohy transformuje na problém vyrieSenia nasle-
dujtcej sustavy:

2.C-F+A" -0 -7 = —p, (5.18)
A T4 = b,

kde z*, y*, u*, v* = 0 a zaroven musi byt splnend podmienka (tzv. podmienka ortogonality)
t.j. podmienka:
=0 a @ -y =0. (5.19)

Nato, aby tato podmienka mohla byt splnena, musi byt z; alebo v; rovné nule pre kazdé
i = 1,...,n (podobne pre y; a u; pre kazdé ¢ = 1,...,m). Do tvahy teda prichddzaju
len také riesenia sustavy , v ktorych je z 2n 4+ 2m premennych nenulovych najviac
n + m, t.j. tolko, kolko ma sistava rovnic. Tato podmienka je splnena prave bazickymi
rieSeniami. Princip metddy teda spociva v tom, ze spomedzi pripustnych bazickych rieseni



KAPITOLA 5. KVADRATICKE PROGRAMOVANIE 96

sistavy vyberieme tie, ktoré zdroven spliiaji podmienku ortogonality. Nato pouzi-
jeme obmeneny simplexovy algoritmus tak, aby sa zavedenim pomocnych (resp. umelych)
premennych ststava rozsirila na tvar, v ktorom mozno bezprostredne urcit pocia-
tocné bazické riesenie vyhovujice podmienke ortogonality. Nasledovne sa simplexovym
algoritmom pomocné premenné anuluji a algoritmus upravime tak, aby v kazdej iteracii
bola splnend aj podmienka ortogonality (urcia sa tzv. Wolfeho podmienky resp. pravidld).

ALGORITMUS (Wolfe):

K0: Najdeme pripustni bazu B C {z1,...,Zn, Y1, ..., Ym} Pre nezaporné riesenie sustavy
A -7+ y=0b. Ak takito primarne pripustna baza neexistuje, tak chod na krok K3.

K1: Zostavime pomocnu tlohu ([5.20]):

1\
=

min{Zwi:A-qug’:g, 2.C-74+ A" -4—0+D-%=—ppreZ,7,a,v
i=1

kde D je diagonalna matica, ktori definujeme nasledovne:

(1) ak 32, 2cjz;(B) > —py, tak dyy = —1,
(2) ak PP 2cpx(B) < —py, tak dpj = 1.

Polozime Ly = B U {wy,...,w,} a Ly bude pripustnou bazou pre tlohu ([5.20)).

K2: Riesime tlohu ((5.20) pomocou simplexového algoritmu s dodatoénymi pravidlami pre
vstup premennych do bazy:

P1: x; moze vstupovat do bazy, ak z,, — ¢;; > 0 a v; nie je bazickd premennd, pre

je{l,...,n},

P2: v; moze vstupovat do bazy, ak z,, —¢,, > 0 a z; nie je bazickd premennd, pre
jed{l,...,n},

P3: w; moze vstupovat do bazy, ak z,, —c,, > 0 a y; nie je bazickd premennd, pre
ie{l,...,m},

P4: y; moze vstupovat do bézy, ak z,, — ¢, > 0 a u; nie je bazickd premenna, pre
ie{l,...,m}.

Tymito podmienkami zabezpecime podmienky ortogonality uvedené vyssie. Za pocia-
tocni bazu simplexového algorimu vezmeme Ly a takto upraveny algoritmus skonci
po konec¢nom pocte krokov. Oznac¢me konecni najdeni bazu L.

(1) Ak >, u(Lyon); > 0, tak prejdeme na krok K4.
(2) Ak > u(Lyon); = 0, tak prejdeme na krok KB5.
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K3: (Ukoncenie algoritmu)
Uloha 1’ nema pripustné riesenie.

K4: (Ukoncenie algoritmu)
Komponenty bazického riesenia x(Lyo,) st optimalne rieSenia tlohy (5.17]).

K5: (Ukoncenie algoritmu)
Algoritmus nenasiel optiméalne rieSenie tlohy (5.17)).

Wolfeho algoritmus skon¢i po kone¢nom pocte krokov, ale nemusi vzdy nédjst optimalne
riesenie tlohy (5.17)). Je vsak dokdzané, ze Wolfeho algoritmus za dodatoénej podmienky
najde vzdy optimélne rieSenie na zaklade Vety [5.3

Veta 5.3 Ak C je pozitivne semidefinitnd matica a h(C|p) = h(C), tak Wolfeho algo-
ritmus bud zisti, Ze neexistuje pripustné riesenie alebo nenajde optimélne riesenie ulohy
(5.17)).

5.5 Shettyho-Lemkeho algoritmus

Na tvod je potrebné si zopakovat pojmy ako symetricka, pozitivne semidefinitné a definitna
matica a taktiez ich prislusné ekvivalentné formulacie.

Shettyho-Lemkeho metdda patri medzi simplexové algoritmy a je zaloZzend na hladani
bodu vyhovujiceho podmienkam optimalnosti Kuhna-Tuckera. Myslienkou je zavedenie
pomocnej premennej p do riadkov, v ktorych maja vektory p’ a b zépornt zlozku. Uloha
kvadratického programovania je tilohou nelinearneho programovania, v ktorej ststava ohra-
niceni je linearna a tucelova funkcia je kvadraticka. Vseobecnd formulacia ulohy KP je v
tvare:

f(@)y=z"-C-Z+§" -7 —> min pre x €D, (5.21)

kde D je konvexnd polyedrickd mnozina v R"™ v Specidlnom tvare D; = {# : A - & <
Z;, T2z 6} n je pocet rozhodovacich premennych tlohy, © € R" je vektor rozhodovacich
premennych, C' je symetrickd pozitivne semidefinitnd matica n-tého stupna, p € R” je
vektor linearnej formy a A je matica sustavy ohraniceni rozmeru m X n.

ALGORITMUS (Shetty-Lemke):

KO: (Inicializa¢na faza)
Podmienky optimalnosti Kuhna-Tuckera (pozri predchadzajicu sekciu) upravime o
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parameter p s prislusSnymi koeficientami:

—2.C-Z—A" - A+T+qp = 7

A-Z+G+t-p = b

i =0,

jleu =0,

i =z 0,

jz0

i = 0,

7 > 0,

kde 7 € R" a t € R™ st vektory definované nasledovne:

w={ "o mnsl 522

" _{ —1 akb; <0, (5.23)

K1: (Féza rieSenia)
RieSeniu danej sistavy rovnic zodpoveda simplexova tabulka [5.1}

Tabulka 5.1: Simplexova tabulka

Zp|| & i || g | p|Plb
i ||—2.c|-AT|E|0]|q| 7
7 A o |o|E|T| b

L, U=p,y = g, 1 = 0. Potom overime:

=1

a vychodiskové bazické riesenie ¥ = 0, @ =

(1) Ak 720 a4 > 0, tak vektor Z = 0 je optiméalnym rieSenim tlohy.

(2) Inak realizujeme elementdrnu zmenu bazy, pri ktorej sa vedicim stipcom stéva
stlpec reprezentovany premennou p a veduci riadok je ur¢eny miniméalnym pr-
vokom pravej strany. Pokracujeme pokial premenna p nevystipi z bazy.

Nezapornost vektorov Z, ¥, ¥ a ¢ garantuje kritérium pripustnosti rieSenia pri pri-
marnom rieseni simplexovej metddy.

K2: (Pravidlo vypoctu)
Ak z bazy vystupila v (k — 1)-ej iteracii premennd v; (resp. z;), alebo y; (resp. w;),
tak v aktudlnej k-ej iterdcii vstipi do bazy premennd x; (resp. v;), alebo w; (resp.
Yi)-
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5.6 Riesené priklady

Uloha 5.1 Z nasledujicej tlohy uréte prislusné matice a vektory dlohy KP a stanovte
Kuhnove-Tuckerove podmienky:

f(z1,15) = 22 — 22129 + 225 — 621 — 247y — min,
r1+22 =8,
9x1 — 22y <9,
Z1,2 z 0.

Riesenie:
Zo0 zadania dostavame:

Zostavime K-T podmienky:

() )

|

o |
= o
N——

N
—
|
N —
~_—
N
8 R
[N
~
+
N
NN
N =
@lHl\—/\—/
I
/N 7
© oo
~_—

> 0,

> 0,

j z G,

@ > 0,

7 Topt . Zjopt 4 glopt  popt  _—

Po tprave dostavame:

—2x1 4+ 229 — Uy — dus +v;1 = —06,
200 —4x9 —up + 2us + v = —24,
T+ 2r+y1 = 8,
dx1 — 229+ 1ys = 9,
20, g, 14 = 0,
g Topt gjopt 4+ gTopt . gopt
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Uloha 5.2 Pomocou Wolfeho algoritmu vyrieste nasledujtci problém:

f(zy,m5) = 2% — 4ay29 + 525 — 301 — 14wy —> min,

3.’L‘1 — 21‘2 é 5,
T+ 4ZL’2 é 6,
T1,2 = 0.

Riesenie:
Ohranicenia st v zdkladnom tvare Dy, a tak zo zadania tcelovej funkcie a dvoch ohraniceni

dostdvame matice:
1 -2 L -3
c=(5 ) =),

(2 5= (2)

Zo ziskanych matic zostavime Kuhnove-Tuckerove podmienky v tvare:
1 -2 T1 3 1 Uy (%1 o
(e ) 5) () () () -
3 -2 T U1
() ()

/N 7 N

o ov |
[S—

T e
~__—

z > 0,
7 > 0,
j = 0,
i > 0,
ﬂ'T opt y—»opt + :i:Topt . Uopt - 0.

Zavedieme novy vektor @' = (wy, ws) € R? a zostavime tlohu LP v tvare:

wy +wy — min,

201 —4xo + 3wy +ug — vy +dywn = 3,
—4x1 + 10z — 2uy + 4ug — vo + daows 14,

3ry —2x94+1y1 = b,

r1+4x2+y2 = 6,

z = 0,

7 = 0,

g z 0,

a = 0,

¢ = 0,

ZTopt . 7oPt 4 Flopt _zopt
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V 3. a 4. ohranic¢eni premenné y; a ys mozu byt bazické a preto nie je potrebné riesit
pomocni tlohu zavedenim dalsich pomocnych premennych. Kedze z1(B) = z3(B) = 0,
tak v prvej a druhej rovnici je dy; = doo = 1.

Tabulka 5.2: Simplexova tabulka — Wolfeho algoritmus — krok 1

B To || L1 | T2 | Y1 | Y2 | U1 | U2 | U1 Vg | W1 | W
-0} O0]O0O]0O0O]O0O]O0O]010T]]O0]1]1

g

—
w
[\

|
W~

@] @] @]

(@)
w
—_

|
—_
)
—_

wy | 14 || —4 | 10

Zapisanim vsetkych rovnic do simplexovej tabulky sa neporusili bazické stipee v spodnej
casti tabulky, a tak nie je potrebné ich nulovanie. Pridame novy riadok pre z; — ¢; ako
stiet w; + ws, pomocou ktorého uréime stipec zodpovedajici premennej, ktord v dalsom
kroku algoritmu bude vstupovat do bazy.

Tabulka 5.3: Simplexova tabulka — Wolfeho algoritmus — krok 2

| B o] n[nlnlp|ulw[u]w|w]e]

vw |53 |-2{1(0, 0,0} 0] O0]O0/O0

Yo 6 1 4 101110700 010710

w | 3| 2|—-4]0]0 3 |1 |-=1,0|1]0

we |14} —-4]100]0]0|=24]0]-1]01]1

Zj

-¢ |17 -2 6 |O]O] 1 |5 |-1/-1|1]1

Premenné y;, y» st bazické, a tak v dalSom kroku nemozu vstupovat do bazy premenné

. v ) . { P N . 6 14| _ 14 . .
Uy, Usg. Jedinou moznostou e Stlpec pre premennu ITa. KedZe min {Z’ 00 100 prOtOHl Je

10 pre riadok ws.
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Tabulka 5.4: Simplexova tabulka — Wolfeho algoritmus — krok 3

B |o| = [#fylyp| w [ v [v] v [w] w |
w78 22 10|1]0[-04] 08| 0 |—-02]0] 02
yy 1040 26 000|108 |—16|01|04]|0]|-04
w |86 04 |00 0] 22|26 |-1]-04]1 ]| 04

2o |14 —04|1]0|0]-02] 04| 0 -01]0] 01

Zi—c; |86 04 0000|2226 |-1-04] 1| 04

Premenné yq, y» st bazické, a tak v dalsom kroku nemozu vstupovat do bazy premenné
uy, ug. Jedinou moznostou je stlpec pre premennu z;. Kedze min {7’8 94 @} = %, pivo-
tom je 2,6 pre riadok ys.

2272604

Tabulka 5.5: Simplexova tabulka — Wolfeho algoritmus — krok 4

B ‘ Zo H T ‘@‘yl‘ Y2 ‘ (51 ‘ Ug ‘ U1 ‘ (%) ‘wl‘ Wa ‘
i | B[00 -5 |-B| B |0|-5]0] %
) Zl1j0j0 & | 5 |-30] & 0|5
w [Wlofofol-gl g g [a[-5[1]3
To D010 & |—-FH] 35|10 |—%]0/| 5%
zi—¢ | =00 (0| -] & | X |-1|-2|1]| 5

Premenna 3, je béazickd, a tak v dalSsom kroku nemoze vstupovat do bazy premenna

uy. Jedinou moznostou je stipec pre premennti us. Kedze min { 213 1L1/13 '19/13 111/13
1 J pec pre p 2 28/13° 37/13 * 2/13 37/13

pivotom je :1% pre riadok w;.
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Tabulka 5.6: Simplexova tabulka — Wolfeho algoritmus — krok 5

| B [woflm ey v [wfuw] v [ v [ofw]
v | 1| —|—]—] —]—10 — — — | =
n|l2|-/-1-1-=1-=10 — — S
ups | 3101010 —% % 1 —% —% % %
o | 1| = —=|—=| — | —=]0] — — | =] =

Premenné w; a wy st uz nebazické a tak algoritmus kondi. Uloha m4 optiméalne riesenie
a to ¥ = (2, 1), °P = (1,0)", @°* = (0,3)T, ¥°P* = (0,0)" a foP* = —19, kde foP*
ziskame dosadenim Z°P' do tucelovej funkcie f. V

Uloha 5.3 Pomocou Wolfeho algoritmu vyrieste nasledujici problém:

f(z1,29) = 22 + 42109 + 23 — 302, + 1209 — min,

r1t+we =8,
T 2 2

Ty 23,

12 > 0

Riesenie:
Ako prvy krok je potrebné upravif ohrani¢enia na zékladny tvar Dy:

T+ 3 =8,
—I é _27
—XT9 é —3.

Nasledne zo zadania tucelovej funkcie a upravenych ohraniceni dostavame matice:

12 . (=30
o=(27) (%)

1 1 ) 8
A= -1 o], b=]| -2
0 -1 -3

Z nich zostavime Kuhnove-Tuckerove podmienky v tvare ststavy maticovych rovnic:
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Uy
1 2 T 1 -1 0 V1 .
Uusg

|
— o
o S
N———

8
[NV
N~
+
NN
W N =
I
e R

1 1 8
-1 0 -("”1 -2 |,
0 -1 -3
l—L'Topt . Zjopt +fTOpt . 170pt — O,
z > 0,
v = 0,
gy z 0,
@ > 0.

T

Zavedieme novy vektor @' = (wy,wy) € R? s prislusnymi koeficientami d;; a da a zosta-

vime tlohu LP:

wy +wy — min,

211 +4we + up — us — vy +dppwy = 30, (5.24)
Ary + 2x9 + Up — Uz — Vg + doppwy = —12, (5.25)
ri+x+y; = 8, (5.26)
T1 — Yo 2, (5.27)
To—ys = 3, (5.28)

GTOPt . opt  FTopt _govt

i = 0,

v = 0,

j z 0,

i = 0,

@ = 0.

V ohrani¢eniach (5.26)), (5.27) a (5.28) nemozeme hned uréit bazické premenné, a preto
musime riesit pomocnu ulohu zavedenim pomocnych premennych p; a ps do ohraniceni
(5.27)) a (5.28]), kedze jednou bazickou premennou méze byt premennd y;. Riesime pomocnt
ulohu LP:

p1+p2 — min,

T +T2t+yr = 8,
T —Yo+p = 2
Ta—Yys+p2 = 3,
T1, To, Y1, Y2, Y3, P, P2 = 0

ZapiSeme ststavu rovnic do simplexovej tabulky [5.7]
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Tabulka 5.7: Simplexova tabulka — Wolfeho algoritmus — krok 1

B |xo|xi|x2 |y | Y2 | Y3 |DP1| D
—lojlojolo| o]0 /|1]1

pwlsll1l1]1]o0o]o0ololo
ml2l1]olol=t]o0|1]o0

ml3]lol1lolo]|=-1]0]1

Nakolko sme dostali nenulové hodnoty v nultom riadku pre bazické premenné, tak je
potrebné jeho vynulovanie v bazickych stlpcoch reprezentovanych premennymi p; a po. Pri

Tabulka 5.8: Simplexova tabulka — Wolfeho algoritmus — krok 2

B | x| x| 22 [yi| Y2 | Ys | P1| D2
— | =5 =1/=1l0] 1] 11010

w8 1] 1]1]0]0]0]o0
ml 2l 1 lolol=t]o0|1]o0
ml 3ol 1]lolo|=1]l0]1

vybere stlpca pre premenni z; je z jednoznacnosti pivotom 1 pre riadok p;. Pri vybere

Tabulka 5.9: Simplexova tabulka — Wolfeho algoritmus — krok 3

B | xy |2 | 22 |y1| Y2 | Ys | P1 | D2
— /=310 |=1/0] 0] 1|10

wml 6ol 1|11 ]l0]|-1]0

x| 2 1100 -=1]0 110

ml 3ol 1]o]o|=-1]0]1

stlpca pre premennt z, je z jednoznacnosti pivotom 1 pre riadok p,. Pomocné tloha LP
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Tabulka 5.10: Simplexova tabulka — Wolfeho algoritmus — krok 4

B |xo|xi |22 || Y2 | Ys | D1 | D2
—loflojlo]lolO|oO]|1]1

pml3olol1] 1|1 |=-1|-1
w2 1lojol=1]0]1]o0

|3 10100 |-1]0]1

konéi, lebo pomocné premenné p; a ps uz nie st bazické. Kedze z1(B) = 2 a zo(B) = 3, tak

uz pozname di; = 1 a doy = —1 v rovniciach ((5.24)) a (5.25)). Pokracujeme rieSenim povod-
nej ulohy Wolfeho algoritmom zapisanim rovnic do simplexovej tabulky [5.11] Zapisanim

Tabulka 5.11: Simplexova tabulka — Wolfeho algoritmus — krok 5

B (x| 21 |22 |y | Y2 | Y3 | ur | ux |ug | v1 | V2 | Wy | we
-0y o700 0]0]]O0]O010LO]0] 111

yi | 3 O] 0711 1 O] 0[O0} 0 L0]0}O0
x| 2 1 oO(o0}|-1}00]0}0}00]0|O0
To | 3 0 1r{o00}|-1} 0, 0]0]01]0]0]O0
wy | 30 || 2 4 1010 0 1| -1]0|-1]0]1]O0
we 12| =4 | =210 | 0 O (-1, 0 |1]0]1]0]1

vietkych rovnic do simplexovej tabulky sa ndm vSak porusili bazické stipce pre premenné
T1 a T2 a preto je potrebné ich nulovanie. Pridame novy riadok pre z; —c; ako stcet w; +wo,
pomocou ktorého uréime stipec zodpovedajici premennej, ktora v dalSom kroku algoritmu
bude vstupovat do bazy.
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Tabulka 5.12: Simplexova tabulka — Wolfeho algoritmus — krok 6

B To || 1 | T2 | Y1 | Y2 | Y3 | U | U2 | U3 | V1 | Vo | W1 | Wo
— 10 01010 0 0 0 0 0 0 0] 1 1
Y1 | 3 00711 1 1 0 OO0} 0 |0]07]O0
Ty | 2 1700 |-=1|0 0 0 0 0 0] 0 0
To | 3 0O[11]0 O | -1 0 0 0 0 0] 0 0
w |14]olofo| 2 4]1|=1l0]|=1l0|1]0
wy |26 0100 —4|-2]-1]0|1]0|1]0]1
Tabulka 5.13: Simplexové tabulka — Wolfeho algoritmus — krok 7
B Jao x|z [y | ys | ua [up Jus| vn [vp]wi|ws]
Y1 3 01 1 1 0 0 0 01010 0
T 2 1]10]0]-=1|0 0 0 0 0 ]01]O0 0
To 3000|100 |-=1]0 O[O0} 010|010
w1 141 0] 0|0 2 4 1 | =110 |-1]0]1 0
Wo 26 01100 —-4|-2]-1|0 1 0 110 1

si—c; |40 00 0220 -1|1]|-1/1|1]1

Premenna x5 je béazickd a tak v dalsom kroku nemézu vstupovat do bazy premenna
vy. Do bazy moézu vstupovat premenné ys a ug. Pri vybere stlpca pre premenni us je z

jednoznacnosti pivotom 1 pre riadok premennej w,.
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Tabulka 5.14: Simplexova tabulka — Wolfeho algoritmus — krok 8

B [wollei[x|o ]y [y[wm|[wluw|o v ww]
yo [3]ojofl1]1l1lo|lo]o]0o]0]|O0]O0
o | 2)1lo]jo|l=1]0o]o0o]0o]0olO|O|0O]|O
z | 3fol1]olo|=1]0o]o0o]0olO0|0|0O]|O
w, [14fojolo|l 24| 1|=1]0|=1]0]1]0
us |26 000 |—4]—2|-1]0|1|0|1|0]1

zi—¢|l14fololo| 241 |=1l0|=1l0]1]0

Premenna y; je bazicka a tak v dalSom kroku nemdézu vstupovat do bazy premenna
uy, podobne kvoli premennej uz nemoze v dalsom kroku vstupovat do bazy premennd ys.
Pri vybere stlpca pre prement y» je z jednoznaénosti minimalnych podielov pivotom 1 pre
riadok premennej y;. Premennd us je bazicka, a tak v dalSom kroku nemdze vstupovat do

Tabulka 5.15: Simplexova tabulka — Wolfeho algoritmus — krok 9

[ B [wolelwe [y [y ys [ [uz [us[ o [voJwn Jun]
w | 3]oflol1]1l1]o]lojo]lo]o]|o0]oO
zr |51t ]ol1]o|1]o]o]o]O0]0]0]oO
z [ 3]lof1]o]o|=t|{o0o]o0o]0]O0]0]0]oO
w | 8flolo|l—=2|0] 2|1 |=1|0]|=1l0]1]o0
us 380|040l 2 |-1]0o|1|0o|1|0]1

i—c¢ | 800 |=2l0] 2|1 |=1]0]|=1/0]1]0

bézy premenna ys. Pri vybere stipca pre premennt u, je pivotom 1 pre riadok premennej
wy. Premené w; a wy st uz nebazické a tak algoritmus konci. Uloha m4 optimalne riesenie,
ato Z°P' = (5,3)7, y°Pt = (0,3,0)", @°P* = (8,0,46)", v°Pt = (0,0)" a fPt = —20, kde
hodnotu f°P* ziskame dosadenim #°P* do tcelovej funkcie f. vV
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Tabulka 5.16: Simplexova tabulka — Wolfeho algoritmus — krok 10

LB [z ooy [wlys [w]u[u] v [v]w[w]
wls|olol 11l 1]olololololo]o
mls1jolt]ol1]olofololo]o]o
ml3llol1]olol=1]olo]ololo]o]o
w|slolol=2lol2]1]=a]o][=1]0o]1]0
ws 460 0] 2 olalo|-1[1|-1]1]1]1

Uloha 5.4 Pomocou Shettyho-Lemkeho algoritmu vyrieste nasledujicu tlohu:

f(z1,15) = 22 — 22,29 + 225 — 621 — 247y — min,

T+ X9 § 8,
51‘1 — 2.1'2 § 9,
X1,2 z 0.

Riesenie:
Ohranicenia si v zdkladnom tvare Dy, a tak zo zadania tcéelovej funkcie a dvoch ohraniceni

dostavame matice
1 —1 L —6
c=(1 ) =),

~(2) a-(2 )

Zo ziskanych matic zostavime Kuhnove-Tuckerove podmienky modifikované o premennt g

v tvare:
—6
—24 )’

s ) G2) ) () e (5)
() () () () - (5)

ﬁTOpt . y—»opt + j:Topt . ﬁOpt

g o —

STRER ]

IAVARIAVARIAVARTAVARR
oL L oL oL O

IS}
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Po roznasobeni a tpravach dostdvame stustavu rovnic:

—2x1 + 229 —uy —dus +v1 —p = —06,
201 —4xo —uy +2us + v — pu = —24,
1+ 22+ 8,
or1 — 220+ 1Yo = 9,
Topt . g‘opt + Flopt | zopt  _ 0,
Z > 0,
7 = 0,
j =0,
@ > 0.

Ziskanu sustavu rovnic prepiseme do simplexovej tabulky nasledovnym spésobom. V dal-

Tabulka 5.17: Simplexova tabulka — Shettyho-Lemkeho algoritmus — krok 1

EAREAARIEIDIIaya
o | =2 2 [=1]=s]1]0 0]-1] 6
w2 —al-1] 2 ol1lolo|-1]-2

ool s

wl 11 ]o]lololo]|1

y2/ 9 (-2 0] 0,000 1] 0] 9

som kroku algoritmu bude premenna p vstupovat do bazy a z minimalnosti pravych stran
sa premenna vy stane nebazickou.

Tabulka 5.18: Simplexova tabulka — Shettyho-Lemkeho algoritmus — krok 2

’BHxl‘$2‘U1‘U2‘U1‘U2‘yl‘yﬂM‘P/b‘
vp||—4] 6 |0 ]|-=7]1]|-1 0 18

0
pwil-21411]-2/0|-1]0]0]1 24
0

vl 1] 1]0]0|0]o0]1 0] 8

Y2/ © [=2] 0] 0 ]0 0 [0]1T]0|9

V predchadzajicom kroku premenna v, vystupila z bazy, a tak na zaklade pravidla
vypoctu v dalSom kroku do bazy bude vstupovat premenna x,.
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Tabulka 5.19: Simplexova tabulka — Shettyho-Lemkeho algoritmus — krok 3

(B [ oa (o2 [ [ o0 [ o [ ]9 [0/t
zo || =2 1 —Ip i -rlojolo]| 3
pff 2101 % -=2]-fl0]0|1]|12
yi| S0 0 L |=:lF|1|0]0]| 5
| 2100 -2 2 |=2]0|1]0]15

V predchadzajicom kroku premenna v; vystupila z bazy, a tak na zaklade pravidla
vypoctu v dalSom kroku do bazy bude vstupovat premenna x.

Tabulka 5.20: Simplexova tabulka — Shettyho-Lemkeho algoritmus — krok 4

| B [ofas|w | us [0 [ o2 | 5 [9a]p]p/b]

za | 0] 1 %l & |—-%] 2 |0]0] 5
plf0fo0 1] 2 | =2 -21-2701|10
w100 L |-%] & | 2003
|00 0 |- & |-%|-5%|1]0] 5

V predchadzajicom kroku premenna y, vystupila z bazy, a tak na zdklade pravidla
vypoctu v dalSom kroku do bazy bude vstupovat premenna u;.

Tabulka 5.21: Simplexova tabulka — Shettyho-Lemkeho algoritmus — krok 5

| B |alzs|u]w vl |[nplepb]

zo | 0] 1 -l & |-%5] 2 |0]0]5
w00 1| %+ | -2]-2|-2]0|1]|10
w100 5 |- G | 2003
o002 L | -L|-2|1]0]|5

V zévere premennd w vystipila z bazy a tym algoritmus konéi. Uloha m4 optimélne
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rieSenie, a to TP = (3;5)7, 7% = (0;5)T, @ = (10;0)7, 7P = (0:0)T a fort = —109,
kde hodnotu f°P* ziskame dosadenim 7°P* do ti¢elovej funkcie f. Vv

Uloha 5.5 Pomocou Shettyho-Lemkeho algoritmu vyrieste nasledujicu tlohu:

f(zy,m5) = 2% + 4a129 + 25 — 302, + 1229 — min,

r1t+wy =8,
T 2 2

Ty 23,

x1,2 2 0

Riesenie:
Ako prvy krok je potrebné upravif ohrani¢enia na zakladny tvar Dy:

T1 + o § 8,
—I é _27
—T9 § —3.

Nasledne zo zadania tucelovej funkcie a upravenych ohraniceni dostavame matice:

12 _ [ =30
(2 1) (%)

= 8 1 1
-3 0 -1

Zo ziskanych matic zostavime Kuhnove-Tuckerove podmienky modifikované o premennt p
v tvare:

S0 D (3) () () -

)
|
w

I
P S
—_
N O
N———

1 1 z U 0 8
-1 0 ~(x1>+ Y2 | +p-| —1 -2 |,
0 —1 2 U3 -1 -3
Z—[Topt . g7op‘c 4 fTopt . gopt 7

STRER]

N v v v i
oL oL ol oo

INTIAN]
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Po roznasobeni a tpravach dostdvame stustavu rovnic:

—2r1 —4xy —up +us +v1 — p
—4x7 — 229 — U + U3 + Vg
1+ T2+ %

—T1+ Y2 — [

—T2t Y3 — [

6opt

—Topt | gopt 4

i —Topt |

X

ST

g

IAVANIAVARIAVARIAVS
o oo oo

Ziskanu sustavu rovnic prepiseme do simplexovej tabulky nasledovnym sposobom:

Tabulka 5.22: Simplexova tabulka — Shettyho-Lemkeho algoritmus — krok 1

| B [ o @ | w [uwluvv(ynlwplul e/
v | =2 -1 1]o]1]0 0]o]-1]-30
v | —a|—2/-1lo[1]ol1]o]o]o] 0| 1
w1 1]ololololol1]olo]o] s
w| -1 ololololololol1]o]-1] -2
v 0 |=1]olofololololol1]-1]-3

V dalsom kroku algoritmu bude premenné p vstupovat do bazy a z minimélnosti pra-

vych stran sa premenna v, stane nebazickou.
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Tabulka 5.23: Simplexova tabulka — Shettyho-Lemkeho algoritmus — krok 2

B |z | @ | u | up |uz| v |vo |y | Y2 |ys| k| p/b
1 2 4 1 |1-170|—-1]0]0]0]0]1] 30
v || 4| =2 -1 0 1 O [1]0]0]01]0]| 12
Y1 1 1 0 OO0} 0|01 10]0]0 8
Yo 1 4 1 /-1{0]|—-1,0|01|0]0]| 28
ys || 2 3 1 | —-1]0|—=1[0]0]0|1]0] 27

V predchadzajicom kroku premenna v; vystupila z bazy, a tak na zaklade pravidla
vypoctu v dalSom kroku bude do bazy vstupovat premenna x.

Tabulka 5.24: Simplexova tabulka — Shettyho-Lemkeho algoritmus — krok 3

B |2 |2 | ug | ug Juz| v v | g1 |y |ys | il p/b
wl O} 2(1|-1]0|-1]0]=200|1| 14
vl O 2|10 |10 1 4]0]0]0] 44
zp | 1] 10 0Oj]o0oj 001 ]0,0[0] 8
w|lO0|3] 1 |-1{0|-1]0-=111]07]0]| 20
y3 O 1] 1 |—-1{0|-1[0=2]0]1]0| 11

V predchadzajicom kroku premenna y; vystupila z bazy, a tak na zaklade pravidla
vypoctu v dalSom kroku do bazy bude vstupovat premenna ;.
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Tabulka 5.25: Simplexova tabulka — Shettyho-Lemkeho algoritmus — krok 4

B |z | @ |ur | up [us| v [v2 | y1 | Yo | ys | p| p/b
pwfloO} 140} 00010} 0]0-1]1 3
vl O 310 =11 |—-1]1] 2 101 1 0] 55
z1 || 1|10} 0 0] 010 11701 0|0 8
y2l O 210 010 010 1 1]1-110 9
w| 0O} 1|1 |-1]0|-1{0|-2|0 1 10 11

V predchadzajicom kroku premenna ys vystupila z bazy, a tak na zaklade pravidla
vypoctu v dalSom kroku do bazy bude vstupovat premenna us.

Tabulka 5.26: Simplexova tabulka — Shettyho-Lemkeho algoritmus — krok 5

B |2 |2y |ur | up |uz | v |v2| v |y | ys | @ p/b
w0y 140,000 10]0]0|-1]|1 3
uz || 0 3]0 | —-1]1/|-1]1 2 1011 1 10| 55
1|10} 0O, O0 /[0 1T]0]0]0] 8
| 021000001 11-=1101] 9
up | 0O 1|1 |-1]0|-1{0|-2|0 1 10| 11

V predchadzajicom kroku premenna ve vystupila z bazy, a tak na zaklade pravidla
vypoctu v dalSom kroku do bazy bude vstupovat premenna x,.
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Tabulka 5.27: Simplexova tabulka — Shettyho-Lemkeho algoritmus — krok 6

B |2 @y |u | ug Juz | v |va |y Y2 | ys | p || p/b
|01 (0,00 000 ]0|-1|T1 3
ug || O] O[O | —-1]1]-1|1 2 0] 4 | =3 46
x| 17070 0]0]O0 |0 1T ]0]1]-1 5}
yl OO 0] 0 ]O0O 0|01 1 1 | -2 3
u || 00| 1|—-1,0|-1]0]-2]0 2 | -1 8

V zévere premennd w vystipila z bazy a tym algoritmus konéi. Uloha méa optimélne
riefenie, a to Z°P' = (5;3)7, 7Pt = (0;3;0)7, @' = (8;0;46)", v°P* = (0;0)" a foPt =
—20, kde hodnotu f°P* ziskame dosadenim Z°P* do ucelovej funkcie f. Vv
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5.7 Neriesené tulohy

5.1 Zistite, ktoré z nasledujicich matic st pozitivne definitné:

1 2 10
Cl_(_2 5)7 CQ_<0 5)7

0 -3 4 3
a-(53) enad)

5.2 Zistite, ktoré z nasledujicich matic st pozitivne semidefinitné:

1 -2 ~10
Cl:(—z 5)’ CQ:( 13)’

0 —2 —4 3
C3:<—2 5)’ C4:< 30)'

5.3 V nasledujucich tlohach urcte prislusné matice a vektory tlohy KP:

a)

f(z1,15) = 22 — 4x129 + 525 — 32, — 1479 — min,
3I1 — 2272 § 5,
r1+4x, =6,
T1,2 z 0.
b)
f(z1,29) = —2% — 20109 — 223 + 42, + 23 — max,
T+ To é 5,
T12 = 0.
c)
f(.’lfl, LUQ) = 213% + 2129 + SL’% — 2221 — 1629 — Hlil’l,
r1+22 =10,
T z )
X2 2 )
2

T1,.2
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5.4 V nasledujucich tlohach napiste Kuhnove-Tuckerove podmienky:

a)

f(z1,29) = 22 + 42129 + 25 — 30z, + 1209 — min,
I + ) é 8,
Z1 2 27
X2 g 37
X1,2 z 0.
b)
f(zy,m9) = 2% — 62129 + 325 — 41 + 509 —> min,
ri+ry =4,
271 — g i 3,
T1,2 = 0.
c)
f(zy,x9) = 23 — 22129 + 303 — 52y — 4wy —> min,
r1+xy =08,
T Z 1,
T2 g 37
T1,2 z 0.
5.5 Rieste zadana ulohu Wolfeho algoritmom:
f(zy,m9) = 2 — 4ay29 + 525 + 221 — 89 —> min,
r1+2r =4,
T +ze =3,
T1,2 i 0.
5.6 Rieste zadand ulohu Wolfeho algoritmom:
T1,T9) = 2 + 20129 + 22 + 1027 — 1229 — min
f( ) ) 1 2 )
r1+22 =6,
x1 z 27
T2 § 47
x1,2 2 0.
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5.7 Rieste zadand ulohu Wolfeho algoritmom:

f(z1,22) = 22 — 22129 + 322 — 5y — 42y

=,
B

T+ T2

X

X2

IV A IV TIA l
Q \‘QJ — 00

T2
5.8 Rieste zadant ilohu Wolfeho algoritmom:
f(zy,m9) = 2% — 62129 + 325 — 41 + 519

$1+ZL‘2

21’1 — T2

IV IV IIA l

x1,2
5.9 Rieste zadanu ulohu Wolfeho algoritmom:
f(zy, 20) = 207 + 20129 + 75 — 2221 — 162,
T1 + X2
T1

X2

IV IV IV IIA l

Z1,2
5.10 Rieste zadant tlohu Wolfeho algoritmom:

fz1,m5) = 22 — 22129 + 225 — 631 — 2419

X1+ T2

E.
B

55(71 - 21’2

IV 1A TIA l
o © o™

T1,2

5.11 Rieste zadant tlohu Wolfeho algoritmom:

1 .
f(z1, 19, 23) = —2% + 23 + x§ + X1T9 + X123 + 11 + 209 — min,

2
1+ X9+ X3 = 5,
25(]1 —+ 19 — T3 = 47
T1,2,3 2 0
5.12 Rieste zadanu tilohu Wolfeho algoritmom:
f(zy,m0) = 227 + 4wy w9 — 25 — 42y + 529 —> MmN,

r1+xy =4,

21‘1 — T z 3,

T2 2 0.

)
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5.13 Rieste zadantu tlohu Wolfeho algoritmom:

f(z1,m5) = 2% + o129 + 25 — 302, + 1229
1+ T2

x1

T2

x1,2

5.14 Rieste zadant tlohu Wolfeho algoritmom:

IV IV IV IA l

* B
B

S W N

f($17$2):2$%+$§+9€1$2+9€1+$2 — min,

T+ X9

L1,2
5.15 Rieste zadant tlohu Shetty-Lemkeho algoritmom:

f(zy,m5) = 202 + 4w 139 — 235 — 421 + 519
T+ T2
2.%1 — X2

T1,2
5.16 Rieste zadant tlohu Shetty-Lemkeho algoritmom:

f(z1,m9) = 22 — 62129 + 325 — 421 + 519
T, + Zo
2?[71 — T2

T1,2
5.17 Rieste zadantu tlohu Shetty-Lemkeho algoritmom:

f(z1,29) = 22 — 4ay29 + 525 + 22, — 829
1 + 27
T+ Xo

L1,2
5.18 Rieste zadant tdlohu Shetty-Lemkeho algoritmom:

f(z1,20) = —23 — 21109 — 223 + 42y + 79
1+ To

x1,2

v

IV A TIA l IAVARTAVARIVAN l (IAVARIAVARIVAN l

VA

L,
0.

min,

min,
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5.19 Rieste zadant tlohu Shetty-Lemkeho algoritmom:

f(z1,25) = 202 + 21119 + 25 — 222, — 1625 — min,
r1+22 =10,
T 2 17
T z 4,
T1,2 = 0.
5.20 Rieste zadantu tlohu Shetty-Lemkeho algoritmom:
f(z1,m5) = 22 — 4ay29 + 525 — 301 — 1429 — min,
31’1 — 2.1'2 § 5,
vy +4r, =6,
X1,2 z 0.
5.21 Rieste zadant tlohu Shetty-Lemkeho algoritmom:
f(zy,z0) = 23 + 425 — 87 — 1625 — min,
T+ To é 5,
I é 37
T1,2 2 0.

5.22 Rieste zadant tdlohu Shetty-Lemkeho algoritmom:

flor,w0) = 221 + a5 + @129 + 11 + 22— min,

T+ X2

X1,2
5.23 Rieste zadant tlohu Shetty-Lemkeho algoritmom:

2 2
f(x1,29) = 0,527 + x5 — 179 — 1 — X2
T +I2
—21’1 — 333’2

x1,2
5.24 Rieste zadant tlohu Shetty-Lemkeho algoritmom:

[y, m0) = 4a] + 425 + 2129 + 31 — 4y
T1 + T2
Tr1 — X2

Z1,2

=z

IV 1A TIA l
“C)O

1,
0.

|
o o w
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5.25 Rieste zadant tlohu Shetty-Lemkeho algoritmom:

f(zy, 29) = 22 + 225 + 21 + 329
1 + 27

221 + T9

T2

X1,2

IV A A TIA l
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5.8 Vysledky neriesené ulohy

6.1 Matice Cs, C,
Matice C,, C,4

53 a)

1 . 10
A=| -1 0|, b= -1
0 —1 —4
b4 a)
201 +4x9 +up —us —v7 = 30,
dxy + 200 +up —us — vy = —12,
T +2To+Yyr = 8,
-y = 2
—ys = 3,
ZToP L ot | —*Topt gt =,
£>20,7=>0, 7204 = 0.
b)
—221 + 629 — U +2uy +v1 = —4,
6x1 —6x0 — Ul — U+ V3 = B,
ritarat+yr = 4,
—2551 taot+y = =3,
g Topt g 47 zTopt  zopt _ 0,
720,720,420, 4 = 0.
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c)

21’1—2$2+U1—U2—U1 = 5,
—2[E1+6I2+U1+U3—Ug = 4,
ritrtyr = 8,
—r1+y = —1,
rotys = 3,
ﬁTopt . gjopt + i:Topt X Uopt = 0
J
$20,020,5204 = 0
TP = (B, 2)T g fort = T8,
5.6 7ot = (2;4)" a fort =38.
B 2Pt = (12, 9)T a fort = — 131
fopt:(%;%)—rafopt_ %
5.0 7°P = (3;5)" a foPt = —73
L5100 Z°Pt = (3;5) " a foP' = —109
BID zort = (3,3, )T a fort =17
5 1] j’opt — (%70)7— a fopt _ _%
513 2P = (5;3)" a for' = —20.
m j:‘opt _ (i’ %)T a fopt 15
515 #P' = (3;0)" a fort = -3
- 7.
516 2ot = (35; 23)T a fort = — 320
BIT 7 = (%;2)T a fort = 10,
B8 7Pt = (2;0)" a foP' = 4.
519 7Pt = (3;5)" a foP' = —73.
5200 7Pt = (2;1)7 a foP' = —19
—2opt __ (9.9\T opt — __
L21 ¥ (3:2)" a f 31
5 7 i;‘opt — (i’ %)T a fopt 15
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