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Kapitola 1
Uvod

Tato ucebnica je urc¢ena predovSetkym pre Studentov tretieho roc¢nika od-
boru Pocitacové modelovanie a zaroven sluzi ako prakticka aplikicia vyuzitia
vlastnosti roznych druhov integralov pre riesenie praktického problému - vy-
pocitat objem molekuly tvorenej zhlukom atémov gulovitého tvaru (Obr.
1.1)

Pri vypocte objemu vyuzijeme vlastnosti ur¢itého, dvojného, trojného,
krivkového a plosného integralu a ich vzajomnej transformacie. Takze 3-D
problém vypoctu objemu v kone¢nom dosledku redukujeme na 1-D problém
vypoctu urc¢itych integralov typu

B
Ji:/ de L i=1,2,3.
a (A4 Bceosp+ Csinp)

Cesta od vypoctu objemu molekuly k jeho redukcii na vypocet integralov
I; je este daleka. K jej prekonaniu treba odvodit prepojenia medzi jednotli-
vymi typmi integralov. To je ndplhou nasledujtcich kapitol. Po ich zvladnuti
pristipime k odvodeniu metédy vypoctu objemu zhluku atémov.

Obr. 1.1: Molekula zlozena z gulovitych atémov



Kapitola 2
Vypocet niektorych integralov

Pretoze vlastnosti ur¢itého integralu a jeho vypocet pomocou Standardnej
goniometrickej substitiicie st zname, za¢neme nase uvahy ,,odzadu - vypoc-
tom integralov I;.

2.1 Vypocet integralu I,

I —/5 dy A>B>0
"7 ), A+ Bcosp+ Csing’ '

Uvedeny integral je kIic¢ovym pre fungovanie metody, vetky d'alsie uréité
integraly sa prevedd na integral [;.
Pocitajme najprv neurcity integral pouzitim vhodnej substittcie

dyp
A>DB>0.
/A+Bcosgp+C’singp’
A+ Bcosyp + Csing sin@zliig COSSDZ}:LEE
2 2 1
:/(A—B)t2+20t+A+Bdt:A—B/ g
(t+A—B) - (A-B)?
9 A—B)(t+ <
_ arctg( )( AfB) —f-k}
T B O
(A—B)tgs +C
= arctg
A2 — B2 _ (2 A? — B2 — (7

KedZe sme nasli primitivnu funkciu mézeme pouzit Newton-Leibnitzov
vzorec (N-L vzorec) pre vypocet ur¢itého integralu. Dostavame

l.pre 0<a<f<mresp. T<a<f<2rw




2. ak 0 < a < = 7 nie je mozné pouzit N-L vzorec, lebo primitivna
funkcia je neohrani¢ena na okoli bodu 7. Preto
{ 2 (A—B)tgngC’}7T
I, = arctg
A2 — B2 —(C"? VA2 — B2 - (C?
2 , (A—B)tgZ +C1’
= lim |arctg
VA2 — B2 — C? pon— VA2 — B2 - (C?
2 T (A—-DB)tgs +C
— — arctg
A2 — B2 —(C? |2 VA2 — B2 —(C?
3. ak 0 < a< 7w < f <27 je primitivna funkcia opét neohrani¢ena na

okoli bodu 7, ktory sa nachadza vo vnutri intervalu [, 5]. Preto urcity
integral vypocitame nasledovne

«

«

I —/7r dv +/B 47 =
b o A+ Bcosp+ Csing . A+ Bcosp+Csingp

2 (A-B)tgl +C (A— B)tgd +C
T + arctg — arctg
A?2 — B? — (7 VA2 - B2 —-(? VA2 - B2 —-(?

4. pre 0=« < =2 (3pecidlny pripad 3. moznosti) dostavame

2T
A2 — B2 _ (2

I =

5. ak m™ = a < f < 27 nie je mozné pouzit N-L vzorec, lebo primitivna
funkcia je neohrani¢ena na okoli bodu 7. Preto

(A — B)tg€ + C} g

I, = [ 2 arctg
T S E-B-C°

™

2 , (A— B)tgg +C1”
= lim |arctg
VAZ — B2 — (2 ant /A2 —BZ—(C2 |,
2 (A-Btgb+C «
= arctg +—=1.
A2 — B2 —(C? A2 —-B2—-(C? 2

2.2 Vypocet integralu I,

B d
12:/ ——, A>DB>0.
o (A4 Bceosp+ Csingp)

Zamerajme sa opat najprv na vypocet neurcitého integralu. V literatire
zameranej na integraéné vzorce (napr. [3]) je mozné najst nasledovné vzorce:

/ dep _ 1 —Bsingp +A/ dep
(A+ Bcosg)® A?2—B?|A+ Bcosy A+ Bcosp|’

7



/ de B 1 Ccos dy
(A+ Csing)? A?—C? |[A+Csing A+ Csing|’
Na zaklade tychto informacii urobime hypotézu o vypocte neurcitého in-

tegralu Is.

/ dy B 1 { —Bsing + C'cosp
(A4 Bceosp+ Csing)?  A2—B2—C? [A+ Bceosp + Csing

de
A :
+ /A—FBcosgp—i-Csingp}

Nie je obtiazne overit platnost tohto vzorca (derivovanim podla premen-
nej ¢). A teda pre integral I, dostavame

/5 dp B 1 —Bsing + Ccosp :
o (A+ Bcosp+ Csing)?  A2—B>—C? |A+ Bceosp + Csing

a

B
+A/ L
o A+ Bcosp+ Csing

2.3 Vypocet integralu I3

B dy
13:/ - 35 A>B>0.
o (A4 Bceosp+ Csingp)

Vyuzijeme opéat znamy vzorec

/ dep _ 1 —Bsiny —|—A/ de
(A+ Bcosp)® A2—DB2? [A4 Bcosgp A+ Bceosyp|

Postup pouzity pri vypoc¢te integralu I, nemozeme aplikovat, kedze po-
dobny vzorec, kde by v menovateli bola tretia mocnina sa v tabulkach in-
tegralov nenachadza. Ale derivovanim podla parametra A sa da vzorec pre

- ~ d b - ~ d
vypocet [ (ATBCQLS—@Q transformovat na vypocet [ m(is—w)?,.
Derivovanim hore uvedeného vztahu podla parametra A dostavame

/ —2 do — —2A —Bsinyp n / de
(A+ Bcosp)? g0_(142—32)2 A+ Bceosp A+ Bceosp

n 1 Bsinp +/ dep
A? — B? | (A4 Bcosyp)? A+ Bcosgp
d
—A/ L4 2].
(A+ Bcosyp)

8




Vyjadrenim [ — +g‘iow pomocou [ (AJFE?#W dostavame

de B 1 —Bsingp
/(A+Bcosg0)3 N 2(A%2 — B?) [(A+Bcosg0)2
—Bsing +2A2+BQ/ dp ]
A+ Bcosgp A (A+ Beosyp)? |

Na zaklade takto ziskaného vztahu urobime hypotézu pre vypocet integ-

ralu Is.
B dy
Iy = -
a (A+ Bcosp+ Csiny)
B 1 —Bsing + Ccosp A
- 2(A2—-B2-C?) | [(A+ Beosp + Csing)?|
N —Bsinp+ S cosy 2A2—|—BZ—|—CQ/B dep
A+ Bcosp+ Csing A o (A+ Bcosp+ Csinp)?

O spravnosti uvedeného vztahu sa mozeme presvedéit derivovanim podla

premennej ¢ prislusnych neurcitych integréalov.



Kapitola 3
Dvojny integral

Dvojny integral zadefinujeme na zaklade jeho geometrickej interpretacie.
Nech je dana funkcia f(z,y) definovana na uzavretej a ohrani¢enej mnozine
A C R2. Nasou tlohou je vypoéitat objem valcovitého telesa 7' s dolnou pod-
stavou A a zhora ohrani¢eného plochou, ktora je dana predpisom z = f(z,y).

0z

Z:f($ay)

0y
| T
A
Og

K definicii dvojného integralu je potrebné zostrojit delenie mnoziny A.
Toto delenie urobime pomocou delenia intervalu I = (a,b) X (c,d), pri¢om
AcClI

1. Nech D! je delenie intervalu {a, b) uréené deliacimi bodmi z;, t.j.
a=xg<T1...--+<x,=0>0.
Nech D? je delenie intervalu (c, d) uréené deliacimi bodmi y;, t.j.

c=Yo <Y < Yn=d.

Yo Yj—1 Yy Ym

Y
=
<

10



Potom delenie D = D' x D? je delenie intervalu I = (a, b) x (¢, d) a teda
aj delenie mnoziny A. UvaZujeme norméalne postupnosti deleni {D!} a
{D2?} intervalov (a, b) a {(c, d). Pricom postupnost deleni { D!} intervalu
(a,b) nazyvame normalnou, ak nh_>n010 ||ID|] = 0, kde ||D}]| = max Az;.
Potom {D,,} = {D} x D?} je normalna postupnost delen{ intervalu I,
teda aj mnoziny A. Tie intervaly z postupnosti deleni {D,, }, ktoré maju
s mnozinou A neprazdny prienik, oznac¢ime A;;.

. Z kazdého intervalu A;; vyberieme Tubovolny bod T;; = (7, y7), t.j.

r; € (w1, %)

Yi € (Yj—1,Y5)-

. Objem valcovitého telesa T' vieme aproximovat su¢tom objemov jed-
notlivych hranolov s podstavou A;; a vyskou f(z},y;).

0,

Objem jedného hranola (s podstavou A;;) je
Vij = P(Aij) f(z},y7) = f(x],y;) Az Ay;

a teda objem celého telesa je priblizne

i?j

kde S(f, D) je integralny sucet pre funkciu f, delenie D a volbu bodov
T3

. 'V pripade normalnej postupnosti deleni {D,,} dostavame vztah pre
vypocet objemu telesa T.

n—oo

V(T)= lim S(f,D,) = // f(z,y) dzdy.
A

Uvedené informacie zhrnieme do nasledujicej definicie.

11



Definicia 3.1 Nech funkcia f(x,y) je spojitd na uzavretej a ohranicenej
mnozine A. Ak pre kaZdi normdlnu postupnost deleni {D,} mnoZiny A a
pre lubovolni volbu bodov T;; existuje

Tim Z f (1) Azi Ay,
Z?]
tak tito limitu nazyvame dvojnym integralom z funkcie f ma mmnoZine A.

Zapisujeme
// flz,y) dedy.
A

Tento integral vyjadruje objem prislusného valcovitého telesa.

Poznamka 3.1 Podmienku na spojitost funkcie moZeme nahradit podmien-
kou ohranicenosti. Spojitost ndm ale zabezpeci existenciu dvojného integrdlu.

3.1 Zakladné vlastnosti dvojného integralu

e [linedrnost

Nech funkcie f a g st spojité na A, a,b € R. Potom

//af(x,y)+bg(x,y) dxdy:a//f(x,y) dxdy—i—b//g(m,y) dady.

o delenie

Nech mnoziny B a D tvoria delenie A, potom

4/]0(:1:,(@) dxdyZé/f(x,y) dxdy—ké/f(m,y) dzdy.

3.2 Vypocet dvojného integralu

Ukazeme ako vypocitat dvojny integral prevodom na dvojnasobny. Ak mno-
zina A je elementarna oblast typu [z, y], t.].

A={lz,y) eR*a <z <b, g(z) <y < h(z)},

kde g, h st spojité na intervale (a,b),

A

Oy h(zx)

12



potom
b | hi=z)

[ sy = |

a | g(x)

f(z,y)dy| da.

Ak mnozina A je elementéarna oblast typu [y, z], t.j.
A={lr,y] e R} c <y <d, aly) <z < By},

kde «, 8 st spojité na intervale (¢, d), potom

J[ st sy - /d ﬁ/@ﬂw)dx dy.
A

c |ay)

Priklad 3.1 Vypocitayme integrdl

// (2* +y?) dady,

kde mnoZina A je ohranicend priamkamiy = x,y = —x,y = 3.
o
y = —X y i y =X
3
A
0y

Riesenie: MnoZina A je elementdrna oblast [y, x] a méZeme ju zapisat nasle-
dugicimi nerovnostami

A: 0<y<3

Teda

w| oo

Y
[z— + ny] dy =
3 -y

3
/y3 dy = 54.
0

Poznamka 3.2 Vypocitali sme vlastne objem valcovitého telesa zdola ohra-
niceného mnoZinou A a zhora castou paraboloidu z = x2 + y>.

13



Niektoré typy prikladov je vyhodnejsie pocitat pomocou transformécie
suradnic. Ak napr. pocitame integral na mnozine, ktorej hranicu tvori kruz-
nica alebo jej ¢ast, je vhodné pouzit na popis oblasti polarne stradnice.

Vztah medzi polarnymi a pravouhlymi stradnicami je vyjadreny rovni-

cami

Oyﬂ
yb = = = &yl
[
P, [
[
% I g
T OxV
T = pCcosy

Yy = psinp, kde ¢ € (0,27),p > 0.

Dvojny integral potom pocitame

l/f(ff,y)dl’dy:é/f(pcosgp,psjn(p)pdpd@7

kde mnozina B vznikne transformaciou mnoziny A do polarnych sturadnic.

Priklad 3.2 Vypocitayme integral

1
/ / Ly,
/s (% +y?)

ak A je ohranicend krivkami 2® + 1? = 4z, 2® + y? = 4z, y = x,y = /3.

Riesenie: Nacrtneme si hranice mnoziny A.

0,4 Y = \/§£L’

y=

14



Ak by sme vyjadrili mnozZinu A pomocou pravouhlych siuradnic bol by vy-
pocet velmi komplikovanyj, preto pouZijeme poldrne siuradnice a vyuZijeme jed-
noduchsie vyjadrenie kruznic v poldrnych siuradniciach.

7 7
A —<p< =
4 —_ ()0 — 37
dcosp < p<8cosp
Preto
. w/3[ 8cosyp ]
—dxdy:/ / pdp| dp
4/ (372 + y2)2 w/4 L4cosp (p2 cos? ¢+ '02 SiIl2 90)2
m/3 w/3
B / 1 8cos o — 3 1
)L 202 Lcos ?T 128 ) cos? ©
w/4 /4
3

_ m(ﬁ— 1).

3.3 Niektoré aplikacie dvojného integralu

Hmotnost telesa

Uvazujme priestorové teleso A, ktorého jeden rozmer mozeme zanedbat (napr.
kus plechu). A teda v podstate skiimame rovinné teleso.

Na uvod uvazujme jednoduchsi pripad a to, Ze teleso A je homogénne
(t.j.

S

s hmotnostou m a plochou S. Plosna hustota tohto telesa je o =

hmotnost jednotkovej plochy).

Teraz uvazujme vseobecnejsi pripad. Teleso A nie je homogénne, pricom
plogna hustota v jeho Tubovolnom bode [z,y] je uréena funkciou o(z,y).
Zaujima nés, aka je teraz hmotnost tohto nehomogénneho telesa A.

Hmotnost telesa vyjadrime pomocou dvojného integralu. Za¢neme dele-
nim rovinného telesa A, rovnako ako pri definicii dvojného integralu.

A
Oy

Yi

Yo

Zo X Oz

Predpokladame, Ze segment delenia A;; je tak maly, Ze plosnd hustotu na
tomto segmente mozeme povazovat za konstantni, teda

U($’y> = U(l;vy:)’

15



kde [z}, y}] je Tubovolny bod obdlznika A;;, taky, ze zaroven [z,y;] € A.
Ozna¢me m(A;;) hmotnost homogénneho segmentu A;;. Potom plati

m(Ay) = oz}, y; ) P(Ay;) = o(x], y;) Ar Ay;.

Hmotnost celého telesa A aproximujeme suc¢tom hmotnosti homogénnych
segmentov A;;, preto

m(A) ~ Zm(Aij) R~ Z o(z],y)Ax;Ay;.
]

2
Ked7Ze uvazujeme normalnu postupnost deleni mnoziny A, limitnym precho-
dom dostavame

m(A) = lim Za(mf,yf)Axiij = // o(x,y) dzdy.
irj i

Odvodili sme vzorec pre vypocet hmotnosti rovinného nehomogénneho telesa

m(A) = / / o(z,y) dady.

Priklad 3.3 Polkruh 2> + y* < r% y > 0 md hustotu v kaZdom bode priamo
umerni vzdialenosti bodu od o0si o,. Vypocitajme jeho hmotnost.

Riesenie: Nacrtneme si mnozinu A.

Oy A

A

—r r Og

Vyuzitim vztahov pre vijpocet hmotnosti rovinného telesa dostavame

m(A) = //a(;t,y) dzdy = // ky dady.

Polkruh A mozZeme popisat aj pomocou pravouhlych suradnic aj poldrnych
suradnic.

A —r<z<r, A: 0<p<m,

0<y<Vr?—a? 0<p<r

Vigpocet integrdalu urobime v pravouhlyjch suradniciach

r Vr2—z? r
k
m(A)://kydxdy:/ / ky dy dx:§/(r2—a¢2) dx
A —r 0 —r
k 37 2
= 5 |:7"2:C — %:| . — 5]{7’3.

16



3.4 Statické momenty. Tazisko

Motivacia: Staticky moment chapeme ako silu potrebnii na udrzanie hmot-
ného bodu (telesa) v rovnovéhe.

Staticky moment S, hmotného bodu M vzhladom na os o, definujeme ako
sucin jeho hmotnosti m a jeho vzdialenosti od osi o,. Teda S, = my. Podobne
pre staticky moment S, hmotného bodu M vzhladom na os o, definujeme
Sy = mz.

Uvazujme trosku zlozitejsi pripad. Pre homogénny obdlznik so stredom
S = [z,y] a hmotnostou m su statické momenty vzhladom na jednotlivé osi
Sy =my, S, = mx.

Pozrieme sa teraz na vSeobecnejsiu ulohu a to ako vypocitat statické mo-
menty vzhladom na osi o,, 0, nehomogénneho rovinného telesa A (plech) o
hmotnosti m s hustotou o(z,y). PouZije nasledujicu aproximaciu, pri kto-
rej urobime delenie telesa A rovnaké, aké sme pouzili pri definicii dvojného
integralu.

Yi

Yo




Plati, ze

Sz(A) = Z Sx(Aij),

kde S;(A;;) je staticky moment obdlznikového segmentu A;;, ktory vznikol
delenim mnoziny A. KedZe segment moze byt Tubovolne maly, mézeme ho
povazovat za homogénny, pricom jeho hustota je o(z},y;), kde [z}, y;] je stred
obdlznika A;;. Preto plati

Se(Aij) = m(Ay)y; = o(x],y;) y; AAy;.
Teda pre staticky moment vzhladom na os o, telesa A mame

Sem Y olxlyp) v AAy.
1j

Limitnym prechodom pre normélnu postupnost deleni mnoziny A dostavame

Sy = //U(x,y)ydxdy-
A

Analogicky odvodime vztah pre vypocet statického momentu telesa A vzhla-

dom na os o,
Sy = // o(x,y) zdxdy.
A

Nech teraz T' = [z7, yr| je taky bod roviny p,, o hmotnosti m, ze

S:): - )
T (3.1)

Sy = xpm.

Volne povedané, hmotnost celého telesa sustredime do jediného bodu tak, aby
sa zachovali statické momenty. Takyto bod T = [z, yr| nazyvame tazisko.
Na zaklade (3.1) dostavame vztahy pre vypocet suradnic taziska telesa A o

hmotnosti m
1
T = —//G(x,y)wdxdy,
m
A

1
yr = —//J(x,y)ydxdy.
m
A

Vyuzitie taziska pri vypodéte integralov

Dvojny integral ma rozmanité geometrické a fyzikalne aplikéacie, napriklad
v predchédzajucej ¢asti spominané tazisko. Ale aj naopak, pomocou surad-
nic taziska vieme Sikovne vypocitat isté typy dvojnych integrélov, konkrétne
integral z linearnej funkcie. Vyplyva to z nasledujicich avah.
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Vieme, ze

1
xp = —//J(x,y)xdxdy.
m
A

Predpokladajme, Ze teleso A je homogénne s hustotou o(x,y) = 1 a plochou
P(A). Potom m = P(A).1 a teda

/A / zdzdy = z7P(A).
l/ y dxdy = yr P(A).

//(ax+by+c)dxdy:
A

{vyuiitim linearnosti pre dvojny integrél}

:a//xdxdy+b//ydxdy+c// dxdy
A A A

= (azr + byr + ¢) P(A).

Analogicky

Preto

V nasledujucom priklade ukdzeme pouzitie tohto vypoctu.

Priklad 3.4 Vypocitayme

// (2x 4+ 3y — 5) dzdy,
A

—1)2 —2)2
kde mnozZina A je ohranicend krivkou (z 1 ) + v 9 ) =1

Riesenie: Nacrtneme si mnozinu A.

Ak sa na mnozinu A pozrieme ako na homogénne rovinné teleso, tak potom
suradnice jeho taziska si T = [1,2]. Obsah mnozZiny A je P(A) = 6m. Preto

/ / (20 + 3y — 5) dedy = (207 + 3yr — 5)P(A) = 18
A
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Kapitola 4
Trojny integral

Trojny integral definujeme analogicky ako dvojny integral. Nech funkcia

f(x,y, z) je ohranifena na uzavretej a ohranienej mnozine A C R3.
Nech je A C I = {(a,b) x {(c,d) x (e, ).

1. Nech D! je delenie intervalu (a,b) uréené deliacimi bodmi w;, t.j.
a=x9<x1 <z, =0

Nech D? je delenie intervalu {c, d) uréené¢ deliacimi bodmi y;, t.j.
c=yo <Y1 < Ym =d.

Nech D? je delenie intervalu (e, £) uréené deliacimi bodmi z;, t.j.
e=zyg <z <z=1L

Potom delenie D = D! x D? x D3 je delenie intervalu I a teda aj delenie
mnoziny A C I. Tie intervaly z delenia D, ktoré maji s mnozinou A
neprazdny prienik, oznac¢ime A;jy.

2. Z kazdého intervalu A, vyberieme Tubovolny bod T, = (x}, 4}, 25),
£,

.Z'>!< € <$i717xi>
yj € (Yj-1,Y;)

z; € (2k—1, 2k)

3. Integrélny sucet pre funkciu f, delenie D a voIbu bodov T;j;, je defino-
vany nasledovne

S(f,D) = Zf(:r;‘,y;, 20 Ax; Ay Az

Z'7j7k

V pripade, ze {Dn} je normélna postupnost deleni intervalu I, dosta-
vame postupnost integralnych sac¢tov {S(f, Dy)}.

4. Limitnym prechodom dostéavame

Jim S(f, D) —///f(x,y,z) dzdydz.
A
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Uvedené informécie zhrnieme do nasledujicej definicie.

Definicia 4.1 Nech funkcia f(x,y,z) je spojitd na uzavretej a ohranicenej
mnozine A. Ak pre kaZdi normdlnu postupnost deleni mnoziny A a pre lubo-
volnai volbu bodov Ty, existuge

lim Z F(Tji) Az Ay; Az,

i7j7k

tak tito limitu nazyvame trojnygm integrdlom funkcie f na mnoZine A. Zapi-

sujeme
/// f(z,y, z) dedydz.
A

Poznamka 4.1 Podmienku na spojitost funkcie moZeme nahradit podmien-
kou ohranicenosti.

4.1 Vypocet trojného integralu

V pripade, Ze mnoZina A je priestorova oblast typu [z,v, z], t.j. vieme ju
popisat nerovnostami

A= {lz,y,2] € R%a <z <D, g(a) <y < h(z),a(z,y) <z < B(x,y)},
potom trojny integral poc¢itame prevodom na trojnésobny

b h(z) [ B(z,y)

///f(x,y,z)dxdydz_/ / / f(z,y,2)dz | dy| du.

g(z) \ a(zy)

Podobne postupujeme pri vypocte trojného integralu na elementarnych ob-
laStlaCh typu I:x7 z? y]7 [y7 ‘/L” 2]7 [y? Z’ .’I/':I’ |:Z7 x? y] a I:Z’ y? t/‘EjI?'

4.2 Niektoré aplikacie trojného integralu

Objem telesa

Priamo z definicie trojného integralu, ze

V(A) = / / / 1 dadydz.
A

Hmotnost telesa

Uvazujme priestorové teleso A, s hmotnostou m a objemom V. V pripade,
m
7e teleso je homogénne, tak jeho hustotu vieme vyjadrit o = —.

Predpokladajme, Ze teleso A nie je homogénne a jeho hustota v bode
[x,y, 2] je dana funkciou o(z,y, z). Otazka znie, ako vypocitat hmotnost ta-
kéhoto telesa A.
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Pomocou delenia (ako pri definicii trojného integralu) rozdelime teleso
A. na hranoléeky A;;. Segment A;;; mozeme vdaka pouzitiu normalnej po-
stupnosti deleni A povazovat za tak maly, Ze jeho hustota je konstantna a je
reprezentovana hustotou vo zvolenom bode T}, = [z}, y;, z] € Aiji a teda
na A je
o2y, 2) ~ olal,y. 7).

Preto hmotnost segmentu A, ;; moéZeme vyjadrit
m(Aix) = o(x7, 97, 20)V(Aige) = o(x7, y;, 2p) AziAy; Az

Hmotnost celého telesa A aproximujeme stuc¢tom hmotnosti homogénnych
segmentov A;;, preto

Zm ijk) Za(xf,y;‘,z,:)AxiijAzk.

7]’ 7j7k

KedZe uvazujeme normalnu postupnost deleni mnoziny A, limitnym precho-

dom dostavame
= ///a(a:,y,z) dzdydz.
A

4.3 Statické momenty. TaZisko

Statické momenty priestorového telesa A s hustotou o(x,y, z) vzhladom na
TOVINY Pz, Py, Py- POCitame analogicky ako pri rovinnej oblasti

Sp. = ///U(:c,y,z)ydxdydz,
A

Spy = ///J(x,y,z)zdxdydz,
A

Sy: = ///U(x,y,z)xdxdydz.
A

Pre stradnice taziska T = [z, yr, 2r] platia nasledovné vztahy

///xa x,y, z) dedydz,
m
T = —///ya(fc,y, z) dzdydz,
m
A
1
2p = —///za(x,y,z) dzdydz.
m
A

Rovnako ako pri dvojnom integrali, aj pri trojnom integrali vieme sirad-
nice taziska vyuzit pri vypocte trojnych integrélov z linearnej funkcie

/// (az + by + cz + d) dedydz = (axr + by + czr + d)V(A),
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pricom V(A) je objem homogenného telesa A s hustotou o(z,y,2) = 1 a
T = (zr,yr, 2r) st suradnice jeho taziska. V nasledujicom priklade ukazeme
pouzitie tohto vypoctu.

Priklad 4.1 Vypocitajme hmotnost telesa A = (0,2) x (0,3) x (0,4), ktorého
hustota je o(x,y,z) = 3x — 2y + z + 5.
Riesenie: Nacrtneme mnoZinu A.

4
0z

4

Y

Oy

m = /A//U(x,y, z)dxdydz = /A// (3x — 2y + z + 5) dadydz

{tento integrdl moZeme ratat pomocou siuradnic taZiska
T =[1.5;1;2], teraz uz homogénneho hranola A}
= (Bxp — 2yr + zr + 5)V(A) = 228.
Priklad 4.2 Vypocitayme suradnice taziska homogénneho telesa ohranice-
ného plochami y* =z, 2 =0, v + 2z = 2.
RieSenie:

OZ 2

Oy
Zo symetrie telesa plynie, Ze pre taZisko plati T = [z, 0, zp]. Ndértok ndam
pomdze popisat mnoZinu A ako oblast typu [z,y, 2], t.].
0<z <2,

—Vr <y <,

0<2<2—nx.
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Mozeme polozit o(x,y,z) =1, a preto

2 | vz /2-x
m:///dxdydz:/ / /dz dy| dz
A
2

0 /T 0

2
:/[2y—xy]_f;dx:/2(2\/5—x3/2)dx:%.

0 0

Pre statické momenty plati

2 [ Vo /2-2
Syzz///xdxdyd,z:/ / /mdz dy| dx

A 0 |-vz \o

2 s 2 W3
= / [(2x—x2)y] _ﬁdx:/2(2x3/2—x5/2) dz = %

0 0
2 [ Vo /2-2
Sxy:///zdxdydz:/ / /zdz dy| dz
A 0 |-vz \o

2 2

:l/ [(4—4x+x2)y]_f;dx=/((4—4x—|—x2)\/5) dr = 121%\5/§

2
0 0
Preto T = [g, 0, ‘—;]

4.4 Transforméacia trojného integralu

V niektorych pripadoch je vyhodnejsie trojny integral poc¢itat pomocou trans-
formacie do cylindrickych alebo sférickych staradnic.
Transformacné vztahy pre cylindrické siradnice st

xr = pcos«
Yy = psina
2=z a€(0,2r), p>0, zeR.
0,
A
.y, 2]
z
0;
e p / y
/ Yy
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Pomocou tejto transformécie bodu [z, y, z] priradime bod [a, p, 2| a plati

// f(z,y,z dxdydz-///pf pcosa, psina, z) dadpdz

kde f je spojita funkcia na A, mnozina B vznikne transforméciou mnoziny
A do cylindrickych stradnic. Cylindrické stiradnice pouzivame spravidla pri
valcovitych telesach.

Priklad 4.3 Vypocitajme trojnyg integral telesa

///zdxdydz,
A

kde A je ohranicend plochami z = /22 + 4%, z = 2 — 2% — y>.

Riesenie: Nacrtneme mnoZinu A.

o
2\

Y

Oy

Teleso A je vghodné popisat cylindrickymi suradnicamsi, pricom vyuZijeme, Ze
priemet telesa do roviny pg, je kruh s polomerom 1,

0<a<2m,
0<p<l,

p:\/:n2+y2§z§2—$2—y2:2—p2.

Preto

or | 1 [ 2—p?
///zdxdydz:/ / /pzdz dp| da
A o |o



Transformacné vztahy pre sférické suradnice st

T = I cosacos 3,

y = rsinacos 3,

z =rsinf3, a € (0,2m), ﬁe< §g>, r>0.
0,
A
[z, y, 2]
”
z
3 .
e Oy
Xz
/ '
Og

Pomocou tejto transformécie bodu [z, y, z] priradime bod [a, 3, 7] a plati

///fxy, dxdydz =

= /// r? cos 3 f(r cos a cos 3,7 sin acos 3, rsin B) dadBdr,
B

kde f je spojita funkcia na A, mnozina B vznikne transforméciou mnoziny
A do sférickych staradnic.

Priklad 4.4 Odvodme vzorec pre objem qule s polomerom ry.
Riesenie: Gulu A : 22+y*+22 < r? je vjhodné popisat sférickymi suradnicami
pricom

0 <a<2m,
—W/QSBSW/Q,
0<r<r.

Preto

27 /2 r1

:/A//dxdydz:()/ / /7’2cosﬁdr df| da

—7/2 0

2
3 /2 4 3
= QWT—I/ [Sin ﬁ] do = 1
3 —7/2 3
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Kapitola 5

Krivky a ich parametrické
vyjadrenie

Pred definiciou krivkového integralu II. druhu sa budeme zaoberat pojmom
krivka. Rovnica

C: #t)=e)7+v(t)7, t e la,pfl,

predstavuje parametrické vyjadrenie krivky v rovine.

Y

Podobne rovnica

C: Ft)=p®)T+vO)T+ xO)k,  t€labl,
resp.
C: x=¢(t)
y = (1)

z = x(t), t € la, ],
predstavuje parametrické vyjadrenie priestorovej krivky:.
Specialne krivky tvoria grafy funkeif y = f (), x € [a, B]. Napriklad graf
funkcie y = v/1 — 22, x € [—1, 1] predstavuje obluk kruznice.
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Vyjadrime tuto krivku parametricky. Jedno z moznych vyjadreni je
C: xz=t
y=vV1—8, tel|-1,1].
Dalsie je napriklad
C: x=cost

y = sint, t € [0,n].

Teda jedna krivka moze mat rozne parametrické vyjadrenia.
Uvazujme rovinnu krivku C' dantt parametrickymi rovnicami

C: z=¢(t)
y:¢(t)’ S [avﬁ]‘

Ak pre t = a dostaneme prvy bod krivky, tak hovorime, 7ze krivka je orien-
tovana stthlasne so svojim parametrickym vyjadrenim.

A

C
bo) b - X

Y

o B

V opa¢nom pripade hovorime, Ze krivka je orientovana nestuhlasne so svo-
jim parametrickym vyjadrenim.

Krivku C nazyvame hladkou, ak funkcie ¢(t) a ¢ (t) maju spojité derivacie
na [a, b].

Ak krivka nepretina sama seba, tak ju nazyvame jednoduchou. Krivku
C: 7%(t) € [a, f] nazveme uzavretou, ak 7(a)) = 7(3) (teda prvy a posledny
bod krivky st totozné).

Prikladom uzavretej krivky je napr. kruznica

C: x=-cost
y = sint, t €0, 7).
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e
.,

Uzavrett krivku nazveme kladne orientovanou, ak jej orientacia je proti
smeru pohybu hodinovych ruéic¢iek (vid obrazok). V opa¢nom pripade uzav-
retu krivku nazyvame zaporne orientovanou.
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Kapitola 6

Krivkovy integral II. druhu

V tejto kapitole zadefinujeme krivkovy integral pomocou jeho praktickej ap-
likdcie. Budeme vysSetrovat aki pracu vykona sila uréend funkciou
ﬁ(az, y) = (P(z,y),Q(z,y)) pri pohybe hmotného bodu po orientovanej ro-
vinnej krivke C.

Uvazujme na zaciatok jednorozmerny pripad, ked sa hmotny bod pohy-
buje po osi 0, posobenim konstantnej sily F' a prejde drahu dizky s, t.j. krivka
C je tsecka leziaca na osi 0,. Vykonané praca je ur¢ena vztahom

A=Fs.

Y
Y

Dalej uvazujme pripad, ked sa hmotny bod pohybuje v smere vektora
§ = (s1,59) a prejde drahu |s], pricom na neho posobi konstantna sila F' =
(P,

Q)

F

wy

S1
> O

Pohyb hmotného bodu rozlozime na dva pohyby. Prvy pohyb je v smere
osi 04, t.j. po tsecke s; posobenim sily P. Druhy pohyb je v smere osi oy, t.j.
po usecke sy pésobenim sily (). Praca vykonana v smere osi o, je

Ax = P.Sl.
Praca vykonand v smere osi o, je

Ay == Q.SQ.
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Celkova praca, ktord vykona sila F = (P, Q) pri pohybe pozdlz vektora 3 je
teda
A=A, +A,=Ps +Q.so=Fo§=|F||5|cosq,

kde o je uhol vektorov F, 3. Je uzitocné si viimnat, Ze |F|cos o je kolmy
priemet vektora F na vektor 3.

Uvazujme dalej najvSeobecnejsi pripad. Pocitajme pracu, ktort vykona
sila ﬁ(:v,y) = (P(z,y),Q(z,y)) pri pohybe hmotného bodu po krivke C
(jednoduché, po ¢astiach hladka, orientovana). Krivka C' nech je uréena pa-
rametrickym vyjadrenim

C:  x=¢t),
y=1(t), tE€la,b.

Kedze tlohu mame vyrieSenu pre jednoduchsi pripad (t.j. konstantna sila
a krivka C' je tsecka), prevedieme tuto vieobecnejsiu ulohu na jednoduchsi
pripad a zaroven zadefinujeme v Styroch krokoch krivkovy integral.

1. Rozdelime krivku C' pomocou deliacich bodov P; = [z;, ¥;], na mensie
obluky

C, = 6.0pt24.88ptr_ B, kde i=12....p.

o0

~_1, bricom tato postupnost sa na-

Uvazujeme postupnosti deleni {D,, }
zyva normalna, ak

lim ||D,|| =0,
t—o0

kde ||D,| = max{d(C;)}, pricom d(C;) je priemer krivky C;, ktory
chapeme ako vzdialenost dvoch "najvzdialenejsich" bodov C}
(t.j. d(C;) =supp(A, B), kde A, B € ;).

Oy P,
Yi

Yo

Predpokladame, Ze delenie je tak jemné, Ze zakrivenie oblikov C; je
minimalne, t.j. obliky st "blizke" tseckam.

2. Urobime dve aproximacie, ktoré su zalozené na tom, zZe mame normalnu
postupnost deleni, teda krivka C; sa "malo" odlisuje od tsecky P;_1P;.
Prva aproximacia je nahradenie pohybu po krivke C; pohybom po
usecke §; = (z; — xi—1,yi — ¥i—1) = (Axm;, Ay;). Druha aproximécia
je nasledovna: na krivke C; zvolime bod T; = [z}, y}] a silu v kazdom
bode [z, y] krivky C; mozeme aproximovat F (r,y) ~ F (xF, yp).

31



3. Celkovu pracu A mozeme vyjadrit nasledovne

A= iAi,
=1

kde A; je praca pri pohybe hmotného bodu po obliku Cj, ktort vzhla-
dom na pouzité aproximécie moézeme vyjadrit ako pracu pri pohybe
hmotného bodu pozdlz tsecky P,_, P, vplyvom konstantnej sily F (xF, yp).
Teda

preto

Pn

A%ZP(UU)P( z’yz)AIZ+Q( z’yz)Ayl_S(Dn>’

=1

¢o je postupnost integralnych suctov odpovedajica postupnosti deleni
{D,} a volbe bodov T;.

4. Krivkovy integral je limita tejto postupnosti integralnych stctov.
Zhrnieme uvedené informacie do nasledujtcej definicie.

Definicia 6.1 Nech C je jednoduchd, po ¢astiach hladkd, orientovand krivka,
nech F je spojita na C. Ak pre kazZdi normdlnu postupnost deleni krivky C
a pre lubovolni volbu bodov T; = [z}, y}] existuje

nh—>nc}oz xzuyz ASE@ + Q('T“y’l )Ayl) ’

tak tuto limitu nazijvame krivkovgm integrdl II. druhu funkcie F na krivke
C. Zapisujeme

/ﬁ(x,y) 45 = /P(x,y) dz + Q(z,y) dy.

C C

Tento integral vyjadruje velkost prace, ktorta vykona sila F pri pohybe hmot-
ného bodu po krivke C'.

6.1 Zakladné vlastnosti krivkového integralu

V dalsom budeme predpokladat o vSetkych integraloch, Ze existuju a krivky,
po ktorych integrujeme su jednoduché, orientované a hladké.

. P(z,y)dz + Q(z,y)dy = [ P(z,y)de+ | Q(z,y)dy,
/ [rem]

t.j. celkovu précu je mozné rozlozit na pracu v smere osi o, a pracu v
smere 0si 0,.
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e nech krivky C7, C5 tvoria delenie krivky C', potom

/P(x,y)da:JrQ(w,y) dy = /P(%y) dr + Q(x,y) dy

C Cq

Ca

e nech —C je krivka, ktora vznikne z krivky C' zmenou orientécie, potom

/P(%y) dz + Q(z,y) dy = —/P(ﬂs,y)dx+Q($,y) dy

-C C

6.2 Veta o vypocte krivkového integralu

Ukazeme ako vypocitat plosny integral prevodom na urcity integral. Majme
krivku C' uréent parametrickym vyjadrenim

C: Flt)=p)v+¢(t)], telal]
K odvodeniu vety o vypocte vyuzijeme nasledujicu vlastnost
[Py Qs = [ Papde+ [ Q) dy
c c c

Nezavisle budeme pocitat integraly [ P(z,y)dz a [ Q(z,y)dy pomocou de-
c oi

finicie krivkového integralu. Delenie D,, krivky C' urobime pomocou delenia
intervalu [a, b] nasledovne. Uvazujme delenie

G:t0<t1"'<tpn:b.

Bodu ¢; z intervalu [a, b] odpoveda bod P; = [x;, y;] = [p(t:), ¥ (¢;)] na rovinnej
krivke C'

A Pn
Yi

Yo

Takto pomocou delenia intervalu [a,b] vytvorime delenie krivky C. Ana-
logicky z kazdého podintervalu (¢;_1,¢;) vyberieme bod ¢ a tomuto bodu
odpoveda vyberovy bod T; = [z}, yf] = [p(t}), ¥ (t})] na rovinnej krivke C.
Vyuzitim tychto skutocnosti priamo z definicie krivkového integralu dosta-
vame
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pn
/P(:l:,y) dz = nh_}nroloz Pz}, yr)Ax;

C i=1

= lim > Po(t), () (pl0) — o(t )

R - o e @) =t
= nlglgo; P(p(t7),v(t7)) b (t; — ti1)

{Lagrangeova veta pre funkciu ¢(t) na intervale [t; 1, ;]

o(ti) — p(ti-1)

dava bod t7, taky, ze ;
i — ti—1

= ¢'(t}). Tento bod

je zaroven vyberovy bod z intervalu [t;_1, ;] }

= lim > P (t7), (1) (E) At
=1

{v tomto vztahu spoznavame limitu postupnosti

integralnych su¢tov pre dvojny integral a preto}

Odvodili sme nasledujtci vztah
b
[ Playde = [ Pleo.vm)e
C a

Analogickym postupom dostavame

[ = [awo.sowoa

Na zéklade uvedeného moézeme sformulovat vetu o vypocte krivkového
integralu.

Veta 6.1 Nech F = P(z,y)t+ Q(z,y)7 je spojitd vektorovd funkcia defi-
novand na orientovanej jednoduchej hladkej krivke C, ktorej parametrické
vyjadrenie je
C: F(t)=pt)i+@)],  telab].

Potom

b
[ Pl e+ Qndy = £ [ Po(0), 00) 0 + Qo). w0 (1) d
C a

kde znamienko + resp. — plati ak C' je orientovand sihlasne resp. nesiuhlasne
so svogim parametrickym vyjadrenim.
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Priklad 6.1 Vypocitajme krivkovy integrdl

/ydx—acdy,

C

ak krivka ok C' je elipsa
C: 7(t)=2costi+ 3sint], t € (0,27,
ortentovand suhlasne so svojim parametrickym vyjadrenim.

Riegenie: Zakreslime elipsu a v niekolkyjch vybrangch bodoch zndzornime aj
vektor sily F = yi — xJ.

Oy

ﬂ3

Y

—3

Kedze sila posobi stdle proti pohybu hmotného bodu bude viyjslednd prdca zd-
pornd. Znamienko minus vyjadruje, Ze silové pole pracu nekond, ale na pre-
konanie silového pola treba prdacu dodat. Teda dostdvame

27
/ydx—wdy:/(3sint(—281nt)—2cost(3cost)) dt = —127.

C 0

Ak by sa hmotny bod pohyboval po elipse opacnym smerom, silové pole by
pracu konalo a vysledok by bol 127.

6.3 Greenova veta

V pripade, ak je krivka C' uzavreté, kladne orientovana, mozeme krivkovy
integral pocitat prevodom na dvojny integral, o ¢om hovori nasledujica veta.

Veta 6.2 Nech C' je uzavretd, jednoduchd, hladkd, kladne orientovand krivka.
Nech D je rovinnd oblast ohranic¢end krivkou C'. Nech P, Q, 3 aQ 8—1; s spojité
na D. Potom

/ (xy)d:chQ:cydy—//(any 8Pg;’y)> dady
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Doékaz. Ukazeme, ze platia nasledujiice rovnosti.

[ Plato = [[ 220 4,

C/Q(ft,y) dy = //DW dzdy
C D

Predpokladame, ze D je elementarna oblast typu [z,y] aj [y, x] (ak nie, tak
oblast D vyjadrime ako zjednotenie viacerych elementarnych oblasti).

X h X
Cy d -
\ \
Dt d:
a b
D : a<z<b D : c<y<d
g(z) <y < h(z) a(y) <z < B(y)
Krivku C' rozdelime na dve krivky C' = C; U Csy, kde
Ci: z=t, Cy: x=t,
y=g(t), telab] y=nh(t), telab],

pricom krivka (' je orientovana stuhlasne s tymto parametrickym vyjadrenim
a krivka C5 nestuhlasne. Pocitajme krivkovy integral

/P(:c,y)d:v:/P(x,y) dx—I—/P(x,y) dz

C C Co
b

:/P@ﬂm&—/P@Mm&.

a

Dalej pocitajme dvojny integral

OP(x,y) kedze D: a<z<b
—dady =
dy g(z) <y < h(z)
D
h(zx)

b
/ OP(z,y) dy | dz
dy

g(x)

= /P(x,h(a:)) — P(z,g(x))dz.
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Tym sme dokézali pozadovant rovnost. Analogicky sa overi, Ze
9Q(z,y
/Q(fﬂ,y) dy = // é ) dedy.
x
c D

Priklad 6.2 Vypocitayme krivkovy integral

/<x+y>dx—<x—y>dy,

C

2 2
ak krivka ok C' je kladne orientovand elipsa L + vy _q

9

Riesenie:
ﬁg\
WQ -

Pouzitim Greenovej vety dostdavame

/(x—iry)da: —(r—y)dy = —2//1dxdy = —2P(D) = —127.

C

Priklad 6.3 Vypocitayme krivkovy integrdl

2 2
Yy i
=d —d
/2 x+2 Y,
C

ak C je kladne orientovand hranica oblasti ohranicenej krivkami y = Inx,
y=1,y=2,2=0.

Riesenie: Nacrtneme si hranicu oblasti ohranicenej krivkou C'.

o
yﬂ
y=Inx
2
Y
1
> Oz
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MnoZinu D vyjadrime nasledovne

Pouzitim Greenovej vety dostdavame

/y_dx+—dy_//m— ) drdy :/ /(x—y)dm dy

0

2 2
[ e e] ¢
[4 ye+e} 1 1

Priklad 6.4 Pomocou krivkového integrdlu odvodme vzorec pre wvijpocet ob-

2 2
sahu elipsy daney: x_ + ‘Z—z = 1.

Riesenie: Vieme, Ze plochu vieme wvyjadrit pomocou dvojného integrdlu, na
ktory aplikujeme Greenovu vetu:

)
>
=
Q
Y

Teda pre dani plochu mdme

[ 5252

P(z,y)dz + Q(z,y) dy.

Q\

Potrebujeme najst také funkcie P, QQ, aby platilo

- (362%, v) 3Pé9;7 y)) '

Moznosti na zvolenie funkcii P, () je samozrejme viacej. My pouZijeme

T

Q(x7y> -5

P(l’,y)z—— 9

)
27
Teda sme odvodili vSeobecnyj vzorec pre vypocet obsahu rovinného telesa
Y x
P(D)= | —=d —d
(D)= [Sar+ S
c
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kde C' je kladne orientovand hranica D. Aplikdciou tohto vzorca na nas pri-
klad pouzitim nasledujicich parametrickych rovnic pre elipsu

C: x=cost,
y =sint, te€l0,2n],

dostavame
27
P(D) = / —% dz + g dy = /(—bsint)(—a sint) 4+ (acost)(bcost) dt = mab.
c 0

Priklad 6.5 Nech C je uzavretd, jednoduchd hladkd, kladne orientovand
krivka, ktord tvori hranicu oblasti 2. Vyjadrime dvojny integrdl

/ / tsdtds
0

pomocou krivkového integrdlu.
RieSenie: Greenova veta vyZaduje funkcie P(t,s), Q(t,s), také,ze

o (29 ot

Existuje nekonecne vela variant pre ich vyber. My urobime jeden konkrétny
zaloZenyj na zamenitelnosti premenngjch t a s vo funkcii ts. Teda

; ts —ts 0Q(t,s) 0P(t,s)
§=—=—— = — .
2 2 ot 0s
Funkciu Q(t, s) ndjdeme z podmienky % = %S a vyuzitim symetrie medzi

t a s. Potom staci poloZit P(t,s) = —Q(s,t). V nasom pripade dostivame

t2 t 2
Q(t,s) = TS a ndsledne P(t,s) = —%.

2 2
//tsdtdS:/—%dt+$ds.
Q C

Nasledujtci priklad vyuzijeme ako referencény pri odvodzovani metody
vypoctu objemu molekuly.

Preto

Priklad 6.6 Nech C' je uzavretd, jednoduchd hladkd, kladne orientovand
krivka, ktord tvori hranicu oblasti 2. Vyjadrime dvojny integrdl

1
// R 7“2)2 dtds
Q

pomocou krivkového integrdlu.
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Riesenie: Aby sme mohli aplikovat Greenovu vetu potrebujeme zvolit funkcie
P, Q tak, aby

1 _ (aQ(t, s)  OP(t, s)) .

(12 + 2 + r2)? ot Os

Existuje nekonecéne vela moznosti ako vybrat tieto funkcie. Problém je ako
ich ndjst v éo najjednoduchSom tvare. KedZe lavd strana je vlastne podiel
dvoch polynémov, budeme aj funkcie P, @) hladat v tvare raciondlnej funkcie.
VyuZitim symetrie medzi premennymi t, s v predpise funkcie a faktu, Ze de-
rivdcia raciondlnej funkcie zvysuje stupen mocniny v menovateli, skisime P,
Q hladat v nasledujiicom tvare

1 I, At 9 —As
(24 24 r2)> Ot \ 2+ s>+ 12 Os \t?+s2+1r2)’

kde A je konstanta. Vypocitanim parcidlnych derivdcii na pravej strane, do-
stavame

1 O 2Ar%
(124 s2+12)7 2 +s247r2

Teda pre A = # vieme funkciu napisat ako rozdiel poZadovaniych parcidl-
nych derivdcii. Aplikdcia Greenovej vety ddva poZadovani transformdciu na
krivkovy z'ntegrdl:

=S t
// t2—|—52+7°2 7 dids = /t2+52+r2dt+t2+s2+r2d8

1 —sdt +tds

T2 ) B
C

6.4 Dosledky Greenovej vety, nezavislost od in-
tegracnej cesty

Nech C' je uzavreté, jednoduché hladké, kladne orientovana krivka, ktoré
tvori hranicu oblasti D. Ak na oblasti D plati,

0Q(z,y)  OP(z,y)
or Oy

potom

/P(x,y) dz + Q(z,y)dy = 0.
c
Tato vlastnost je bezprostrednym dosledkom Greenovej vety a vyuzijeme ho
pri nasledujucich uvahéch.
Nech na oblasti D plati,

9Q(z,y) _ OP(z,y)
Ox oy
Nech jednoduché krivky C a Cs lezia v oblasti D a maji spolo¢ny zaciatoény
aj koncovy bod.

40



Y

Oy

Potom

/P(w, y)dr + Q(r,y)dy = /P(@n y)dr + Q(z,y) dy.

Cl CQ

To znamenad, ze uvedeny krivkovy integral nezavisi od integracnej cesty (od
tvaru krivky), ale len od zaciatoéného a koncového bodu. Uvedené tvrdenie
vyplyva z nasledujucich avah. Uvazujme uzavretu krivku C' = Cy U (—CY),
ktora je kladne orientovana. Pouzitim prvého dosledku pre krivku C' mame

O:/de—l—Qdy:/Pda:~|—Qdy—/Pda:+Qdy,

C Cy C1

odkial vyplyva naSe tvrdenie.

f)alej zadefinujeme potencial silového pola a ukadZeme jeho pouzitie pri
vypocte krivkového integralu. Majme jednoduchu hladka krivku C' uréentu
parametrickym vyjadrenim

C: Ft)=p)v+o(t)], telal]
pricom jej orientécia je suhlasna s danym parametrickym vyjadrenim, t. j.

A = [p(a),¥(a)] je jej zatiatoény bod a B = [¢(b), 1 (b)] je jej koncovy bod.
Krivka lezi v oblasti D.

Uvazujme integral

/P(ac, y)dz + Q(z,y) dy.
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Predpokladajme, Ze existuje skalarna funkcia V(x,y), pre ktora na D plati

_avgi, V) _ P(z,y),
ov(z,y)
9 Qz,y).

Takuto funkciu nazyvame potencial silového pola F = (P, Q). Ak zmiesané
parcidlne derivacie funkcie V(z,y) st spojité na D, potom z ich rovnosti
vyplyva

0P(z,y)  0*V(r,y) *V(x,y) 0Q(z,y)

oy oxdy  Oyox ox

a teda integral

/P(x, y)dz + Q(z,y) dy

C

spliia podmienku nezavislosti na integraénej ceste. Mozeme zhrnit nasle-
dovne:

Krivkovy integral nezavisi od integracnej cesty prave vtedy, ak existuje
potencial jeho silového pola.

Ukazeme, Ze pomocou potencialu silového pola mozeme jednoducho vy-
pocitat krivkovy integral.

/P(:r,y) dz + Q(z,y)dy =

c
{pouZitim vety o V}’/poéte}
= /P(w(t)aw(t))so’(t) +Qe(t), (1) (t) dt =
kedze
dV(e(t), v(t) _ aVI(e(t), (1)) de(t) | OVI(e(t), (1)) dy(t)
dt ox dt dy dt

_ / %(V(Sﬁ(t),l/}(t)))dt: Vit 0] = v(B) - v(A)

a

Uvedené mozno zhrnut do nasledujiceho tvrdenia
Ak existuje potenciél silového pola V' (krivkovy integral nezavisi od in-
tegracnej cesty), potom

/P(x, y)dz + Q(x,y)dy = V(B) — V(A),
C

kde A a B st prvy a posledny bod krivky.
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Priklad 6.7 Vypocitajme krivkovy integrdl

/ydx—l—xdy,
c

ak A=1[1,1] a B =[2,4] su prvy a posledny bod krivky.

RieSenie: Kedze
0Q(x,y) _ | _ 9P(x,y)
Ox oy

uvedeny integrdl nezdvisi od integracnej cesty a moZeme ho rdatat pomocou
potencidlu V(x,y), kde

oV (z,y)

“or P(z,y) =y,
) Qo) =

Ocividne V(x,y) = xy vyhovuje tymto podmienkam, a preto

B=[2,4]

/ydx+xdy:[my} =8-1=T.
A=[1,1]

c
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Kapitola 7

Pripravné vysledky

7.1 Stuciny vektorov a ich aplikacie

V tejto kapitole zadefinujeme niekolko operacii s vektormi a ukaZeme ich
pouzitie.

7.2 Nasobok vektora skalarom

Nech @' = (vq,v2,v3) je dany vektor a ¢ € R, potom velkost vektora je
0] = /vt + 05 + 03

c.U = (cvy, cvg, cvg).

a nasobok

Pri nasobeni vektora skaldrom sa meni velkost vektora, zatial ¢o smer a
orientacia (ak ¢ > 0) zostavaju. Vektory v a c.v st teda rovnobezné.

7.3 Skalarny stcin

Nech ¥ = (v1,v9,v3) a @ = (uy, ug, uz) su dané vektory. Skalarny sucin vek-
torov ¥, u oznacujeme v o U a definujeme nasledovne

UoU = u1v; + UgUy + UzVs3.

Pomocou skalarneho su¢inu vieme vyjadrit uhol dvoch vektorov.

<

?)
o

Y




Uvazujme vektory ¢ = (vy,v9,v3), 4 = (uy,us,uz) body P = [v,v9,v3] a
Q = [u1, us, ug] pocitajme Stvorec velkosti vektora PQ

IPQI? = (uy — v1)? + (ug — v3)? + (ug — v3)°
=u? +us 4+ uj +v7 4+ vs +v3 — 2(ugvy + Uty + uzvs3)

= |u]* + |0 — 2@ o T
Na trojuholnik PQO aplikujeme kosinusovu vetu
|PQI* = |al* + |5* — 2@l |#] cos a,
kde « je uhol vektorov w, v. Spojenim oboch rovnosti dostavame
wo ¥ = |ul.|v] cos a. Q)

Poznamka 7.1 Niektori autori prdve tymto vztahom definuji skaldrny su-
cimn.

Vlastnosti skalarneho sucinu:
Nech 4, ¥ st vektory a « je uhol tychto vektorov. Zo vztahu () mame

™ — —
a:§ — wuov=0

™ — —
a€[0,§> < wUov>0
aE(gﬂq <— wovu<0

priamo z definicie plynie

7.4 Vektorovy sucin

Nech v = (v1,v9,v3) @ @ = (uy,us,u3) si dané vektory. Vektorovy stucin
vektorov v, 4 je vektor f (zapisujeme @ = U'X ), ktory definujeme nasledovne

—

i 7k
W=TxU=|u uy ug |=(UzVs — Vallg, V1Us — U V3, U V3 — Unly).
U1 V2 Us

Vlastnosti vektorového sucéinu:

a) Nech @ = ¢ x @, potom @ L ¢ a @ L 4, t. j. vektorovy stucin je kolmy
na rovinu urcéenu vektormi v a .

b) Pomocou vektorového stuc¢inu vieme vypoéitat obsah rovnobeznika tvo-
reného nezavislymi vektormi o a u.
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h
@\ -
u

Nech w = ¥ x u. Poé¢itajme Stvorec velkosti vektora

2,2

|tU|2 = (ugug — U2U3)2 + (viug — U1U3)2 + (uyvg — U2U1)2
= ugvg + vgug + v%ug + u%v% + u%v% + uyvy

— 2(ugu3vauz + V1U3UL V3 + U VUL VT )

= (ui +u3 +u3) (v + 03 +v3) — (Wv1 + ugvs + uzvs)?

= |a@P|7? — (@0 0)* = |@P|5)? — | |7]* cos® a

= |a]*.|7]? sin® av.
Kedze a € [0, 7], dostavame

|W| = |ul.|v] sin a.
Na druhej strane obsah rovnobeznika na horeuvedenom obrazku je
Po = |u|h = |u|.|Y] sin a.

A teda obsah rovnobeznika urceného vektormi v a ¥ mozeme vyjadrit
ako velkost ich vektorového sucinu

PD:’?IX'U’

c¢) Pre vektory v, u, o plati

7.5 Praktické pouzitie vektorového stucinu
(priprava k ploSnému integralu)

Rovina p dand bodom P a dvojicou nezévislych vektorov @, v mé standardné
parametrické vyjadrenie:

X =P+ tu+ su, (t,s) € R%
T istu rovinu mézeme vyjadrit samozrejme aj v tvare
XIP‘F(t—tl)ﬁ‘i‘(S—Sl)ﬁ, (t, S) €R2,

kde t1, s st 'ubovolIné ¢isla.
Ak pre parametre ¢, s zavedieme obmedzenia t € [t1,t5], s € [s1, $o], tak

rovnica
7:’(?5, S) =X = P+ (t - tl)ﬁ‘i‘ (S - Sl)l_b'
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reprezentuje rovnobeznik,

<

kde pre body P, A, B plati

—

r t17$1>7
’I?(tg, 81) =P + (tz - tl)ﬁ,
F(tl, 82) =P —+ (82 — 81>’17.

—

SV
I

Obsah uvedeného rovnobeznika vyjadreny pomocou vektorového suc¢inu je

—
Py = |PA x PB| = |(ts — t1)ii X (55 — 1)
= (tg — t1>(82 — 81)|ﬁ X 17|

Odvodeny vztah pouzijeme neskdr pri odvadzani vety o vypocte plosného
integralu.
7.6 ZmieSany sucin

Nech ¢ = (vy,v9,v3), 4 = (ug,uz,u3) a W = (wy,ws,ws) si dané vektory.
ZmieSany sucin definujeme nasledovne

T 7 k up Uz U3
o (Ux @) = (up,ug,ug)o| vy vy w3 |=| v1 vy U3
wp W Ws w1, Wy W3
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Kapitola 8

Plosny integral II. druhu

8.1 Dotycnica ku priestorovej krivke urcenej pa-
rametrickymi rovnicami

Nech
C: Ft)=p®T+0v)7+xk,  te]of,

je parametrické vyjadrenie jednoduchej, hladkej krivky. Zvolme na krivke
dva body P = [p1,ps,p3] = 7(ty) a Q = ¥#(7), pricom teda tg, 7 € («, ).

\
7(t

Y

Nagim cielom je napisat rovnicu dotycnice ku krivke C' v bode P. Najprv
napiSeme rovnicu secnice, t. j. priamky prechadzajucej bodmi P a Q). Jej
parametrické vyjadrenie je

X =P+tP(), teR

Respektive namiesto vektora P@ mozeme v parametrickom vyjadreni pouzit
jeho vhodny nésobok, napr. T_—ltOP a teda

J@ P+t r(r) = 7o)

X=P+t
7'—0 T—to
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Uvedené vyjadrenie rozpisané po zlozkach je

m:p1+t90<77):2(t0)
_ P(1) — ¥(to)
y—p2+t7_fto
Z:p3+t><(7—7)_+zz(to).

Pre ) — P, teda 7 — t; sa seCnica stane dotycCnicou, preto limitnym pre-
chodom dostavame rovnicu doty¢nice

T =p; +t¢(to)
y =p2+tY'(to)
z=ps+t X (to)

respektive
X =P +t7(tg).

Teda 7'(ty) je smerovy vektor dotycnice ku krivke C'.

8.2 Dotykova rovina ku ploche urcenej para-
metrickymi rovnicami

Nech

—

o: T(t,s)=ua(t,s)T+y(t,s)7+ z(t, s)k, (t,s) € Q C R?
je parametrické vyjadrenie hladkej plochy. Na ploche zvolime bod P € o, t.j.

Pl[x0, Yo, 0] = T(t1, 1), (t1,51) € Q. Ulohou je zostrojit dotykovi rovinu a
normélovy vektor k ploche ¢ v bode P.

S11 S =51

Usecke (t,51) C © odpovedé priestorovéa krivka C) leziaca na (2 s paramet-
rickym vyjadrenim 7 (¢, s1). Preto smerovy vektor doty¢nice ku krivke C; v
bode Plzq, yo, 20| je

GF(t, 51) . 87_"(151, 81>
o |, ot
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Analogicky tusecke (t1,s) C Q odpoveda priestorova krivka Cy leziaca na
Q) s parametrickym vyjadrenim 7(t1, s). Preto smerovy vektor doty¢nice ku

or(t
krivke C v bode P[zq, yo, 20| je % Rovina prechadzajuca bodom P
s
a ur¢end vektormi ~ .
87‘(t1,51) 81"(151,31)
ot Os

sa nazyva dotykova rovina ku ploche o v bode P. Vektor kolmy na dotykovu
rovinu sa nazyva normalovy vektor a je je urceny

8F(t1, 81) % 8F(t1, 81)

n= )
ot ds
Poznamka 8.1 Normdlovy vektor ku ploche o jednotkovej velkosti vyjadrime
ako o
. 7 X T,
A

8.3 Plochy a ich parametrické vyjadrenie

Pred zavedenim a $tiidiom plosného integralu II. druhu sa budeme zaoberat
pojmom plocha.

Plocha vznikne deformaciou nejakej ¢asti roviny, predstavujeme si ju ako
nejaky krivy list (napr. papiera), alebo povrch telesa (pripadne Casti telesa).

Budeme uvazovat plochy, ktoré vieme vyjadrit nasledovnym parametric-
kym vyjadrenim

o: #(ts)=x(t,s)T+y(t,s)F+ 2, )k,  (,s) € QC R

resp.

x(t, s)
Y= y(tv )
z = z(t, s), (t,s) € Q C R%

Q
|

»

UvaZzujme plochu o ako ¢ast paraboloidu z = z? + y? pre z € [0, 1].
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Parametrickym vyjadrenim tejto plochy je napriklad

o: x=1
Yy=s
2 =1+ 5%, 4+ 5% < 1.

Alebo parametrické vyjadrenie tejto plochy je aj

o: x=1tcoss
Yy = tsin s, 0<s<27
z =12 0<t<l1.

Teda ista plocha méZze mat rozne parametrické vyjadrenia.

Poznamka 8.2 Plochu

—

o: T(t,s)=x(t,s)T+ y(t,s)7+ 2(t, s)k, (t,s) € Q C R?

nazgvame hladkou, ak si funkcie x(t, s),y(t, s), z(t, s) a vSetky ich parcidlne
deridcie spojité.

8.4 Definicia plosného integralu II. druhu

V tejto kapitole zadefinujeme plosny integrél cez jeho prakticku aplikaciu.
Budeme vySetrovat tok tekutiny cez plochu o, ak rychlost toku za jednotku

Casu je dané funkciou f($7 Y, Z) = (f1<$7 Y, Z)7 f?(xv Y, Z)v f3(l'a Y, Z))
Uvazujme na zaciatok najjednoduchsiu situaciu, t. j. plocha o je obdlznik
v rovine pg, a rychlost toku tekutiny je popisana konStantnou vektorovou

—

funkciou f(z,y,2) = (0,0, f3).

A

V==

Nagou tlohou je zistit mnozstvo tekutiny, ktoré pretecie plochou o za
jednotku ¢asu v smere jednotkového normalového vektora 7, ktory je v tomto
pripade 7 = (0,0, 1).

Tekutina, ktoréd pretecie plochou za jednotku casu, vytvori kvader s pod-
stavou o a vyskou |ﬂ, a teda s objemom

>
>

vV =P)f],
kde P(o) je obsah obdlznika o.
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Uvazujme teraz situaciu, ked plocha o je opat obdlznik, rychlost toku te-
kutiny je popisana konstantnou vektorovou funkciou f(x,y, z) = (fi, fo, f3),
pri¢om teraz jednotkovy normalovy vektor 72 }f f a vektory 71, f zvieraju uhol

a. Tekutina za jednotku casu vytvori sikmy kvader s vyskou v a objemom

V = P(o)v = P(0)|f | cos av.

St

o
7, vlastnosti skaldarneho sac¢inu dostéavame

fiof

]

CcCos o =

a preto pre hladany objem plati
V = P(o)v = P(0).7 0 f.

Uvazujme d’alej najvseobecnejsi pripad. Majme zakrivena jednoduchi, po
castiach hladku, orientovant plochu o uréenti parametrickym vyjadrenim

—

o F(ts) = alt, )T+ y(t )T+ 25k, (ts) €D,

ktorej orientaciu urcuje jednotkovy normaélovy vektor

Rychlost toku tekutiny je v kazdom bode plochy ¢ urcéenéa vektorovou fun-

—

kciou f(l',y,Z) = (f17f27f3) = (fl(x,y,z),fg(w,y,z),fg(x,y,z)), ktora je
ohrani¢end na o. Otazka je: Aké mnozstvo tekutiny pretecie za jednotku

¢asu cez tu stranu plochy o, ktora urcuje jej norméalovy vektor? KedZze ulohu
vieme riesit pre pripad, ak ¢ je obdiznik a vektorova funkcia f je konstantna,
prevedieme tulohu na tento jednoduchsi problém a zaroven zadefinujeme v
Styroch krokoch plosny integral.
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1. Rozdelime plochu ¢ na malé plosky o;; (vid obrazok) pomocou po-
stupnosti deleni {D,,} 7, priom tato postupnost sa nazyva normalna
ak

lim ||D,|| =0,
t—o0

kde ||D,|| = max{d(o;;)}, pricom d(c;;) je priemer plosky o;;, ktory
chapeme ako vzdialenost dvoch "najvzdialenejsich"bodov o

O'ij

[/,

Predpokladame, Ze delenie je tak jemné, Ze zakrivenie plosiek o;; je
minimalne, t. j. plosky si ,,blizke* obdlZznikom.

2. 7 kazdej plosky d(o;;) vyberieme bod @);; a na celej ploske o;; aproxi-
mujeme vektorova funkciu

— —

f(I,y,Z) :f(Qij>7 (I,y,Z) < 0ij-

3. Na zaklade tivah s obdlznikovou plochou je objem tekutiny, ktora pre-
tecie cez plosku o;; priblizne rovny

—

P(oy;).mio f(Qi)

A celkovy objem tekutiny, ktory pretecie cez celi plochu o

¢o je postupnost integralnych suctov pre delenia {D,} a volbu bodov
Qij, pricom sumécia vzhladom na i aj j sa robi podla po¢tu deliacich
bodov delenia D,,.
4. Plosny integral je limita postupnosti integralnych sictov.
Zhrnieme uvedené informacie do nasledujicej definicie.

Definicia 8.1 Nech o je jednoduchd, po castiach hladkd, orientovand plocha,
nech f je spojitd na o. Ak pre kaZdid normdlnu postupnost deleni plochy o a
pre lubovolni volbu bodov Q);; existuje

li Plo:) 7o £F(O-.
et Z (0ij)- Mo f(Qi),
i.j
tak tito limitu nazyvame plosnym integrdalom I1. druhu funkcie f na ploche
0. Zapisujeme

// f(x,y,z) do = // fidydz + fodedz + fi daedy.
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Tento integral reprezentuje mnozstvo tekutiny, ktoré pretecie za jednotku
casu plochou o, ak rychlost toku je dané funkciou f

Nasledujtuca vlastnost plosného integralu je zrejma z definicie plosného
integralu. Ak oy a oy tvoria delenie plochy o, tak plati

//f(fl?,y,z)d&://f(:c,y,z)d&—l—//f(a;,y,z)d&.

8.5 Veta o vypocte ploSného integralu

Ukézeme, ako vypocitat plosny integral prevodom na dvojny integral. Majme
plochu ¢ urcent parametrickym vyjadrenim

-

o: T(t,s)=uxz(t,s)T+y(t,s)7+ z(t, s)k, (t,s) € S

K odvodeniu vety o vypocte vyuzijeme definiciu plosného integralu. Delenie
D,, plochy ¢ urobime pomocou delenia mnoziny (2 nasledovne. Nech Q je
¢astou intervalu I = [a, b] X [c,d]. Urobime delenie intervalu |[a, b]:

a:t0<t1--~<tn:b
a delenie intervalu [c, d]:
c=81<81 <8, =4d

(vid obrazok). Usecke [t1, s] C © odpoveda krivka #(t, s) na ploche o, tisecke
[t2, s] C 2 odpoveda krivka 7(t2,s) C o a podobne usecke [t, s1] C §2 odpo-
veda krivka (¢, s1) na ploche o.

A
Sm =
Q
51 N
S0
to t1 to tn

Takymto sposobom pomocou delenia rovinnej mnoziny {2 vyrobime dele-
nie priestorovej plochy o.

’I?(tl, S)

7(t, s1)
(o,

’I?(tz, S)

o4



Jednotlivé plosky o;; vytvéarajice delenie D maja teda hranice tvorené ob-
lakmi kriviek 7(t;, s), ¥(tit1, s), 7(t,s;), ¥(t, sj4+1). Priesecniky kriviek 7(¢;, s)
a 7(t, sj) oznacime Q;; = 7(t;, s;).

[
Qi; Qij

Pre malt plosku o;; zostrojime dotykova rovinu (konkrétne rovnobeznik)
v bode Q);;, krory ma predpis

pij i X =Qy+ (t—t)ri(t,s) + (s — s;)7(t, 5).
Zostrojeny dotykovy rovnobeznik p;; aproximuje plosku o;; a pri dostatocne
jemnom deleni zaroven pre ich obsahy plati

P(oi;) = P(pi;)-
7 podkapitoly 7.5 vieme, Ze
P(pij) = (tixr = ti)(sj1 — 55) |7y x F| = |7, X 7|AL; As;

a pre ednotkovy normalovy vektor v bode );; plati

n(Qij) = [ T X T }
Qij

|7 x 7|

Vztah pre vypocet plogného integralu dostaneme priamo z jeho definicie
//fxy, da-lLrEOZPazjn Q”) (N)

vyuzitim normélnej postupnosti deleni sa aproximacia P(o;;) ~ P(p;;) pre
n — oo meni na rovnost a teda

(&) = nh_{{.loz f(Qiz) o . P(pij)
2¥)
) - T, X 7, IV
= lim Zf(@m o [l t 4,‘} 7 X At
= hm Zf 7(ti, 8;)) o (7} X Fé)Qij At;As;

{v tomto vztahu spoznavame limitu postupnosti

integralnych suctov pre dvojny integral a preto}

//f( o (7 x 7)) dtds

{vyuzmm vlastnosti zmieSaného su¢inu vektorov}

w(t,s)) fa(T(ts) fali(ts)

// a:t (t,s) y;(t,s) z(t,s) | dtds.

(t,s) yL(t, s) 2(t, s)
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Na zéklade uvedeného mozeme sformulovat vetu o vypocte plosného in-
tegralu.

Veta 8.1 Nech f(x, Y, z) je spojitd vektorovd funkcia definovand na oriento-
vanej jednoduchej hladkej ploche o, ktorej parametrické vyjadrenie je

Ft,s) = x(t, $)T+ y(t, )T+ 2(t, s)k, (t,s) € Q.
Potom

(t,5)) fa(F(t.s) fali(t.s))

/ flz,y,2)dé = // :L‘t (t, ) y;(t, s) Zi(t,s) | dtds,

“(t,s) yL(t, s) ZL(t, s)

kde znamienko + resp. — plati, ak o je orientovand suhlasne resp. nesuhlasne
s parametrizdciou plochy.

Poznamka 8.3 Znamienko + (teda plocha je orientovand sihlasne s para-
metrickym vyjadrenim) plati, ak

7 j k
n=| z(t,s) ylts) zl(ts)
zi(t,s) yylt,s) 2zt s)

Priklad 8.1 Vypocitayme plosny integrdl

// rdydz + ydzdz + 2 dzdy,

g

ak
o:  F(t,s)=ti+sj+ (ts+ Dk, (t,5) € Q=10,1] x [0,1].

Plocha je orientovand tak, Ze normdlovy vektor v kaZdom bode plochy zviera
s vektorom k ostriy uhol.

Riesenie: PouZitim vety o vypocte dostdvame

t s (ts+1)
//xdydz+ydxdz+zdxdy— // 10 t dtds = ().
o Q 0 1 S
Pouzili sme normdlovy vektor
77 k
n=r,xr. =10 t |=(-t—s1).
01 s

Kedse iok =1 > 0, zviera nas normdlovy vektor s vektorom k ostriy uhol a
teda pouzijeme znamienko 4. Preto

1 5
:/ / (ts+1)dtds = —
o Jo 4
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Obr. 8.1: Graf plochy o

8.6 Gauss - Ostrogradského veta

Veta 8.2 Nech o je uzavretd, jednoduchd, hladkd plocha, orientovanej nor-
mdloviym vektorom smerom von. Nech A C R3 je mnoZina skladajica sa zo

— —

vSetkijch bodov plochy o aj jej vnitra. Nech f(x,y, z) ajdivf(x,y, z) su spojité
na A. Potom plati

—

F(t,s) = alt, )T+ y(t.s)i+ (L o)k, (ts) €.

// q(IM%Z) do = /// divf(Ly, 2) dadydz
7 A
:/A// (%‘F%—J;—l—%) drxdydz.

Dékaz. Overime platnost nasledujtcich troch rovnosti

// filz,y,z)dydz = ///(fl); dzdydz,

o A

[ / fol,y, =) dedz = /A / / (fo), dadydsz,
/ / fs(a,y, 2) dady = /A / / (fs), dadydz.

[

Potom
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Obr. 8.2: Graf plochy o = 01 U 09

Plochu o rozdelime na dve plochy, o = o1 U 0y (vid obréazok), kde
or: z=1¢(z,y), (x,y) €B

a norméalovy vektor tejto plochy zviera s vektorom k ostry uhol a
oy z=p(r,y), (z,y)€ B.

Poc¢itajme plosny integral

/ f3(x,y, z) dady = // f3(x,y, 2) da:dy+// f3(z,y, 2) dedy = (B).

o g1

Vyuzitim nasledujtcej parametrizacie

o1 rT=2 09 T =21
y=y (z,y) € B, y=y (r,y) € B
Z:w(xay> Z:(,D(LC,y)

a vety o vypocte plosného integrélu dostavame

0 0 f3(x7ya¢($ay 00 f3($7y790(x7y))

= ff]0 0 T w30 P
B 0 1 /

B |01 (04 Y
a teda

(&) :// fg(:v,y,w(x,y))dxdy—//fa(rlf,y, o(z,y)) dzdy.
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Dalej pocitajme trojny integral

/// %dxdydz = (o)
A

A p(r,y) <z <Y(z,y)

po mnozine A danej

(z,y) € B,
preto
Y(z,y)
(o):// /%dz d:cdy:/ Fa(a,y, (2, y)) dady
B e(z,y) B

—//fg(x,y, o(z,y)) dzdy = (2).

Tym sme dokazali pozadovani rovnost.

Priklad 8.2 Vypocitayme plosny integrdl

//a:dydz + ydxdz + zdzdy

[

ak o je povrch gulovej plochy A: (v —1)>+ (y — 1) + (2 — 2)2 < 1 orien-
tovanej normdlou von.

Riesenie: Pouzitim G.-O. vety dostdvame

//xdydz +ydedz + zdaxdy = 3///1dxdydz =3V (A) = 4.
A

o

Priklad 8.3 Vypocitajme plosny integral

// 2?2 dydz + y? daedz + 22 dady,

g

ak o je povrch kocky A =0, 1] x [0,1] x [0,1] orientovany normdlou von.
Riesenie: Pouzitim G.-O. vety dostdavame

//a:Qdydz+y2dxdz+22dxdy:2///(:c—i—y—irz) dzdydz
A

{trojny integrdl je viyhodné riesit pomocou suradnic taZiska}
=2(xp+yr+2r)V(A) =3.
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Kapitola 9

Aplikacia integralov - vypocet
objemu molekuly

Uloha (riesime problém) — Pre molekulu M skladajicu sa z atémov G
tvaru guliciek (pozri obréazok 9.1)

M=GUGyU---UG, prenéeN

je treba vypocitat objem, pricom
Gi: (z—2:)?+ (y—v)’+ (2 —2)" =1l

7 teorie trojného integralu vieme, ze

V(M) = /// 1 dedyds.

Pre prakticky vypocet tohto integralu je uz pre n = 3 nemozné na popis
molekuly M pouzit sférické suradnice (nie je totiz mozné zistit potrebné uhly
suvisiace s prienikmi jednotlivych gal'). Tieto problémy je mozné odstranit
prevodom trojného integralu na plosny pouzitim Gauss - Ostrogradského
vety (podkapitola 8.6). A teda pre vypocet objemu mame

V(M):///1dxdydz://zdxdy:i //zdwdy,

P(M) PG

kde P(M) je povrch molekuly M orientovany normalou von, P(G;) je pri-
stupny povrch gulicky G; (takisto orientovany normalou von), t. j. ide o ta
¢ast povrchu Gy, ktoré lezi zvonku vSetkych susedov G t. j. je pristupné, na-
rozdiel od ¢asti povrchu, ktory je ,pohlteny* susedmi a je teda nepristupny.

Gauss - Ostrogradského veta poskytuje nekonecne vela moZznosti na vy-
jadrenie trojného integrélu pomocou plosného integralu. Mohli sme napriklad
pouzit nasledujice vyjadrenie

/AZ / dzdydz %

Pouzijeme samozrejme jednoduchsie vyjadrenie uvedené neskor vo vztahu

(5)-

S

1
g//xdydz+ydxdz+zdxdy.

P(M)
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Obr. 9.1: Molekula zloZena z n atomov

Staci ukazat ako vypocitat jeden z plosnych integralov

//zdxdy, 1=1,...,n.

P(Gi)

Vypocet ostatnych je analogicky. Bez ujmy na vSeobecnosti pocitajme integ-
ral pre i = 1. Na zéaklade vety o vypocte plosného integralu (podkapitola 8.5)
je potrebné vyjadrit plochu pomocou vhodného parametrického vyjadrenia:

—

P(G;): 7(t,s)=ux(t,s)v+y(t,s)7+ 2(t,s)k, (t,s) € Q.

Teda poc¢itame plosny integral prevodom na dvojny integral

//zdxdy = // g(t, s) dtds,

P(G1)

kde funkcia g(t, s) zavisi od parametrického vyjadrenia plochy P(Gy).

Pre jednoduchost predpokladajme najprv, ze €2; je ohrani¢ena oblast, a
preto tento dvojny integral mozeme vypocitat prevodom na krivkovy integrél
vyuzitim Greenovej vety (podkapitola 6.3). K tomu potrebujeme vyjadrit
funkciu g(t, s) v nasledujicom tvare

_ 0Q(t,s) OP(t,s)

g(t,s) By P

Greenova veta teda dava

[ (55 - 252 wan= [ Pttt

H()

kde H(€);) je oznacenie pre hranicu €2;. V nasom pripade, ako uvidime neskor,
hranicu €2, tvoria obluky kruznic.
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NP

t (Z,5)

Obr. 9.2: Stereograficka projekcia gulovej plochy — parametrizécia

Krivkovy integral vypocitame na zaklade vety o vypocte krivkového in-
tegralu prevodom na uréity (podkapitola 6.2), o mozeme zapisat:

m b
/ P(t,s)dt + Q(t,s)ds = Z/ f(p)zde,

H()

kde pocet urcitych integralov m sa rovna poc¢tu oblikov kruznic tvoriacich
H(£)y). Zaverom dostavame nasledujticu schému pre vypocet objemu mole-

kuly M:
V(M) = ///1da:dydz = //zdxdy: Z //zdxdy,
M = p(c)

P(M)

P(/G[)zdxdy 2 4/9(15, s) dtds 2 Zl/ (ani’ ) — apa(i’ 8)) dtds  (9)

/ P(t,s)dt + Q(t,s)ds = Z/] f(p)zde.

H(Q)

[

Poznamka 9.1 V nasledujicich kapitolach vysvetlime detaily jednotlivijch
rovnosti v schéme (S).

9.1 Parametrizacia gulovej plochy (rovnost i)

V tejto kapitole odvodime parametrické vyjadrenie gulovej plochy. Uvazujme
gulovu plochu, ktorej vyjadrenie v pravouhlom stradnom systéme je nasle-
dovné

Gli (w—x1)2+(y—y1)2+(z—zl)2:7*12.
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Parametrizaciu gulovej plochy urobime pomocou parametrov ¢, s, takym spo-
sobom, ze kazdému bodu @ = [z, y, z| gulovej plochy G; jednoznaéne prira-
dime bod A = [t, s] v rovine g : z = 21 — ry, ktora je dotykovou rovinou ku
gulovej ploche v jej ,juznom pole“, t. j. v bode J = [z1,y1,21 — r1] (pozri
obréazok 9.2). V rovine g; s umiestnime pravouhly stradny systém so stredom
v bode J a osami O, || O, a Oy || O,. Priradenie () — A urobime tak, ze bod
A je priesecnik spojnice bodu @ a ,severného polu“ N = [z1,y1,21 + 1] s
rovinou g s (pozri opédt obrazok 9.2).

Takymto sposobom je cela gulova plocha zobrazena (transformovana) do
celej roviny g 5. NaSou tulohou je najst vztah (transformaéné rovnice) medzi
stradnicami bodu @ = [z, y, z| siradnicami bodu A = [t, s|. Predtym ale je
zaujimavé v8imnut si nasledujice detaily:

e juzny pol sa zobrazi sam do seba t. j. J = [x1,y1, 21 — r1] — (0,0),

e rovnik“ (v geografickom vyzname) sa zobrazi na kruznicu so stredom
v (0,0) a polomerom 2r; a teda s rovnicou t? + s* = 4r? (pozri obrazok
9.3),

e juzna pologula®“ (v geografickom vyzname) sa zobrazi na kruh dany
nerovnicou % + s < 4r?,

e jednotlivé ,rovnobezky“ (v geografickom vyzname) sa zobrazia na sui-
stredné kruznice so stredom v (0,0) a plati, ¢im je rovnobezka blizsie
k severnému poélu, tym ma odpovedajuca kruznica vacsi polomer,

e severny pol sa zobrazi do ,kruznice* s nekone¢ne velkym polomerom.

Teraz mozeme pristipit k odvodeniu parametrickych rovnic gulovej plo-
chy GG; a nasledne aj jej pristupnému povrchu P(G4). Najprv si treba uve-
domit, Ze bod A ma v rovine p; ; stradnice (¢, s) a v pravouhlom stradnom
systéme t. j. v priestore suradnice A = [z1 + t,y; + s,21 — 1] alebo inymi
slovami bod A je od bodu J ,posunuty“ v smere osi O, o hodnotu ¢t a v
smere osi O, o hodnotu s (pozri obrazok 9.2).

Lahko zistime, ze vektor N A je nasobkom vektora ]@, t.j. NA = km,
kde k£ € R, pricom

A=A—-N =(t,s,—2r),
]@:Q—N:(x—xl,y—yl,z—zl—rl)
a preto
t=k(z—x),
s =k(y —u),

—2T1 = ]C(Z — 21— 7’1).

Nagim cielom je vyjadrit x,y, 2 pomocou parametrov ¢, s, ¢im ziskame para-
metrické vyjadrenie gulovej plochy. Eliminovanim konStanty & dostavame:

—2r
t = ! (.T - 1’1),
Z— 21— "N (9 1)
—27"1 )
s = (y — 1)
Z— 21— "N



Vyuzitim faktu, ze bod Q = [z,y, 2] lezi na gulovej ploche
Gi:(z—m)’+W—n)’+(E—2n)=rf
dostavame

2(z—2z —r)° N §2(z—2 —1)°
413 413

+(z—2)> =12

Jednoduchou tpravou dostavame

2 2
2 S
(Z—Zl—Tl) |:4_T'%+4_T%+1:| +27“1(Z—Zl—7“1):0
a preto
—8r}
Z— 21 =" =

12+ 82+ 4rf

Vyuzitim vztahov (9.1) dostavame hladané parametrické vyjadrenie gulovej
plochy G4

N 4rit
T =X _—_—
"R
drls
= S S 9.2
V=Nt e e T (92)
83
2=z+1r — i (t,s) € R,

12 + 52 + 402’

respektive

7”1 g
+ (21 +r —) kE, (t,s) eR.

Poznamka 9.2 Spdtngm dosadenim vztahov (9.2) do rovnice gulovej plochy
Gy méZeme overit spravnost odvodeneného parametrického vyjadrenia.

KedZe nasou tlohou je najst aj parametrické vyjadrenie pristupného povrchu
gule G, v dalsom sa budeme zaoberat parametriziciou pristupného povrchu
P(G4) pomocou transformaénych rovnic (9.2), t. j. budeme hl'adat obmedzu-
jicu mnozinu €2y, z ktorej st parametre ¢, s.

Zacneme najjednoduchsim pripadom, ked uvazujeme len dve pretinajuce
sa gule G a Gy (pozri obrazok 9.3).

Zaujima nas priemet tej casti gulovej plochy

Gi:  (@—n)’+(y-—n)’+(E-n)=r
ktora lezi zvonku gulovej plochy G t. j. spliia
Gy (z—22)? 4+ (y —2)* + (2 — 22)> > 15,
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Obr. 9.3: Dve pretinajice sa gule G a G

Hladany priemet najdeme dosadenim parametrickych rovnic (9.2) gule Gy
do vztahu GY

N 4rdt 2 N N 4ris 2
1t —————s—x —_— —
PR ? NTe ey 4r? v2

+ |2+ +—4r12t 2> ;
z r —Z Ty .
PP T e e g2 ) 2

Pouzitim oznacenia

a=(r1—2)* + (Y1 —p2)* + (21 + 11 — 20)° — 15
b=8r}(r) — x2)

9.3
c=8ri(y — 42) 83)
d=adr? —16r](z1 + 11 — 2) + 167"
dostavame
O : a(t* +s%) + bt +cs+d >0, (9.4)

¢o vyjadruje hladany priemet pristupnej oblasti do roviny g; ;. Urobime ana-
lyzu hranice H(£2;), ktora je teda vyjadrena prislusnou rovnicou

ICy a(t* +s%) + bt +cs+d=0. (9.5)
1. Ak a = 0, tak rovnica (9.5) ma tvar
bt +cs+d=0,

¢o je rovnica priamky a mnozina €2; t. j. priemet pristupného povrchu je
polrovina. Z geometrického hladiska tento velmi Specificky pripad na-
stava, ak gulova plocha G5 prechddza prave uvsevernym polom gulovej
plochy G;.
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2. Ak a # 0, tak rovnica (9.5) ma tvar
b\’ e\ A d
ICy (t—f-%) +<8+%> —@“f‘@—a (9.6)

a teda Ko predstavuje rovnicu kruznice v ;s t. j. priemet priesecnice
guli G a Gy je kruznica. Rozlisime dva pripady:

2a. Ak a < 0, tak v tomto pripade nerovnica (9.4) nadobuda tvar
2

Q 4! 2+<+C>2<b2+c d
: — s+ — i i ——
! 2a 2a/) T 4a?  4a? «a

a teda pristupny povrch gule Gy sa zobrazi do vnitra kruznice Cs.
Z geometrického hladiska tento pripad nastéva, ak ,severny pol®
gulovej plochy Gy lezi vo vnutri gulovej plochy Gs.

Ko

2b. Ak a > 0, v tomto pripade nerovnica (9.4) ma tvar

Q t+b2+(+0)2>62+c2 !
o 2a ° 2a/) T 4a?  4a? a

a teda pristupny povrch gule G; sa zobrazi do vonkajska kruznice
KCo. 7 geometrického hladiska tento pripad nastava, ak ,severny
pol“ gulovej plochy G7 lezi v mimogulovej ploche Gs.

Urobili sme analyzu zékladného pripadu najdenia €2y pri dvoch pretinajicich
sa guliach GG; a (5. V nasledujucich prikladoch rozoberieme parametrizaciu
pristupného povrchu, ak gulu Gy pretina viac gul.

Priklad 9.1 Zakreslime mnozinu Qy, ktord je priemetom P(G1), pricom po-
zicia gul G1, Go a G5 je dand nasledujicim obrdzkom
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Go o
3
G @

Riesenie: Ulohu budeme riesit nasledovne: najprv vyriesime pripad Gy N G,
potom G1 NGy a nakoniec G1 N Gy N Gj.

1. krok: KedZe G5 obsahuje ,severny pol“ Gy, pristupnd oblast Gy vzhladom na
G5 sa transformuje do vnitra kruznice KCo. Kruznicu Ko orientujeme

kladne.
Ko

2. krok: Priemet priesecnice G1 N G5 je kruznica K3. KedZe G3 neobsahuje
wseverny pol“ Gy, pristupnd oblast G1 vzhladom na Gz sa transformuge
na vonkajsiu oblast kruznice KCs. Kruznicu K3 orientujeme zdporne.

=
Yot
|

3. krok: Nakoniec spojenim kroku 1 a kroku 2 dostavame, Ze pristupnd oblast
G vzhladom na Go aj G3 sa transformuje nasledovne

j E Ks
Ko
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Z forméalneho hladiska vieme pristupny povrch P(G1) vyjadrit paramet-
rickymi rovnicami (2*), pricom (¢, s) € §2;. Pouzitim vety o vypocte plosného
integralu mézeme vyjadrit plosny integral pomocou dvojného, k tomu ale
treba vyjadrit funkciu g(¢, s) zo schémy (S). To je cielom nasledujicej kapi-
toly.

: : : 2
9.2 Vyjadrenie funkcie ¢(¢,s) (rovnost =)
Cielom tejto kapitoly je vypocitat

/ / z dxdy,

P(G1)

pricom P(G) je orientovana normalou von. Pouzitim vety o vypoéte plosného
integralu (podkapitola 8.5) dostavame

0 0 24r— et
1 L™ 2y s24ar?
//zdxdy:j:// %—f % % dtds
or oy o
P(G1) th ds  Os ds

8r3
//(zl—i-rl t2—|—521+4 )J(t,s)dtds,

pricom pouZzitim parametrického vyjadrenia (9.2) dostavame

% % Ar2 — 42 _ g2

¢ Ot — 2

J(t,s) = = 16r% 27"1 i
JOs  0Os

Kedze P(G4) je orientovana normalou von, znamena to, Ze normalovy
vektor 7, zviera s vektorom k na severnej pologuli ostry uhol a na juznej
pologuli tupy uhol. Pre body severnej polgule parametre (¢, s) spliaji nerov-
nost ¢* + s? > 4r? a teda pre nami pouzity normalovy vektor 7, = 7} x 7,
je skalarny saéin 7, o k= J(t,s) <0, t.j. uhol 7, k je tupy. Zatial ¢o pre
body juznej polgule, t. j. 1> 4+ 5% < 412 je skalarny suéin 7,0k = J(t,s) > 0.

A teda v oboch pripadoch je orientacia plochy nesithlasna s pouzitym
parametrickym vyjadrenim, preto sme pri pouziti vety o vypocte plosného
integralu pouzili znamienko "—".

Pouzitim elementérnych ﬁprav dostavame nasledujuci vztah pre vypocet

plosného integralu (rovnost —)

//zdxdy—// (t,5) dtds

P(G1)
8rf 2+2 T
7 1 r T
:1287"1// . IV Evaras g 5 21 5 dtds.
(12 + s2 + 4r?) (12 + s2 + 4r?) (12 + s2 + 4r?)

971
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9.3 Vol'ba funkcii P(t,s) a Q(t,s) (rovnost i)

Nasim cielom je pomocou Greenovej vety transformovat dvojny integral na
krivkovy, t. j. potrebujeme najst také funkcie P(t,s) a Q(t, s), aby platilo
ot s) = 8@5;,5) B 8P(§t,s)‘
s
Na zéklade istej symetrie parametrov t,s vo funkcii g(¢,s) a skusenosti z
podkapitoly 6.3 budeme funkcie P(t,s) a Q(t, s) hladat v tvare

(9.7)

Q(t ) Dt n Et n Ft

S) =

’ (12 +s24+4r2)3 (2482 4+4r2)2 (2 +s2+4r2)
—Ds —Fs —F's

P(t,s) =
)= ety TPl P ad)

kde konstanty D, E, F vypocitame dosadenim do (9.7). Upravime pravia
stranu

0Q(t,s) OP(t,s)

ot 0s
B D 6D12 E
T2+ 24123 (2 + $% + 4r2)d + (12 + 52 + 41%)2
4Et? F 2F1?
(P4 2+ 4r2)3 * (2 + 2+ 4r2) (12 + s + 4r2)2
D 6Ds> E
* (12 + 52 + 412)3 B (12 + 82 + 4r2)4 + (12 + 52 + 412)2
4Fs? F 2F 52

(12 + s2 + 4r2)3 * (12 + 82 +4r2) (12 + 82+ 4r2)2

Po zdruZzeni ¢lenov méame

0Q(t,s) OP(t,s)

ot 0s

B 20 2B 2F

(2243 (2 s 4r2)2 (12 4 82 4 4rD)
6D (t* + s?) 4E (1* + s%) 2F (82 + s> +4r — 4r?)

(24 s2+4r2)t (P4 s2+4r2)3 (12 + 2 + 41?)2
Po zjednoduseni a dosadeni do (9.7) dostavame
z zitr
1287 B 2t o1y

2+ s2+4r2) BR+s2+4r2)° (P42 +4r2)°
24Dr? 16Er? — 4D 8Fr? —2F

= + + .
(2 +s24+4r2)t (242 +4r2)3 (12 + 82+ 4rd)?
Porovnanim koeficientov
128r78r? = 24Dr? = D=2
1280 (—2 - 2) =16Br3 ~4D = F — ~iuiin)
1

1287 (-3 ) =8F12-2F = F =%}
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Nasli sme teda konkrétne vyjadrenie funkeii P(¢,s) a Q(¢, s), ktoré potrebu-
jeme k pouzitiu Greenovej vety. Teda

12877 tds — sdt
t,s)dtds = !
//g(’s) T3 /(t2+52+4r%)3
1951

H(21)
8ri(3z1 + 2ry) / tds — sdt
3 (12 + 52 + 4r?)2 (9.8)

H()

273 / tds — sdt
(12 + s2 + 4r2)’

3
H(Q)

pricom predpokladame, zZe €2y je ohrani¢ena mnozina a jej hranicu tvori krivka
H(€). Neskor sa budeme zaoberat aj pripadom, ak oblast €; je neohrani-
cena.

9.4 Vypocet krivkovych integralov (rovnost i)

V tejto kapitole budeme riesit ziskané krivkové integraly. Teda pocitame

tds — sdt
M, = =y  =1,2,3,
/ E+ s+ 4

H()

kde H () je uzavretd, jednoducha, hladka krivka. Pre nézornost uvazujeme
nasledujtiicu konkrétnu situéciu

Ko

kde hranicu H (£2;) tvoria obluky kruznic Ky a K3, pricom prva je orientovana
kladne a druhé zaporne. V tomto pripade dostavame

M—/ tds — sdt +/ tds — sdt
Y] (2 s2 4 Ard) (12 + 2 + 4r2)¢"
Ko

Ks

Pocitajme integral po obluku krivky Ky (druhy integral sa pocita analogicky).
Ako sme uz skor odvodili, krivka Ko ma predpis

POPNN (RUCA DL |
2 2a s 2a)  4a? 442 o

b c b2 A d

ty= —— So = —— ro

Oznac¢ime

T 42 42 o



Parametrické vyjadrenie krivky Koy pri pouzitom oznaceni je nasledujice

t =1y + rgcosp

9.9
s=sotmsing, el (0.9
Pouzitim vety o vypoc¢te krivkového integralu (podkapitola 6.2)
tds —sdt
M, = / s—$ _
(t2 4 s2 + 4r7)?
Ko
/B (to 4 rocos )rgcos p + (—sg — rosin ) (—rosin ) q
o (14 2torg cos ¢ + 13 cos® ¢ + s + 2sorosin ¢ + g sin® ¢ + 4r7)

1 # 12+ Beosp + Csing
2 Jo (A4 Bcosyp + Csingp)’

)

pricom sme pouzili oznacenie
2A =2 + 824+ dri 402 B=t C =
=ty T 5 T T T, = 1oT0, = SoT0

a vyuzili fakt, Ze orientécia krivky o je stthlasnd a pouzité parametrické
vyjadrenie (9.9). Poc¢itajme dalej tieto integraly osobitne pre ¢ = 1,2, 3:

1 [Pr24 Bcosp+Csinp+A— A
Mlz— ; ng
2/, A+ Bcosy + Csing
_6—044_7’%—14/5 dy
2 2 o A+ Bcosp+Csing’

Analogicky vyjadrime integraly M, a M3

1 [f dy 2—A [P de
MQZ— . + . 29
4 ), A+ Bcosp+ Csing 4 o (A+ Bcosp+ Csinp)

1 [P de r2—A [P dy
MBZ_ B 2+ ; 3
8 Ja (A+ Bcosp+ Csingp) 8 Ja (A+ Bceosyp+ Csiny)

V integraloch M;, ©« = 1,2,3 vystupuju integraly Iy, Is, I3, ktoré st uz
vyrieSené v kapitole 2.

V kone¢nom dosledku nasa povodna uloha (vypocitat objem zhluku mo-
lekul) je vyjadrena cez uréité integraly, ¢o je z hladiska matematickych vy-
poctov vyrazné zjednoduSenie a hlavne realizovatelné.

V predchadzajucich tvahach sme analyzovali pripad, ak 2; je ohrani¢ené
oblast. V dal8ej kapitole vyrieSime pripad, ak €2; nie je ohranicena.

9.5 Pripad ; je neohranic¢ena oblast
(rovnost i)

Majme nasledujucu situaciu — poc¢itame objem molekuly M, kde pre jedno-
duchost M = Gy U GGy a pozicia guli¢iek je dané obrazkom
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Gy

i

Poc¢itajme objem

= ///1dxdydzé//zd:cdy: //zdxdy—l—//zdxdy.
M P(M) P(G1) P(Ga)

Ukéazeme ako vypocitat plosny integral po ploche P(G1). Ak by sme po-
stupovali ako doteraz podla schémy (.5), teda plogny integral po ploche P(G1)
by sme pocitali pomocou vety o vypocte plosného integralu (i), narazili by
sme na problém, Ze oblast €2, je neohrani¢ena, ¢o by znemoznilo v nasleduji-
com kroku (é) pouzit Greenovu vetu. Tento problém obideme nasledujucou
tvahou. Povrch gule G ozna¢ime C(G1), rozdelime na pristupny povrch
P(G4) (jeho priemet do roviny parametrov p; s je §2; tak ako doteraz) a ne-
pristupny povrch N(G;) (jeho priemet do roviny parametrov je Qf, t. j.
vnutro y). Teda C'(G1) = P(G1) U N(G;) a z vlastnosti plosného integralu

plynie
//zdxdy—//zdxdy //zda:dy

P(G1)
Pricom Gauss — Ostrogradského veta déava

4
//zdxdy = ///1dxdydz = §7rr:13.

C(Gq1)

Zostavajuci integral vypocitame pomocou schémy (S5), kde uZz jednotlivé
kroky boli detailne vysvetlené v predchadzajucich kapitolach. Teda

//zdxdy—// <8Q (t,5) an;’S)> dtds = / P(t,s)dt+Q(t, s)ds

H(QF)

kde H(Q) je kladne orientovana kruznica —K,. Spojenim oboch vypoctov

dostavame
4
//zdxdy = gﬂ'T’% + /P(t, s)dt 4+ Q(t,s)ds
N(Gh) Ko

MoézZeme urobit v8eobecny zéaver platny aj pre pripad
M:G1UGQUUGn

Ak v kroku (i) vznikne mnozina €2y, ktora nie je ohranicend, tak krivkovy
integral (é) pocitame ako sucet krivkovych integralov po oblukoch kladne aj
zaporne orientovanych kriviek ICy, KCs, ... tvoriacich hranicu €2y, ku ktorym

pripoc¢itame gm’l Podrobnejsie to ukazeme v nasledujucich prikladoch.
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9.6 Sada rieSenych prikladov

V tejto kapitole budu analyzované niektoré dalsie pripady roznych pozicii
guli¢iek v molekule M.

Priklad 9.2 Urobme symbolicky vypocet objemu molekuly
M = G, U Gy U G3, popisanej obrdazkom

G

G

RieSenie: Pouzitim schémy (S) dostdvame

///1dxdydz—//zdxdy
//zdxdy+//zdmdy+//zdxdy

P(G1) P(G2) P(Gs)

//zdxdy 2 //g(t, s)dtds = (x).
P(G1) N

K zisteniu oblasti 1 potrebujeme zostrojit priemet P(G1) do roviny paramet-
rov, ¢o vyjadruje nasledujici obrdzok

Kde

Ko

V tomto pripade mnozina Q0 = V(K3) — V(K3), kde V(Ks) je vnitro Ko, t
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J. kruh a V(K3) je vnitro K3. Pokracovanim vijpoctu (x) mdme

//zdxdy Z //g(t,s) dtds — //g(z@s) dtds
V(K2)

P(G1) V(K3)
3

{na oba integrdly pouzijeme Greenovu vetu, t. j. (=), (é) schémy (S)}
= /P(t, s)dt + Q(t,s)ds + /P(t, s)dt + Q(t,s)ds
/Cz ’CS
{zmena znamienka pri druhom integrdli suvisi s orientdciou krivky ICg}

21 2

= | Ale)de+ [ falp)de.
0 0
Pocitajme dalej //zdxdy. Zostrojime oblast 2o, t. 7. priemet pristupnej

P(G2)
oblasti povrchu P(G3) do roviny parametrov.

-

Oblast )y je meohranicend a takiyto pripad je vyrieseny v podkapitole 9.5, a
preto

4
//zdxdy = gm’;’ + /P(t,s) dt + Q(t, s) ds,

P(G2) K1

4 2
— st [ Ao de
0

Pocitajme dalej //zdxdy. Kedze priemet pristupnej oblasti P(Gs) do

P(G3)
pr.s (teda mnoZina Q) je analogicky ako pre dy, mdme

4 2T
//Zdwdy = g?ﬂ"g’ +/ fa(p) dep.
P(G3) ’

Zhrnutim pre nd$ pripad dostdvame

van = [ hedes [ piode+ e+ [ o
0 0 0

4 ) 27
+ gy + / fi(p) dp.
0

4



Priklad 9.3 Urobme symbolicky vypocet objemu molekuly
M = G, UGy UG3 UGy, popisane) obrazkom

G
2 Gs

Gy
RieSenie: Pouzitim schémy (S) dostdvame

V(M):///mxdydzéi //zda:dy.

P(Gy)

Pocitagme integrdly pre i = 1, 3.

Hranicu Q1 tvort oblik kruznice Ko, obluk kruznice K3 a kruznica K4. Pokra-
covanim vypoctu (&) mdme

() = / P(t,s)dt+ Q(t,s)ds + / P(t,s)dt + Q(t, s)ds
Kgasf ]Cgast’

+ jI{ P(t,s)dt + Q(t, s) ds

Ka

b1 B2 27
— [ h@do— | fle)de— /0 fa() de.

« a2

//zdmdy = // g(t, s) dtds.
P(G3) Q3

Pocitagme

Zakreslime oblast )3.

5



Teda na zdklade vysledkov z podkapitoly 9.5

4
//zdxdy = §7T7’§ + / P(t,s)dt + Q(t,s) ds

]D((;2) K:fasf

+ / P(t,s)dt + Q(t, s) ds.

cast
K&

Priklad 9.4 Urobme symbolicky vypocet objemu molekuly
M = Gy UGy UG3 UGy, danej obrdazkom

Gy
Gy

Riesenie: Pouzitim schémy (S) dostdvame

V(M):///mxdydzéi: //zda:dy.

P(Gi)

//zdxdy = //g(t, s)dtds = (O).

P(G1)

Zakreslime oblast €.

Pricom
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Preto

(©) :/P(t,s) dt + Q(t, s) ds—l—/P(t, s)dt + Q(t,s)ds

’CQ ’C3

+ /P(t, s)dt + Q(t,s)ds.

K4

Zostdvajuce plosné integrdly vypocitame analogicky.

Priklad 9.5 Urobme symbolickij vijpocet objemu molekulynn M = G1UGyU
Gs, danej obrazkom

G
G

G

Riesenie: Pouzitim schémy (S) dostdvame

V(M):///mxdydzéi: //zdxdy.

P(Gi)

//zdxdy = !l/g(t,s) dtds = (V).

P(G1)

Zakreslime oblast €.

Pricom

ICQ ]C3

Preto

Q) = / P(t,s)dt + Q(t,s)ds + / P(t,s)dt +Q(t, s) ds.
]Cga,sf Kgast’

Zostdvajuce plosné integrdaly vypocitame analogicky.

Priklad 9.6 Urobme symbolicky vypocet objemu molekuly
M = G, UGy UG3, danej obrdzkom

7



G
Gs

Gy G,

RieSenie: Pouzitim schémy (S) dostdvame

V(M):///mxdydzéi //zdxdy.

P(Gi)

//zdxdyi //g(t, s) dtds = (9).

P(G1)

Zakreslime oblast €.

Pricom

’CQ K:3

Preto

Q) = / P(t,s)dt +Q(t,s)ds + / P(t,s)dt +Q(t,s)ds
’CSan ’Cgast’

+ = /P(t, s)dt 4+ Q(t, s) ds.
Ka

Zostdvajuce plosné integrdly vypocitame analogicky.

78



Literatura

[1] H. B. Dwight, Tables of integrals, The Macmillan Co., New York, 1961.

[2] Busa J., Dzurina J., Hayryan E., Plavka J., et al.. ARVO: A Fortran
package for computing the solvent accessible surface area and the exclu-

ded volume of overlapping spheres via analytic equations. Comp Phys.
Comm. 165 (2005), 59-96.

[3] Dzurina J., Plavka J., : O(N?) Algorithm for computing volume of over-
lapping spheres Acta Electrotechnica et Informatica, Vol. 8, No. 4, 2008,
39-42.

79



Nazov: Matematicko pocitacové modelovanie

Autori: Jozef Dzurina, Blanka Baculikova, Jana Petrillova
Vydavatel': Equilibria, s.r.o.

Rok: 2016

Vydanie: prvé

Naklad: 50 ks

Rozsah: 80 stran

ISBN 978-80-553-2578-1



