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Predhovor

Tato ucebnica je ur¢ena predovsetkym pre Studentov druhého roc¢nika bakalarskej formy
studia na Fakulte elektrotechniky a informatiky Technickej univerzity v Kosiciach.

Predkladany text je zalozeny na prednéskach z predmetu “Teoria kodovania”. Hlavnym
motivom na napisanie tejto ucebnice bolo to, Ze na tejto fakulte nebola k dispozicii uceb-
nica, ktora by pokryvala obsah a rozsah tychto prednasok a bola zaroven v SirSom meradle
pristupné Studentom. Cielom tejto ucebnice nie je vycerpavajucim sposobom obsiahnut
problematiku teorie kédovania, ale pristupnym spdésobom poniiknut zakladné poznatky a
ich aplikacie studentom, pripadne aj inym zaujemcom.

Obsah ucebnice je rozdeleny do piatich kapitol, z ktorych prvé sa venuje nerovnomernym
koédom. Obsahom ostatnych kapitol sa blokové kody, respektive linearne kddy. Z linearnych
kodov st v tejto ucebnici konkrétne zahrnuté Hammingove kody, Reed—Mullerove kody a
cyklické kody.

Snahou bolo napisat uc¢ebnicu ¢o najjednoduchsie, prispésobiac tiroven ucebnice trovni
matematickym zékladom, ktoré dani studenti maji. V mnohych kapitolach je k problema-
tike pristupované intuitivne, bez striktnych definicii, viet a ich dokazov. Najvyraznejsie sa
to prejavuje v kapitole venovanej cyklickym kdédom. Teoretické poznatky s ilustrované na
vzorovych prikladoch.

Ucebnica pokryva len uplné zaklady a vybrané témy z teérie kodovania. V budicnosti
by sa mohla rozsirit o dalsie témy, no predpokladom by bolo zaradenie kapitoly venujicej
sa algebraickym principom, na ktorych st tieto témy zalozené.

Na tomto mieste vyjadrujem vdaku prof. RNDr. Janovi Plavkovi, CSc a Mgr. Janke
Petrillovej za podrobné precitanie, cenné pripomienky a recenziu tejto uc¢ebnice.

Kosice 2012 Autorka



Kapitola 1

Ko6dovanie bez Sumu

1.1 Matematické zaklady

V tejto casti st struéne uvedené matematické zaklady, ktoré st potrebné pre précu s
kodmi. Kedze zéakladom, na ktorom je postavena teoria kodovania, je pouzitie algebraickych
Struktur a operéacii, je tu prehlad najdoélezitejsich potrebnych pojmov z tejto oblasti. Pojmy
nie su striktne v tvare definicii, skor ako struény prehlad a podobne aj vety, ktoré sa ich
tykaju.

1.1.1 Modularne operacie

Nech a € Z,n € N. Potom a mod n je definované ako zvysok po deleni ¢isla a ¢islom n.
e modularne s¢itanie: (a mod n) + (b mod n) = (a + b) mod n,

modularne nasobenie: (a mod n) - (b mod n) = (a-b) mod n

Va € {0,1,2,...,n — 1} definujeme —a tak, ze —a € {0,1,2,...,n — 1} a zaroven
(a+ (—a) mod n) = 0.

Va € {0,1,2,...,n — 1} definujeme a ' tak, ze a=* € {0,1,2,...,n — 1} a zarovei
(a-(a™') mod n) =1.

e modularne odéitanie: (a mod n) — (b mod n) = (a + (=b)) mod n,

modularne delenie: (a mod n) : (b mod n) = (a - (b™1)) mod n

Moduléarne séitanie podla modulu 2 je zname ako operacia XOR a modularne nasobenie
podla modulu 2 ako AND.



1.1.2 Algebraické struktary

Nech je definovana neprédzdna mnozina G' a binarna operacia [1. Strukttru (G,0) nazyvame
grupou, ak:

e Ya,b e G plati allb € G,

e Va,b,c € G plati aO(b0c) = (aJb)e,

e Je € G také, ze Va € G je alde = elda = a,
e Va € G,dd € G také, ze ada’ = o'Ua = e.

Prvok e nazyvame neutralnym prvkom grupy a prvok a' nazyvame inverznym prvkom

grupy.
Ak navyse Va, b € G plati alJb = bla, tak grupu nazyvame komutativnou grupou.

Nech je definované neprazdna mnozina T a dve binarne operacie O a A. Struktaru
(T,0, A) nazyvame polom, ak:

e (7,0) je komutativna grupa,
o (T'—{e},A) je komutativna grupa,,
e YVa,b,c € T plati aA(bc) = (aAb)O(alc) a zaroven plati (adb)Ac = (ale)T(bAc).

Neutréalny prvok vzhladom na operaciu O (prvi operéciu) sa zvycajne oznacuje 0 a neut-
ralny prvok vzhladom na operaciu A (druht operaciu) sa zvy¢ajne oznacuje 1.

D4 sa dokéazat, ze mnozina T = {0,1,2,...,m — 1} s operaciou moduléarneho séitania
podla modulu m je komutativnou grupou — (7', +). Tiez sa da Tahko ukazat, ze T — {0} s
operéaciou modularneho nasobenia podl'a modulu m je komutativnou grupou — (7' — {0}, -),
ak m je prvocislo. Algebraické struktura (7', +,-) je polom pre kazdé prvocislo m.

Nech je definované pole (7,0, A). Neprazdnu mnozinu L s dvomi binarnymi operaciami
B, A nazyvame linearnym priestorom nad polom (7,0, A), ak:

e (L,M) je komutativna grupa,
o Vr e LVt €T plati mAx € L,
o Vr,y e LVt seT plati:

* mA(zBy) = (mAz)B(mAy),
* (mAn)Ar = mA(nAz),
* (mOn)Az = (mAz)B(nAz),

* 1Az = 2.



1.2 Zakladné pojmy

Definicia 1.2.1 Nech je dand konecnd neprdizdna mnoZina M, ktori budeme nazjvat abe-
cedou. Slovomm nad abecedou M budeme nazgvat lubovolni konecni neprdzdnu postupnost
mims...my, kde m; € M, pre Vi =1,2,..., k. Cislo k nazyvame dlzkou slova m.

Mnozinu vietkych slov spliiajicich dané kritéria, ktoré je mozné zostrojit nad abecedou
M, budeme oznacovat M*. Kritériom moze byt napriklad dlzka slova.

Priklad 1.2.1 Nech M je mnozina vsetkiyjch pismen slovenskej abecedy. Je posland sprdava:
., Teoria kodovania sa zaoberd konstrukciou kodov zamerangch hlavne na schopnost opra-
vovat chyby, siu to takzvané samoopravné kody, pripadne na zrijchlenie prenosu ddt. Existuje
aj takd cast teorie kodovania, ktord sa zaoberd konstrukciou kodov slizZiacich hlavne na uta-
jovanie ddt. Tato vedeckd disciplina sa vold kryptologia.
Ndjdite mnoZinu M* vsetkiyjch slov tejto sprdavy, ktoré sa zacinaji na samohldsku.

Riesenie: M* = {opravovat, existuje, aj, utajovanie}

Priklad 1.2.2 Nech U = {0,1,2}. Napiste mnozinu U* vsetkych dvojznakovych slov nad
touto abecedou.

Riesenie: U* = {00,01,02, 10, 11, 12, 20, 21, 22}.

Definicia 1.2.2 Kddovanim nazijvame zobrazenie K : A — T*, ktoré kaZdému prvku z
konecnej mnoziny A priradi prdve jedno slovo z konecnej mnoZiny T.

Vzhl'adom na takto definované kodovanie zavadzame oznacenia a pomenovania:
e mnozina A — zdrojova abeceda,
e [ubovolny prvok a; € A — zdrojovy znak,
e slovo a = ajas . ..a, nad mnozinou A — zdrojové slovo,
e mnozina A* — mnozina zdrojovych slov nad abecedou A.
e mnozina T — kédova abeceda,
e [ubovolny prvok ¢; € T — koédovy znak,
e slovo t = tyty...t,, nad mnozinou T — kédové slovo,

e mnozina 7™ — mnozina moznych koédovych slov nad abecedou T

Definicia 1.2.3 MnozZinu vsetkiyjch kodovijch slov IC priradenyjch vsetkym zdrojovym zna-
kom zo zdrojovej abecedy A nazijvame kod.



Je zjavné, ze IC C T™.

Pomenovanie: Kod, v ktorom kédova abeceda obsahuje 2 prvky, sa nazyva binarny, ak
obsahuje 3 prvky, sa nazyva ternarny, podobne je to pre quartérny, pentarny,.... Kod, v
ktorom kodova abeceda obsahuje n prvkov, nazyvame n—arny kod.

Definicia 1.2.4 Nech je dané kiédovanie K : A — T*. Ak pre lubovolné ai,as € A, a1 #
ay plati, Ze K(a1) # K(ag), tak dané kdédovanie nazyvame prostym kdédovanim (prostgm

kodom).

Teda kddovanie nazyvame prostym, ak réznym znakom zdrojovej abecedy st vzdy priradené
rozne kodové slova. V praxi nema vyznam pouzivat neprosté kody, preto v dalsom budeme
vzdy brat do uvahy len prosté kddovanie.

Priklad 1.2.3 Je dand zdrojovd abeceda A = {«, 3,v,0} a kddovd abeceda T = {0,1}.
Navrhnite kodovanie vsetkyjch zdrojovijch znakov kodovimi slovami nad mnoZinou T .

Riesenie: KedZe méame len 4 zdrojové znaky, tak potrebujeme len 4 kédové slova. Stacia
nam na to kodové slova dlzky 2: « — 00, 5 — 01,7 — 10,5 — 11 a teda K= {00,01, 10, 11}.

Priklad 1.2.4 Navrhnite kodovanie zdrojoviych znakov z predchddzajiceho prikladu tak,
aby « bola zakodovand jednoznakovym kodovym slovom.

Riesenie: Mozné kodovanie splhajice dant podmienku moze vyzerat napriklad takto: ov —
0,8 — 11,7y — 10,0 — 110 a K(a) = {0,11,10,110}.

Definicia 1.2.5 Nech je dané kodovanie K : A — T*. Kddovanim zdrojovijch sprdv bu-
deme nazyvat zobrazenie K* : A* — T* definované nasledovne:

K*(a) = K*(a1as ... a,) = K(a1)K(a2) ... K(a,).

Koédovanie zdrojovych spréav je rozsirenim kédovania zdrojovych slov tak, ze kazdé zdrojové
slovo kodujeme znak po znaku, ¢im kazdej zdrojovej sprave priradime kodovi spravu.

Definicia 1.2.6 Nech je dané kédovanie K : A — T*. Dekodovanim kédovyjch sprdav bu-
deme nazyval proces, ktorym z prijatej kodovej spravy K*(a) urcime prislichajicu zdrojovi

SPravy a.

Priklad 1.2.5 Majme kddovanie dané nasledujiicou tabulkou:

zdrojovy znak | 0 2 4 6 8
kodové slovo | 000 | 010 | 100 | 101 | 111

Pomocou neho zakodujte zdrojové slovd 248 a 2204.

Riesenie: K*(248) = 010100111 a K*(2204) = 010010000100.



Priklad 1.2.6 Dekodujte prijati sprave 101010111010000101010 pomocou kodovania za-
daného v predchddzajicom priklade.

Riesenie: Kedze vietky kodové slova maju dlzku 3, tak prijata kodova spravu najprv
porozdelujeme na trojznakové ¢asti — kodové slova: 101/010]111|010{000]101|010. Kazdému
kédovému slovu priradime prislusny zdrojovy znak, teda:

101|010/111]010]000|101]010 — 6282062.

Priklad 1.2.7 Dekodujte kodovi spravu 1001011010 pomocou kodovania vytvoreného v pri-
klade[1.2.4)

Riesenie: Dant postupnost kodovych znakov nevieme jednoznacne rozdelit na kédové slova
a teda ju ani nevieme jednoznacne dekdédovat. Ak by sme to skusili od zaciatku znak
po znaku, tak jednozna¢ne dostaneme: 10[0/10/11010, no dalej existuju dve moZnosti:
10]0]10]11|0[10 alebo 10|0|10|110|10. Z takejto kodovej spravy nevieme jednoznacne uréit
zdrojovi spravu.

Definicia 1.2.7 Hovorime, Ze kédovanie K : A — T* je jednoznacne dekédovatelné, ak je
jemu prislichajice kédovanie sprav K* : A* — T* prostym zobrazenim.
Teda, kodovanie K : A — T™* nazyvame jednoznacne dekodovatelné, ak zo znalosti zako-

dovanej spravy K*(ajas...a,) vieme vzdy jednoznacne ur¢it zdrojova spravu ajas . . . a,.

Jednym zo zakladnych deleni kodov je na rovnomerné a nerovnomerné kody.

Definicia 1.2.8 Nech je dané kdédovanie K : A — T". Nech zdrojovému znaku a; € A v
tomto kodovani prislicha kodové slovo t; = t; t,, ... t; . Cislo m nazgvame dlZkou slova a
oznacujeme ju d;.

Definicia 1.2.9 Rovnomerngm alebo blokovym kédovanim (dizky n) nazgvame také ko-
dovanie, v ktorom vSetky kédové slovd maji rovnaki dizku (n). V opacnom pripade sa
kodovanie nazijva nerovnomernym.

Pozndmka: Kazdé rovnomerné kodovanie je jednoznacne dekodovatelné.

Priklad 1.2.8 Nech je dand kédovd abeceda T = {0,1,2}. Cisla 0,1,...,9 zakddujte blo-
kovym kodom.

Riesenie: Kedze zdrojovych znakov je 10, tak dlzka kodovych slov musi byt aspoii 3 (viet-
kych slov dlzky 2 je len 3% = 9). Jednym z moznych kédovani je:

zdrojovy znak | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
kodové slovo | 000 | 010 | 020 | 100 | 110 | 120 | 200 | 210 | 220 | 221




1.3 Nerovnomerné kédy

1.3.1 Prefixové kédy

Medzi nerovnomernymi kédmi maji vyznamné miesto tzv. prefixové kody.

Definicia 1.3.1 Nech je dand kédovd abeceda T. Prefizom (predponou) kédového slovat =
tity ... t,, nad abecedou T nazyvame hociktoré z kodovijch slov ty;tita; titats; ... tita. . .

Definicia 1.3.2 Kddovanie K : A — T* sa nazijva prefivovyim kodovanim, ak pre vsetky
kodové slova z T™ plati, Ze Ziadne kodové slovo nie je preficom iného kodového slova. Kad
IC v tomto pripade nazyvame prefixovy kod.

Kazdé prefixové kodovanie je jednoznacne dekodovatelné, to je aj dovod, preco su pre-
fixové kody také vyznamné. To, ¢o ich vSak odlisuje od ostatnych jednoznac¢ne dekddova-
telnych kodov, je fakt, ze st to jediné kody, ktoré je mozné dekodovat znak po znaku od
zaciatku. Takze hocijaku spravu mozeme dekédovat uz pocas jej prijimania, nie je nutné
poznat celu spravu.

Analobgiou prefixovych kodov st napriklad sufixové — priponové kody, no ich dekddovanie
sa zat¢ina od posledného znaku, ¢o je pri dlhsich spravach velkou nevyhodou. (Definiciu
sufixovych kodov je velmi ahké dostat malou obmenou v definicii prefixovych kodov.)

Pozorovanie: Kedze v blokovom kodovani majia vSetky kodové slova rovnaku dlzku, tak
ziadne nie je prefixom iného a teda kazdé blokové kddovanie je zaroven aj prefixovym
kédovanim.

Priklad 1.3.1 Je dané nasledujice kodovanie. Pomocou neho dekodugte spravu 1100100110.

zdrojovyj znak | A | B C D E
kodové slovo | 01 | 10 | 0100 | 001 | 110

Riesenie: Na rozdelenie spravy na jednotlivé kddové slovda mame dve moznosti:

110[0100/110 | 110[01]001]10
E CE | EAD B

Toto kodovanie nie je jednoznacne dekédovatelné a z toho vyplyva, Ze nemédze byt ani
prefixové. Stac¢i, ak sa pozrieme do tabulky a vidime, Ze kodové slovo priradené zdrojovému
znaku A je prefixom kédového slova priradeného zdrojovému znaku C.

Priklad 1.3.2 Nech je dané nasledujice kodovanie. Pomocou neho dekddujte spravu 011011110.

zdrojovyy znak | AN | OO | O | ©
kodové slovo 001011111




Riesenie: Hned na prvy pohlad je jasné, Ze to nie je prefixové kddovanie a uz pri hladani
prvého kodového slova nie je jasné, ¢i to bude kdédové slovo prisluchajice A, [ alebo (O.
Pokusime sa v8ak oddelovat jednotlivé kodové slova od konca:

011/01]111[0
O AD09

Toto kodovanie je jednoznacéne dekdédovatelné, aj ked nie je prefixové. Je to priklad sufi-
xového kodovania.

Pozorovanie: Prefixové kodovanie je jediné jednoznacne dekodovatelné kodovanie, ktoré je
dekodovatelné znak po znaku od zaciatku spravy. No nie je to jediné jednozna¢ne dekddo-
vatelné kodovanie.

1.3.2 Konstrukcia prefixovych kédov
Priklad 1.3.3 Zostrojte vhodny bindarny prefivovy kod pre cifry: 0,1,...,9.

Riesenie: Pretoze mame 10 zdrojovych znakov, postacia nam kodové slova s dlzkou ma-
ximalne 4 (23 = 8,21 = 16). KedZe mamé binarny kod, tak vietky cifry rozdelime do
dvoch skupin s poc¢tom prvkov liSiacim sa najviac o 1 a kazdej z nich priradime jeden z
kodovych znakov 0 alebo 1. Tym zabezpec¢ime, Ze kodové slova z jednej skupiny nebudia
prefixami kodovych slov z druhej skupiny. Kazdu z tychto skupin rozdelime na dalsie dve
podskupiny a pridame im zase 0, respektive 1, ¢im zabezpecime, ze kodové slova z jednej
podskupiny nebudu prefixami kodovych slov z druhej podskupiny. Pokracujeme dovtedy,
kym kazda mala skupinka neobsahuje maximalne jeden zdrojovy znak. Takto dostaneme
prefixovy binarny kod pre dani zdrojovia abecedu.

0 1 2 3 i | 5 6 7 8 9
0 0 0 0 0o | 1 1 1 1 1
0 1 2 | 3 i | 5 6 7 | 8 9
00 00 00 | o1 01 | 10 10 10 | 11 11
0 1 | 2 | 3 | 4 | 5 6 | 7 | 8 | 9
000 000 | 001 | 010 | 011 | 100 100 | 101 | 110 | 111
o | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9
0000 | 0001 | 001 | 010 | 011 | 1000 | 1001 | 101 | 110 | 111

Podobny algoritmus na najdenie prefixového koédu je mozné pouzit aj pre Tubovolny
n-arny kod. No zdrojové znaky nebudeme postupne rozdelovat do dvoch skupin, ale do n
skupin.

Casto st pri konstrukciach prefixovych kodov kladené d'alsie poziadavky na dlzky slov,
respektive na efektivitu kodov. Ak sa niektory zdrojovy znak vyskytuje v sprave Castejsie
ako iné, je vhodné ho kédovat kratsim kodovym slovom ako ostatné a naopak pri zdrojovom
znaku vyskytujicom sa v spravach velmi zriedka nevadi, ak jemu prislachajice kodové slovo

bude dlhsie.
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Priklad 1.3.4 Zostrojte vhodny bindrny prefixovy kod pre cifry: 0,1,...,9 tak, aby 0 zod-
povedalo kédové slovo 0000 a zdroven vieme, Ze cifry 2 a 4 sa nachddzaji v sprdve najcas-
tejsSie.

Riesenie: Nule teda priradime kdédové slovo 0000, ostalo ndm nezakdédovanych 9 znakov.

0 |1/2(314]5|6]7/81]9
0000

Ak by sme 2 a 4 priradili jednoznakové kodové slova, nutne dostaneme prefixovy kod. Ak
by sme 2 a 4 priradili dvojznakové kodové slové, ostane ndm nezakédovanych 7 zdrojovych
znakov. Trojznakovych binarnych slov mame 8, no 2 a 4 st prefixami Styroch z nich, takze
nepostacuju nam, preto ostanym musime priradit aspon 4-znakové kodové slova. Tych je 16,
2 a 4 su prefixami 6smych z nich, nule je priradené jedno, takze ostava este 7 4-znakovych
binarnych slov, ¢o nam postacuje pre kédovanie.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0000 | 0001 | 10 | 0010 | 11 | 0011 | 0100 | 0101 | 0110 | 0111

V&imnime si, Ze pri zostrojeni daného kodu néas ani velmi nezaujimalo to, aké znaky budua
mat jednotlivé slova, skor sme sa zaoberali dlzkou jednotlivych kédovych slov.

Priklad 1.3.5 Zostrojte vhodny terndrny prefivovy kod pre nasledujice zdrojové znaky tak,
aby boli zachované predpisané dizky kodovich slov.

zdrojovy znak a|Blyld| Ak
dlzka kodového slova | 2 | 1 | 2

Riesenie: KedZe ide o ternarny kod, tak nech kodova abeceda je T' = {0, 1,2}. Poktisime
sa podobnou tvahou ako v predchadzajicom priklade zakédovat dané zdrojové znaky.
Zacneme od jednoznakovych a pokracujeme s dvojznakovymi.

zdrojovy znak a |Bl v |0l A |k
dlzka kédového slova | 2 | 1| 2 | 1] 2 | 2
kédové slovo 2000121112217

K zakoédovaniu 4 znakov nam ostali len tri dvojznakové kodové slové, takze pozadované
kédovanie sa neda zostrojit.

Pozorovanie: Pri konstrukeii prefixového kddu nezalezi ani tak na tom, ako volime kédové
slova, zalezi na dlzke kodovych slov.

Kraftova nerovnost

V priklade sme vo svojej Givahe uz zvazovali to, aké dlzky slov by sme mali pouzit,
aby ten kod existoval. V priklade sme sa presvedéili, ze nie pre hocijaki volbu dlzok
kodovych slov sa pozadovany kod dé zostrojit. V dalSom sa teda pokisime vo vSeobec-
nosti odvodit, za akych podmienok sa da zostrojit prefixovy binarny kod so stanovenymi
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dlzkami kodovych slov. Potom to zovieobecnime pre kod s kodovou abecedou obsahujtcou
n koédovych znakov.

Nech je dana zdrojova abeceda A = {ay,aq, ..., a,.}, dvojprvkova kodova abeceda T =
{t1,t2} a prefixové kodovanie K : A — T*. Kodové slovo, ktoré je v kodovani K priradené
zdrojovému znaku a; budeme oznacovat K(a;) a jeho dlzku budeme oznacovat d;. Kvoli
prehladnosti preusporiadame zdrojovi abecedu tak, aby platilo d; S dy £ -+ < d,.

Zvolime Tubovolné kodové slovo K(a;) dlzky dy. Dalej zvolime kodové slovo K (as)
dlzky d, tak, aby K(a1) nebolo jeho prefixom, kodové slovo K (as) dlzky ds zvolime tak,
aby K(a;) a K(ay) neboli jeho prefixami,. ..a kodové slovo K (a,) dizky d,. zvolime tak,
aby slova K(ay), K(as), ..., K(a,—1) neboli jeho prefixami.

Teraz sa ideme zaoberat poc¢tom takych kdédovych slov, ktoré splhaju predchadzajuce
kritéria:

e Ked7e ide o binarny kod, pocet moznych K (a;) je 2%.

e Pocet moznych K (as), ktoré nemaju prefix K(aq) je % = 2%-d1 g plati, ze 292~ <
242

e Pocet moznych K (a3), ktoré nemaju prefix K (a,), K(ay) je 2%7% + 2%-41 3 samoz-
rejme plati, Ze (293792 4 2ds—d1) < 2ds,

e Pocet moznych K (a,) takych, ze ziadne z kodovych slov K(ay), K(as), ..., K(a,—1)
nie je ich prefixom je (2¢r=dr-1 4 2dr—dr—2 ... 4 9dr=d2 4 9dr=d1) 4 plati ze (24 —d-1 4
2dr*dr—2 _l_ e + 2d7‘7d2 _I_ 2dr7dl) < 2d7‘

Poslednii nerovnost upravujeme:

2d7‘_d'r71 + 2d7‘_dr72 4t 2dr_d2 + 2dr_d1 < 2dr / +1
2dr_dr—1 + 2dr_dr—2 NI 2dr—d2 + 2dr—d1 +1 § 2d7‘ / . 2—d'r
27dr_1 + 2fd,n_2 44 2*d2 4 27d1 T 2*d7‘ é 1

Vysledok toho odvodenia sformulujeme vo forme nasledujtcej vety:

Veta 1.3.1 Nech je dand zdrojovd abeceda A = {aq,as, ..., a,}. Prefivovy bindrny kéd na
zakddovanie tejto abecedy s dizkami kédovijch slov dy < dy < --- < d,. sa dd zostrojit prdave
vtedy, ak plati nerovnost

2_dr + 2_d'r—1 + 2_d7‘—2 44 2—d2 + 2—d1 é 1.

Pozndmka: Predchadzajice odvodenie mozno I'ahko modifikovat ako dokaz tejto vety.
Predchadzajucu vetu mozeme zovSeobecnit pre kddovanie s kodovou abecedou s n ko-
dovymi znakmi.
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Veta 1.3.2 (o Kraftovej nerovnosti) Nech je dand zdrojovd abeceda A = {ay,as,...,a.} a
kodovd abeceda T = {t1,ts,...,t,}. Prefizové kédovanie K : A — T* na zakddovanie tejto
zdrojovej abecedy s dlzkami kédovich slov dy,ds, . .., d, sa dd zostrojit prdve vtedy, ak plati
nerovnost

n_d'r‘ 4 n_dr—l + n_dr—Q et n—dz 4 n_dl g 1.

Tuto nerovnost nazyvame Kraftovou nerovnostou.

Priklad 1.3.6 Zostrojte bindarny prefixovy kod pre cifry: 0,1,...,9 tak, aby bol vhodny pre
spravy, v ktorych sa casto opakuje O a 2, ale zriedka sa vyskytuje 5 a 7.

Riesenie: KedZe 0 a 2 sa opakuju Casto, zvolime pre nich, ¢o najkratsie kodové slova.
Jednoznakové slova to byt nemo6zu, tak nech st to 2—znakové a ostatné nech st 3—znakové.
Potom Kraftova nerovnost bude vyzerat takto: 2-272 + 8-272 < 1. Po tiprave dostaneme
1/2+1 =1, ¢o neplati.

Teda nech vSetky ostatné slova si 4-znakové. Potom Kraftova nerovnost bude mat tvar:
2.2724+8.274 <1 a po tprave dostaneme 1/2+1/2 < 1, a teda Kraftova nerovnost plati.
Vieme tiez, ze v spravach sa zriedka vyskytuju 5 a 7, tak pre ne pripustme 5—znakové kodové
slova a snazme sa o maximalny pocet 3-znakovych slov. Mame teda 10 zdrojovych zna-
kov, 2 budu zakédované 2—znakovymi kodovymi slovami, 2 budi zakédované 5-znakovymi
koédovymi slovami, £ bude zakdédovanych 3—znakovymi kédovymi slovami a 6 — & buda
zakddované 4—znakovymi kédovymi slovami. Kraftova nerovnost bude v tvare:

2:27242.-27°4k-23+(6-k)-27* <1
1/2+1/16+k/8+ (6 —k)/16 =1 /-16

8+1+2k+6—k=16

k<1

Okrem cifier 0,2,5,7 budd ostatné zakdédované jednym 3-znakovym koédovym slovom a
piatimi 4—znakovymi koédovymi slovami. Vhodny kéd moze byt napriklad takyto:

zdrojovy znak 0 1 2 3 4 D 6 7 8 9
dlzka koédového slova | 2 4 2 4 4 5 4 5 4 3
kodové slovo 00 | 1000 | O1 | 1001 | 1010 | 11110 | 1011 | 11111 | 1110 | 110

Priklad 1.3.7 Vrdtme sa k prikladu a analyzujme moznost zostrojenia vhodného
terndrneho prefizového kodu pre nasledujice zdrojové znaky a dizky kédovich slov.

zdrojovy znak a|Blyld| Ak
dlzka kodového slova | 2 | 1 |2 | 1] 22

Riesenie: Pozadované dlzky kodovych slov dosadime do Kraftovej nerovnosti a dostaneme:
2-37'+4-372< 1.

Po tprave dostaneme 10 < 9, ¢o neplati, takze pozadovany kod sa zostrojit neda.
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Priklad 1.3.8 Kolko znakov kddovej abecedy potrebujeme, aby sme cifry 0,1,...,9 zakd-
dovali najviac dvojznakovymi kédovimi slovami?

Riesenie: Neznamou v Kraftovej nerovnosti tentokrat bude n a za vietky dizky slov dosa-
dime 2:

10-n2<1 /-n?
10 £ n?

n =10

n = 3,17

Na zakodovanie cifier 0,1,...,9 najviac dvojznakovymi kdédovymi slovami potrebujeme
kédova abecedu s aspon 4 kddovymi znakmi.

Z vety vyplyva, Ze ak mame prefixovy kod s ur¢itymi dizkami kodovych slov, tak
uréite pre neho plati Kraftova nerovnost. Naopak, ak pre nejaky kod s urcitymi dizkami
kodovych slov plati Kraftova nerovnost, tak sa dé zostrojit prefixovy kod s takymi istymi
dlzkami kodovych slov. Takze dany kod nemusi byt nutne prefixovy ba ani jednoznacne de-
kodovatelny. Vztah medzi jednoznacnou dekodovatelnostou kodu a Kraftovou nerovnostou
vyjadruje nasledujica veta.

Veta 1.3.3 (McMillanova) Pre kaZdy jednoznacne dekddovatelny kod plati Kraftova ne-
rounost.

To znamené, Ze ak je kod jednoznacéne dekodovatelny, tak pre neho plati Kraftova nerov-
nost.

Obmenen4 veta k vete je: "Ak pre kod neplati Kraftova nerovnost, tak kod nie je
jednozna¢ne dekodovatelny."

Ni¢ sa v8ak nehovori o tom, ak pre kod plati Kraftova nerovnost. V tom pripade kod
moze, ale tiez nemusi byt jednozna¢ne dekddovatelny.

Schématicky to mozno znazornit Venovymi diagramami.

vsetky kody
kody, pre ktoré plati KN

jednoznaéne dekodovatelné kody

Priklad 1.3.9 Pomocou McMillanovej vety analyzujte jednoznacnost dekodovania nasle-
dugicich kodov:
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zdrojovd abeceda | a | B | )
kod Ky 00 | 01 | 10 | 011
kod ICo 0| 1| 11 10
kod K 1 10| 101 | 111
kod K4 0 | 10| 111 | 1100

Riesenie: Pre kazdy z danych kédov ur¢ime platnost Kraftovej nerovnosti:
Ky 272422422423 =7/8<1
Kyt 2704270 +27%+27%=3/241
KCs 27 lyo22 493 423=1<1
Ky: 2774272427421 =15/16 <1

Z vypoctu vyplyva, ze pre kod Ko Kraftova nerovnost nie je splnena a kod nie je jednoznacne
dekodovatelny. Pre ostatné kody Kraftova nerovnost je splnend, to znamena, ze tieto kody
mozu byt jednozna¢ne dekddovatelné. Skisme sa pozriet na to, ¢éi skutoc¢ne s, alebo nie
st jednoznac¢ne dekodovatelné.

Kod K; evidentne nie je prefixovy, pretoze kodové slovo K;(3) je prefixom kodového
slova K7 (6). No je to sufixovy kod, kedze ziadne kodové slovo nie je sufixom iného kodového
slova a teda je to jednozna¢ne dekodovatelny kod.

Kod K3 nie je prefixovy, pretoze kodové slovo K3(a) je prefixom vSetkych ostatnych
kédovych slov, a podobne nie je ani sufixovy. Ak by sme sa pokisili dekdédovat napriklad
tito jednoduchu spréavu 101101, dostaneme dva rozne vysledky: vy, Say. Teda kod nie je
jednozna¢ne dekddovatelny.

Kedze kod K4 je prefixovy, tak je aj jednoznacne dekdodovatelny.

Priklad 1.3.10 Kolko zdrojovijch znakov mozno zakddovat jednoznacne dekédovatelngm
bindrnym kodom s diZkami kodovijch slov mazimdlne 37

Riesenie: Vietkych binarnych slov dlzky 3 je 23 = 8, teda tolko roznych kédovych slov
mozeme zostrojit a nimi zakoédovat zdrojové znaky.

Definicia 1.3.3 Nech je dané kiédovanie K : A — T*. Nim definovany n—drny jedno-
znacéne dekddovatelny kod IC sa nazgva uplnym kédom prave vtedy, ak pre lubovolni n—drnu
postupnost t € T* existuje také kodové slovo k; € IC, Ze bud postupnost't je prefizom slova
k; alebo slovo k; je preficom postupnosti t.

Ak je dany kod s velkym pocétom kodovych slov, je tazké overovat jeho uplnost pomocou
definicie. No tuplnost kodu savisi s Kraftovou nerovnostou, ako to vyjadruje nasledujuca
veta.

Veta 1.3.4 N -drny jednoznacne dekédovatelnsj kod IC = {k1, ks, ... k,} s dizkami kédo-
vych slov dy,ds, . .., d,. je uplny prdve vtedy, ak je prefizovy a plati

,
g n~% =1,
i=1
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1.3.3 Najkratsi kod

V priklade sme hladali kod, ktory bol uréeny pre spravy, kde sa niektoré znaky vy-
skytuju ¢astejsie, niektoré menej ¢asto. Podla toho sme volili dlzku kodovych slov. Nebolo
vSak nijako kvantitativne urcené, ako ¢asto sa jednotlivé znaky v spravach vyskytuju. Teraz
sa budeme zaoberat kodovanim takych sprav, v ktorych budeme poznat pravdepodobnost
vyskytu jednotlivych zdrojovych znakov a budeme sa snazit zostrojit ¢o najefektivnejsi
kod. Mierou efektivity kodu sa bude povaZzovat priemerna dlzka koédového slova a do tvahy
budeme brat len jednozna¢ne dekddovatelné kody.

Definicia 1.3.4 Nech je dany n—drny jednoznacne dekédovatelnyj kod KK = {k1, ks, ... k. }
s dlzkami kédovich slov dy,ds, ..., d, a nech sa zdrojové znaky ai,as, ..., a, vyskytuji s
pravdepodobnostami py, pa, . . ., pr. Priemernou dizkou kédového slova kédu K budeme na-
zgvat ¢islo

dK)=dy-pr+dy-po+ - +dp - pr.
Ak bude zjavné, o aky kod ide, symbol d(K) nahradime symbolom d.

Poznamka: 7 tedrie pravdepodobnosti je jasné, ze stucet pravdepodobnosti vSetkych zdro-
jovych znakov je 1.

Priklad 1.3.11 Porovnajte nasledugice kédy vzhladom na priemerni dizku kédového slova.

zdrojovd abeceda 0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9
pravdepod. vyskytu | 0,18 | 0,15 | 0,2 | 0,07 | 0,05 | 0,038 | 0,11 | 0,02 | 0,07 | 0,012
kod K4 00 | 1000 | 01 | 1001 | 1010 | 1100 | 1011 | 1101 | 1110 | 1111
kod ICo 00 | 1000 | 01 | 1001 | 1010 | 11110 | 1011 | 11111 | 1110 | 110
Riesenie:

d(K;)=0,18-24+0,15-440,2-2+40,07-4+0,05-4+0,038-4+0,11-4+0,02-4 +
0,07-440,012-4=2,84

d(Ky) =0,18-24+0,15-44+0,2-2+0,07-4+0,05-4+0,038 -5+ 0,11-4+0,02-5 +
0,07-440,012-3 = 2,886

Kod K; ma priemerna dizku koédového slova mensiu ako kod Ko, ¢o znamené, Ze je efek-
tivnejsi.

Definicia 1.3.5 Najkratsim n—znakovgm kédovanim (kédom K) zdrojovej abecedy A =
{a1,as,...,a.} s pravdepodobnostami viskytu v sprdavach py, pa, ..., p, nazgvame prefixové
kédovanie tejto abecedy pomocou n kédovijch znakov tak, Ze priemernd dizka kédového slova
d(K) je najmensia moznd.

Medzi najcastejsie uvadzané metody hladania optimalnych prefixovych kédov patria Shannon—
Fanova metdda a Huffmanova metoda konstrukcie kodu. PopiSeme tieto metddy hladania
pre binarne kody.
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Shannon—Fanova kons$trukcia prefixového kédu

Nech je dana zdrojova abeceda A = {ay,as,..

jednotlivych zdrojovych znakov py, po, . ..

1.
2.

Zdrojové znaky usporiadame tak, aby platilo py = py = -++ 2 p,.

.,a,} s pravdepodobnostami vyskytu

, pr- Konstrukciu popiseme v niekolkych krokoch:

Mnozinu takto usporiadanych znakov rozdelime na dve ¢asti (pri zachovani usporia-
dania) tak, aby rozdiel su¢tov pravdepodobnosti tychto skupin bol ¢o najmensi.

Prvej skupine pridelime kodovy znak 0 a druhej 1 alebo naopak (je to vec dohody).

S kazdou z takto ziskanych podmnozin opakujeme proces popisany v krokoch 2. a 3.
dovtedy, kym nedostaneme len jednoprvkové mnoziny.

znak pridelované.

. Kodové slova dostaneme tak, ze ¢itame koédové znaky v poradi, ako boli pre dany

Priklad 1.3.12 Pomocou Shannon—Fanovej konstrukcie ndjdite bindrny prefixovy kod pre
zakodovanie danej zdrojovej abecedy s pravdepodnostami vyskytu a urcte jeho priemerni
dlzku kodového slova.

zdrojovd abeceda ay as as a4 as ag as ag

pravdepod. vyskytu | 0,22 | 0,19 | 0,18 | 0,15 | 0,10 | 0,09 | 0,04 | 0,03
Riesenie:

ai a2 as Gy as Qe az as
0,22 0,19 0,18 0,15 0,10 0,09 0,04 0,03

0 0 | 1 1 1 1 1 1

0 | 1 | 0 0 | 1 1 1 1

| 0 1 | 0 1 1 1

0 | 1 1

| o0 | 1

Kodové slova ¢itame zhora dole, tak ako boli jednotlivé znaky pridavané, takze kod ICq je
takyto:

ay | a2

as

Qy

as

73

a7

as

00 | 01

100

101

110

1110

11110

11111

KedZe to, ako rozdelime jednotlivé mnoziny, nie je vzdy jednozna¢né, uvedieme aj dalsiu
moznost Shannon-Fanovej konstrukcie.

17



ay as as Q4 as ag ay as
0,22 0,19 0,18 0,15 0,10 0,09 0,04 0,03

0 0 0 | 1 1 1 1 1
0 | 1 1 | 0 0 | 1 1 1
o0 | 1 | o0 | 1 [ 0 | 1 1
o0 [ 1

Tento kod Ks je zase takyto:

a1 a2 a3 aq as Qg a7 ag

00 | 010 | 011 | 100 | 101 | 110 | 1110 | 1111

Priemerna dlzka kodového slova pre kod K; je 2,82 a pre kod Ky je 2, 85. Ako mozno vidiet,
rozne Shannon-Fanove konstrukcie davaju kody s réoznymi priemernymi dizkami kédovych
slov, ¢o znamené, ze tato metdda neposkytuje vzdy najkratsi kod. Jej vyhodou je vSak to,
7e je prehladné a dost rychla.

Huffmanova konstrukcia binarneho prefixového kédu

Podstata Huffmanovej konstrukcie spoc¢iva v tom, ze sa konstrukcia kédu pre r zdrojo-
vych znakov postupne redukuje na konstrukciu kédu pre » — 1 zdrojovych znakov.

Nech je dané zdrojova abeceda A = {ay, as, ..., a,} s pravdepodobnostami vyskytu jed-
notlivych zdrojovych znakov pi, ps,...,p,.. Konstrukciu podobne ako pri predchadzajtcej
metode popiseme v niekol'kych krokoch:

1. Zdrojové znaky usporiadame tak, aby platilo py = py = -+ = p,.

2. Dvom zdrojovym znakom s najmensimi pravdepodobnostami priradime prvému ko-
dovy znak 0 a druhému 1 alebo naopak (podla dohody). Potom ich zredukujeme do
jedného spolo¢ného zdrojového znaku s pravdepodobnostou rovnou sucétu tych dvoch
pravdepodobnosti. Takto sme dostali redukovanti abecedu s r —1 zdrojovymi znakmi.

3. Znova postupujeme ako v kroku 2., len koédovy znak O resp. 1 priradime vSetkym
povodnym zdrojovym znakom, ktoré boli do aktualneho redukovaného znaku pospé-
jané. Opakujeme dovtedy, kym neostane len jeden znak s pravdepodobnostou 1.

4. Kodové slova zapiSeme tak, Ze ¢itame kodové znaky v opacnom poradi, ako boli
danému znaku pridelované.

Priklad 1.3.13 Pomocou Huffmanovej konstrukcie ndjdite bindrny prefizovy kod pre za-
kodovanie danej zdrojovej abecedy s pravdepodnostami vyskytu a urcte jeho priemerni dizku
kodového slova.

zdrojovd abeceda ay Qs as a4 as ag ar as

pravdepod. vyskytu | 0,22 | 0,19 | 0,18 | 0,15 | 0,10 | 0,09 | 0,04 | 0,03
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Riesenie: Predchadzajci algoritmus aplikujeme na tento priklad:

a, 0,22 Qo410

d, 0,19 1

a, 0,18 0 1
a, 0,15 ¢ 0,25 00.59

a, 0,10 1
a, 0,09
a, 0,04
a, 0,03 — 1

Kod K ziskany Huffmanovou konstrukciou je takyto:

ay | as as ay as ag ay as
00 | 01 | 110 | 100 | 101 | 1110 | 11110 | 11111

a priemerna dlzka kédového slova je d(K) = 2,82.

Huffmanovou konstrukciou dostaneme vzdy najkratsi kod, ¢o v nasledujicich vetéach
dokazeme.

Veta 1.3.5 Nech je dand zdrojovd abeceda A = {ay,as,...,a.} s pravdepodobnostami vy-
skytu jednotlivych zdrojovijch znakov p1,pa,...,p, a plati py = py = --+ 2 p,.. Potom pre
tito abecedu existuje najkratsi prefivovy kod K = {K(aq), K(as), ..., K(a,)} taky, Ze kédové
slovd K (a,_1) a K(a,) maji rovnaki dizku o lisia sa len v poslednom znaku.

Doékaz: Zvolme nejaky najkratsi prefixovy kod K abecedy A. Ak ma byt kod najkratsi,
tak zdrojovym znakom s najmensou pravdepodobnostou musia zodpovedat kdédové slova
s najvicsou dlzkou. (Ak by slovo K(a,) malo mengiu dlzku ako nejaké K(a;),i < r a
zéroven p, < p;, tak vymenou kodovych slov K(a;) a K(a,) by sme dostali kod s mensou
priemernou dlzkou slova ako kod IC, o je spor s tym, Ze K je najkratsi.)
Predpokladajme, Ze kodové slova K (a,_1) a K (a,) nemaji spolo¢ny prefix dlzky d, — 1.
Potom vSak musi existovat nejaké kodové slovo K(a;) dlzky takej ako K(a,), ktoré ma
s K (a,) spolo¢ny prefix. (Inac¢ by sme slovo K (a,) mohli nahradit jeho prefixom a dostali by
sme kod s mengou priemernou dlzkou slova ako kod K, ¢o je spor.) Podobne musi existovat
nejaké kodové slovo K (a;) dlizky d,_; = d,., ktoré ma s K(a,_;) spoloény prefix. Vimenou
kodovych slov K(a;) a K(a,_,) dostavame kod s takou istou priemernou dlzkou slova ako
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kod IC, teda najkratsi, kodové slova zodpovedajice najmensim pravdepodobnostiam maji
rovnaku dlzku a liSia sa len v poslednom znaku. [l

Definicia 1.3.6 Nech je dand zdrojovd abeceda A = {ay,as,. .., a.} s pravdepodobnostami
vyskytu jednotlivich zdrojovijch znakov P = {p1,pa,...,p-} a plati py = py = -+ 2 py.
Zostrojime abecedu A" = {a}, ab, ... ,a,_,} s pravdepodobnostami Q = {q1,q2, . .., G-—1} tak,
Ze zdrojové znaky a,—1 a a, nahradime jednym znakom o a priradime mu pravdepodobnost
¢; = Dr—1 + pp. Ostatngm znakom ponechdme pévodné pravdepodobnosti a vsetky znaky
zoradime tak, aby platilo ¢ =2 qo = -+ = q,_1. Takto zostrojeni abecedu A’ nazyjvame
redukovanou abecedou k abecede A.

Veta 1.3.6 (o Huffmanovom kéde) Nech je dand zdrojovd abeceda A = {ay,as,...,a.}
s pravdepodobnostami vijskytu znakov P = {p1,ps,...,pr} takiych, Ze plati p1 = py =

- 2 pp a k nej redukovand abeceda A" = {d!,ad},... al_,} s pravdepodobnostami ) =
{q1,G2, -+ gy}, prektoré platiqy 2 qp = -+ 2 ¢r1. Ak kdd K = {K(a}), K(a3), . .., K(a;
je najkratsi prefizovy bindrny kod pre abecedu A’ s pravdepodobnostami @, tak kod I =
{K(a1),K(az),..., K(aj-1),K(aj+1),...,K(a;)0,K(a;)1}, kde K(a}) = K(a;) pre Vi =

1,...,r — 1, je nagkratsim kodom pre kédovanie abecedy A s pravdepodobnostami P.

Dokaz: Kedze kod K je prefixovy, tak aj kod K je prefixovy a jeho priemerné dlzka d(K) =
d(KC) + qj. Aby sme ukézali, Ze K je najkratsi, musime ukézat, ze pre hocijaky iny kod K*
plati d(K*) = d(K).

Podla vety existuje nejaky najkratsi prefixovy kod na kodovanie abecedy A =
{a1,as,...,a.} s pravdepodobnostami P = {py,pa,...,pr}, Ze plati p1 = py = -+ = p,,
ozna¢me ho K*. V tomto kéde znakom a,_; a a, s minimalnymi pravdepodobnostami
pr—1 a p, zodpovedaji kodové slova K*(a,_1) a K*(a,) dlzky d*_, = d*, ktoré sa lisia len
poslednym znakom a majt spoloény prefix K*(a,_; ). Priemerna dlzka kodového slova pre
tento kod je

d(K*) =dipr +dips + -+ d*_\pr1 +dp, = dipy + dipa + - + d(pr_1 + pp).

Zostrojime kod K* redukovanej abecedy takto:

zdrojovy znak aq as . Qr_2 oy

kodové slovo | K*(a1) | K*(ag) | ... | K*(a,_2) | K*(ay_1,)

Priemerna dl7ka kodového slova pre redukovani abecedu je
d(K*) = dipy + dypa + - -+ + di_ypr—o + (d = 1) (pr—1 + py)-

Podobne zapiSeme, Ze pre priemernt dizku koédového slova pre kod K plati

d(IC) = dlpl + d2p2 +oeet drflprfl + drpr = dlpl + d2p2 + e+ d?“(prfl =+ pr)
a priemerna dizka kodového slova kodu K pre redukovant abecedu je

A(K) = dapy + dopa + -+ + draprs + (dy = 1) (prs + ).
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Odtial dostavame, 7Ze plati

d(K*) = d(K*) + pr—1 + Dy

a tiez, ze o ~
d(K) = d(K) + pr—1 + pr.
Pretoze kod K je najkratiim kédom redukovanej abecedy, tak plati 7_(IC) < d(K").
Dosadenim dostaneme d(K) = d(K) + p,—1 + pr = d(K*) 4+ p,—1 + pr = d(K*), teda plati

d(K) £ d(K*), ¢o sme chceli dokizat. O

Priklad 1.3.14 Ndajdite najkratsi bindrny prefivovy kod na zakédovanie zdrojovej abecedy
A={a,B,\,m, p, 0}, ak vieme, Ze znaky o a w sa nachddzaji v spravach dvakrdt castejsie
ako ostatné znaky.

Riesenie: Najprv si ur¢ime pravdepodobnosti. Znaky S, A, p,c maja rovnaka pravdepo-
dobnost, ozna¢ime ju p. Potom znaky « a 7 maji dvojnasobnu pravdepodobnost, teda 2p.
Vieme, 7Ze sucet pravdepodobnosti je jedna, takze 2 - (2p) +4-p=8p =1= p = 0,125.
Pouzijeme Huffmanovu konstrukciu pre binérne kody.

a 0,25 a 0,25

T 0,25 T 0,25

B 0,125 L g 0,125

p 0,125 p 0,125

A 0,125 A 0,125

c 0,125 c 0,125
zdrojovy znak a 6] A s p o
pravdepodobnost | 0,25 | 0,125 | 0,125 | 0,25 | 0,125 | 0,125
kod Ky 00 100 110 01 101 111
kod Ko 10 010 110 00 011 111

Uviedli sme dve rozne konstrukcie, no obe s Huffmanove a vysledkami st dva rozne kody,
ale s rovnakymi priemernymi dlzkami kodovych slov d(K;) = d(KCs) = 2, 5.

Huffmanova konstrukcia nie je jednoznacna v tom zmysle, Ze jej vysledkom moze byt
aj viac roznych kodov, dokonca ani dizky jednotlivych kodovych slov sa nemusia zhodovat.
Dochadza k tomu vtedy, ak pri redukcii najmensich pravdepodobnosti méme na vyber
z viacerych rovnakych hodnét. No vsetky kody ziskané Huffmanovou konstrukciou majua
rovnaku priemerna dlzku koédového slova a st najkratsie.

Podobne ako pre binarne kody sa daju skonstruovat najkratsie kody aj pre rozne n—éarne
kody.

Priklad 1.3.15 Nadjdite najkratsi terndrny prefixovy kod pre zakodovanie danej zdrojovej
abecedy s pravdepodnostami viyskytu a urcte jeho priemernid diZku kodového slova.
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zdrojovy znak ay as as ay as ag
pravdepodobnost | 0,3 | 0,25 | 0,15 [ 0,15 | 0,1 | 0,05

Riesenie: Pouzijeme podobnu konstrukciu ako bola Huffmanova pre binarne kédy, no re-
dukovat budeme posledné 3 znaky s najmensimi pravdepodobnostami.

a, 0,30
a, 0,25
a, 0,15
a, 0,15
a, 0,10
a, 0,05

Na konci nam vsSak ostali len 2 znaky, ktoré sme redukovali. Teraz sa pokisime pouzit
podobni konstrukciu, no nezlu¢ime dva znaky v poslednej redukcii, ale v prvej.

a, 0,30 0

a, 025 — I

a, 0,15 0’45/

a, 0,15 1 2

a, o,lo}ogg/

a, 0,05— 2
zdrojovy znak ay as as ay as ag
pravdepodobnost | 0,3 | 0,25 | 0,15 ] 0,15 | 0,1 | 0,05
kod Ky 00 | 01 02 10 | 11 12
kod ICy 0 1 20 21 | 220 | 221

Dostavame tak dva kody s roznymi dlzkami kodovych slov a ich priemerné dizky kodovych
slov st d(KC;) = 2 a d(Ks) = 1,6. Je zrejmé, Ze kratsim je kod Ko a zalezi na tom, ako
redukcie robime.

Huffmanova konstrukcia n—arneho prefixového kédu

Huffmanova konstrukcia n—arneho prefixového koédu je zalozena na podobnom principe
ako pre binarny kod, no postupne sa redukuju nie dva znaky, ale n znakov s vynimkou
prvej redukcie.

Nech je dana zdrojova abeceda A = {aj,as,...,a,} s pravdepodobnostami vyskytu
jednotlivych zdrojovych znakov P{pi, pa,...,p,} a kodova abeceda T = {t1,ta,...,t,}.

1. Zdrojové znaky usporiadame tak, aby platilo p; = ps 2 -+ 2 p,.

2. Ak T é n, tak ZYOlime kéd ,C tak, ze K(az) = ti? VZ = 1’ 2’ ., Ta priemerné diika
kodového slova d(KC) = py +p2 + -+ + py.
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3. Ak r > n, tak s zdrojovym znakom s najmensimi pravdepodobnostami priradime s
roznych kodovych znakov v Tubovolnom poradi a zlu¢ime ich do jedného znaku a*,
ktorému priradime pravdepodobnost p* = p,_s11+pr_si2+- - - +py, ¢im vznikne redu-
kovana zdrojova abeceda A" = {aj,as,...,a,_s,a*} s pravdepodobnostami vyskytu
jednotlivych zdrojovych znakov P{pi,pa,...,pr—s,D*}.

4. Zdrojové znaky usporiadame podla nerastucich pravdepodobnosti. Ak je ich pocet
mensi alebo rovny ako n, postupujeme ako v 2. Ak je ich pocet viacsi ako n, postu-
pujeme ako v 3. s tym, Ze pri druhej a nasledujicich redukciach zluéujeme n znakov
s najmensimi pravdepodobnostami.

5. Kodové slova dostaneme tak, ze ¢itame kodové znaky v opa¢nom poradi, ako boli
danému znaku pridelované.

Cislo s urcujiice pocet redukovanych znakov pri prvej redukcii zavisi od poctu zdro-
jovych a kédovych znakov. Pri prvej redukcii séitavame s séitancov, ostane nadm r — s
povodnych a jeden novy znak. Pri druhej s¢itavame n séitancov, n — 1 pévodnych a jeden
z predchadzajicej redukcie (ak by sme ho nescitali teraz, vymeni sa len poradie, kedy ho
s¢itame, nie to, ¢i ho séitame). Ak vykoname prva redukciu a k dalsich, tak dostaneme
r—s=k(n—1)=s=r—k(n—1). Kedze vsetky ¢isla r, s, k,n st celé nezdporné ¢isla,
tak s je zvySok po deleni ¢isla r ¢islom n — 1. Ak by nam s vyslo 0 resp. 1, tak v prvej
redukcii s¢itame 0 +n — 1 resp. 1 + n — 1 znakov.

Priklad 1.3.16 Najdite nagkratsi pentdarny prefivovy kod pre zakddovanie danej zdrojovej
abecedy s pravdepodnostami vyskytu a urcte jeho priemernid diZku kodového slova.

zdrojovy znak A B C D E F G H I J K

pravdepodobnost | 0,05 | 0,08 | 0,04 | 0,13 | 0,19 | 0,06 | 0,1 | 0,05 | 0,14 | 0,03 | 0,13

Riesenie: Zdrojové znaky usporiadame podla nerasticich pravdepodobnosti a pouZijeme
Huffmanovu konstrukciu. Cislo r = 11 dava po deleni ¢islom n — 1 = 4 zvySok 3, preto pri
prvej redukeii s¢itame 3 zdrojové znaky a pri dalsich budeme séitavat po 5 znakov.
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E 0,19
1 0,14
K 0,13
D 0,13
G 0,1

B 0,08
F 0,06
A 0,05
H 0,05
C 0,04
J 0,03

3
0
1
2 4
3 041
4
,12

Kod ktory takto dostaneme je uvedeny v tabulke a priemerna dlzka kodového slova je

d(K) = 2-0,05+2-0,08+3-0, 0440, 1340, 19+2-0, 064-2-0, 1+3-0, 0540, 14+3-0,03+0, 13 =

1,41.

zdrojovy znak A B C D E F G H I J K
pravdepodobnost | 0,05 | 0,08 | 0,04 | 0,13 | 0,19 | 0,06 | 0,1 | 0,05 | 0,14 | 0,03 | 0,13
pravdepodobnost | 43 41 441 3 0 42 | 40 | 440 1 442 2
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Kapitola 2

Bezpecénostné kody

V predchédzajicej kapitole sme sa zaoberali kodovanim zdrojovych znakov a sprav. Pred-
pokladali sme, Ze vyslana sprava sa prijme v takej istej podobe, ako bola poslana, resp.
nebrali sme do ivahy moznost vzniku chyb pri prenose informacii. TakZe jedinym cielom
bolo néjst ¢o najkratsie kody, aby sa ¢o najviac znizilo mnoZstvo prenasanych informacii
a tym zvysila efektivita kodu.

Pocas prenosu v realnom prostredi vsak dochadza z réznych pricin k tzv. Sumu. To
znamena, ze pocas prenosu spravy dojde k nejakej chybe a prijata sprava nie je tplne
totozna s vyslanou. Moze dojst k "vzniku" znaku, aj ked nebol vyslany, alebo k "pohlteniu"
vyslaného znaku. Tieto chyby sa vSak objavuji dost zriedka, preto sa nimi nebudeme
zaoberat. NajcastejSou chybou, ktord sa moze vyskytnit, je zdmena vyslaného kédového
znaku za iny znak. Preto cielom bude konstruovat kody, ktoré budu sluzit nie len na
kédovanie zdroja, ale aj na detekciu a nasledne aj korekciu chyb vzniknutych pocas prenosu,
teda na zabezpecenie informéacie. VSeobecne sa takéto kody nazyvaji bezpecnostné kody
alebo tiez samoopravné kody. Takéto kody uz nie stt najkratsie, ale obsahuju aj urcité
mnozstvo nadbytoc¢nej informécie a princip ¢innosti tychto koédov spociva v tom, ze prijaté
slovo sa porovnéava, ¢i je kddovym slovom daného kédu, resp. ku ktorému kédovému slovu
je najblizsie. Ako bezpecnostné kody sa prevazne pouzivaju blokové kody, takze dalej sa
budeme zaoberat iba blokovymi kédmi.

2.1 Detekcia a korekcia chyb

Opravovanie urcitého "kédovania" vykonavame denne, mnohokrét aplne automaticky. Pred-
stavme si mnozinu vSetkych spisovnych slov v slovencine. Vyslovime niektoré slovo, napri-
klad slovo "blokovat". KedZe je okolo hluk, poslucha¢ zachyti slovo "blokevat". No takmer
kazdy poslucha¢ odhali, Ze bolo povedané slovo "blokovat", pretoze je to spisovné slovo,
ktoré sa najviac podoba na pocuté slovo. V podstate doslo k porovnaniu prijatého slova so
slovnikom slovenskych slov a bolo vybraté najblizsie slovo. Co ak posluché¢ zachyti slovo
"blokovas"? Nevie, ktoré slovo bolo povedané, lebo existuju minimélne dve slova, ktoré sa
lisia od pocutého jednou hlaskou: "blokoval", "blokovat".
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vyslané (vyslovené) slovo: blokovat’
prijaté (pocuté) slovo: blokevat’ blokovas
porovnanie so slovnikom

opravené (nahradené) slovo:  blokovat’ ? blokovat’, blokoval ?

Priklad 2.1.1 Mdme kod dany tabulkou:

zdrojovy znak | A | O | O
kodové slovo | 001 | 011 | 111

Bolo vyslané slovo 001 (A). Vznikla chyba a bolo prijaté slovo 000. Odhali kéd tito chybu,
resp. ju aj opravi? A co ak by nastala chyba na inom mieste a namiesto vyslaného slova
001 (A) by sa prijalo slovo 101 alebo 0117

Riesenie: V kazdom z pripadov bolo vyslané kodové slovo 001 (A). Nagim "slovnikom",
s ktorym budeme prijaté slova porovnavat, je mnozina kodovych slov {001,011,111}. Vo
vSetkych pripadoch doslo pocas prenosu k zamene jediného znaku vo vyslanom slove.

e Chyba nastala na 3. mieste a prijalo sa slovo 000. Porovname s mnozinou kédovych
slov a zistime, Ze slovo, ktoré sa lisi len jednym znakom od prijatého je 001 (A),
takze je najpravdepodobnejsie, Ze bolo aj vyslanym. Chybu sme teda odhalili a aj
opravili.

e Chyba nastala na 1. mieste a prijalo sa slovo 101. Porovnédme ho s mnozinou kédovych
slov a zistime, ze také slovo sa v nej nenachadza, no si tam dve slova, ktoré sa od
prijatého lisia len jednym znakom: 001 (A) a 111 (). Chybu sme teda odhalili, no

nevieme ju opravit.

e Chyba nastala na 2. mieste a prijalo sa slovo 011 (). Porovname s mnozinou ko-
dovych slov a zistime, Ze takéto slovo sa v nej nachidza a teda zrejme ho budeme
povazovat za vyslané slovo. Chybu sme v tomto pripade ani neodhalili.

Princip pri umelych koédoch je teda podobny ako v beznom jazyku.

Ako sme uz vyssie uviedli, budeme sa zaoberat len blokovymi (rovnomernymi kodmi).
Pri prenose budeme predpokladat, Ze:

e chyba vznika iba zdmenou jedného znaku kédovej abecedy za iny znak,
e ziaden znak nie je odolnejsi voci chybe ako iny,
e vysledok prenosu nejakého znaku neovplyviiuje, ¢i bude d'alsi znak preneseny spravne,

¢l nie.
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Definicia 2.1.1 Nech je dand zdrojovd abeceda A, kédova abeceda T a nech je dané blokové

kodovanie K : A — T™. Kod K prislichajici tomuto kodovaniu nazgvame uplnygm kodom,
ak plati I =1T".

Je zrejmé, Ze pre zabezpecenie informacii nemé zmysel pouzivat aplné kody, pretoze
kazdé prijaté slovo bude kodovym bez ohladu na to, ¢ chyba vznikla, alebo nie. A tiez je
zrejme, Ze na bezpecnost kodu bude mat vyznamny vplyv to, aky je velky rozdiel medzi
mohutnostou (po¢tom prvkov) mnozin K a T". Znamena to, Ze sprava nebude kodovana
s maximélnou informac¢nou hodnotou, ale bude obsahovat nadbyto¢nost — redundanciu.
Cielom bezpecnostného kodu sice bude umelo zvysit redundanciu, no na druhej strane pri
zachovani primeranej ispornosti prenosu.

Oznacenie: Je dané blokové koédovanie K : A — T™ dlzky n.

A — zdrojova abeceda

T — kédova abeceda

n — dlzka kazdého kodového slova

T™ — mnozina vSetkych usporiadanych n—tic prvkov (n znakovych slov) z T
K — mnozina v8etkych kédovych slov

T™ — K — mnozina vetkych nekédovych slov dlzky n (nekédovych n znakovych slov).

Definicia 2.1.2 Hammingovou vzdialenostou dvoch n znakovijch slov v,w z mnoziny T"
nazyvame pocet odlisnijch znakov v tijchto slovdch. Oznacujeme ju d(v,w).

Pozndmka: Hammingova vzdialenost je binarnou operéaciou, ktora dvojici slov priradi ne-
zaporné celé ¢islo. Da sa dokézat, ze Hammingova vzdialenost je metrikou na 7™ a teda
pre Hammingovu vzdialenost dvoch slov v, w € T™ plati:

d(v,w) = 0,
dv,w) = d(w,v),
dv,w) < d(v,z) + d(z,w).

Definicia 2.1.3 Minimdlnou vzdialenostou blokového kdodu K nazgvame najmensiu nenu-
lovii Hammingovu vzdialenost dvoch kodovijch slov. Oznacujeme ju d.

Priklad 2.1.2 Je danyg kod K tabulkou. Urcte Hammingovu vzdialenost kaZdigjch dvoch
kodowvijch slov a tieZ minimdlnu vzdialenost kodu.

A B C D
0000 | 0110 | 1100 | 1111
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Riesenie: Hammingove vzdialenosti st zapisané v nasledujicej tabulke a minimélna vzdia-
lenost kédu je d = 2.

| d(v,w) | 0000 | 0110 | 1100 [ 1111 |

0000 0 2 2 4
0110 2 0 2 2
1100 2 2 0 2
1111 4 2 2 0

Definicia 2.1.4 Nech si vysielané kodové slovd z IC a prijimané slovd z T". Ak sme prijali
nekddové slovo, hovorime, Ze sme odhalili chybu. (Ak sme prijali kédové slovo, tak bud k
chybe nedoslo, alebo sme ju neodhalili.)

Definicia 2.1.5 Nech je vyslané kodové slovo. Hovorime, Ze doslo k t—-ndsobnej chybe, ak
Hammingova vzdialenost vyslaného a prijatého slova je najviac t.

Definicia 2.1.6 Hovorime, Ze kod K odhaluje t—ndsobné chyby, ak pri vyslani kédového
slova a vzniku t-ndsobnej chyby je prijaté slovo vZdy nekodové.

V prikladoch a ilustra¢nych tlohach budeme pouzivat niektoré Specialne kody, preto
uvadzame ich struény popis.

Binarny kéd ”dva z pat” je kod pozostavajici zo vietkych patic nul a jednotiek,
ktoré obsahuju prave dve jednotky. X = {00011,00101,01001, 10001, 00110, 01010,
10010, 01100, 10100, 11000}.

Opakovaci kod dizky n je ¢-arny kod tvoreny vietkymi n-ticami, ktoré maju
vietky znaky rovnaké. Napriklad opakovaci kod dizky 3 je kod K = {000, 111,222, .. .,
(¢—Dg—1(g—-1)}

Koktavy kod dizky n, kde n je parne, je ¢-arny kod tvoreny vsetkymi n-ticami
tak, ze kazdy kodovy znak sa opakuje dvakrat po sebe. Napriklad binarny koktavy
kod dlzky 6 je K = {000000,000011,001100,001111, 110000, 110011, 111100, 111111},

Kod celkovej kontroly parity dizky n je binarny kod tvoreny n-ticami tak,
ze posledny znak je stuc¢tom predchadzajicich znakov. Ako priklad uvadzame K =
{000,011, 101, 110}.

Priklad 2.1.3 Je dany bindrny kod "dva z pat". Urcte minimdlnu vzdialenost daného kodu
a zistite, aké chyby je schopny jednoznacne odhalit.

Riesenie: Najprv zistime, aky je pocet kodovych slov |K|, teda pocet pétic nal a jednotiek
takych, ze jednotky st prave dve. Je to vlastne pocet dvojprvkovych kombinacii z piatich

prvkov:
5 5!
KT = (2) o W
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Vypiseme vsetky kodové slova.

00011 | 00101 | 01001 | 10001 | 00110
01010 | 10010 | 01100 | 10100 | 11000

Hammingove vzdialenosti zapiSeme do prehladnej tabulky:

| d(v,w) | 00011 | 00101 | 01001 | 10001 | 00110 | 01010 | 10010 | 01100 | 10100 | 11000 |

00011 0 2 2 2 2 2 2 4 4 4
00101 2 0 2 2 2 4 4 2 2 4
01001 2 2 0 2 4 2 4 2 4 2
10001 2 2 2 0 4 4 2 4 2 2
00110 2 2 4 4 0 2 2 2 2 4
01010 2 4 2 4 2 0 2 2 4 2
10010 2 4 4 2 2 2 0 4 2 2
01100 4 2 2 4 2 2 4 0 2 2
10100 4 2 4 2 2 4 2 2 0 2
11000 4 4 2 2 4 2 2 2 2 0

Minimalna vzdialenost kodu "dva z pat" je d = 2.
Ak vznikne jednoducha (jednonésobna) chyba:

— vyslané je 00011 — prijaté je 10011 — kod chybu odhali
— vyslané je 00011 — prijaté je 00010 — kod chybu odhali

Pri jednoduchej chybe vznikna tri jednotky, alebo jedna jednotka, takze chyba je odhalena
vzdy.
Ak vznikne dvojnasobné chyba:

— vyslané je 00011 — prijaté je 01111 — kod chybu odhali

— vyslané je 00011 — prijaté je 00101 — kod chybu neodhali, lebo vzniklo iné kdédové
slovo

Dvojnasobné chyba nemusi byt odhalena vzdy.

Priklad 2.1.4 Urcte minimdlnu vzdialenost terndrneho opakovacieho kédu dizky 4. (Je to
kad, ktory pozostdva len zo slov vytvorenyjch tak, Ze sa n—krdt zopakuje kédovyj znak.) Urcte
manimalnu vzdialenost daného kodu a zistite, aké chyby je schopny jednoznacne odhalit.

Riesenie: Kod je tvoreny tromi kodovymi slovami K = {0000, 1111,2222}. Hammingove
vzdialenosti st v nasledujicej tabulke:

| d(v,w) [ 0000 | 1111 | 2222 |
0000 || 0 4 4
111 | 4 0 4
2222 | 4 4 0
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Minimélna vzdialenost kodu je d = 4.

Kod je schopny odhalit aj trojnasobné chyby, kedZe v tomto pripade sa urcite nebudua
vSetky znaky zhodovat, no niektoré stvornasobné chyby uz neodhali. Napr.: ak je vyslané
slovo 0000 — prijaté je slovo 1111 — kod chybu neodhali.

Pozorovanim v predchadzajucich prikladoch sme si mohli v8imnut vztah medzi mini-
mélnou dizkou kédu a tym, aké chyby odhaluje. Vplyv na to, aké vel'ké chyby kod odhali,
mé to, ako velmi sa od seba kodové slova lisia.

Pozorovanie: Blokovy koéd minimélnej vzialenosti d odhali t—nasobné chyby pre ¢t < d. Ale
nie je uz schopny odhalit vSetky d-néasobné chyby.

Definicia 2.1.7 Hovorime, Ze kod K opravuje t—ndsobné chyby, ak pri vyslani kodového
slova v a vzniku t-ndsobnej chyby md prijaté slovo w Hammingovu vzdialenost d(v,w)
mendsiu, ako je jeho Hammingova vzdialenost od lubovolného iného kédového slova x. Teda
d(v,z) > d(v,w) pre vietky T #v.

Priklad 2.1.5 Mame bindrny kod "dva z pit". Aké chyby je schopny tento kdd opravit?
Riesenie: Ak vznikne jednoducha (jednonasobna) chyba:
— vyslané je 00011 — prijaté je 10011 — kod chybu odhali

— opravit ju v8ak nedokaZe, pretoze existuju az tri kodové slova (00011,10001,10010),
ktoré sa od prijatého slova lisia len jednym znakom. Ina¢ povedané, najmensiu Ham-
mingovu vzdialenost méa prijaté slovo hned od troch kédovych slov.

Priklad 2.1.6 Mdme terndrny opakovaci kéd dizky 4. Aké chyby je schopny jednoznacne
opravit?

Riegenie: Ak vznikne jednoduché (jednonasobna) chyba:
— vyslané je 0000 — prijaté je 1000 — kod chybu odhali

— kodové slovo s najmensiou Hammingovou vzdialenostou 1 je len jedno — 0000, teda
vie tuto chybu aj opravit.

Ak vznikne dvojnasobné chyba:

vyslané je 0000 — prijaté je 1020 — kod chybu odhali

kodové slovo s najmensiou Hammingovou vzdialenostou 2 je len jedno — 0000, teda
vie tuto chybu aj opravit.

ak je v8ak vyslané 0000 — a prijaté je 1010 — kod chybu odhali

— kodové slova s najmensiou Hammingovou vzdialenostou 2 s vSak dva — 0000 a 1111
a kod tuto chybu opravit nevie.
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Opakovaci kod dizky 4 jednoznac¢ne opravuje len jednonasobné chyby.

Pozorovanie: Blokovy koéd miniméalnej vzialenosti d opravi vSetky t—nasobné chyby pre
t<d/2,resp. d = 2t + 1.

Definicia 2.1.8 Dekddovanim nazgvame lubovolné zobrazenie k : T — K také, Ze k(v) =
R(v1vg ... 0,) = V10s . .. Uy, ak V1V ...V, € K.

Dekoédovanim sa nemysli dekédovanie kddovej spravy ani kodového slova v zmysle, Ze sa
jej priradi zodpovedajica zdrojova sprava, ¢i zdrojovy znak. Do prenosového kanéla sa
vysielaju kodové slova z IC, ktoré mézu byt vplyvom Sumu zmenené, takze sa prijimaju slova
z mnoziny T". Dekédovanim sa teda rozumie také zobrazenie, ktoré na vystupe koriguje
vzniknuté chyby, takze prijatym slovam priradzuje kédové slova, no prijaté kdédové slova
musia byt zachované. Takéto dekdédovanie nemusi byt prostym (injektivnym) zobrazenim,
no kazdopadne je "na" (surjektivnym) zobrazenim.

o— —>o
O/i.
o od

T K

Definicia 2.1.9 Upinym dekodovanim nazyvame zobrazenie mnoZiny T™ na mnoZinu IC,
teda také dekodovanie, ktoré kazdému slovu z T™ priradi nejaké kodové slovo z K. Ciastoc-
ngm dekodovanim nazijvame zobrazenie z mnoZiny T™ na mnoZina K.

Priklad 2.1.7 Je dany bindrny opakovact kéd dizky 6. St dané dekddovania ky a ky. Urcte,
¢1 st uplné, ¢ crastocné. Ywiws . .. wg je:

000000; ak w; = 0 pre aspon 4 indezy,
Ki(wiws ... wg) = alebo ak w; = 0 pre 3 indexy a zdroven wy = 0,
111111;  inak.

( ) = 000000; ak w; = 0 pre aspon 4 indexy,
2tz - W) = 111111; ak w; = 1 pre aspon 4 indexy.

Riesenie: k1 je uplné dekodovanie, ko je len ¢lastoéné dekdodovanie, ked Ze nemame urcéené,
¢o sa mé priradit slovam, ktoré obsahuju tri nuly a tri jednotky.
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2.2 Informacné znaky

Jednou z moznosti zabezpecenia kodu je umelé zvysenie redundancie (nadbyto¢nosti) pri-
danim kédovych znakov ku kédovym slovam. Potom v kazdom kédovom slove budii znaky;,
ktoré nesu informéciu — informac¢né znaky a znaky, ktoré su pridané pre zabezpecenie kodu
— kontrolné znaky. Uvadzame dva priklady:

e Opakovaci kod dlzky 5:
Ako to mozeme vidiet na nasledujticej schéme, kazdé kdédové slovo obsahuje jeden
informacny a 4 kontrolné znaky:.

00000

. ¥ /_ —~ .
informacny znak  kontrolné znaky

e Kod celkovej kontroly parity dlzky 5:
Kazdé kodové slovo obsahuje 4 informa¢né a jeden kontrolny znak, ako to uvadza
nasledujtica schéma.

01001

. — \
informacné znaky kontrolny znak

Definicia 2.2.1 Nech K C T" je blokovyj kod dizky n. Ak existuje bijektivne zobrazenie
¢ vietkijch slov dizky kik < n na mnoZinu vietkijch kdédovijch slov (teda ¢ : T — K),
hovorime, Ze kod KC mad k informacnijch znakov a n — k kontrolnijch znakov. Zobrazenie ¢
nazyvame kodovanim informacnijch znakowv.

Definicia 2.2.2 Pocet kontrolnijch znakov v kode K naziyvame absolitnou redundanciou
kodu IC.

Pocet kontrolnych znakov v§ak nemusi mat velku vypovedni hodnotu o zabezpecovace;j
schopnosti kodu. Kody roznych dlzok aj pri rovnakej absolttnej redundancii mézu mat
velmi odlisné zabezpecovacie schopnosti. Preto na porovnanie vyhodnosti kodov zavadzame
novy pojem.

Definicia 2.2.3 Relativnou redundanciou R(K) kddu K nazgvame pomer poctu kontrol-
nijch znakov v kode ku poctu vsetkijch znakov v kode.

R(K) = —1-

n

n—=k k
—

Ak méame kod, kde sa nedaju jednoznac¢ne odlisit informaéné a zabezpecovacie znaky (napr.
"dva z piatich"), tak sa pojem relativnej redundancie definuje takto:
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Definicia 2.2.4 Nech je danij blokovy kéd IC dizky n s kédovou abecedou, ktord md t prvkov.
Relativnu redundanciv R(K) kédu K definujeme nasledovne:

RK) =1 — zog;uq

Casto sa pri vybere kodov udavaju poziadavky na tzv. informacny pomer.

Definicia 2.2.5 Informacnyg pomer I(K) kédu KC je definovany takto:

k
I(K)=—
(K)=",
respektive
[
1(k) = okl
n

Informac¢ny pomer teda mozno Tahko vyjadrit ako I(K) =1 — R(K).

Priklad 2.2.1 Je dang bindrny koktavy kéd dizky 6. Kolko md informacnyjch a kolko kon-
trolngjch znakov? Vypocitajte aj jeho relativnu redundanciu.

Riesenie: Vysielaju sa tri znaky, kazdy dvakrat po sebe, napr.: 010 — 001100 alebo 110 —
111100. Ide tu teda o koédovanie informaénych znakov ¢ : T3 — K a pocet vsetkych
kodovych slov je |K| = 2% = 8. Z toho dostévame:

e pocet vsetkych znakov n = 6,
e pocet informaé¢nych znakov k = 3,
e pocet kontrolnych znakov n — k = 3,

e relativna redundancia R(K) = =8 = % =

[

Definicia 2.2.6 Blokovy kéd diZky n sa nazjva systematicky, ak existuje celé ¢islo k < n
také, Ze Yvivy ... vp € TF existuje prave jedno kédové slovo vivs ... VgVkt1 - ..Uy € K.

To znamena, Ze zabezpecovacia ¢ast kddového slova je pripojena za informac¢nu cast.

Veta 2.2.1 Minimdlna vzdialenost d systematického kédu dizky n nemoze prekrocit pocet
n — k kontrolnych znakov o viac ako 1. Teda d < n —k + 1.

Dokaz: Mame blokovy kod K dlzky n. V kédovom slove si zvolime Tubovolnych k — 1
znakov v1vs ... vp_1 a oznacime Ky C K mnozinu takych koédovych slov z I, ktoré majua
prefix vivg ... vgp_1.

Potom kazdé dve slova z Ky maji spolo¢nych k — 1 znakov a teda ich Hammingova vzdia-
lenost je najviac n — (k—1) a pre minimélnu vzdialenost kodu Ky plati, ze dy < n—(k—1).
Kedze Ko C K, tak plati d S dp aodtial d<n—(k—1)=n—k+ 1. O
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O ¢om vlastne tato veta hovori?

Je tu problém pri vybere kddu — na jednej strane chceme mat v koédovom slove ¢o najviac
informaénych znakov vzhladom na dlzku (kvoli kapacitdm prenosu), no na druhej strane
potrebujeme aj ¢o najvicsie d, lebo chceme danym kédom opravit ¢o najviac chyb vznik-
nutych pri prenose. Je nutné zvolit vhodny kompromis medzi opravnou schopnostou koédu
(vyjadrenou minimalnou vzdialenostou kodu d) a kapacitou prenosu (vyjadrenou po¢tom
informa¢nych znakov k) pri danej mohutnosti koédu (vyjadrenou po¢tom kodovych zna-
kov n). Hladame kody, ktoré pri "rozumnom" pocte informacnych znakov maju relativne
jednoduchy algoritmus opravy "rozumného" poc¢tu chyb.
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Kapitola 3

Linearne kédy

Zakladnou myslienkou, na ktorej je zalozena teéria bezpec¢nostnych kédov, je pouzitie al-
gebraickych operécii na nejakej kodovej abecede. Kedze kodova abeceda je vzdy konecné,
aj Struktury, s ktorymi budeme pracovat, budi konecné struktury a operécie, ktoré budeme
pouzivat, budu zaloZené na modularnom sé¢itani a modularnom nasobeni. KedZe sa pouZi-
vaju blokové kody dlzky n, tak kodové slova st n—tice vytvarané z prvkov kodovej abecedy
a princip pocitania s kédovymi slovami je taky, ako pocitanie s algebraickymi vektormi.

Zakladné pravidla pocitania s kddovymi slovami

Nech je dana kodova abeceda T' = {0,1,2,...,m—1} s m prvkami a nad hou zostrojena
mnozina 1" vSetkych usporiadanych n—tic vytvorenych z prvkov kédovej abecedy, jej prvky
budeme nazyvat slova. Lubovolni podmnozinu K € T" nazyvame kodom a jej prvky
nazyvame kodové slova.

e Slovo je usporiadana n—tica a budeme ho chapat ako algebraicky vektor s n stradni-
cami.

e Suctom dvoch slov u,v € T" rozumieme slovo u+v = (ujus ... u,)+ (V1v2... v,) =
((u14v1)(ug+vs) ... (u,+wvy,)), kde jednotlivé suradnice s¢itavame modularne podla
modulu m.

e Skalarnym nasobkom (skratene len nasobkom) slova u € T" &islom a € T rozumieme
slovoa-u=a-(ujus... u,) = ((a-uy)(a-uz)... (a-uy,)), kde jednotlivé suradnice
nasobime modularne podla modulu m.

e Linearnou kombinaciou slov u,v € T" nazyvame n—ticu w, ze existuju ¢isla a,b € T
také, Zew =a-u+0b-v.

e Skalarnym suc¢inom dvoch slov w,v € T™ rozumieme slovo u - v = (ujug... uy,) -
(vvg... vy) = (up - vy +ug - vy + ... + uy,-v,), kde jednotlivé siradnice sé¢itavame,
resp. nasobime modularne podla modulu m.

35



Kodova abeceda T'= {0,1,2,...,m — 1}, kde m je prvoéislo spolu s operaciami modu-
larne s¢itanie a modularne nasobenie tvori pole (¢itatel si to moze overit pozijac Kapitolu
1.1.2)).

Da sa tiez dokéazat, ze mnozina T spolu s vysSie definovanymi operaciami "stucet dvoch
slov" a "nasobenie slova ¢islom" je linearnym priestorom nad polom 7' = {0,1,2,...,m —
1}, ak m je prvoéislo.

Najbeznejsie pouzivanymi kodmi st binarne kody a kedZe 2 je prvodéislo, tak ({0, 1}, +, -)
je pole. Mnozina vSetkych binarnych n znakovych slov {0,1}" s vyssie definovanym stc-
tom slov a nasobenim ¢islom je linedrnym priestorom nad polom ({0,1},+,-). Platia na
nej teda vsetky tvrdenia a vztahy, ktoré platia pre linearne priestory.

Odteraz, ak budeme pracovat nad nejakou kdédovou abecedou, vzdy budeme pouzivat
modulérne s¢itanie a nasobenie, aj ked ich budeme oznacovat +,-. Ak budeme uvazovat o
slovach, resp. kodovych slovach, budeme pouzivat operacie stucet slov a nasobenie ¢islom a
budeme ich oznacovat tiez -+, -.

3.1 Zakladné vlastnosti linedrnych kédov

Definicia 3.1.1 Nech je dand kddovd abeceda T'={0,1,2,...,m—1}, kde m je prvocislo.
Blokouvy kéd K C T™ dizky n sa nazyjva linedrny kdd, ak pre lubovolné kiédové sloviu,v € K
a pre lubovolné a,b € T je linedrna kombindcia a -u + b - v tieZ kédovym slovom, teda aj
(a-u+b-v) e K.

Poznamka: Takto definovany linedrny kod tvori tiez linearny priestor, presnejsie podpriestor
linearneho priestoru 7™ a platia pre neho vSetky vlastnosti linearnych priestorov.
Trivialnym nazyvame:

e kod obsahujiuci len kodové slovo s nulovymi zlozkami — K = {000...0},
e kod obsahujuci vsetky mozné n—tice — KC = T™.
Trividlne kody su prakticky nepouZitelné.

Veta 3.1.1 KaZdé kodové slovo linedrneho kodu IC je mozné vytvorit ako linedrnu kombi-
ndciu ych kodovijch slov.

Definicia 3.1.2 Hammingovou vdhou slova uw nazijvame pocet nenuloviych znakov v slove.
Oznacujeme ju ||ul|.

Z vlastnosti linedrnych priestorov vyplyva, ze v mnozine vSetkych kédovych slov line-
arneho kodu vieme najst taki minimalnu mnozinu kédovych slov, ze hocijaké kodové slovo
toho kodu vieme zostrojit ich linedrnou kombinaciou.

Definicia 3.1.3 Nech je dand kédovd abeceda T ={0,1,2,...,m — 1}, kde m je prvocislo
a linedrny kod IC C T". Minimdlnu podmnoZinu B = {by,ba, ... by} kddovych slov daného
kodu taku, Ze vsetky kodové slova vieme zostrojt ako ich linedrnu kombindciu, nazyvame
bazou linedrneho kodu IC.
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Hovorime tiez, Ze baza generuje (vytvara) kod. Kod moze generovat aj ind, nie mini-
malna mnozina, no z nej sa potom vzdy da vybrat béaza.

Priklad 3.1.1 Ndjdite nejaki bizu bindrneho koktavého kédu dizky 6.

Riesenie: Mnozinu kodovych slov tvori osem slov {000000, 110000, 001100, 001111, 111100,
110011,000011,111111}. D4 sa zostrojit niekolko béz, jednou z nich je napriklad tato
{110000,001100,000011}. Hocijaké iné kodové slovo vieme zostrojit ako linedrnu kombina-
ciu (v tomto pripade ako sucet) bazovych kodovych slov.

Désledok 3.1.1 Slovo tvorené len nulovimi zlozkami (00...0) musi byt kédovym slovom
kazZdého linedrneho kodu.

Doésledok 3.1.2 V linedrnom kdde je minimdlna vzdialenost d rovnd minimdlne; vdhe
nenulového kédového slova, teda
d = min,ei|vl].

Definicia 3.1.4 Majme linedrny kod K. Pocet kodovich slov v lubovolnej bdze toho kddu
nazyvame dimenziou kodu a oznacujeme k.

Veta 3.1.2 Pocet kodovijch slov v baze B linedrneho kodu K je rovny poctu informacnijch
znakov v jednotlivijch kodovijch slovdch.

Dékaz: Zvolime si Tubovolnt bazu B = {by,by,...,b;} linearneho kédu dlzky n, ¢o zna-
mena, ze dimenzia je rovna k.

Kazdé kodové slovo je mozné zapisat v tvare w = uiby + usby + - - - + upby, pre prave jednu
k—ticu uiusg . . . ug.

Dostali sme tak zobrazenie ¢ : T* — K (je to kédovanie informac¢nych znakov) dané
predpisom ¢(ujus ... ux) = uihy + ugbs + -+ + ugby, ¢o podla definicie znamena, ze
dany koéd ma pocet informacnych znakov rovny k, rovnako ako dimenziu. O

Definicia 3.1.5 Nech je dany linedrny kid K. Ak je diZka kédovijch slov n a dimenzia
kodu je rovnd k, tak kod KK nazgvame linedrny (n, k)-kdd.

3.2 Kontrolna a generujiica matica

3.2.1 Kontrolna matica

Z linearnej algebry a vlastnosti linearnych priestorov vieme, ze vSetky rieSenia homogennej
stustavy rovnic tvoria linearny priestor. Kvoli dekdédovaniu a samoopravnym schopnostiam
kodov sa javi ako vyhodné vyjadrit kody ako mnoziny rieSeni sistavy linearnych rovnic.
Poktsime sa o to pri niektorych znamych kédoch:
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Binarny kod celkovej kontroly parity dizky 5:

Kedze tento kod je tvoreny vSetkymi 5 znakovymi binarnymi slovami, v ktorych je
parny pocet jednotiek, je zrejme, ze sucet vSetkych kdédovych znakov v Tubovolnom
kodovom slove je 0. Naopak, sucet vSetkych kodovych znakov v Tubovolnom nekddo-
vom slove je 1. Pre kazdé kodové slovo vivov3v4v5 plati,

U1+U2+U3+U4+’U5:O‘

Vo vieobecnosti v binarnom kéde celkovej kontroly parity dlzky n pre kazdé kodove
slovo vyvs ... v, plati,
v1+ve+---+wv, =0.

Binarny opakovaci kod dizky n:
Tento kod je tvoreny vsetkymi n znakovymi bindrnymi slovami, v ktorych su vSetky
znaky rovnaké — jednotky alebo nuly. Kazdé kodové slovo teda musi vyhovovat siistave

rovnic:
v +v2 =0
V1 + U3 = 0
v+ v, =0

Thto ststavu mozno zapisat v tvare matice:

110 0(0
1 01 0]0
1 0 0 . 110
Respektive:
110 0(0 1 10 . 0 vy 0
1 01 0(0 1 01 . 0 Vg 0
% =
100 ... 1]0 1 00 1 Up 0
Teda symbolicky zapiSeme:
H-v' =07,

kde H je matica danej ststavy rovnic (nie rozsirena matica), v? je kédové slovo
zapisané do stlpca a 07 je nulovy stlpcovy vektor.

Definicia 3.2.1 Nech je dany linedrny kéd K dizky n popisany sustavou homogénnych

linedrnych rovnic. Potom matica H, zostrojend tak, Ze riadky tvoria koeficienty rovnic
daného kodu, sa nazijva kontrolnou maticou linedrneho kodu IC.
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Teda Tubovolné slovo v = v1v,...v, dlzky n je kodovym slovom prave vtedy, ak spliia
rovnicu H -v” =07,

Priklad 3.2.1 Je danyg bindrny koktavy kéd dizky 6. Popiste ho rovnicami a zapiste jeho
kontrolni maticu.

Riesenie: Ide o kod, kde je vzdy kazdy kodovy znak vysielany dvakrat po sebe, teda vzdy
dva po sebe iduce znaky su rovnaké a potom ich sicet je 0. Takze sustava toho kédu je:

Ul+1}2:0
?}3+U4:O
U5+U6:O
a kontrolné matica je
110 0 00
H=1001100
000011

Priklad 3.2.2 Je dany terndarny kod pomocou kontrolnej matice
01 210
i = ( 01 201 ) ’
Zistite, ¢i slovo v1 = 12201 a slovo vo = 01022 su kodovym slovom daného kodu.

Riesenie: Bez toho, aby sme museli vypisat mnozinu v8etkych kodovych slov a potom dané
slova s nou porovnat, vieme jednoducho uréit, ¢i st alebo nie st kédové. Dosadenim do
riadkov matice dostéavame:

® pre v;:

0-1+1-24+2-24+1-0+0-1=0
0-1+1-24+2-24+0-0+1-1=1

® pre vs:

0-0+1-1+2-0+1-2+0-2=0
0-0+1-1+2-0+0-2+1-2=0

Z toho vyplyva, Ze v; nie je kodovym slovom, zatial ¢o vs je kodovym slovom.
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3.2.2 Generujica matica

V definicii je zadefinované kodovanie informac¢nych znakov. Teraz sa na chvilu zasta-
vime pri tom, ¢o znamena kédovanie informacnych znakov linearnym koédom.

Uvazujme binarny linearny (n, k)-kod a majme nejaka jeho bazu B = {by, by, ... by}.
Hocijaké koédové slovo v sa da zapisat ako linearna kombinécia bazovych slov: v = a1by +
asbo+- - 4apby, kde ay, as, . .., ar € {0, 1}. Téato rovnica linedrnej kombinécie sa da prepisat

v maticovom tvare:

(&1 as ... Clk)' . :(Ul Vo ... 'Un):’l).

Usporiadant k-ticu (ajas . . . a;) mozno povazovat za informacné slovo prislichajice kodo-
vému slovu v.

Definicia 3.2.2 Matica zostrojend z bazy linedrneho kodu tak, Ze prvky bazy tvoria riadky
matice, sa nazyva generujuca matica kodu a oznacujeme ju G.

Pozndmka: Pre jeden kdéd moze existovat viac baz, a teda aj viac generujucich matic.
Rovnica a - G = v popisuje samotny algoritmus koédovania informa¢nych znakov, kde:

e a = (ajay...a) je vstup (informacné slovo),
e (G je generujica matica kodu,
o v = (V10y...0,) je vystup (kodové slovo).
Kod je teda jednoznac¢ne dany svojou generujiicou maticou.

Veta 3.2.1 Vzdjomnd vgmena riadkov generujicej matice kodu, pripocitanie riadku matice
k inému riadku a viymena stlpcov matice nemd vplyv na zabezpecovaciu schopnost kodu.

Takymito tpravami vieme ziskavat dalsie kody ekvivalentné s povodnym kdédom. Ekvi-
valentny v tomto zmysle znamena s rovnakou dimenziou a s takou istou zabezpecovacou
schopnostou.

Veta 3.2.2 Linedrny (n, k)—kod je systematicky prave vtedy, ak md generujicu maticu v
tvare G = (E|P), kde E je jednotkovd matica rozmeru k x k a P je lubovolnd matica
rozmeru k x (n — k).

Veta 3.2.3 Kazdy linedrny kod je ekvivalentny s nejakym systematickym kodom.
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Priklad 3.2.3 Je dang bindrny koktavy kod pomocou generujicej matice. Ndjdite k nemu
ekvivalentny systematicky kod.

110000
G=(001100
000O0T1T71

Riesenie: V generujicej matici vymenime druhy stipec so stvrtym a treti s piatym a do-
stdavame maticu v tvare G = (E|P), ¢o je matica ekvivalentného systematického kodu.

Gy =

O O
O = O
— O O
OO =
O = O
= O O

3.2.3 Vztah medzi kontrolnou a generujticou maticou

Nech je dany linearny (n, k)-kod.
Vieme, Ze pre kontrolnt maticu plati: H -v7 =07 = v- H' =0.
Tiez vieme, Ze pre generujicu maticu plati: a - G = v.
a-G=v /-H"
a-G-H' =v-H"
a-G-H =0

KedZe to ma platit pre vietky kodové slova, tak a # 0 a teda G - H' = 0. RozpiSeme to:

g1 g1-hi g, hy .. g -h
G.HT = 9.2 '(hlh2---hn—k): 92:h1 921h2 gz'ﬁn—k o
ék gk:hl gk:hg gk-}zn_k
a odtial dostavame, Ze pre skalarne suciny plati:
g hj=91 -hj1 +gi2-hjo+ -+ gin-hjn =0, (3.1)

pre vietky i € {1,2,... k}aje{l,2,...,(n—k)}.

Priklad 3.2.4 Je dany terndrny linedrny kod pomocou generujicej matice. Ndjdite jeho
kontrolni maticu.

11
G=101
11

OO =

1
1
0

o = O
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Riesenie: Rozmer generujucej matice je 3 x 5, teda je to (5, 3)-kod a kontrolna matica bude
mat rozmer 2 X 5. Je to ternarny kod, z toho vyplyva, Ze vSetky operécie vykonavame podla
modulu 3. Z rovnice dostavame, ze I'ubovolny riadok h; = hjihjoh 3h sh;5 kontrolnej
matice vyhovuje rovniciam:

hjl + hjz + hjg + hj4 =0
hjg + hj4 + hj5 = 0
h]’l + hjg = 0 / + 2R1

Danti ststavu upravime na stupiiovity (lichobeznikovy) tvar.

hjl + hjg + hj3 + hj4 =0
th + hj4 + hj5 == 0
thg + 2h]4 - 0

Dostavame ststavu troch rovnic s piatimi neznamymi, a teda rieSenie bude obsahovat dva
volitelné parametre. KedZe vieme, Ze kontrolnd matica mé mat dva riadky hq, hs, tak
parametre hjs a hjs volime dvakrat.

1. Zvolime, nech hiy = 1 a hy5 = 0. Postupnym dosadenim do vSetkych troch riadkov
stustavy dostavame, ze hi; = 2, h1s = 2 a hy3 = 1. Dostédvame prvy riadok kontrolnej
matice (22110).

2. Zvolime, nech hoy = 0 a hos = 1. Postupnym dosadenim do vSetkych troch riadkov
sustavy dostavame, ze hoy = 1,hgs = 2 a hog = 0. Takto méame aj druhy riadok
kontrolnej matice (12001).

Kontrolna matica dané¢ho kodu je:
22110
H= ( 1 2001 ) ’
Pre systematické kody sa da odvodit jednoduchsi spdsob urcenia kontrolnej matice,
pretoZze maji generujicu maticu v tvare G = (E|P).

Veta 3.2.4 Linedrny kod s generujicou maticou v tvare G = (E|P) md kontrolni maticu
H = (—PT|E"), kde E a E' si jednotkové matice prislusného rozmeru a PT je transpono-
vanou maticou k matict P.

Priklad 3.2.5 Nasledujicou generujiicou maticou je dany systematicky bindrny linedrny
kod. Ndjdite jeho kontrolni maticu.

G:

o O =
O = O
_ o O
O~
—_ o O



RieSenie: Maticu rozdelime na c¢asti F a P.

G —

o O =
[ )
_ o O

10
10
0 1

Kontrolné matica bude mat rozmer 2 x 5. Prislusné E’ bude rozmeru 2 x 2 a —PT bude
rozmeru 2 X 3.
1 1 01 0
H = ( 00 1|01 ) ’

Priklad 3.2.6 Nasledujicou generujicou maticou je dany bindrny linedrny kod. Ndjdite
jeho kontrolni maticu.

1 0100
G=111001
10010

Riesenie: Kedze matica G nie je v tvare G = (E|P), nie je na prvy pohlad zrejmé, ¢i
ide o systematicky kod. Kontrolni maticu by sme teda mali hladat ako v priklade [3.2.4]
Vieme vsak, Ze generujica matica je tvorend prvkami bazy. Pre jeden kod vsak mozu
existovat viaceré bazy. Teda jeden a ten isty kod moze byt ur¢eny viacerymi generujicimi
maticami. Dalsie generujice matice dostaneme z uz znamej matice pomocou ekvivalentnych
riadkovych maticovych tprav.

Takto dantt maticu vieme riadkovymi tipravami previest na tvar G = (E|P).

10100 10100 10010
11001 }~1011O01]|~1010T171
1 0010 00110 00110

Mozeme vidiet, ze dany kod je predsa len systematicky a z takto ziskanej generujucej
matice lahko vytvorime kontrolnt maticu:

1 1110
H= ( 0100 1)'
Definicia 3.2.3 Nech je dany linedrny (n,k)-kod K C T". Kod K+ C T" nazjvame

dudlnym kédom ku kédu K, ak obsahuje vsetky v € T" také, Ze Yu € K a Yo € K+ plati
u-v=0.

Ozna¢me generujicu a kontrolni maticu koédu I symbolmi Gy, Hx a generujicu a kon-
trolni maticu kodu K+ symbolmi Gy1, Hir. Ak vynasobime Gy - GE, dostdvame maticu,
ktorej prvkami budi skalarne st¢iny kodovych slov z kodu K a kodovych slov z kodu K+,
KedZe z definicie pre Vu € K a pre Yo € K plati u - v = 0, tak dostavame nulovii
maticu. Z toho je v8ak zrejmé, ze generujica matica kédu K je kontrolnou maticou kédu
ICt. Podobne moZzeme ukazat, Ze naopak kontrolna matica kodu K je generujticou maticou
kodu Kt. Tieto tvrdenia zhrnieme v nasledujticej vete.
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Veta 3.2.5 Nech je dany linedrny (n,k)-kod K C T". K nemu dudlny kod K+ C T" je
(n,n — k)-kddom a plati:
G = Hxro N He = Gy

Priklad 3.2.7 Je dany bindrny kdéd pomocou generujicej matice. Ndjdite k nemu dudlny
kod (jeho generujicu maticu).

11
G=101
10

_ o O

1 11
100
111

Riesenie: KedZe kontrolna matica H daného kédu je zaroven generujicou maticou G*
dualneho kodu, tak staci najst ju. Kedze dané generujica matica nie je v tvare G = (E|P),
sktisime, ¢i ju vieme na taky tvar upravit riadkovymi tpravami, teda ¢i je to systematicky
kod.

110111 110111 110111 1 000
06010100]~01010O0]~1010100]~101H01
101111 011000 001100 0011
Je to teda systematicky kod s generujticou maticou
100011
G=1010100
001100

a jeho kontrolntt maticu zapiSeme Tahko v tvare H = (—PT|E’), takze

100011
H=G*=[ 010100
001100

V predchadzajucom priklade si mozeme vSimnut, Ze generujica matica kodu je taka
ista ako kontrolné, teda také isté, ako generujtica matica dualneho kodu.

Definicia 3.2.4 Linedrny kod K sa nazijva samodudlny, ak K+ = K.

Jeho generujica matica je zaroven kontrolnou maticou.
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3.3 Deko6dovanie linearnych kédov

K dekoédovaniu linearnych kédov sa pouzivaji dva hlavné sposoby:
e Standardné dekdédovanie,

e urychlené dekédovanie pomocou syndromov.

Definicia 3.3.1 Nech je informacnym kandlom vyslané kédové slovov = vivs ... v, € K a
prijaté slovo w = wiws . .. w, € T". Chybovym slovom nazyvame slovo e = ejey...e, € T"
také, Zee =w — v, resp. e + v = w

Je zjavné, ze v chybovom slove sa nenulovy znak objavi na tych miestach, kde nastala
chyba pri prenose. Ak chyba nenastala, chybovym slovom bude nulové slovo (00...0).

Ak by chybové slovo e bolo kodovym slovom, tak e +wv by tiez bolo kédovym slovom a
linedrny kod by takito chybu neobjavil. Linedrny kod objavuje len tie chyby, pri ktorych
chybové slovo nie je kddovym slovom.

Oznacenie: Nech méme slovo @ € T™ a mnozinu U C T™. Symbolom a + U budeme
oznacovat mnozinu {a + ulu € U}.

Teda mnozina {a +u|u € U} je takd mnozina, ktora dostaneme z mnoziny U pripo¢itanim
slova a ku kazdému prvku mnoziny U.

Definicia 3.3.2 Nech je dany linedrny kéd KK C T™ a slovow € T". Triedou slova w podla
kodu K nazgvame mnoZinu w + K.

Priklad 3.3.1 Je danyg bindrny linedrny (5, 3)— kdd pomocou nasledugicej generujicej ma-
tice. Najdite triedy slov: wy = 10001, wy = 11001, ws = 01101, w4, = 01000.

10000
G=(01001
00111

Riesenie: Kedze ide o binarny (5,3)— kod, pocet kodovych slov je 23 = 8 a vietky kodové
slova dostaneme ako vSetky rozne linearne kombinécie bazovych slov: I = {00000, 10000, 01001, 00111,
11001,10111,01110,11110}. Triedami su:

e pre w; = 10001: w; + K = {10001,00001, 11000, 10110, 01000, 00110, 11111, 01111},
e pre w, = 11001: w, + K = {11001, 01001, 10000, 11110, 00000, 01110, 10111, 00111},
e pre wy = 01101: w3 + K = {01101, 11101, 00100, 01010, 10100, 11010, 00011, 10011},

e pre wy; = 01000: wy + K = {01000, 11000, 00001,01111, 10001, 11111, 00110, 10110}
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Vsimnime si, ze wo +K = K aw, € K. f)alej wy + K = w,+ K. Ak urobime rozdiel w, —w,,
dostaneme kodové slovo. Ak urobime rozdiel lubovolného prvku z wy + K a Tubovolného
prvku z w,y+IC, tiez vzdy dostaneme kodové slovo. Naopak, ak urobime rozdiel lubovolného
prvku z w; + K a Tubovolného prvku napriklad z w3 + KC, nikdy nedostaneme kodové slovo.

Pozorovanim dojdeme k niekolkym vlastnostiam tried slov podla daného kodu, ktoré
uvadzame bez dokazov:

e Trieda kodového slova tvori samotny kod.

Trieda nekédového slova neobsahuje ziadne kddové slovo.

e Mozu existovat zhodné triedy réoznych nekoédovych slov.

Pocet prvkov kazdej triedy podla daného kodu je zhodny s poctom koédovych slov
kodu.

Dve rozne triedy st navzajom disjunktné, teda nemozu existovat dve rézne triedy,
ktoré by mali spolo¢né len niektoré prvky.

Veta 3.3.1 Pre q—drny linedrny (n, k)-kdd je pocet tried podla daného kodu rovny q"*.

Definicia 3.3.3 Reprezentantom triedy w + K nazgvame také slovo danej triedy, ktoré mda
najmensiu Hammingovu vdhu. Ak je slov s najmensou Hammingovou vdhou v triede viac,
vyberieme lubovolné z nich. Budeme ho oznacovatl r.,,.

Dosledok 3.3.1 Reprezentantom kodu je nulové slovo.
Priklad 3.3.2 Ndjdite reprezentantov tried wy + K, way + K a w3 + K z prikladu[3.3.1]
Riesenie:

e Reprezentantom w; + K je 00001. (No moZe byt aj 01000.)

e Reprezentantom ws + K je 00000, lebo je to kod.

e Reprezentantom ws + K je 00100.

Standardné dekédovanie — algoritmus:
Nech je vyslané slovo v € K.

1. Prijme sa slovo w € T". Ak w € IC, tak je prehlasené za vyslané slovo a v = w.
2. Ak w ¢ K, tak vyhladame triedu, do ktorej patri a nédjdeme jej reprezentanta r,.

3. Odpocitame w — r,,, ziskame tak kodové slovo, ktoré prehlasime za vyslané slovo.
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Dekoédovanie § mozeme zjednoduSene zapisat rovnicou:
v=0(w) =w —r,.

Tabul'ka Slepianovho standardného rozmiestnenia:

Postup dekdédovania sa d& prehladne znazornit tabulkou Slepianovho Standardného
rozmiestnenia. Najprv popiSeme niektoré jej parametre a zakonitosti:

Nech je dany g—arny (|7| = ¢) linearny (n, k)-kod.

e Existuje tu ¢"* réznych tried, teda tabulka bude mat ¢"* riadkov, v prvom riadku
bude samotny kod.

e KedZe v kazdom dalom riadku st uvedené slova prislusnych tried, tabulka bude
mat ¢* stlpcov.

e Poradie v riadkoch je volené tak, ze prvy v riadku bude vzdy reprezentant a za
nim dalsie slova budt umiestnené podla poradia slov v prvom riadku, ku ktorym sa
pripocitaval reprezentant.

e Dekddovanie prebieha tak, Zze prijaté slovo vyhladame v tabulke a priradime mu ako
vyslané to slovo, ktoré stoji v tom istom stlpci, ale v prvom riadku.

Vysledné tabulka Slepianovho standardného rozmiestnenia pre ¢g—arny linearny (n, k)-kod
vyzera nasledovne:

’ H reprezentant ‘ ‘ ‘ H
kod IC ro=200...0 V1 Vs Vg
trieda Kl r ry+v L+ Vo T1 —f—’l)qk
trieda Ko ro ro + v, Tro + Vo To + Vgk
trieda K n—« Tyn—k Tk + V1 | Tynk + V3 . Tyn—k + Vgk

Veta 3.3.2 Standardné dekédovanie (kod) spolahlivo opravuje prdve tie chybové slovd,
ktoré su reprezentantmai tried.

Veta 3.3.3 Kazdé standardné dekddovanie § je optimdlne v tom zmysle, Ze Ziadne iné
dekodovanie neopravuje vicsiu mnozinu chybovych slov.

Pre bezne pozivané kody je pouzitie Standardného dekddovania dost zlozité. Napriklad pri
binarnych kédoch dlzky n = 64 by sa muselo prehladavat 264 slov dlzky 64, ¢o je znacne
zdlhavé. Toto dekodovanie sa znaéne urychli pouzitim kontrolnej matice kodu a zavedenim
tzv. syndrémov.

Definicia 3.3.4 Nech je dany q—drny linedrny (n,k)-kod K a jeho kontrolnd matica H.
Pre kazdé slovo w € T™ definujeme syndrom slova ako slovo 8, = s15y...s, € T* ziskané
nasledujiicim predpisom 8, = w - HT .
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Je zrejmé, ze pre vSetky kodové slova je syndréom nulovy. Princip urychleného dekédovania
pomocou syndréomov je zalozeny na nasledujiicej vete.

Veta 3.3.4 Vsetky slovd patriace do rovnakej triedy maji rovnaky syndrom.

Dokaz: Inak povedané, vsetky slova v danej triede maja taky isty syndrom ako reprezentant
triedy, teda ako prislusné chybové slovo.

Nech vysleme kodové slovo v a prijme sa slovo w = v +r,,. Vieme, ze v- H' = 0. Z toho
dostavame:

sp=w-H =@w+r,) H =v-H +r, -H =0+r,-H =r,-H =s,,.

Urychlené dekédovanie pomocou syndrémov — algoritmus:
Najprv si ndjdeme reprezentantov vSetkych tried a vypocitame ich syndromy.

trieda Ky | Ky |...|Kjp»
reprezentant || ry | T2 | ... | Tgnk
syndrom 81 | 82 | ... | Sk

1. Prijme sa slovow € T". Ak w € K, tak je prehlasené za vyslané slovo a v = w.
2. Ak w ¢ K, tak vypocitame syndrém s, = w - HT.

3. Podla syndromu vyhladdame v tabulke prislusného reprezentanta r.,,.

4. Dekodujeme podla predpisu v = d(w) = w — 71,.

Priklad 3.3.3 Je dany bindrny linedrny kod nasledujicou generujicou maticou. Pomocou
syndromov dekodugte slovd wy = 10111 a w, = 00101.

11111
G=101111
11000

Riesenie: Je zrejmé, ze je to (5,3)-kod a tak pocet tried bude 4. Z generujicej matice
vypocitame kontrolnt maticu
0
1

Vyberieme reprezentantov tried tak, zZe postupne vyberame slova s ¢o najnizsou Hammin-
govou vdhou a vypoéitame ich syndromy podla vzorca s, = w - H'. Ak nidm vznikne
syndrom, aky sme uZ predtym dostali, slovo nebude reprezentantom dal3ej triedy. Pokra-

c¢ujeme dovtedy, kym nedostaneme vSetky mozné syndréomy. V tomto priklade ich bude
2573 = 4,

1
1

11111 1 1
01111 |=120 0
11000 0

O = =

1 11 10000 0 0
111 ])]=10120S0260 :>H:<OO
1 11 00111
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trieda K, K, K3 Ky
reprezentant || 00000 | 00001 | 00010 | 00100
syndréom 00 01 10 11

Pre slovad w, a wy vypocitame syndréomy:

si=w-H'=(10111)-:

O~ = O O
_ o R O O
I
—

(@)

(@)

N—

ss=wy-H ' =(0 010 1)-

—__ 0 O
—_ O = O O
I
—

—_

(e}

S—

0

Syndrém slova w je nulovy, a to znamena, Ze je to kodové slovo. Syndrom slova ws je (1 0)
a teda toto slovo nie je kodovym slovom a patri do triedy Kj3. Dekdédujeme ho nasledovne:
d(wy) =wy —r3 = 00101 — 00010 = 00111. Toto slovo bolo vyslanym kédovym slovom.

3.4 Perfektné kody

Doteraz sme sa zaoberali kodmi, ktoré boli linearne a opravovali t—nasobné chyby pre
nejaké t. Nebrali sme do uvahy redundanciu danych kédov. Teraz sa zamerame na kody
opravujuce t—nasobné chyby s najnizSou redundanciou — perfektné kody.

Definicia 3.4.1 Linedrny kod nazyvame perfektnym kodom pre t—ndsobné opravy, ak mno-
Zina vsetkijch slov, ktoré maji Hammingovu vdahu najviac t, tvori systém reprezentantov
jeho tried.

Pozndmka: Takyto kod je schopny opravit kazda t—nésobnu chybu v prijatom slove a na-
vySe ma najmensiu mozni redundanciu zo vSetkych kédov schopnych opravovat t—nasobné
chyby.

Veta 3.4.1 Bindrny linedrny kéd opravuje jednoduché chyby prdve vtedy, ak stlpce jeho
kontrolnej matice si nenulové a navzdjom rozne.

Veta 3.4.2 Jedingmi netrividlnymi lindrnyma bindrnymai perfektnymai kodms si nasledujiice

kody:
1. Hammingov kod pre opravu jednoduchijch chijb,

2. Golyaov kod pre opravu trojndsobnijch chijb,
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3. opakovaci kod dizky 2t — 1 pre t-ndsobné chyby, kde t € N.

Samozrejme, myslia sa tym aj kody s nimi ekvivalentné.

V literattre sa dé najst podobnéa kategorizacia aj pre rozne ¢—arne kody. Opakovaci kod
sme uz popisovali, Golayov kod je cyklickym kdédom a budeme sa mu venovat pri cyklickych
kodoch. Teraz si zadefinujeme Hammingov kod a popiSeme jeho vlastnosti.

3.4.1 Hammingove binarne koédy

Definicia 3.4.2 Bindrny linedrny (n, k)-kod sa nazgva Hammingovgm kédom, ak md kon-
trolni maticu, ktorej stlpce tvoria vsetky nenulové bindrne slovd dizky n — k a neopakuju
sa.

Priklad 3.4.1 Zapiste kontrolni maticu Hammingovho (7,4)-kddu, urcte pocet tried, vy-
piste reprezentantov a syndromy pre kaZdi triedu.

Pozndmka: Kontrolna matica ma mat rozmer (n — k) x n, teda 3 x 7 a vietky stIpce maju
byt nenulové a navzajom rozne.

H =

_ o O
O = O
)

1111
0011
0101

Vsetkych tried bude 2% = 8. Podla vety kod opravuje prave tie chybové slova,
ktoré sii reprezentantmi tried, navyse tento kod je perfektny pre jednoduché opravy, takze
reprezentatmi buda vSetky binarne 7 znakové slovd s Hammingovou vahou 1. Reprezenten-
tom samotného kodu je nulové slovo. Syndréomy prislusnych tried vypocitame vynasobenim
reprezentanta triedy kontrolnou maticou podla s; =r; - H”.

trieda K= KO K1 K2 K3 K4 K5 K6 K7
reprezentant | 0000000 | 1000000 | 0100000 | 0010000 | 0001000 | 0000100 | 0000010 | 00000001
syndrom 000 001 010 011 100 101 110 111

Cielom dalsej analyzy bude najst vztah medzi po¢tom vSetkych znakov a poc¢tom
informaé¢nych (resp. kontrolnych) znakov v Hammingovom binédrnom kode. Inak povedané,
chceme zistit, pre aké n a k sa Hammingov kéd da zostrojit.

Nech je dany binarny (n, k)-kod. Jeho kontrolné matica je rozmeru (n — k) X n, teda
mé (n — k) riadkov a n stlpcov. Aby to bol Hammingov kod, stipcami musia byt vietky
nenulové binarne slovéa dlzky n—k a ziadne z nich sa neméze opakovat. Vetkych nenulovych
binarnych slov dlzky n — k je 2% — 1, a teda tol'ko stlpcov ma kontrolna matica. Z toho
vyplyva vztah n = 2"% — 1. Ak navyse polozime n — k = [, tak dostavame n = 2! — 1 a
k = 2! — 1 —1. Uvedieme tabulku niekol'kych prvych Hammingovych binarnych kédov. Pre
porovnanie uvidzame aj ich redundancie.

n 3 7 15 31 | 63
k 1 4 11 26 | 57
R | 0,6710,43 10,27 ]0,16 | 0,1
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Pozndmka: Kazdy linearny (2! —1,2! — [ — 1)-k6d s minimalnou vzdialenostou aspoii 3 je
Hammingov.

Dekédovanie Hammingovym binarnym kédom

Hammingov kod je z hladiska dek6dovania velmi efektivny, dekdduje velmi rychlo. Z
definicie vieme, 7Ze stlpce kontrolnej matice tvoria vietky nenulové binarne slova dlzky
n—k a neopakuji sa. Usporiadame ich tak, aby tvorili bindrny rozvoj éisel 1,2,...,2" % —1
v tomto poradi. Dekédujeme takto:

1. Je vyslané kédové slovo v, prijme sa slovo w.

2. Pomocou kontrolnej matice vypocitame jeho syndrom s,,, ktory je bindrnym rozvo-
jom niektorého z ¢isel 0,1,2,...,2" % — 1, ozna¢me ho 1.

3. V prijatom slove w zamenime ity znak a dostaneme vyslané slovo v = §(w).
4. Ak syndrom bol nulovy, tak é(w) =w = v
Veta 3.4.3 Uvedené dekidovanie je spravne v pripade jednoduchej chyby.

Priklad 3.4.2 Pouzitim Hammingovho (15,11)-kddu dekodujte nasledujice prijaté slovd:
w; = 110011001100110, w, = 101101000011010, w3 = 001001000000001.

Riesenie: ZapiSseme kontrolni maticu daného kodu tak, aby stlpce postupne tvorili binarny
rozvoj ¢isel 1,2,...,15.

_ o O O
o= O O
_ -0 O
—_— O = O
O~ = O
—_ == O
_ o O
O~ O

1
0
1
1

OO = O
o O O =
O O ==
_ O =
O~ B~ =
— = =

o sy =w; - HT = 0110 ~ 22 + 2! = 6 = §(w;) = 110010001100110,
o sy =wy- HT = 1001 ~ 22 + 2! = 9 = §(w,) = 101101001011010,
o 55 =ws- HT = 1010 ~ 22 + 2! = 10 = §(w3) = 001001000100001.

Veta 3.4.4 Hammingove bindrne kdody siu perfekiné kody pre opravy jednoduchijch chyb.
Navyse kazdy perfektny bindrny kod pre jednoduché opravy je Hammingov.

Definicia 3.4.3 Rozsirenym Hammingovym kodom nazgvame bindrny kod, ktory vznikne
2z Hammingovho kodu jeho rozsirenim o znak celkovej kontroly parity.

Ak je vvs . .. v, ko6dovym slovom Hammingovho kodu, tak slovo vyvs . .. v,v,11 je kodovym
slovom rozsireného Hammingovho kodu, ak vy +ve + -+ - + v, = vp1q

Veta 3.4.5 Rozsireny Hammingov kod md mainimdlnu vahu 4.
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3.4.2 Hammingove g—arne kédy

Veta 3.4.6 Linedrny q—drny kéd opravuje jednoduché chyby prdve vtedy, ak Ziaden stlpec
kontrolnej matice nie je (skaldrnym) ndsobkom iného stlpca.

Znamena to, ze ak h je stlpcom kontrolnej matice takého kodu, tak i - h, pre kazdé i =
0,1,...,9—1, nie je stlpcom tej istej kontrolnej matice. Téato veta ndm poskytuje sposob,
ako zadefinovat Hammingov ¢g—arny kod.

Definicia 3.4.4 Linedrny q—drny (n,k)-kdd sa nazgva Hammingovym q—drnym (n,k)—
kodom, ak md kontrolni maticu s nasledujicimi vlastnostama:

e Ziaden stlpec matice nie je skaldrnym ndsobkom iného stipca (linedrnou kombindciou
moze byt),

o kazdé nenulové q—drne slovo dizky (n — k) je skaldrnym ndsobkom nejakého stlpca
kontrolnej matice.

Maticu H Hammingovho g—arneho kédu moézeme zostrojit zo vSetkych g—arnych slov
danej dlzky, ktoré maju v svojom zapise prvy nenulovy znak jednotku.

Priklad 3.4.3 Zostrojte kontrolni maticu Hammingovho kvartérneho kodu pre n — k = 2.

Riesenie: Zapiseme do stlpcov vietky kvartérne dvojznakové slové, ktorych prvy nenulovy
znak je 1 a usporiadame ich vzostupne.

1

3

01 11
H‘<1 01 2
Je to teda (5,3)-kod.

Dekoédovanie Hammingovym ¢g—arnym kédom
Majme dant kontrolnti maticu Hammingovho g-arneho kédu H. Dekédujeme nasle-
dovne:

1. Je vyslané kodové slovo v, prijme sa slovo w.

2. Pomocou vztahu s, = w- H vypocitame syndrém prijatého slova w. Syndréom bude
nejakym m-nasobkom, m € {1,2,...,¢ — 1}, i-tého stlpca matice H.

3. Od prijatého slova odpocitame slovo tvorené nulami, iba na i—tom mieste bude m.

4. Ak je syndrom nulovy, tak w = v.

Priklad 3.4.4 Pomocou Hammingovho terndrneho (13,10)~kddu dekodujte slovd: w, =
1201011201120, wy = 2221210210210.
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Riesenie: Zostrojime kontrolnti maticu pre dany kod:

060o0oo0o0111111T1T171
H=101110001112 22
1012012012012

Vypocitame syndromy prijatych slov w, a ws.

o 5, =w;-H" =201 = 2-102. Syndrém s; je dvojnasobkom siedmeho stlpca kontrolnej
matice a teda d(w;) = 1201011201120 — 0000002000000 = 1201012201120.

e s, =wy-H' =020 = 2-010. Syndrém s, je teda dvojnasobkom druhého stlpca kon-
trolnej matice (010), preto §(ws) = 2221210210210—0200000000000 = 2221210210210.

Podobne ako pri bindrnych, tak aj pri ¢—arnych koédoch sa budeme snazit najst vztah
medzi po¢tom v8etkych znakov a po¢tom informaé¢nych (resp. kontrolnych) znakov v Ham-
mingovom binarnom kode. Teda chceme zistit, pre aké n a k sa Hammingov g—arny kod
da zostrojit.

Nech je dany g-arny (n, k)-kod. Jeho kontrolna matica mé (n — k) riadkov a n stipcov.
StIpcami st vietky ¢-arne slova danej dlzky, ktoré maji vo svojom zépise ako prvy nenulovy
znak jednotku.

e Pocet takych (n — k)-tic, Ze na (n — k)—tom mieste je jednotka, je 1.
e Pocet takych (n — k)-tic, ze na (n — k — 1)—tom mieste je jednotka, je gq.

e Pocet takych (n — k)-tic, Ze na (n — k — 2)-tom mieste je jednotka, je ¢>.

e Pocet takych (n — k)-tic, Ze na prvom mieste je jednotka, je ¢ %=1

Pocet vietkych stlpcov kontrolnej matice je 14+¢+¢* +¢>+- - - +¢**~' —n. Pouzitim vzorca

pre sicet n — k ¢lenom geometrickej postupnosti dostaneme, ze pocet stipcov kontrolnej
matice je
qn—k -1
qg—1
Uvadzame tabulku prvych troch ternarnych Hammingovych kodov:

=n.

nl 4 | 13 | 41
2 [ 10 | 36
R[0,5[0,23]0,1

o
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3.5 RozSirenie a ztZenie linearnych kédov

V praxi sa Casto pouzivaji kody s presne danymi parametrami, ako st dlzka slova, re-
dundancia, ... . Preto sa niektoré kédy upravuju pouzitim vhodnych transformécii na
pozadované kody. Uvadzame len dva najcastejsie sa vyskytujuce transforméacie pre binarne
kody.

Definicia 3.5.1 Nech je dany bindrny linedrny (n, k)—kod K. RozSirenim kédu K nazjvame
(n + 1,k)-kod K*, ktorého kddové slovd vznikni z kédovijch slov kédu K pridanim znaku
kontroly parity.

Teda ak vivy ... v, € K, tak v1vy ... v0,11 € K* prave vtedy, ak v;+vo+- - -+ v, + 0,41 = 0.
V generujicej matici zostavaju tie isté riadky, len na koniec priddme znak kontroly parity.
Pocet riadkov generujiicej matice sa teda nezmeni a dimenzia rozsireného kodu je také ista,
ako dimenzia povodného kodu.

Z predchéadzajucej definicie a z definicie moZzeme velmi Tahko odvodit kontrolnu
maticu rozsireného kodu. Vsetky homogénne rovnice kdédu ostavaju také isté, ¢o znamena
Ze v kontrolnej matici na konci kazdého riadku pridame len nulu a pribudne jedna rovnica
vyjadrujtica paritu:

v+ v+ v, +Upg =0,

ktora sa v kontrolnej matici prejavi ako novy jednotkovy riadok.

0

H, 0

Hie = . .
11 1

Priklad 3.5.1 Zostrojte kontrolni a generujicu maticu rozsireného Hammingovho (8,4)—

kodu.

Riesenie: Kontrolnou maticou je nasledujtica matica:

H* =

— = O O
— = = O
— = O
_o O O

1
1
1
1

—_— O = O
_ O O =
—_ O = =

Ekvivalentnymi riadkovymi tpravami sa ju pokusime upravit na tvar H* = (—PT|E"),
takze

00011110 01111000
I — 01100110 N 10110100
10101010 11010010
11111111 11100001
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Generujuca matica bude v tvare G* = (F|P), teda

10000111
G| 01001011
“loo101101

00011110

Pouzitim riadkovych ekvivalentnych tprav sa ¢itatel moze presvedéit, ze G* ~ H* a teda
rozsireny Hammingov (8, 4)-kod je samoduélny.

Veta 3.5.1 Ak mad bindrny linedrny (n, k)—kdd KC dimenziu d, tak pre dimenziu rozsireného
kodu K* plati:
I = { d; ak d je pdrne,
d+1; ak d je nepdrne.

Definicia 3.5.2 Nech je dany bindrny linedrny (n, k)—kod K. Zizenim kidu K nazgvame
kod IC, ktorého kodové slova vznikni z kodovijch slov kodu IC vynechanim i—tého znaku.

Teda ak vivs ... v, € IC, tak vivg ... v;_1v;11 ... VU € K pre hocijaké 1 = 1,2,...,n. Je
to bud (n — 1, k)-kod, alebo (n — 1,k — 1)-kod.

Generujucu maticu ztZeného koédu Gy dostaneme vynechanim i-tého stipca v generu-
jucej matici G.

95



Kapitola 4

Reed-Mullerove kody

Reed—Mullerove kody boli prvykrat popisané v roku 1954 a takmer hned sa zacali vyuZivat.
Ich vyhodou je to, Ze st to kody, ktoré su pouzitelné pre opravu volitelného poc¢tu chyb. Ich
vyznam a rozsirenost spociva v tom, Ze maju jednoduchy popis a jednoduchy algoritmus
dekédovania. Su zalozené na boolovskych funkciach, preto prva cast kapitoly je venovana
tejto problematike.

4.1 Boolovské funkcie a boolovské polynémy

Definicia 4.1.1 Nech je dand mnozina B = {0,1}. Boolovskou funkciou m premenngch
nazyvame funkciu f : B™ — B, ktord kaZdej m—tici nil a jednotiek priradi nulu alebo
jednotku.

Tuato funkciu f(xq,xs, ..., T,) zvycajne zapisujeme bud do pravdivostnej tabulky pomo-
cou slov dlzky 2™ (kedZe pocet vietkych binarnych m-tic je 2™), alebo ako boolovsky
polyném.

Pravdivostna tabul'ka:

Pre boolovska funkciu m premennych je pravdivostna tabulka tvorena stlpcami, ktoré
st binarnym rozvojom ¢isel 0,1,2,...,2™ — 1 v tomto poradi, no binarny rozvoj je zapiso-
vany odspodu. V podstate ide o zapis vSetkych moznych binarnych m—tic. Pocet riadkov
je teda m plus jeden riadok pre hodnoty samotnej funkcie.

Priklad 4.1.1 Zapiste priklady nejakej boolovskej funkcie:

Cl) fl . B? — B
b) fg B> —> B
Riesenie:
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f1:B2—>B fQZBS%B
rx7 01 01 0101
ry 01 0 1 2 001 1 0 0 1 1
o 0 0 1 1 r3 0000 1 111
fi 0100 fo11100 1 01
Boolovsku funkciu f(z1,z9, . .., 2, ) mdzeme chapat ako binarne slovo fofife... fom_1

dlzky 2™, kde pre kazdé ¢islo j = 0,1,2,...,m je fj = f(j1,J2,- - -, jm), pokial m4 &slo j
binarny rozvoj jmjm-1 - --Jj1- (Bindrny rozvoj ¢isla berieme odzadu!)

Mnozinu vSetkych boolovskych funkcii m premennych potom berieme ako mnozinu
vietkych binarnych slov fofifs... fam_1 dlzky 2. Patria medzi nich aj konstantné funkcie
0=000...0a1l=111...1.

Na tejto mnozine su definované dve binarne a jedna unarna operacia:

e logicky sucet (f + g) — ide o s¢itanie dvoch binarnych slov po zlozkach podla modulu
2,

e logicky sucin (f-g) —ide o nasobenie dvoch binarnych slov po zlozkach podl'a modulu
2,

e negacia [’ — je definované ako sucet 1 + f.

Priklad 4.1.2 Su dané dve boolovské funkcie: f = 0011,g = 1101. Zapiste f+ g, f - g, f'.
Riesenie: f + g = 1110, f - g = 0001, f/ = 1100.

Veta 4.1.1 Nech je dand boolovskd funkcia f(x1,xa,...,2m) = fofifa... fom_1. Potom

prvd polovica toho slova je bindrnym zdpisom boolovskej funkcie f(xy,xo,...,2m-1,0) a
druhd polovica toho slova je bindrnym zdpisom boolovskej funkcie f(xy,za, ..., Tm-1,1).
Teda boolovska funkcia f(z1, xs, ..., x,) m premennych urc¢uje dve boolovské funkcie m—1

premennych a to takto:

L f(xla‘r?? cee ,l’m_l,O) - fOflfQ ce f2m*1717

o f(w1,m2, ..., Tp1,1) = fom-1fom-141 ... fom_ 1.

Boolovsky polyném:
Boolovsky polyném je iny sposob reprezentécie boolovskych funkcii — pomocou (logic-
kych) suctov a sa¢inov premennych x; a 1. Uvedieme niektoré pravidla:

e Kedze vsetky operacie robime podl'a modulu 2, tak najvyssia mocnina bude 1 (z;-x; =
2 0
xi=u1x) =1).

i =

i1 12

e Kazdy polyném m premennych je nejakym stctom ¢lenov zi'xi? ..., zim kde iy, ig, . . ., im

st bud 0, alebo 1.
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e Vo vSeobecnosti mdézeme boolovské polynomy zapisat v tvare
2m 1
— i1 .92 i
flxy, 29, .. xy) = E qi - xia . xm
i=0

kde ¢; je 0 alebo 1 a ¢islo ¢ ma binarny rozvoj t,,tm—1 . - - 1.

e Stupnom boolovského polynému budeme nazyvat najvacsi pocet ¢initelov v jednot-
livych séitancoch boolovského polynému.

Napriklad polynom f(z1,zs) = x9 + 122 je tvaru
(@1, 22) = qo + 11 + Qx2 + @32122,
kde g =q1 =0 a ¢ = g3 = 1 a je stupna 2.

Priklad 4.1.3 Ndjdite bindrnu interpretdciu boolovskej funkcie dvoch premenngch danej
nasledujicim boolovskym polynomom. f =1+ x9 + x125.

Riesenie: KedZe ide o funkciu dvoch premennych, z pravdivostnej tabulky vieme:

rp 01 01
xya 00 1 1
Takze f =14 x5 + x12o=1111 + 0011 + 0101 - 0011=1100 + 0001 = 1101.
Je zrejme, ze previest boolovsky polyném na binarny zapis je mozné jednoduchou ap-
likaciou suc¢inov a sictov.

Veta 4.1.2 Pre kaZdi boolovski funkciu m + 1 premenngjch plati:

f(x17‘r27 <oy Ty Im—i—l) = f(xh L2y .y Ty 0)+[f<l'1, L2y vy Ty 0)+f(x1,x2, <oy Ty 1)]Im+1'
Priklad 4.1.4 Zapiste funkciu f = 1101 ako boolovsky polynom.

Riesenie: Vidime, Ze ide o funkciu dvoch premennych. Budeme postupne pouzivat pred-
chadzajtcu vetu.

f=1101 = 11+ (11 +01)ze = 11 + (10)zy = 14+ (1 + D)ag + [1 + (1 + 0)z1])zy =
1+0z1+ 1o+ 1120 = 1 4+ 29 + 2129,

Definicia 4.1.2 Kazdé cislo + = 0,1,2,...,2™ — 1 vieme zapisat v bindrnom zdpise i =
Imbm—10m—2 . . .1211. Pre kaZdé takéto cislo i definujeme mnoZinu M (i) takych éisel j < 4,
ktoré maji vo svojom bindrnom zdpise jednotku iba na tych miestach, kde ich md aj cislo
1.

Teda M (i) = {jmim-1Jm—2 - --J2j1| ak jr =1, tak iy =1, Vk=1,2,... ,m}.

Priklad 4.1.5 Vypiste vSetkych élenov mnozin M(0) — M(15).
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Riesenie: Kedze 15 = 2*—1, tak budeme posudzovat binarny zapis ¢isel vo forme binarnych
Stvoric. Napriklad ¢islo 5 ma binarny zapis 0101. Do mnoziny M (5) budu patrit ¢isla s
binarnymi zapismi 0000, 0001, 0100,0101, teda 0, 1,4, 5.

M(0) [0 M(8) [0,8

M(1) 0,1 M(9) |0,1,8,9
M(2)]0,2 M(10) | 0,2,8,10
M(3)]0,1,2,3 M(11) | 0,1,2,3,8,9,10, 11
M(4)]0,4 M(12)]0,4,8,12

M(5) | 0,1,4,5 M(13)[0,1,4,5,8,9,12,13
M(6) | 0,2,4,6 M(14) [ 0,2,4,6,8, 10,12, 14
M(7)10,1,2,3,4,5,6,7 | M(15) | 0,1,2,...,14,15

Veta 4.1.3 Ak boolovskd funkcia f(x1,z2,...,2m) = fofifa... fom_1 je reprezentovand

polynomom
i1 12 7
E gi-rixy o x,

kdez’:z‘m-2m—1+z’m,1-2m—2+~--+i2-21+z'1-20, tak
=2 f
JEM(3)
Priklad 4.1.6 Ndjdite koeficienty q; pre boolovski funkciu f(z1,x9) = 1101.
Riesenie:

q=Jfo=1

n=fo+fi=1+1=0
G=fo+fo=140=1
B=fotfitfot+fz=1+1+0+1=1

Potom f(xy,22) =140-21+1 -2+ 1 23209 = 1 + 29 + 2129,

Priklad 4.1.7 Napiste boolovski funkciu f(xy, 22, x3) = 11010010 ako polynom a wurcte,
akého je stupna.
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Riesenie:
g =fo=1
an=fo+fi=1+1=0
©=fo+tfo=1+0=1
s=fotfith+tfz=1+1+0+1=1
@u=Jfot+fr=1+0=1
G=fo+th+fitfs=1+1+0+0=0
G=fo+fotfat+fe=1+0+04+1=0
Gr=fotfiththtfatfitfotfr=1+14+0+14+0+0+14+0=0

f(z1, 9, 23) = 1+ x9 + T129 + 3. Najvacsi pocet ¢initelov je v s¢itanci zyz5. Je 2, a preto
stupen polynému je 2.

4.2 Generovanie a vlastnosti Reed—Mullerovych kédov

Definicia 4.2.1 Reed—Mullerovym kédom R(r,m) nazgvame mnoZinu vsetkijch boolovskijch
funkcit m premennyjch, ktoré si reprezentované boolovskymi polynomamsi stupna najviac r.
Pre r = —1 definujeme kod predpisom R(—1,m) = {00...0}.

Poznamka: Dé sa dokazat, ze R(r,m) kod je linearny.
Teraz sa budeme zaoberat poctom informacénych znakov v R(r,m) kode, teda jeho
dimenziou. T4 urcuje aj pocet riadkov generujiicej matice.
R(—1,m): pozostéava len z nulového slova, a teda jeho dimenzia je 0.

R(0,m): pozostava z nulového a jednotkového slova. Jednotkové slovo je jeho gene-
ratorom, a teda jeho dimenzia je 1.

R(1,m): je tvoreny boolovskymi polynémami stupiia najviac 1. Generovat ho bude
polyném stupna 0 a polynémy obsahujice prave jednu premennu, ktorych je m.

Dimenzia je teda (7)) + (7).

R(2,m): je tvoreny boolovskymi polynémami stupiia najviac 2. Generovat ho buda
polynémy obsahujice 0 premennych, prave jednu premenni a prave jeden stcin dvoch

premennych. Dimenzia je teda (78) - (T) - (7;)

R(r,m): dimenzia je (7) + (7) +---+ (7).

T

Pozndmka: Reed-Mullerovym kédom R(0,m) je opakovaci kod dlzky m.
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Zakladné charakteristiky:

Dlzka kédového slova R(r,m) kodu je n = 2™,

Potet informatnych znakov R(r,m) kodu je k = () + (7) + -+ (7).
Pocet kontrolnych znakov R(r,m) kodu je n — k = (Tfl) + (7)) + -+ (7).
Minimalna vzdialenost R(r,m) kodu d = 2.

Kod R(r,m) odhaluje t—nasobné chyby pre ¢ < 2.

Kod R(r,m) opravuje t-—nasobné chyby pre ¢ < 2m~"1.

Generujiica matica:
Generujucu maticu R(r,m) kodu budeme oznacovat G, ,.

R(—1,m): pozostava len z nulového slova, a teda nemé generujticu maticu.

Go,m: pozostava z nulového a jednotkového slova, generédtorom bude jednotkové slovo.

Gom=(11 ... 1)

G1,m: je tvorend slovami zodpovedajicimi boolovskym polynémom obsahujicim ziadnu
premennu a prave jednu premennt: 1,xq, o, ..., Tp,.

Ga,m: je tvorend slovami zodpovedajicimi boolovskym polynémom obsahujicim ziadnu
premennt, prave jednu premennt a prave jednu dvojicu premennych: 1, x1, zo, ..., T,
T1X2, L1L3y -+« + y Tm—1Tm-

Gyt jej riadky st tvorené slovami zodpovedajicimi postupne vSetkym boolovskym
sucinom 1,x1, 2o, ..., Ty, T1To, L1235, ..., L1L2 « . . Tin_1Tom -

Ako priklad uvadzame generujice matice kodov R(1,4) a R(2,3) .

111111111111 11T171 1
0601 01010101O01O01O01 T
Gs=10011001100110011 T
00001111000O011T11 T3
0o0000O0OO0OI1TT1TT1T1TT1TT11T11 Ty
11111111 1
01010101 1
00110011 T
G273—00001111 T3
0001O0O0O0T1 T1T
000O0O0T1O0T1 123
000O0O0O0T11)/ xoms
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Veta 4.2.1 Pre generujicu maticu R(r,m) kédu plati:

Gr ‘ G'I‘ m—1 )
G’I‘m - ’
7 ( 0 ‘ Grfl,mfl
Veta 4.2.2 Dudlnym kodom k R(r,m) kédu je R(m —r —1,m).

V definicii je zadefinované kdédovanie informacnych znakov. Ak hovorime o kddo-
vani pomocou Reed-Mullerovych kdédov, mysli sa tym prave toto kédovanie informacnych

znakov na kodové slova. Ako je vyssie uvedené, kazdé ¢islo i = 0,1,2,...,2™ — 1 vieme
zapisat m znakovym binarnym zapisom i = @,,0m_1im_2 - 2221, teda tvorl m- tlcu nal a
jednotiek, ktora vieme zapisat boolovskym polynémom Z g T2 , kde ¢; je
0 alebo 1.

Pri kddovani pomocou R(r,m) koédu st informacnymi znakmi hodnoty ¢; pre vsetky
¢isla ¢ = 0,1,2...2™ — 1, ktorych bindrny rozvoj ¢ = %,lm_1%m_2 - - - 1207 Ma najviac m
jednotiek. Vysle sa polynéom

Z g -atal . aim

kde ¢; = 0 vtedy, ak mé i v binérnom rozvoji vahu viac ako m. Prakticky to prebieha tak,
7e sa informacné slovo dlzky k vynésobi generujicou maticou.

4.3 Dekb6édovanie Reed—Mullerovych kédov

Pod pojmom dekédovanie Reed—Mullerovych kédov budeme rozumiet dekédovanie v zmysle
definicie 2.1.8] teda ako opravu chyb v kodovych slovach spdsobenych prenosom. Algo-
ritmus dekodovania Reed—Mullerovych kédov je jednoduchy a l'ahko implementovatelny.
Podstata spoc¢iva v tom, Ze sa pomocou kontrolnych rovnic zostavenych zo znakov prija-
tého slova vypocitaja informacné znaky. Tie sa prijimaji na zaklade hlasovania tak, aby
vécsina rovnic platila.

Najjednoduchsie sa princip hlasovania ilustruje na kode R(0,m). Nech je vyslané slovo
V = UgV1 ...VU,_1, Kde n = 2™ prijaté bolo slovo w = wyw; . ..w,_1. Vieme, Ze v opakova-

com kéde mé platit vg = vy = -+ = v,_1, staci teda hladat zlozku vy:
Vo = Wo
Vo = Wy
Vo = W2
Vo = Wn—1

Ak pre vacsinu rovnic plati, Ze vy = 0, tak prijimame za vy nulu a kdédové slovo je v =
00...0. Ak pre vacsinu rovnic plati, ze vy = 1, tak prijimame za vy jednotku av = 11...1.
Ak je ich pocet nerozhodny, tak sa najcastejSie prijima vy = wy.
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Dekédovaci algoritmus pre R(r,m):
Nech je vyslané kodové slovo v = vgvy . .. vem_1 a prijaté bolo slovo w = wowy . . . wom_1.
Kodové slovo v reprezentujeme polynémom

11 .12 i
E qi " Ty Ty ..., T;ln,

ktory je stupna najviac r.

rvom kroku uréime ti ienty g; ré prislichaja saéinom ' 222 . .., x upin
V prvom kroku uréime tie koeficienty ¢;, ktoré prislichaju si¢inom x%'x% . .. zim stupia
prave r (teda ||i|| = r). Su to tie, pre ktoré ma ¢islo i vo svojom binadrnom rozvoji prave r

jednotiek. Pre kazdé také ¢; vygenerujeme rovnice

E wj-‘rS)

JEM (3)

kde s € M (2™ — 1 —i). Kazd4 z tychto rovnic nam da hodnotu 0 alebo 1. Hlasovanim sa
potom rozhodneme prijat td hodnotu, ktora sa vyskytovala castejsie. Ak je pocet nil a
jednotiek rovnaky, tak pocet chyb je aspon d/2 a za ¢; prijmeme

=2 w

JEM(()

Z takto urcenych ¢; vytvorime polyném, pripoc¢itame ho k prijatému slovu w a dostaneme
1.
w':

V dalsom kroku opakujeme to isté, ako v prvom, no vytvarame rovnice pre tie ¢;, ktoré

prislichaji stéinom z%'2% ... xim stupiia prave r — 1 (teda ||i|| = r — 1). Ziskame slovo

w® Dy Z gt a
|li]|=r—1
Takto pokracujeme dovtedy, kym neziskame aj koeficienty g;, ktoré prislichaji sic¢inom
922 . xim prvého stupia (teda ||i|| = 1) a dostaneme slovo w(").
Ako posledny uréujeme koeficient ¢q a to hlasovanim v slove w™. Ak je v fiom viac

jednotiek, tak ¢y = 1 a ak viac nul, tak ¢y = 0.

Priklad 4.3.1 Pomocou kédu R(1,4) dekddugte prijaté slovo w = 0101011110101100.

Riesenie: Je to kod, ktorého kodové slova st reprezentované boolovskymi polynémami
stupfia najviac 1 a dlzka kodovych slov je 2¢ = 16. Kazdé kodové slovo sa da zapisat ako
polyném

V= qo+ @171 + qQ2%2 + 4T3 + q3T4.

Najprv budeme urcovat koeficienty pri suc¢inoch stupna 1, teda g¢i,qs,q4, qs. Pre kazdy
z tychto koeficientov vygenerujeme rovnice, dosadime do nich hodnoty z prijatého w a
vypocitame ich.
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¢ j € M(1)=1{0,1}
s€M(2*—1—1)=M(14) = {0,2,4,6,8,10,12,14}

g =wo+w; =1 Q1 = wg +wy =1

g =wp +wz =1 g = wip+wy =1

G =wy +ws =1 ¢ =wi2+wiz=0

¢ = we + w7y =0 1 = wiy +wys =0
¢ =1

q2: ] € M(Q) = {072}
se M2 —2—1)=M(13) = {0,1,4,5,8,9, 12,13}

G2 = wp +wp =0 g2 = wg + wip =0

g2 =w; +w3z =0 g2 = wg + wy; =0

G2 = wy + we =1 g2 = w1z +wyy =1

2 = ws +wr =0 g2 = w1z + w5 =1
¢2=10

qy4: .] € M<4) - {074}
se M2 —4—1)=M(13)={0,1,2,3,8,9,10,11}

qs = wo +wy =0 qs = wg + w2z =0

s = wy +ws =0 qs = wg +wiz =1

s = wy + we = 1 qs = wio +wyy =1

qs = w3z +wy =0 qs = wy +wys =0
g1 =0

gs: j € M(8) ={0,8}
seM2*—8—1)=M(7)={0,1,2,3,4,5,6,7}

gs = wo +wg =1 s = wy +wip =1

s = wy +wy =1 gs = ws + wiz =0

gs = wp +wio =1 gs = we +wiy =1

gs = w3 +wy; =0 s = wr +wis =1
g =1

w = w + 2y + 24 = 0101011110101100 + 0101010101010101 + 0000000011111111 =
0000001000000110. Toto slovo obsahuje 3 jednotky a 13 nul a teda hlasovanim prijimame,
ze qo = 0.

Vyslané bolo koédové slovo v = z; + x4, = 0101010101010101 + 0000000011111111 =
0101010110101010. Vsimnime si, ze s prijatym slovom sa lisi v 3 znakoch. Vieme, ze kod
opravuje vSetky t—nasobné chyby, ak ¢t < d/2. Dany kod tato chybu opravil jednoznacne,
pretoze v kode R(1,4) je minimalna vzdialenost d = 247! = 8.
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Priklad 4.3.2 Pomocou kdédu R(2,3) dekddujte prijaté slovo w = 11100011.

Riesenie: R(2,3) je kod, ktorého kodové slova su reprezentované boolovskymi polynémami
stupfia najviac 2 a dlzka kédovych slov je 23 = 8. Kazdé kodové slovo sa da zapisat ako
polyném

V=qo+ @171 + @Q2%2 + q3T1T2 + q4T3 + @52123 + ¢ T2T3.

Najprv budeme urc¢ovat koeficienty pri suc¢inoch stupna 2, teda gs, ¢s, ¢s. Pre kazdy z tychto
koeficientov vygenerujeme rovnice a dosadime do nich hodnoty z prijatého w.

q3: j € M(3)={0,1,2,3}
se M(2>—3—1)=M(4) =1{0,4}

q3:w0+w1+w2+w3:1
g3 = w4 + w5 + we + wy =0
g3 =1

qs: j € M(5)=1{0,1,4,5}
se M2 —5—1) = M(2) = {0,2}

g5 = wo + w1 + wg + w5 =0
g5 = we + w3 +we +wy =1
¢ =0

g6: j € M(6) = {0,2,4,6}
seM(2 —6—1)=M(1) = {0,1}

q6:w0+w2+w4+w6:1
q6:w1+w3+w5+w7:0
%6 =1

KedzZe aj pri vsetkych troch koeficientoch nastal nerozhodny stav, vieme povedat, Ze doslo
k chybam na aspon d/2 = 1 poziciach, koeficienty sme vypoéitali podla ¢; = > jem(y Wi @
w = w+z,25 = 01100011 +00000101 = 01100110. To viak znamené, Ze nevieme zarudit,
Ze toto dekddovanie spravne opravi prijaté slovo.

f)alej budeme urcovat koeficienty pri suc¢inoch stupna 1, teda g1, q2, q4 tak, Ze pre kazdy
z tychto koeficientov vygenerujeme rovnice a dosadime do nich hodnoty z vypocitaného
slova w®).

¢: j € M(1)={0,1}
seM(25—1—1)= M(6)={0,2,4,6}

g =wp +uwi) =1 @ =wi) +uwg) =1
A o=l +ud) =1

g =1
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g1 J € M(2) = {0,2}
seM(22—2—-1)=M(5)=1{0,1,4,5}
Q@ = wél) + wgl) =1 Q= wil) + wél) =
g2 = wi) +wg =1 a2 = uwl +wg) =1

G2 =1

qa: J € M(4) = {0,4}
seM(22—4—-1)=M(3)=1{0,1,2,3}
Qs = w(()l) ~|—wfll) =0 Q1 = wél) +wé1) =0
s = wgl) +wé1) =0 G = w:(gl) —i—wgl) =0
g1 =10

w® =w + 2, + 2, = 01100110 4 01010101 4 00110011 = 00000000. Toto slovo obsahuje
len 8 nil, a teda hlasovanim prijimame, Ze gy = 0. Kodom R(2,3) bolo stanovené, Ze
vyslané bolo kédové slovo v = x1 + x5 + 123 = 01100011.
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Kapitola 5

Cyklické koédy

V praxi sa pouzivaju tie triedy linearnych bezpeénostnych kodov, ktoré spliaji pozadované
parametre, maju jednoduchy popis a jednoduchy algoritmus dekdédovania. No dekédovanie
niektorych kodov je pri dlhsich kddoch z vypoctového hladiska naro¢né. Preto sa hladaja
také podtriedy triedy linearnych koédov, ktorych dekédovanie by bolo vypoctovo efektiv-
nejsie. Cyklické kody st podskupinou linearnych koédov, ktoré su zalozené na silnejsich al-
gebraickych struktirach ako linearne kody vo vseobecnosti, a to im dava vyssiu vypoctovi
efektivitu. Pre pracu s tymito kddmi sa pouziva reprezenticia slov pomocou polynémov.

5.1 Polynomicka reprezentacia slov

Definicia 5.1.1 Nech je dand konecnd q—prvkova mnozina T = {0,1,...,q — 1} a nech
n € N. Vyraz v tvare

n
a(x) = ag + a1z + agr® + -+ a2 = E a;x’
=0

budeme nazyvat polyndmom premennej x s koeficientamia; € T, 1 =0,1,...,n. Ak a, # 0,
tak ¢islo n nazgvame stupriom polynému a(x) a oznacujeme ho st(a(x)).

Definicia 5.1.2 Koreriom polyndmu a(z) nad T nazgvame kazZdé také cislo t € T, pre
ktoré a(t) = 0.

Slova agay . ..a,_1 nad kédovou abecedou T potom moézeme forméalne popisat takymto
polynémom

a(x) = ag + a1 + agx® + - + a1zt

V tomto zépise vSak nemusi byt a, # 0 ako je tomu pri beznych polynémoch. Pre pracu s
polynémami reprezentujicimi kédové slova linedrnych koédov platia urcité pravidla.
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Zakladné pravidla pocitania s polynémami

Nech je dana kodova abeceda T'= {0,1,...,q — 1} s ¢ prvkami a nad hou zostrojena
mnozina T, (x) vSetkych polynémov a(r) = ag+a;r+asr®+- - -+a,_ 12" ' s koeficientami
z kodovej abecedy.

e Stuc¢tom dvoch polynomov a(x),b(x) € T,(z) rozumieme polynéom a(x) + b(z) =
(aop+bo)+ (a1 +b1)x+ (ag+by)x? 4+ + (an_1 +by_1)x" 1, kde koeficienty s¢itavame
modularne podla modulu g.

e Skalarnym nasobkom (skratene len nasobkom) polynému a(x) € T,,_1(z) a ¢isla o €
T rozumieme polynoém a-a(z) = aag+oa x+oasr® 4+ - - +aa,_ 12" 1, kde koeficienty
nasobime ¢islom o modularne podla modulu g.

e Stcinom dvoch polynémov a(z),b(x) € T,,_1(x) rozumieme polynoém a(z)-b(z), ktory
dostaneme vynésobenim kazdého ¢lena a;z" kazdym ¢lenom b;z?, teda

n—1 n—1

LOROED M OMERTY

i=0  j=0

pre Vi,j € {0,1,...,n—1} kde a;2"-b;z? = (a;b;)x"*7, kde koeficienty a;, b; nasobime
modularne podla modulu ¢ a exponenty 7, j ndsobime modularne podla modulu n+1.

Ako priklad uvddzame néasobenie binarnych polynémov prislichajtcich slovam dlzky 5.

(I+z+2°+2Y (z+2°+2") =142

Delenie a delitel'nost polynémov
Z linearnej algebry vieme, 7Ze pre kazdé dva polynomy a(z) a b(x), b(x) # 0, nad T
existuju jediné polynomy p(x) a r(x) nad T také, ze plati

a(z) = p(x)b(x) +r(z) (5.1)
a st(r(z)) < st(b(z)).

Delenie polynomu a(z) polynémom b(z) nad T' teda rozumieme uréenie polynémov p(x)

ar(x)z (5.1).

Definicia 5.1.3 Ak pre dva polynomy a(z) a b(x) nad T je polynom r(x) z nulovy,
tak hovorime, Ze polynom b(x) deli polynom a(x), resp. je jeho delitelom. KazZdy polynom
nad T je delitelng sebou samym a hocijakym polyndomom nultého stuprna. Tieto delitele
nazyvame trivialnymi delitelmi.

Definicia 5.1.4 Ak polynom a(x) nemd nad T iné ako trividlne delitele, nazjva sa iredu-
cibilng polynom. V opacnom pripade ho nazyvame reducibilng polynom.
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Plati, Zze kazdy reducibilny polyném stupia n sa da jednoznacne rozlozit na sucin ireduci-
bilnych polynémov stupiia menej ako n.

Priklad 5.1.1 Vydelte polynom x* + 23 + 1 polyndmom x? + 1 nad T = {0,1}.
Riesenie:

(* 4+ 22+ 1) @+ 1) =2 +2+1
—(ZE4—|—$’2)

(2% +2° + 1)
—(2® + z)

(2 +x+1)
—(2* +1)

T

Teda (z* + 2+ 1) = (22 + 2+ 1) (22 + 1) + z.

5.2 Vytvaranie cyklickych kédov

KedZe v praxi si pouZivané prevazne binarne kody, dalej sa budeme zaoberat uz len
cyklickymi binarnymi k6dmi, teda kédovou abecedou bude mnozina B = {0, 1}.

Definicia 5.2.1 Linedrny (n,k)-kdd C C B"™ sa nazyjva cyklickym, ak s kazdgm koédovgm
slovom vguy . .. V,—1 € C je kodové aj slovo v,_10gv1 . .. Vh_o. Tymto je definovany cyklicky
posun znakov v slovdch.

Definicia 5.2.2 KazZdé kddové slovo vguy ... vUn—1 dl:z‘ky n wvieme reprezentovat bindrnym
polynémom v(x) = vy + v1x + vex? + - - + v, 12" € B,,_1(x) stupria n — 1, ktory budeme
nazyvat kodovy polynom.

Mnozinu kédovych polynémov kédu C budeme oznacovat C(z) a je zjavné, ze C(x) C
B_1(x).

Cyklicky posun v linedrnom koéde dany definiciou mozeme polynémom vyjadrit
takto: “Ak polyném v(z) € C(z), tak aj polynéom z - v(x) € C(x).” Postupnym cyklic-
kym posunom dostaneme, Ze kazdy x,z? z*... nasobok kédového polynému v(z) je tiez

kédovym polynémom.

Vzhladom na to, akou algebraickou strukturou cyklicky kod je, sa da dokazat, ze plati
nasledujuca veta.

Veta 5.2.1 Nech je dany cyklicky kod C C B™ reprezentovany kodovymi polynémami
v(x) € C(z). Potom pre kazdy koédovy polynom v(zx) a pre kaZdy polynom p(x) € By,_1(x)
je polynom v(x)p(x) kédovym polynémom.
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Z toho sa dalej da dokéazat, ze pre kazdy kod dokonca existuje jediny polynom g(z) € C(z)
taky, ze vSetky kodové slova su jeho nejakym nasobkom v(z)p(z), kde p(z) € B,_1(x).

Definicia 5.2.3 Polynom g(z) € C(x) spliiajiici predchddzajicu vlastnost nazjvame gene-
rujucim polynomom daného kodu.

Cyklické kody dlzky n st vytvarané polynémami stupiia najviac n— 1 takym spoésobom,
ze generujucim polynéomom kodu mozu byt vetky ireducibilné polynomy z B, (x), ktoré
st delitelmi polynému z" + 1 € B,(z) alebo ich vzajomné suéiny.

Veta 5.2.2 Nech je dany linedrny cyklicky (n,k)—kod C s jeho generugicim polynémom
g(x). Potom pre stupen generujiceho polynomu plati

st(g(x)) =n—k.

TakZze dimenziu cyklického kédu daného generujticim polynémom mézeme urcit ako rozdiel
dlzky kodu a stupna generujiceho polynému.

Priklad 5.2.1 Ndjdite generugice polyndmy vietkijch moznijch cyklickyjch kédov dizky 7.
Riesenie: Polyném 7 + 1 sa d4 rozlozit na stuéin troch ireducibilnych polynémov:
7 _ 3 3., .2
' +1l=(+1)(@+z+1)(°+2°+1).

Pocet vietkych moznych generujicich polynémov je teda 23. V nasledujicej tabulke je
uvedeny ich prehlad.

kod | generujici polynom g(x)
C, |1

CQ z+1

Cy |22+z+1

Cy | 22+22+1

Cs | (z+D)(x*+x+1)

Co |(z+1)(x®+2?+1)

Cr | (@ +r+1D)(2®+22+1)
Cg fE7 +1

Vo)

&
Y
Q
—

&
N2
=

| o | | w|w| ~| o

Ak pozname generujtci polyném kédu C vieme jednoducho zapisat generujicu maticu
daného kédu. Vznikne postupnymi cyklickymi posunmi koeficientov generujuceho poly-
noéomu. Teda generujici polyném tu prevzal tlohu generujtcej matice.

go 91 g2 .- Gnkr O 0o ... 0

0 9 9 92 -+ Guix O ... 0
Ge=| 0 0 9 @ 9 - GGk - 0

00 ... 0 g G 9 - Gk
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Podobne tulohu kontrolnej matice pri polynomickej reprezentacii kodu preberé kontrolny
polyném.

Definicia 5.2.4 Nech je dangj cyklicky kéd C dizky n a nech polynom g(x) € C(z) je jeho
generujicim polynémom. Potom polynom h(x) € B,_1(z) taky, Ze plati

2" +1 = h(z) - g(x)
nazyvame kontrolnym polynomom kodu C.

Priklad 5.2.2 Ndjdite kontrolné polynomy vsetkyjch cyklickyjch kodov z prikladu|5.2. 1.

Riesenie: KedZe pre kontrolny polyném mé platit 2”7 + 1 = h(z) - g(z), tak kontrolnymi
polynémami jednotlivych koédov budia suciny tych ireducibilnych polynémov z rozkladu
27 + 1, ktoré netvoria generujtice polynomy.

kod | generujici polynéom g(z) | kontrolny polynéom h(x)
G |1 '+ 1

C, |x+1 (23 + 2+ 1)(23 + 22+ 1)
C; |[2>+x+1 (x4 1)(z® + 2% +1)

C, |3+2°+1 (x+1)(2*+x+1)

Cs | (z+1)(z®+z+1) P+t +1

Cs | (x+1)(a°+2%+1) o+ +1

C;r | (P+rx+D)(@P+22+1) | z+1

Cg 1’7 + 1 1

Veta 5.2.3 Nech je dany cyklicky kéd C dizky n a polyném h(x) € B,_i(x) je jeho kon-
trolngm polynomom. Ak pre lubovolny polynom v(z) € B,_1(x) plati, Ze v(z)p(x) = 0, tak
v(z) € C(x).

Teda cyklicky kod s kontrolnym polynémom h(z) € B,_1(x) pozostéava prave z tych poly-
nomov v(z) € B,_1(z), pre ktoré plati v(z)p(x) = 0.

Ak pozname kontrolny polyném koédu C, vieme zapisat kontrolni maticu daného kodu.
Vznikne postupnymi cyklickymi posunmi koeficientov kontrolného polynému zapisanych
od konca. Teda posun bude v opacnom smere ako pri generujticej matici.

0O 0 0 ... 0 hr ... hy h hg
0O 0 ... O hg ... he hy hy O
HC — 0o ... 0 hk hg hl ho 0 0

hiy ... ha hy hy O O ... 0 O

Priklad 5.2.3 Zapiste generujicu aj kontrolni maticu kodu Cs z prikladu[5.2. 1)
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Riesenie: Generujicim polynémom je g(z) = (z+ 1)(2® + 2+ 1) = 1 + 22 + 23 + 21 Prvy
riadok generujtcej matice budu tvorit koeficienty generujiceho polynému doplnené nulami
na pocet 7.

1
Ge.=| 0
0

o = O

1 1100
01110
10111

Kontrolnym polynémom je h(x) = 23 + z? + 1. Prvy riadok kontrolnej matice budu tvorit
koeficienty kontrolného polynému zapisané od konca riadku a dopredu doplnené nulami na
pocet 7. Cyklicky budeme riadky posuvat dolava.

0001101
0011010
He, = 0110100
1101000

Pozorovanie: Generujici polyném kédu C je kontrolnym polynémom kédu Ct a naopak.

5.3 Kobédovanie pomocou cyklickych kédov

Pod pojmom kodovanie je myslené kodovanie v zmysle definicie 2.2.1] teda ide o kodovanie
informacnych znakov. Je to zobrazenie, ktoré informaénému slovu dizky k priradi kodové
slovo dlzky n, ktoré sa potom vysiela.

Nech je dany cyklicky (n, k)-kod C s jeho generujicim polynémom g¢(z). Kazdé infor-
macné slovo, ktoré budeme chciet tymto kodom zakodovat, je dizky k.

e Informacné slovo budeme reprezentovat informac¢nym polynémom stupna najviac
k — 1. Oznac¢ime ho i(z) = ig + i10 + ix2? + -+ - + ip_2F L.

e Kodovy polyném v(zx) prisluchajuci informa¢nému polynému i(x) vypoéitame takto:
v(z) = i(x) - g(x).

KedZe informac¢ny polyném je stupia najviac k — 1 a generujtci polyném g(x) je stupia
najviac n—k, tak kodové slovo je stupnia najviac n—1. Toto kddovanie informa¢nych znakov
je spravne, no nie je systematické. Teda z kodového polynému sa neda bezprostredne urcit
informacny polyném, a tym aj zdrojova sprava. Existuje vSak aj systematické kdodovanie
informac¢nych znakov, v ktorom z kodového polynému sa déa Tahko a bez vypoctu urcit
informacny polynom.

Systematické kédovanie pomocou cyklickych kédov

e Informacné slovo budeme reprezentovat informa¢nym polynémom vytvorenym tak,
7e koeficienty priradzujeme najvyssim mocninam od konca: i(z) = jgz™ ' + 412" 2 +
e R o N
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e Vypocitame zvySok r(x) po deleni polynému i(x) generujicim polynémom g(zx), ¢o
znamend, ze plati i(z) = p(x)g(z) + r(x).

e Kodovy polynom v(x) prislichajici informa¢nému polynému i(z) vypocitame takto:

v(x) =i(z) —r(z).

Kodové slovo je v tvare v(x) = igiy ... 9k—1Tn—k—1--.7170. Z uvedeného tvaru je zjavné, ze
prvych k znakov kédového slova urcuje informacéné slovo.

Lahké kodovanie a dekdédovanie informac¢nych znakov je tiez jednou z vyhod cyklickych
kédov a aj dovodom ich Sirokého vyuzitia.

5.4 Dekédovanie cyklickych k6dov

Dekodovanie cyklickych kdédov je zalozené na podobnom principe ako dekédovanie lineér-
nych kdédov pomocou syndréomov. Pojem syndréom tu vSak bude chapany v trosku pozme-
nenej forme.

Definicia 5.4.1 Nech je dany cyklicky kéd C dizky n a nech polynom g(z) € C(z) je jeho
generujicim polynomom. Vieme, Ze pre kaZdy polynom w(x) € T,,_1(x) a g(x) jednoznacne
existuji jediné polynomy p(z) a s(x) nad T také, Ze plati

w(z) = p(r)g() + s(x)

a st(s(x)) < st(g(x)). Polynom s(x) z tohto zdpisu nazyjvame syndrémom (syndrémovym
polynémom) polyndmu w(x) podla kédu C.

Tym, Ze kodové slovo v systematickom kodovani vznika z informacného slova podla
predpisu v(x) = i(z) — r(z) = p(z)g(x) + r(z) — r(x) = p(z)g(x), teda kodové slovo je
deliteIné generujucim polynémom bez zvysku, a teda jeho syndrémom je nulovy polyném.

Priklad 5.4.1 Ndjdite vsetky syndrémové polyndmy kddu Cs z prikladu[5.2.1].

Riesenie: Je to cyklicky kod s generujticim polynémom g(z) = x® + 2 + 1 a kontrolnym
polynémom h(z) = (x + 1)(x® + 2* + 1) = 2* + 2* + x + 1. Jeho kontroln4d matica m4 tvar

He, =

3

_ o O
O = O

1 011
0111
1 110

O O =

Je to vlastne kontrolna matica Hammingovho (7,4)-koédu s poprehadzovanymi stipcami.
Tento kéd mé minimélnu vzdialenost 3 a teda opravuje vSetky jednoduché chyby. Chybové
polynémy budid vahy najviac 1. VypiSeme ich a vypocitame k nim syndrémy.
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chybovy polyném | syndrémovy polyném
0

1

x

2

rz+1

r° 4

2 +ax+1

2+ 1

S O R W N

IR

Veta 5.4.1 Nech je dany cyklicky kéd C dizky n s generujiicim polyndmom g(x) € C(x).
Nech je vyslanyg polynom v(zx) € C(x) a nech je prijaty polynom w(x) € T,,—1(x), w(z) =
v(z) +e(x), kde e(x) je polynom prislichajici chybovému slovu. Potom syndrém polynému
w(x) je taky isty ako syndrom chybového polynomu e(x).

Dekodovaci algoritmus mozno zapisat v krokoch:
Nech je dany cyklicky (n, k)-kod C s generujicim polynémom g(z) € C(x) a nech je
vyslany polymom v(z) € C(z).

1. Prijme sa polymoém w(x) € T, (z).

2. Vypocitame syndromovy polyném s(x) ako zvysok po deleni polynému w(z) generu-
jacim polynémom g(z), teda podla predpisu

w(z) = p(x)g(z) + s(x).
3. Podla syndrému uréime prislusny chybovy polynom e(z).
4. Dekodujeme podla predpisu v(z) = w(z) + e(z).

Pouzitie polynomickej reprezentécie pri cyklickych kédoch umoznilo nahradit operacie
s vektormi a maticami jednoduchs$ie imlementovatelnymi operaciami s polynémami.

Algoritmus dekddovania sa v praxi rozne modifikuje vyuzitim dalsich vlastnosti cyklic-
kych kédov na vypoctovo menej narocnejsie algoritmy. Tieto modifikacie st prispospobené
roznym faktorom. Napriklad Meggitov algoritmus dekdédovania binarnych cyklickych kodov
je vyhodny pri pouziti tzv. LFSR (linear feedback shift register) dekédera. Inou modifi-
kéciou dekoddovacieho algoritmu je " Error trapping " dekédovaci algoritmus. Ten je zase
vyhodny pre cyklické koédy opravujice jednonésobné chyby, alebo dvojnasobné chyby, ak
sa ich vyskyt ocakava na blizkych poziciach.

Golayov kéd

Veta [3.4.2| uvadza, ze jedinym perfektnym kédom okrem Hammingovych a opakovacich
kédov je Golayov kéd pre trojnasobné opravy. Tento kod je cyklicky a uvedieme jeho
zékladné parametre.
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Je to kod dlzky 23. Rozklad polynému 2% + 1 na ireducibilné polynémy je takyto:
?+1=(z+ )1+ +a2"+2° + 2% + 20+ 2" )1 + 2+ 2° + 2% + 27 + 2% + ™).

Generujticim polyném Golayovho kédu je polyném g(x) = 1+ 22+ 2t + 25 + 2% + 210 + 21,
takZe kontrolnym polynémom tohto kodu je h(z) = (x+1)(1+x+2° + 25+ 27+ 2% + 2.
Je to teda binarny cyklicky (23, 12)-kod. Jeho minimélna vzdialenost je 7, a teda skuto¢ne
opravuje trojnasobné chyby.

V literattre 9] moze ¢itatel najst dalsie vlastnosti a charakteristiky Golayovho kodu.
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