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Uvod

Ucebny text je adresovany studentom Fakulty elektrotechniky a informatiky TU
v Kosiciach na prvom stupni stidia v studijnom odbore ,Vypoctova technika a
informatika“ a pokryva ucebnt latku predmetu Diskrétna matematika v letnom
semestri prvého rocnika. Text nemd nahradif prednasky z daného predmetu, ale
pomoct Studentom v systematickom zorientovani sa v predmete. Preto v texte nie
su uvadzané dokazy. Paralelne s touto ucebnicou je vydana Zbierka uloh z Dis-
krétnej matematiky. Tieto dva ucebné texty spolu predstavuji minimum potrebné
na uspesné zvladnutie studia v predmete Diskrétna matematika v prvom roc¢niku.

Ucebna latka je ¢lenend do 6smich kapitol, za ktorymi st tlohy na samostatné
precvicovanie preberaného uciva. V prvych dvoch kapitolach si zakladné poznatky
o binarnych relaciach, zobrazeniach, c¢iasto¢ne usporiadanych mnozinach a zva-
zoch, ktoré vyustuju do boolovskej algebry a pouzitia boolovskych funkeii. Tretia
kapitola je venovana algebraickym systémom s jednou aj s dvoma binarnymi ope-
raciami. Dalsie kapitoly st postupne venované neorientovanym aj orientovanjym
grafom, stromom, vyuzitiu maticového poc¢tu pri spracovani tiloh pomocou grafov
a aplikacii grafov pri rieseni konkrétnych tloh. Na zaver je ukdzka vyuzitia tedrie
grafov v transportnych siefach pri ur¢ovani maximalnych tokov.

Pre lepsiu orientaciu v diskrétnej matematike a pribuznjch disciplinach je
ucebny text doplneny zoznamom pouzitej literatury.

Autor vyslovuje podakovanie RNDr. Vladimirovi Lackovi, PhD. a RNDr. Stefa-
novi Bereznému, PhD., ktori starostlivo precitali rukopis a cennymi radami prispeli
k jeho skvalitneniu.






Kapitola 1

Mnoziny a relacie

1.1 MnoZiny a mnozZinové operacie

Jednym zo zékladnych pojmov v matematike je pojem mnoziny. Nebudeme ho de-
finovat, ale budeme ho chapat v intuitivhom zmysle. Pod mnoZinou rozumieme
suhrn (skupinu, stbor) nejakych navzajom odlisnych objektov, ktoré podla neja-
kého kritéria tvoria jeden celok.

MnozZinu povazujeme za urceni, ak o kazdom objekte vieme rozhodnut, ¢i je
alebo nie je prvkom danej mnoziny. Mnoziny budeme oznacovat pomocou velkych
pismen:

AB,...,X,Y,....,M,N,...

a podobne, a prvky mnozin budeme oznacovat malymi pismenami a, b, ..., z,y,. ..,
m,n, . ... Skutocnost, Ze a je prvkom mnoZiny A zapiSeme
a€A.

Ak a nie je prvkom mnoziny A, tak zapiseme
agd A.

Namiesto a je (nie je) prokom mnoZiny A zvykneme hovorit aj a patri (nepatri)
do mnoziny A.

Mnozinu, ktora neobsahuje ziadny prvok, nazyvame prazdnou mnozinou a
oznacujeme ju symbolom ().

Pozname rozne spdsoby urcenia mnozin. Ak mnozina M obsahuje kone¢ny po-
cet prvkov zy, xs, ..., x,, vtedy pouzivame zapis

M ={xy,29,...,2,}.

Uvedomme si, ze

D = {0}

5



6 KAPITOLA 1. MNOZINY A RELACIE

je neprazdna mnozina obsahujica jeden prvok 0, a preto D # (). Stretdvame sa aj
s mnozinami, ktoré st urcéené takto: K je mnozZina vsetkych prvkov x € B, ktoré
maji vlastnost P. V tomto pripade piSeme:

K ={xz € B; P(x)}.

Niektoré mnoziny, hlavne ciselné, maji vseobecne zauzivané oznacenia. Tak
napriklad pre mnozinu vSetkych prirodzenych ¢isel, t.j. mnozinu {1,2,3, ...}, po-
uzivame symbol N. Mnozinu v8etkych celych ¢isel oznac¢ujeme Z. Racionalne ¢isla
st zlomky s celo¢iselnym citatelom aj menovatelom. Mnozinu vSetkych racional-
nych ¢isel oznacujeme Q. Znak R je symbolom pre mnozinu vsetkych realnych a
C pre mnozinu vsetkych komplexnych c¢isel.

PrixrLAD 1.1.
P={z € N;3<2*<30}

je mnozina vsetkych prirodzenych cisel, ktorych druhd mocnina je vicsia nez 3 a
mensia ako 30, teda
P={2,3,4,5}.

DEFINICIA 1.1. MnoZina A je podmnoZinou mnoZiny B prdve vtedy, ak kazZdy
prvok mnoziny A patri aj do mnoziny B. Zapisujeme

ACB.

Je zrejme, ze A = B prave vtedy, ked A C B a stucasne aj B C A. Kazda
neprazdna mnozina A obsahuje najmenej dve podmnoziny a to () a A.

DEFINICIA 1.2. Potenéna mnozina mnoziny A je mnozina P(A), ktorej prokami
su vsetky podmmnoziny mnoZiny A.

Napriklad, ak A = {1,2,3}, tak
P(A) ={0,{1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3},{2,3},{1,2,3, }}.

Predpokladajme, Ze vSetky mnoziny, s ktorymi pracujeme, s prvkami istej
univerzalnej mnoziny U.

DEeFINiCIA 1.3. Zjednotenie mnoZin A a B je mnoZina
AUB={zxe€U; v € A alebo x € B}
a prienik mnozin A a B je mnoZina
ANB={zxeU; v € A a xc B}.

Teda do AU B patria prave tie prvky, ktoré st prvkami aspon jednej z mnozin
A a B, ado AN B patria prave tie prvky, ktoré si prvkami mnoziny A aj mnoziny
B.
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DEFINICIA 1.4. Rozdiel mnoZin A a B je mnoZina
A\B={z€U; x€ A az¢ B}.

Cize prvkami mnoziny A\ B st tie prvky mnoziny A, ktoré nepatria do B.

DErFINiciA 1.5. Komplement (doplnok) mnoZiny A je mnoZina
A=U\A.

Operéaciu zjednotenia a prieniku mozeme rozsirit na Tubovolny pocdet mnozin.
Nech I je mnozina, ktorej budeme hovorif mnozina indexov a pre kazdé i € I je
definovand mnozina A; C U. Hovorime, Ze je dany systém mnozin {A;; i € I}.
DEFINICIA 1.6. Zjednotenie systému mnozin {A;; i € I} je mnoZina | J,c; A;
prdve tych prvkov z U, ktoré patria do niektorej z mnozin A;.

Prienik systému mnoZin {A;; i € I} je mnoZina (,c; A; prdve tyjch prvkov z U,
ktoré patria do vsetkych mnoZin A;.

PozNAMKA. Ak T = {1,2,...,k}, tak systém mnozin je {A;, As, ..., Ax}. Ich
zjednotenie a prienik oznacujeme

k k
i=1 i=1

DEFINiciA 1.7. Rozklad mnoZiny A # 0 je taky systém {A;; i € I}, pre ktory
plati

UAZ-:A a ANAj=0 prei,jel, i#j.

el
VETA 1.1. Nech A, B a C su podmnoziny mnoziny U. Potom plati:

1. AUB=BUA, ANB=BnNA,

2. (AUB)UC=AU(BUC), (ANB)NC=ANn(BNC),

3. AUMBNC)=(AUB)N(AUC), AN(BUC)=(ANB)U(ANC),
4. AUD=0UA=A, ANU=UNA=A,

5. AUA=AUA=U, ANA=ANA=10,

6. (A)=A,

7. AUA=A, ANA=A,

8. AuU=U, AND=0,

9. AU(ANB)=A4, AN(AUB)=A,

10. (AUB)=ANB, (ANB)=AUB.

Tvrdeniam 10 vety 1.1 hovorime de Morganove pravidla. Vetu 1.1 nebudeme
dokazovat, Citatel si jednotlivé vlastnosti moze overit pomocou tzv. Vennovych
diagramov.
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1.2 Binarne relacie

Je pozoruhodné, ako vela matematickych pojmov sa d4 vyjadrit pomocou mno-
zin a rdoznych mnozinovych konstrukcii. Je to prekvapivé hlavne preto, ze tedria
mnozin bola do matematiky zavedend pomerne nedavno. Dnes sa vSak uz stala su-
¢astou bezného matematického vyjadrovania a je jazykom, ktory napoméha chapat
matematiku ako jeden celok so spoloénymi zakladmi. Ukazeme si, ako sa pomo-
cou jednoduchych mnozinovych prostriedkov mozu definovat dalSie matematické
pojmy.

Ak z a y st prvky (nejakej mnoziny), potom symbol {z,y} ozna¢uje mnoZinu
obsahujicu prave prvky = a y a nazyva sa neusporiadana dvojica prvkov z a
y. Pripomernime, ze {z,y} je to isté ako {y, z}. Zavedieme tiez oznacenie (z,y) pre
usporiadanu dvojicu prvkov z a y. V tomto pripade zavisi na poradi prvkov v
zatvorkach. Podobne definujeme usporiadant n-ticu prvkov xy, xo, . .., x,, ktora
budeme oznacovat (xy,zs,...,x,). Plati, Ze

(x1,...,2n) = (Y1,-.-,Yn) pPrave vtedy ak =1 =y1,...,Zy = Yp .

DEeFINicIA 1.8. Karteziansky suéin A x B mnozin A a B je mnozina vsetkych
usporiadanych dvojic (a,b), kde a € A a b € B. Formdlne zapisujeme

Ax B={(a,b); a€ A, be B}.

Kartezidnsky stc¢in A x A niekedy zapisujeme ako mocninu, t.j. A2, a podobne
A3 =Ax Ax A atd.
Je zrejmé, ze C' x ) = () x C pre Iubovolni mnozinu C'.

DEFINiCIA 1.9. Binarna relacia z mnoziny A do mnoziny B je lubovolnd pod-
mmnozina R kartezidnskeho sucinu A X B. Ak A = B, hovorime o bindrnej reldcii
na mnoZine A, ¢o je lubovolnd podmnoZina R C A2

Ak nemoze dojst k omylu a je jasné, Ze sa jedné o binarnu relaciu, slovo bindrna
mozeme vynechat a hovorit iba o relacii.

PozNAMKA Bindrna relacia R je mnozina, a teda by sme mali pouzit symbol pre
mnozinu, t.j. R. Symbol R budeme pouzivat preto, aby sme jasne rozlisili, Ze sa
jedna o relaciu.

Ak (a,b) € R, hovorime, Ze prvok a je v reldacii R s prvkom b a zapisujeme
aRb. Analogicky namiesto (a,b) ¢ R piSeme aRb.

Nézov kartezidnsky sicin pochddza z geometrickej interpretacie (a povodne
teda z mena Descartes): Ked napriklad A = B = R, potom A x B mdzeme in-
terpretovat ako vSetky body roviny a v tomto pripade = a y su (kartezidnske)
stradnice bodu (z,y) roviny. Toto zndzornenie pouZivame nielen pre ¢iselné mno-
ziny, ale napriklad aj pre karteziansky sicin kone¢nych mnozin. Binarnu relaciu
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potom znazornujeme ako mnozinu v rovine, ktorda je podmnozinou mnoziny zné-
zornujucej kartezidansky sucin. Hovorime tomu graficka interpretacia binarnej
relacie.

PrikLAD 1.2. Nech A = {1,3,5}, a b
B ={0,2}. Najdite a graficky znazornite
relaciu ‘R, ktora je definovana: 7] e Py fe)

aRb< |a—2|=]2b—-3]|, a€ A, beB.

O O o—>
RieSenie. Vypoctom zistime, ze R = 1 3 5 4
{(5,0), (1,2), (3,2)}. Grafickd interpreta-
cia je na obr. 1.1. PIné krazky sa prv- Obr. 1.1
kami mnoziny R, vetky kruzky (plné aj
prazdne) st prvkami kartezidnskeho st- Ya N
¢inu A x B. Or 7] ?
PrIKLAD 1.3. Majme podmnoziny reél- : M
nych éisel X = {z; -3 < 2z < 2} a [
Y = {y; 1 <y < 4}. Najdite a graficky : 1
znazornite relaciu R, ktora je definovana: K /L
TRy y<az+1 37 2=X

RieSenie. R je cast roviny (pdfuholnik
KLMNO) z obr. 1.2.
Obr. 1.2

Dalsimi vhodnymi interpretdciami bindrnej relacie si maticova a grafova.
Ak RCAxB, A={ay,...,a,}, B={by,...,b,}, mdzeme R zapisat pomocou
matice M = (m; ;) typu (n,m), kde

ms . — 1 s ak (IZ'RCL]' 5
“ 1 0, v ostatnych pripadoch.

Pri grafovej interpretacii (presnu definiciu grafu uvedieme neskor) prvky mnozin
A a B znazornujeme kruzkami, ktoré budeme nazyvat vrcholy. Usporiadant dvo-
jicu (a;, bj) znazornime Sipkou v smere od a; k b;, ktort nazyvame orientovana
hrana. Tak napriklad pre relaciu R = {(1,2),(2,4), (3,2),(4,2), (4,4)} na mno-
zine {1, 2, 3,4} mame maticu

0
1 O
| 2 4
0
1

Obr. 1.3

__= 0 =
O O OO

a grafova reprezentacia je obr. 1.3.
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DEFINicIA 1.10. Inverzna relacia k bindrnej reldcii R je bindrna reldcia R~ =
{(b,a); (a,b) € R}, pricom a € A a be B.

Je zrejmé, ze

aRb&= bR 'a  a (R

DEeFINiCIA 1.11. Nech A, B,C st mnoZiny, R C A x B je relicia z A do B, a
S C B x C je relacia z B do C. St¢inom binarnych relacii (zloZenim) R a S
nazveme bindrnu reldciu R o S C A x C taku, Ze prea € A ac e C jea(R o S)c
prdave vtedy, ak existuje aspon jedno b € B take, Ze aRb a zdroven bSc. Sucin
relacit R a S tieZ niekedy oznacujeme RS.

Stucin relécii sa d4 dobre znazornit pomocou grafovej reprezentacie. Na obr. 1.4
je vidiet, ze dvojica (a,c) je v relacii R o S vidy ked z a do ¢ sa d& dostat po
orientovanych hranach cez nejaké b z mnoziny B.

A R B S C
og
o

~
S
o
3°

o
o
o o o
\_/ \_/ \_/
Obr. 1.4

Vsimnime si, ze stcin nie je definovany pre kazdé dve binarne relacie. Aby sa
dali relacie skladaf, musia mat spolo¢éni ,prostredni mnozinu (v definicii sme
ju oznadili B). Ak st vSak R aj S reldcie na tej istej mnoZine, ich sGéin je vzdy
dobre definovany. V tomto pripade zalezi na poradi skladania, t.j. R o & je vo
vSeobecnosti iné relacia ako S o R.

VETA 1.2. Pre sucin bindrnych reldcii plati asociativny zakon. Ak R C A X B,
SCBxCaT CC x D su bindrne reldacie, tak

(RoS)oT =Ro(S07T).
Dokaz vety vyplyva z Definicie 1.11 a zo schémy na obr. 1.5.
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Obr. 1.5
P0zZNAMKA. Pojem bindrnej relacie mozeme zovSeobecnit. Nech Ay, A, ..., A, st
Tubovolné mnoziny. Karteziansky sucin A; x Ay X ... x A, mnozin A;, Ay, ..., A,
je mnozina vSetkych usporiadanych n—tic (a1, as,...,a,), kde a; € A; pre vsetky
i=1,2,...,n. Specidlne, ak A; = Ay = ... = A,, potom A; x Ay x...x A, = A" je
mnozina vSetkych usporiadanych n—tic prvkov mnoziny A. Potom n—arna relacia
je lubovolnd podmnozina kartezidnskeho st¢inu Ay x Ay X ... X A,,.

1.3 Ekvivalencia

V tejto Casti textu sa budeme zaoberat iba binarnymi relaciami na mnozine, t.j.
ked R C A x A.

DEFINICIA 1.12. Bindrna reldcia R na mnoZine A sa nazjva:

reflexivna, ak pre vietky a € A plati aRa;

symetricka, ak pre vsetky a,b € A plati, Ze ak aRb, tak aj bRa;
antisymetricka, ak pre vsetky a,b € A plati, Ze ak aRb aj bRa, tak a =b;
tranzitivna, ak pre vsetky a,b,c € A plati, Ze ak aRb a bRc, tak aj aRec.

Ak znazornujeme relaciu pomocou matice, tak matica odpovedajuca reflexiv-
nej relacii méa na hlavnej diagonale len jednicky. Matica reprezentujica symetricki
relaciu je symetrickd podla hlavnej diagonély. Pri grafovej reprezentacii reflexivne;
relacii odpoveda graf s orientovanou sluckou pri kazdom vrchole. V grafe reprezen-
tujicom symetrickt relaciu kazdt dvojicu vrcholov spajaju orientované hrany v
oboch smeroch. Aj podmienka tranzitivnosti sa da dobre vyjadrit pomocou orien-
tovanych hran: ak st v grafe hrany z x do y a z y do 2z, musi tam byt aj hrana z
a do z.

DEFINICIA 1.13. Hovorime, Ze reldcia R na mnoZine A je ekvivalencia na mno-
zZine A, ak je reflexivna, symetrickd a tranzitivna.

Pojem ekvivalencie je zastresujtci pojem pre vSetky pojmy vyjadrujice rov-
nakost, podobnost, izomorfizmus atd. Casto sa relacia ekvivalencie zvykne ozna-
¢ovat symbolmi =, =, ~, ~, = .. .. Priklady ekvivalencie sa vyskytuju napriklad v
geometrii: podobnost trojuholnikov, rovnobeznost priamok a podobne.

Nech R je ekvivalencia na mnozZine A a nech a je lubovolny prvok mnoziny A.
Ozna¢me symbolom R[a] mnozinu vSetkych prvkov z, ktoré st v relacii s prvkom a
(teda Rla] = {z; aRx}). R[a] sa nazyva trieda ekvivalencie R ur¢end prvkom
a.

Plati nasledujtca

VETA 1.3. Pre kazdu ekvivalenciu R na mnozine A plati

(i) Rla] je neprazdna mnoZina pre kazdy prvok a € A.
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(i1) Pre kazdé dva prvky a,b z mnoZiny A bud Rla] = R[b], alebo Rla|NR[b] = 0.
(i1i) Triedy ekvivalencie jednoznacne urcuji (popisugi) reliciu R.

Skor, ako pristipime k dokazu, vysvetlime zmysel bodu (iii). Presny vyznam
je nasledujici: Ak st R a S dve ekvivalencie na mnozine A a pre kazdy prvok a z
mnoziny A plati rovnost Rla] = S[a], potom R = S.

Dékaz. (i) Mnozina R[a] vzdy obsahuje aspon prvok a, pretoze R je reflexivna
reléacia.

(ii) Nech a,b st dané prvky. Ak aRb, ukdzeme najprv ze R[a] C R[b]. Je to
tak, pretoze ak nejaké x € Rla], potom aRz a zo symetrie vyplyva, Ze aj *Ra.
KedZe xRa a aRb, z tranzitivnosti vyplyva ze aj v Rb. Ak opét pouzijeme symetriu,
mame bRz, ¢o znamena, ze x € R[], a teda R[a] C R[b]. Podobne sa ukaze, ze aj
RI[b] C Rla], z ¢oho vyplyva, ze R[a] = R[b].

Teraz ukdzeme, Ze ak neplati aRD, tak R[a] N R[b] = (. Postupujeme sporom:
Nech existuje z € Rla] N R[b]. Potom aRx a zo symetrie aj xRb. Z tranzitivnosti
dostavame aRb, ¢o je spor.

(iii) Tato cast tvrdenia vety je zrejmd, pretoze triedy ekvivalencie R uréujiu R
vztahom

aRb prave vtedy, ak {a,b} C Rla].

Obrazok 1.6 znazornuje tvrdenia vety 1.3. Pod-

mnoziny danej mnoziny A, ktoré st navzajom

disjunktné a ktoré spolu obsahuju vsetky prvky

mnoziny A, tvoria rozklad mnoziny A (pozri defi-

niciu 1.7). Tvrdenia vety zarucuju, ze triedy ekvi-

valencie tvoria rozklad mnoziny a Ze vztah medzi

vsetkymi ekvivalenciami na danej mnozine A a

vSetkymi rozkladmi mnoziny A je vzajomne jed- Obr. 1.6
noznacny.

Uvedieme si jednu konkrétnu ekvivalenciu, ktora rozkladd mnozinu celych ¢isel.
Hovorime, Ze nenulové celé ¢islo b deli celé ¢islo a, ak existuje také celé ¢islo g, Ze
a = b q. Zapisujeme to symbolom b|a.

Nech m € N a nech

R ={(a,b) € Zx Z; m|(a—10)}.

UkaZeme si, ze bindrna relacia R,, na mnozine Z je ekvivalencia. Reflexivnost
plati, pretoze pre kazdé a € Z je a — a = 0 a nulu deli kazdé nenulové ¢islo,
teda aj naSe dopredu zvolené ¢islo m. Je zrejmé, Ze pre ITubovolné a,b € 7Z, ak
m|(a — b), tak aj m|(b — a) a relacia je symetrickd. Uvazujme teraz Iubovolné
a,b,c € Z, pre ktoré plati ze m|(a — b) a tiez m|(b — ¢). Potom existuja celé
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¢isla g1 a qo také, ze a —b = m-q a b—c = m - qs. Z toho vSak vyplyva, ze
a—c=(a—b+(b—c)=m-(q1+ q), kde ¢1 + 2 € Z, a teda m|(a — ¢). Tym
sme ukézali, Ze relacia je aj tranzitivna. KedZe sa jedna o ekvivalenciu, moZeme
teraz zostrojit mnozinu tried ekvivalencie

Zow = {0,1,3,... 0 =1},

ktoré tvoria rozklad mnoziny vsetkych celych ¢isel Z, pricom trieda k (0 < k <
n — 1) ma tvar

k={..,—2m+k-—-m+kkm+k2m+k, . .}.

Mnozinu Z,,, nazyvame mnozinou vSetkych zvyskovych tried mnoziny Z podla
modulu m. Napriklad pre m = 5 dostavame:

kde

...,—15,-10,-5,0,5,10,15,.. .},
...,—14,-9,-4,1,6,11,16,...},
.., —13,-8,-3,2,7,12,17,.. .},
..,—12,-7,-2,3,8,13,18,...}
..,—11,-6,-1,4,9,14,19,.. .}

=]l N —| O
I
A A A

1.4 Zobrazenia

Pojem zobrazenie sa zhoduje s pojmom funkcie a je jednym zo zakladnych pojmov
v matematike. Trvalo dost dlho, kym sa dospelo k dnesnému chépaniu zobrazenia
ako Specialneho typu binarnej relacie. Este v nedavnej dobe sa uvazovali iba re-
alne alebo komplexné funkcie a ,poctiva“ funkcia musela byt vyjadrena nejakym
vzorcom alebo sti¢tom nekonecného radu.

DEFINICIA 1.14. Zobrazenie z mnoziny A do mnoZiny B je bindrna reldcia f C
A x B s vlastnostami:

a) ku kazdému a € A ezistuje b € B tak, Ze (a,b) € f,

b) ak (a,b) € f a(a,c) € f, tak b= c.

Namiesto slova zobrazenie sa v rovhocennom vyzname ¢asto pouziva slovo fun-
kcia. Teda zobrazenie f z mnoziny A do mnoziny B moézeme chapat ako pravidlo,
ktoré kazdému prvku a € A priradi prave jeden prvok b z mnoziny B. To, ze f je
zobrazenie z mnoziny A do mnoziny B, zapisujeme takto: f : A — B. Prvok a je
vzorom prvku b a prvok b je obrazom prvku a pri zobrazeni f. Namiesto

afb  alebo (a,b) € f
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obvykle piseme
b= f(a).
Vsetky tri zapisy vyjadruju to isté: prvok a je v relacii s prvkom b.

PozNAMKA. VSimnime si, ze aj ked zobrazenie je relaciou, nepouZiva sa na jeho
oznacenie velké pismeno ako pre relaciu, ale malé. Citatel sa uréite ¢astejsie stre-
taval so zapisom y = f(x), teda s pripadom funkcie (zobrazenia) z mnoziny X do
mnoziny Y. Je to to isté, ak si uvedomime, ze mnoziny A a B v definicii zobrazenia
boli lubovolné.

PRIKLAD 1.4. Nech A = {1,2,3}, B={1,2,3,4}. Potom

fl - {(L 2)7 (272)7 (3’4)}

je zobrazenie, ale
f2 = {(17 2)? (17 3)7 (274)7 (3? 4)}

nie je zobrazenie, lebo nie je splnena vlastnost b) definicie 1.14 a ani

f3 = {<17 2)7 (27 3)}
nie je zobrazenia, lebo nie je splnend vlastnost a) definicie 1.14.

DEFINICIA 1.15. Zobrazenie f : A — B sa nazyjva:

surjektivne, ak ku kaZdému b € B existuje aspon jedno a € A tak, Ze b = f(a),
injektivne, ak z a1 # az, a1,as € A vyplyva f(a1) # f(as),

bijektivne, ak je surjektivne aj injektivne.

a1070b1 a,0———>0b, alo><ib1 a Q. ob,
o °b, a,o o b, o b,

%Obz a2
al——>0b; 2,0 b,

(2) (b) © (d)

ap ob,

Obr. 1.7

Na obr. 1.7 st znézornené jednotlivé typy zobrazeni. Zobrazenie (a) nie je
surjektivne ani injektivne, (b) je surjektivne, ale nie je injektivne, (c) je injektivne,
ale nie je surjektivne a (d) je surjektivne aj injektivne, teda bijektivne.

Kazdé zobrazenie f je binarne relacia z A do B, preto existuje aj binarna relacia
f~'z B do A, ktora vo vieobecnosti nie je zobrazenim (funkciou).
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VETA 1.4. Nech f je zobrazenie z A do B. Potom f~! je zobrazenie z B do A
prave vtedy, ak [ je bijektivne zobrazenie.

Dékaz. Nech f~! je zobrazenie z B do A. Potom kazdy prvok b € B mé prave
jeden obraz f~1(b) € A, a teda kazdy prvok b € B je obrazom préave jedného prvku
z A v zobrazeni f, ¢o je bijektivnost zobrazenia f.

Naopak, nech f je bijektivne zobrazenie z A do B. Potom kazdy prvok b € B
mé prave jeden vzor v mnoZine A, a teda f~! je zobrazenie, lebo kazdy prvok
b € B m4 prave jeden obraz f~1(b) € A. O

DEFINICIA 1.16. Majme zobrazenia f : A — B ag: B — C. Stéinom (zloZenim)
zobrazeni f a g je zobrazenie h : A — C definované predpisom

pre kaZdé a € A.

Zobrazenie h budeme oznacovat go f. Plati teda (go f)(a) = g(f(a)) pre kazdy
prvok a € A. Je tu odlinost oproti stcinu relacii, kde sa skladanie zapisuje v
poradi ,zlava doprava‘“. Pri zobrazeniach skladanie zapisujeme ,sprava dolava‘“.

Pre stcin zobrazeni plati asociativny zakon, ale nie komutativny. Ak ma f o g
zmysel, potom g o f vobec nemusi byt definované.

1.5 Ulohy

1.1. Majme mnoziny S = {1,2,3,5} a T = {-3,0,7}. Utvorte S x T', T' x S,
SxSaTlxT.

1.2. Je dand mnozina L = {(1,0), (0,1),(2,1),(0,0),(2,2),(0,2),(2,0)}. Rozhod-
nite, ¢i existuju také mnoziny M a P, pre ktoré by platilo L = M x P.

1.3. Najdite bijektivne zobrazenie mnoziny A x B na mnozinu B x A pre dve
zvolené mnoziny A a B.

1.4. Zistite, ktoré z vlastnosti reflexivnost, symetrickost, antisymetrickost, tran-
zitivnost platia v nasledujucich bindrnych relaciach:
)Rl—{(fc y) Ny =z +1},

b) Ry ={(z,y) € N* y > a},
c) R3 —{(a.y) € 2% [ — | = 1},
d) Ry = {(z,y) € Z% |z — y| < m, m € N, (m— pevne zvolené)},
e) Rs = {(z,y) € R*; x <y},

f) Re = {(z,y) € A%, x =y}, pricom A je lubovolnd mnoZina.

1.5. Rozhodnite, ktoré z nasledujucich binarnych relacii st ekvivalencie. V pri-
pade ekvivalencie najdite aj triedy ekvivalencii:
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a) ,Mat rovnaky polomer ako“ na mnozine kruznic v rovine,
b) ’x_y’§17 w?Z/ER:
c) [zl =1y, =xyeC.

Utvorte mnozinu Zg zvyskovych tried mnoziny Z.

Rozhodnite, ktoré z nasledujucich zobrazeni je injektivne, surjektivne, bijek-
tivne:
a) f:N—=N, f(n)=2n pre vsetky n € N,
: xr—1 pre vsetky x € Z,
C) f : <%ﬁ7%> - <_17 >7 f

~—

x) =sinz  pre vietky z € (F,5).



Kapitola 2

Boolovska algebra

2.1 Ciastoéne usporiadané mnoziny

Citatel ur¢ite pozné usporiadanie mnoziny prirodzenych é&isel alebo inych ¢iselnych
mnozin podla velkosti. Takéto usporiadanie sa v matematike chépe ako Specialny
typ relécie, t.j. ako vztah dvojice ¢isel, a reldcia sa oby¢ajne oznacuje symbolom
»<* (mensi alebo rovny). Iné bindrne relacie ndm umoziuji usporiadat mnoziny
(nielen ¢iselné) podla inych kritérii.

DEFIN{ciA 2.1. Relacia ¢iastoéného usporiadania na nejakej mnozine A # ()
je kazZda reldcia na mnozine A, ktord je reflexivna, antisymetrickd a tranzitivna.

Prikladmi relécii ¢iastoéného usporiadania s napr.: relacia delitelnosti | na
mnozine N, relacia inklizie C na systéme mnozin, usporiadanie ¢isel podla velkosti
< na R, .... Ak nebudeme presne $pecifikovat, o akd binarnu relaciu sa jedna,
budeme na oznacenie relacie ¢iasto¢ného usporiadania pouzivat symbol <. Potom
mozeme definiciu 2.1 sformulovat takto:

DEFINICIA 2.2. Nech A # (). Bindrna reldcia < na mnoZine A je relaciou &ias-
to¢ného usporiadania prdve vtedy, ak pre vsetky a,b,c € A plati:

a =X a,

a=bANb=<a=a=0,

a=bAb<c=a<Xc
Usporiadand dvojica (A; <) sa nazyva ¢iastoéne usporiadana mnozina.

Ak porovnavame ¢isla (okrem komplexnych) podla velkosti, tak Tubovolné dve
¢isla sa daji porovnat. Téato vlastnost pre mnohé ¢iasto¢ne usporiadané mnoziny
naplati.

DEFINfCIA 2.3. Ciastocne usporiadand mnozina (A; <), v ktorej pre vietky a,b € A
jea = b alebo b < a sa nazyva linearne usporiadana.

PRIKLAD 2.1. Nech A = {a,b,c}. Utvorme potenéni mnozinu P(A) = {0, {a},

17
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{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c}}. Lahko overime, ze (P(A);C) je Ciastotne
usporiadand mnozina. Nie je vSak linedrne usporiadand, lebo napriklad {c} ¢
{a,b} ani {a,b} ¢ {c}.

PRIKLAD 2.2. Nech A je neprazdna podmnozina mnoziny realnych ¢isel R. Potom
(A; <) je ¢iastoéne usporiadand mnoZina a je aj linedrne usporiadana.

Konecné ¢iastocne usporiadané mnoziny mozeme znazorniovat pomocou grafov
podobne ako ktorékolvek iné bindrne relacie. V takych obrazkoch by vSak bolo
velmi vela hran. Skor ako si vysvetlime, ktoré hrany netreba zakreslovat, potrebu-
jeme pojem pokryvajici prvok.

DEFINICIA 2.4. Nech (A; <) je ciastoéne usporiadand mnoZina a nech a,b € A.
Hovorime, Ze prvok a pokryva prvok b, ak a # b a plati:

1. a =D,

2. neexistuje x € A, x # a, v # b taky, Ze a < x < b.

Ciasto¢ne usporiadané mnoziny (A; <) budeme znazortiovat pomocou tzv. Has-
seho diagramov. Vrcholy odpovedajice prvkom mnoziny A umiestnime v rovine
tak, ze ak a < b, tak vrchol a umiestnime nizsie ako vrchol b. Vrcholy a,b spo-
jime ¢iarou (hranou) préave vtedy, ak prvok b pokryva prvok a. Tym si uSetrime
kreslenie Sipky, pretoze orientacia hrany je uvazovana zdola nahor, a nekreslime
ani hrany medzi dvojicami prvkov, ktorych relacny vztah vyplyva z tranzitivnosti.
Reflexivnost relacie dovoluje nekreslit ani slu¢ky pri vrcholoch. Hasseho diagram
¢iastoCne usporiadanej mnoziny z prikladu 2.1 je na obr. 2.1(a).

(a) (b)
Obr. 2.1

PRIKLAD 2.3. Nech A ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. (A;|) je ¢iasto¢ne usporiadana
mnozina, pretoze reldcia delitelnosti | je reflexivna, antisymetrickd a tranzitivna.
Hasseho diagram je na obr. 2.1(b).

DEFINICIA 2.5. Nech (A; =) je ciastocne usporiadand mnozZina. Prvok a € A sa
nazyva najmensi (najvacsi) prook v (A; <X), ak pre kazdy prvok x € A platia < x
(x < a).
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Prvok a € A sa nazjva minimalny (maximalny) prvok v (A; <), ak neezistuje
prvok x € A, x # a taky, Ze v < a (a X x).

Najmensi (najvicsi) prvok je zarovel aj miniméalnym (maximalnym) prvkom
¢iastoCne usporiadanej mnoziny, ale naopak to neplati. Ak ¢iastoCne usporiadana
mnozina ma najmensi, resp. najvacsi prvok, je jedinym a je zaroven aj jej jedinym
minimalnym, resp. maximéalnym prvkom. Napriklad v (A; <) z prikladu 2.3 ¢islo 1
je najmensim prvkom a je zaroven aj jedinym minimalnym, maximalnymi prvkami
st ¢isla 6,7,8,9 a 10 a najvacsi prvok neexistuje. V (P(A); C) z prikladu 2.1 je ()
jedinym minimalnym a sti¢asne aj najmensim prvkom a prvok {1,2,3} je jedinym
maximalnym a zaroven aj najvacsim prvkom.

Nech M je neprazdna podmnozina mnoziny A. Ak (A; <) je ¢iastocne usporia-
dand mnozina, tak aj (M; =) je ¢iastotne usporiadand mnozina. Hovorime, ze d
je najvicsi (najmensi, maximalny, minimalny) prvok mnoziny M C A, ak je
najviacsim (najmensim, maximélnym, minimalnym) prvkom ¢iasto¢ne usporiada-
nej mnoziny (M; =<).

DEFINICIA 2.6. Nech (A; <) je ciastocne usporiadand mnoZina a ) # M C A.
MnoZina
h(M)={x € A; VaeM:a=x)}

je mnozina vsSetkych hornych ohraniceni mnoziny M a mnoZina

dM)={z € A; YVae M: z=a)}
je mnozina vSetkych dolnych ohraniceni mnozZiny M. Najmensi (najudcsi
) prvok mnoZiny h(M) (d(M)), ak existuje, sa nazgva supremum (infimum)
mnoziny M a zapisuje sa sup M (inf M).

PRIKLAD 2.4. Hladajme supremum a infimum niektorych podmnozin mnoziny A
z prikladu 2.3. Napriklad:

sup{2,3,6} = 6, inf{2,3,6} =1,
sup{2,3,5,6} neexistuje, inf{2,3,5,6} =1,
sup{2,5} = 10, inf{2,5} =1,
sup{2,10} = 10, inf{2,10} = 2.

2.2 Zvazy

Teoria zvizov sa vyuziva v tedrii konstrukcie pocitacov a pri dokazovani sprav-
nosti programov. Jej vysledky a metddy sa pouzivaju aj pri studiu grap a inych
algebraickych struktar. My sa zameriame na pouzitie tedrie zvizov v Boolovskej
algebre.
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Nech (A; <) je Ciastocne usporiadand mnozina a nech x,y € A. Pre inf {z, y}
a sup{z,y}, ak existuji, zavedieme tieto oznacenia:

inf{r,y} = Ay

a ¢itame priesek prvkov x a y. Dalej

sup{z,y} = xVy
a Citame spojenie prvkov x a y.

V priklade 2.4 sme videli, Ze nie pre kazda dvojicu prvkov ¢iasto¢ne usporiada-
nej mnoziny existuje spojenie (nie kazda dvojica prvkov ma spojenie). Podobne je
to aj s priesekom. V linearne usporiadanej mnozine maju kazdé dva prvky priesek

.....

DEFINICIA 2.7. Zv#z je diastocne usporiadand mnozina, v ktorej kaZdé dva proky
maju spojenie aj priesek.

PrIKLAD 2.5. Nech A = {1,2,3,4,5} a nech

B = {0,{1},{1,2},{1,3},{1,2,3,4}, {1,2,3,5}, 11,2.3.4,5}
{1,2,3,4,5}} je jej podmnozina. Lahko sa pre-
svedéime, ze (B;C) je ¢iastofne usporiadand
mnozina. Jej Hasseho diagram je na obr. 2.2. Nie
je to vSak zviiz, lebo prvky {1,2} a {1,3} nemaji
spojenie (mnoZina ich hornych ohraniceni nema
najmensi prvok) a prvky {1,2,3,4} a {1,2,3,5} (1.2} {133
nemaju priesek (mnozina ich dolnych ohraniceni

{1,2,3,4} {1,2,3,5}

nema najvicsi prvok). i
Ciasto¢ne usporiadand mnozina (A; C) z prikladu
2.1 je zvéaz a v jej Hasseho diagrame na obr. 2.1 g
sa lahko presved¢ime, Ze kazdé dvojica prvkov mé

Obr. 2.2

priesek aj spojenie.

VETA 2.1. Nech (L; X) je zviz. Potom pre lubovolné z,y,z € L plati:

vV = x, rAr = x, idempotentnost,
xVy = yVu, Ay = yAz, komutativnost,
2V(yVz) = (xVy)Vz, rA(yAz) = (zAy)Az, asociativnost,
=V (yAx) = x, rA(yVr) = x, absorbcia.

PozNAMKA. Vo zviize priesek a spojenie moZzeme chapat ako zobrazenia:
At AxA— A, At AxA— A,

¢o su binarne operacie. Binarna operacia teda priradi dvom prvkom mnoZiny
jeden prvok z tej istej mnoziny. Podobne unarna operacia priradi len jednému
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prvku jeden prvok z tej istej mnoziny. Rovnocennou definiciou zvézu je aj nasle-
dujtca:

DEFINICIA 2.8. Zviz je algebraicky systém (L;V,A), kde L # () a pre operdcie
prieseku A a spojenia \V platia vlastnosti: idempotentnost, komutativnost, asocia-
tivnost a absorbcia.

PRIKLAD 2.6. Na zviiz (A; C) z prikladu 2.5, ktorého Hasseho diagram je na obr.
2.1, sa mozeme pozerat aj ako na mnozinu s definovanymi bindrnymi operaciami
zjednotenia a prieniku. Citatel si lahko preveri, Ze algebraicky systém (P(A); U, N)
vyhovuje definicii 2.8.
Algebraicky systém (Z; +, -) zvézom nie je, lebo hned prva vlastnost — idempoten-
tnost neplati.
DEFIN{CIA 2.9. Zviz (L;V, A) sa nazjva distributivny, ak pre vsetky x,y,z € L
plati:

zA(yVz) = (zAy)V(zAz),

oV (yAz) = (xVy)A(zVz2).
PRIKLAD 2.7. Na obr. 2.3 st Hasseho dia- z r
gramy zvizov N; a My (tieto oznadenia su
zauzivané v literature). Nie su distributivne, u
lebo v kazdom sa dé najst trojica prvkov, pre y s q
ktort neplati aspon jedna z rovnosti v defini- v
cii 2.9. Napr. v N5 je uA(vVy) = uAz = u,
ale (uAv)V(uAy) = vVa = v. 2
Podobne v Mjs je sA(tVq) = sAr = s, ale
(sAt)V(sAq) = pVp = p. Obr. 2.3

V Kazdom koneénom zvize existuje jediny najvicsi prvok I (horné uni-
verzalne ohranicenie) a jediny najmensi prvok 0 (dolné univerzalne ohra-
nic¢enie). Tieto prvky mozeme oznacit aj v symbolickom zapise zvizu takto:
(L; V,A,0,1).

DEFINfciA 2.10. Nech (L;V, A,0,1) je zviz. Prvok ' € L nazgvame komple-
mentom prvku x € L prave vtedy, ak

A =0 a xva' =1T.

PRIKLAD 2.8. Pre prvky zviizu z prikladu 2.6, ktorého Hasseho diagram je na obr.
2.1(a), plati 0 = 0 a I = {a,b,c}. Dalej je 0’ = I, I' = 0, {a} = {b,c}, {b} =
{a,c}, {c} ={a,b}, {a,b} ={c}, {a,c} = {b}, {b,c}' = {a}. Ku kazdému prvku
teda existuje prave jeden kompliment.

Pre zviz M5 na obr. 2.3 plati 0 = pa I =r. Dalej 0' = I,I' = 0,5 =t, s =
¢, t'=s1t=qq¢=sq=t,
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teda prvky s,t,q maja po dva komplementy. Existuja zvizy, v ktorych niektoré
prvky maja viac komplementov.

DEFIN{cIA 2.11. Zviz (L;V, A,0, 1) sa nazgva komplementarny prdve vtedy, ak
kazdy jeho prvok ma komplement. Distributivny a komplementdrny zvdz nazijvame
boolovskym zviizom.

VETA 2.2. V boloovskom zvize (L;V, A,0,1) md kaZdy prvok prdve jeden komple-
ment.

PozNAMKA. D4 sa ukézat, Ze ak je zviz koneény a kazdy jeho prvok mé prave
jeden komplement, tak je aj distributivny. Uz sme si ukdzali, ze (P(A); C), kde
A = {a,b,c}, je zviz, Ze je distributivny aj komplementarny, teda boolovsky.
Plati aj to pre kazda int koneéntt mnozinu, t.j ked |A| = n. Taky zviz ma 2"
prvkov a mozeme ho zapisovat aj (P(A); U, N). D4 sa tiez ukazat, Ze kazdy koneény
boolovsky zvidz ma 2" prvkov pre nejaké nezaporné celé cislo n, a ze jeho Hasseho
diagram je zhodny s Hasseho diagramom zviizu (P(A); U, N) pre to isté n.

Komplement v boolovskom zviize (L; V, A, 0, I) mdZeme chapat ako unarnu ope-
raciu z mnoziny L do mnoziny L. Potom sa na boolovsky zviiz mozeme pozerat ako
na algebraicky systém (L;V, A, ,0, 1), kde L # ), operécie V, A st binarne operacie
a’ je unarna operacia na L. Takému vyjadreniu zvizu budeme hovorit boolovska
algebra. Okrem uz uvedenych vlastnosti idempotentnost, komutativnost, asocia-
tivnost, absorbcia, distributivnost a existencia komplementu ku kazdému prvku
plati v boolovskej algebre aj mnoho dalsich vlastnosti. Uvedieme len najhlavnejsie
z nich, ktoré budeme neskor pouzivat pri iprave boolovskych funkeii:

(1) zv0 =z, (2) Al =z,

(3) ava' =1, (4) zAz' =0,

(5) A0 =0, 6) 2VI=1,

(7) (zvy) =2'Ay, (8) (zAy) =a'Vy/,
(9) zV(z'Ay) = xVy, (10) zA(z'Vy) = xAy.

P0ozNAMKA. Vlastnosti (7) a (8) st zndme pod ndzvom de Morganové pravidla.
Doporucujeme citatelovi vSimnit si podobnost mnozinovych vlastnosti z vety 1.1
a vlastnosti boolovskej algebry.

PRIKLAD 2.9. Majme dvojprvkovii mnozinu D = {0, 1}. Nech pre prvky mnoZiny
D st definované bindrne operacie priesek a spojenie a unarna operacia ' pomocou

tabuliek:
A 1 /10 1 ’
0 0 1 011
1 1 1 110

V tomto pripade dolné univerzalne ohranicenie je 0 a horné univerzalne ohranicenie

.....

— ol >
o OO
— o<

overit, Ze algebraicky systém (D;V,A,”,0,1) je boolovské algebra.
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2.3 Boolovské funkcie

V tejto Casti poukazeme na aplikicie boolovskych algebier v elektrotechnike a v
logike.
DEFINfCIA 2.12 Nech (D;V, A, ,0,1) je boolovskd algebra, kde D = {0,1}. Zobra-
zenie f : D™ — D sa nazyva boolovska funkcia s n premennymi. Zapisujeme
Ju
Yy = f(fl?l,xg,...,fﬂn),

kde y,x; € D pre vsetky i =1,2,...,n.

Z uvedeného vyplyva, ze boolovska funkcia s n premennymi kazdej usporiadanej
n-tici nil a jedniciek z mnoziny D" priradi hodnotu 0 alebo 1.
VETA 2.3. Existuje prdve 22" réznych boolovskijch funkcii s n premenngmi.
PrRIKLAD 2.10. Z vety 2.3 vyplyva, Ze existuje prave 16 roznych boolovskych
funkcii s 2 premennymi. Kazdej zo $tyroch usporiadanych dvojic (z1,x2) funkcia
fi,i=1,2,...,16, priradi hodnotu 0 alebo 1. VSetkych 16 funkcii je vypisanych v
nasledujicej tabulke.

(o) | L fo fs fa fs fo fo fs fo o fu fa fis fu fis fie
(0,0) 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 1 0 1
(0,1) 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0 1 1 0 1 1 0
10 |1t o o 1 0o 1 0 o0 1 1 0 1 0 1 1 0
(1,1) 1 1 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 1 0 1

DEFINICIA 2.13. Nech x} oznacuje hodnotu x; € D alebo hodnotu jeho komple-
mentu x, pre vSetky i = 1,2,...,n. Boolovsku funkciu
k(xy,xa, ..., 2,) = iATZA ... Az

nazyvame elementarna konjunkcia a boolovski funkciu

*

d(zy, 29, ..., x,) = 23VI3V ... VI,

nazyvame elementarna disjunkcia.
Nech ki, ko, ..., kj, kde 0 < j < 2", st rozne elementdrne konjunkcie. Funkcia

= 0VkiVkaV ... Vk;

je boolovskd funkcia s n premennymi v normalnom disjunktivnom tvare (NDT).
Nech dy,ds, ..., d., kde 0 < r < 2", su rozne elementdrne disjunkcie. Funkcia

f = 1AdiAdoh . .. Ad,

je boolovskd funkcia v norméalnom konjunktivnom tvare (NKT).
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Vznik4 prirodzene otéazka, ¢i sa da kazda boolovska funkcia napisat v niektorom
z tychto tvarov.

VETA 2.4. KaZdd boolovskd funkcia sa dd zapisat v mormdlnom disjunktivnom
tvare aj v normalnom konjunktivnom tvare.

PRIKLAD 2.11. Upravme na normélny disjunktivny tvar boolovski funkciu f =
() Axy)V (xhAxy). Vyuzijeme vlastnosti boolovskej algebry a robime postupné tp-
ravy tak, aby sme neporusili rovnost.

f = (@AZs)V(z2Ans) = [(21AZ5) A 23V IV [(22Azs) A2 V)] =
() AR, ATV () Axg Axy )V (2 Axg Axs)V (21 AxgAs).

Vyuzili sme , ze (x)Vzi) = (25Vry) = 1 podla vlastnosti (3) predchadzajiceho
paragrafu. Pouzili sme aj vlastnost (6), z ktorej sme dostali (zjAz})A(zVry) =
() Axh) a (z2Az3)A(x)Vay) = (x9Ax3). Okrem toho sme pouzili vlastnost distri-
butivnost v opa¢nom poradi, tzv. vyberanie pred zatvorku ako aj komutativnost
a asociativnost.

Uvedieme aj iny sposob ako boolovsktl funkciu previest na normalny disjunk-
tivny, resp. konjunktivny tvar. Pre porovnanie pracujme s tou istou funkciou f ako
v predchadzajicom priklade. Vyrobime si tabulku, v ktorej v prvych troch stip-
coch st vietky trojice hodnét premennych xq, 2z, a 3. V stlpci f budd hodnoty
boolovskej funkcie pre prislusné usporiadané trojice nil a jedniciek. V stipci k;
vytvorime v kazdom riadku, v ktorom hodnota funkcie je 1, elementarnu konjun-
kciu tak, aby jej hodnota pre prislusnii trojicu premennych bola tiez 1. Podobne
v stlpci d; v kazdom riadku s hodnotou funkcie rovnou 0 vytvorime elementérnu
disjunkciu davajicu hodnotu 0 pre prislusni trojicu premennych.

1 Ty x| [ ki d;

0 0 0|1 ajAzhAry

0O 0 110 1 VagVah
0 1 0|1 xjAzAzy

0 1 1 |1]| xjAzeAzs

1 0 010 HAVEAVE
1 0 110 VR AVEA
1 1 010 HAVE VA
1 1 1 1 T /\.’L’Q /\.ng

Ak vytvorime disjunkciu elementédrnych konjunkcii zo stipca k; a konjunkciu ele-
mentarnych disjunkcii zo stlpca d;, tak dostaneme:

= (iAo Az)V (2 AzaAxy)V (2 Azg A3 )V (x1 AzgAzs),

f = (x1VaaVay) A(2) Ve Vas)A(2) Ve Vg A(2) VagVis).
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PozNAMKA. V definicii 2.13 na zac¢iatku NKT je jednicka a na zaciatku NDT
je nula. Tieto konsStanty vo vic¢Sine pripadov nemusime pisat, ale dolezit(i ilohu
zohravaju, ak sa jedna o funkciu, ktora pre vsetky hodnoty premennych nadobuda
hodnotu 1, resp. 0.

Vo vyrokovej logike pod vijrokom rozumieme fubovolné tvrdenie, o ktorom mé
zmysel hovorit, ¢i je pravdivé alebo nepravdivé. Kazdému vyroku moézeme priradit
jeho pravdivostnt hodnotu t.j. pravda (oznacujeme symbolom 1), resp. nepravda
(pouzivame symbol 0). Rozozndvame elementdrne vyroky, alebo vyroky zloZené z
elementarnych pomocou logickych operacii. Zlozenym vyrokom hovorime aj vy-
rokové formuly. Zékladnymi logickymi operaciami st: megdcia ', konjunkcia A,
disjunkcia V, implikicia = a ekvivalencia <. Citatel sa s nimi uz uréite stretol na
strednej Skole, preto ich nebudeme blizsie popisovat.

Kazd4 formula vyrokovej logiky sa da zapisat (realizovat) pomocou boolovskej
funkcie. Je tym dand jednozna¢nd koreSpondencia medzi A a V (a a alebo) na jednej
strane a A a V na strane druhej. Preto v dalSom texte pri boolovskych funkcidch
nemusime pouzivat symboly prieseku a spojenia A a V ,zdedené“ zo zvizov, ale
budeme pisat symboly logickej konjunkcie a disjunkcie, t.j. A a V. Samozrejme v
zapise vyrokovej formuly pomocou boolovskej funkcie sa nevyskytuje implikacia
ani ekvivalencia.

PRIKLAD 2.12. ZapiSme pomocou boolovskej funkcie vyrokova formulu

reqelp=9AN(@=Dp)

Zostrojime si pravdivostnt tabulku pre tito virokovii formulu a stipec s prav-
divostnymi hodnotami celej formuly je zaroven stipcom hodnot boolovskej funkcie
pre prislusné hodnoty premennych (pravdivostnych hodnot elementarnych vyro-
kov) p a ¢. Dalej postupujeme podla uZ opisaného postupu pri zapisovani bo-
olovskej funkcie v NDT alebo NKT. Takto ziskané zapisy sa ¢asto daju pomocou
vlastnosti boolovskej algebry znacne zjednodusit. Uvedeny postup ukazuje nasle-
dujica tabulka a potom zépis ziskanych funkcii v NDT a NKT. Je vidiet, Ze sa
jedna o tzv. tautologiu, t.j. vzdy pravdivy vyrok.

p qllpea|pr=qla=p| =29 Nqg=Dp) | f
1 1 1 1 1 1 1
1 of o 0 1 0 1
0 1| o 1 0 0 1
0 0| 1 1 1 1 1

Potom v norméalnom disjunktivnom tvare je

f=@A) VAV E AN)V N

a v normalnom konjunktivnom tvare je

f=1,
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pretoze pocet prislusnych elementarnych disjunkcii je nula.

Boolovsku algebru mozno s vyhodou vyuzit pri navrhovani kontaktnych sieti.
Kontaktné siete v praxi vyuzivame pri kontrole prace nejakych zlozitych ststav,
pricom poruchu ststavy obycajne signalizuje rozsvietend signalizacnéa ziarovka.
UkaZeme, ako mozno navrhnit kontaktnu sief na kontrolu takého systému.

PRIKLAD 2.13. Pre ststavu troch strojov navrhnite kontaktnu sief tak, aby sig-
nalizovala, Ze nastala niektora z uvedenych portch:

a) prvy stroj nepracuje, druhy pracuje,

b) prvy a druhy stroj pracuju, ale treti nepracuje.
Riesenie. Stacia nam tri zakladné kontakty, pricom sa dohovorime, Ze kontaktom
p prechadza prad prave vtedy, ked pracuje prvy stroj, kontaktom ¢ prave vtedy, ked
pracuje druhy stroj a kontaktom r prave vtedy, ked pracuje treti stroj. Celou siefou
bude prechédzat prud préave vtedy, ked nastane niektora z uvedenych portch. To
znamena, ze v naSom pripade bude siefou prechadzat prud prave vtedy, ak nastane
niektora z nasledujucich moznosti:

1. prvy stroj nepracuje, druhy pracuje a treti pracuje,

2. prvy stroj nepracuje, druhy pracuje a treti nepracuje,

3. prvy a druhy stroj pracuju, treti nepracuje.
Tuto situdciu moézeme realizovat napriklad kontaktnou siefou na obr. 2.4(a) a siet
mozeme ,boolovsky* charakterizovat pomocou funkcie

f=@NgAT)V P NgAT YV (DAgNAT)

p q r P
P q r 9 - | —
p q r r
(a) (b)
Obr. 2.4

Mohli sme si pomdct aj tabulkou na vyrobu elementarnych konjunkcii a ele-
mentarnych disjunkcii. Funkcia f je teraz zapisand v NDT. Kontaktna siet na
obr. 2.4(a) je zbyto¢ne zlozitd. Ak vyuzijeme vlastnosti boolovskej algebry, da sa
funkcia znac¢ne zjednodusit:

f=@NgAr)V @ NgAT )V (DAgAT) =
(' AN V)V (pAgAT) =
P ADVpAgAT)=gNP'V(pAT)] =
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gN [P VR)AN@ V)] =qgN (g V).

Tomuto vyrazu zodpovedd kontaktnd sief na obr. 2.4(b), ktora je podstatne jed-
noduchsia (je dokonca minimélna).

2.4 Ulohy

2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

2.10.

Ukazte, Ze relacia rovnosti na mnozine je sticasne ¢iasto¢nym usporiadanim
aj ekvivalenciou. Je to jedina relacia, pre ktoru to plati.

Ukazte, ze kazda konecné linedrne usporiadand mmnozina mé sicasne naj-
mensi aj najvacsi prvok.

Nech F' je mnozina vSetkych realnych funkcii f; jednej redlnej premennej,
ktorych definiény obor je D C R. Relaciu R definujme takto: Pre vsetky
fi, fo € F je fiRfs prave vtedy, ak pre vSetky z € D je fi(x) < fo(x).
Ukézte, ze (F;R) je ¢iasto¢ne usporiadand mnozina.

Nakreslite Hasseho diagram ¢iasto¢ne usporiadanej mnoziny (M;|) (ak to je
¢iastoCne usporiadand mnozina), kde M = {1,2,3,4,5,6,7,10,11,12} a |
je relacia delitelnosti celych ¢isel.

Rozhodnite, ¢i (A;R) je ¢iastofne usporiadand mnozina, ak A = R x R a
reladcia R je definovana:

a) (a,0)R(c,d) < a+b<c AN b<d previetky (a,b),(c,d) € A,

b) (a,0)R(c,d) < a<c N b<d previetky (a,b),(c,d) € A.

Ukazte, ze kazdé linedrne usporiadanad mnozina je zvézom.
Presvedcite sa, ze (S;]), kde S = {1,2,3,4,5,6,10,12,15,30,60} a | je
relacia delitelnosti celych éisel, je zviiz. Nakreslite jeho Hasseho diagram.

Zistite, ¢i tento zvéz je distributivny a ¢i kazdy jeho prvok ma komplement.

Ukéazte, ze v kazdom distributivnom zviize pre Iubovolné tri prvky z,y, 2
plati rovnost

(xAy)V(yAz)V(zAz) = (zVy)A(yVz2)A(2VT).

Nech z,y st lubovolné prvky boolovskej algebry. Dokazte, ze x = y prave
vtedy, ak (zAy")V(z'Ay) = 0.

Upravte boolovskt funkciu f = zA[(xhAz4)V2}) na norméalny konjunktivny
tvar aj na normalny disjunktivny tvar.
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2.11.

2.12.

2.13.

2.14.

KAPITOLA 2. BOOLOVSKA ALGEBRA

Zistite, ¢i boolovské funkcie
f=[(zAy)V(zVv2)]' Ve a  g=['A(=V(YA2))] VvV
sa rovnaju.

Svetlo v chodbe je ovladané z troch vypinacov a v kazdom momente méze
byt zapnuté aj vypnuté ktorymkolvek z nich. Navrhnite kontaktnu siet pre
takéto zapojenie.

Vyrobna linka pozostéva z troch strojov. Navrhnite miniméalnu kontaktni
siet, ktora signalizuje, Ze nastal niektory z uvedenych stavov:

a) prvy stroj pracuje a z ostatnych jeden pracuje a jeden nie,

b) prvy stroj nepracuje a z ostatnych jeden pracuje a jeden nie.

Zapiste pomocou boolovskej funkcie v normalnom konjunktivnom aj v nor-
méalnom disjunktivnom tvare vyrokoviu formulu

(A=B)=(A=0)=(B=0)=A

a minimalizujte ziskani boolovsku funkciu.



Kapitola 3

Grupy, telesa a polia

3.1 Grupy

Tedria grup patri medzi mladé matematické discipliny. Jej zaciatky siahajt do prvej
polovice minulého storocia, ked v roku 1826 nérsky matematik Henrik Abel podal
dokaz neriesitelnosti algebraickej rovnice 5. stupiia pomocou odmocnin. Grupy na-
sli Siroké uplatnenie v matematickych i nematematickych disciplinach a ich vyznam
s rozvojom informatiky rastie.

Vieme, Ze usporiadanej dvojici celych ¢isel (a,b) modZzeme priradit celé ¢islo
¢ = a+ b. S¢itavanie je vlastne zobrazenie f, v tomto pripade f : Z x Z — 7Z, kde
f(a,b) = a+ b. Zobrazenie takého typu sa nazyva binarnou operéaciou.
PRIKLAD 3.1. RieSme rovnicu 3z = 4. Obyc¢ajny postup si rozpiseme podrobnejsie
(pozri pravy stipec):

Pritom vyuzivame, Ze % je vzhladom na
nasobenie inverzny prvok k ¢&islu 3, pri
zmene poradia zatvoriek vyuzivame aso-
ciativnost nasobenia, potom to, Ze ¢islo g(?’x) — 3 4
1 je vzhladom na nésobenie neutralny

prvok a v neposlednom rade to, ze su- (
¢in dvoch realnych d¢isel je opit realne

¢islo, t.j. wuzavretost mnoZiny redlnych 1.2 = 4
¢isel vzhladom na operdciu ndasobenia. 3
Prave vymenované styri vlastnosti nam 4
umoznuju zaviest pojem grupy. 3

1
Sr=4 /-
x /3

DEFINICIA 3.1. Nech G # ) je mnoZina. Grupa je algebraicky systém (G;x*),pre
ktory plati:

1. Pre vsetky x,y € G aj xxy € G.

2. Pre vsetky x,y,z € G je xx (y*x z) = (z *y) * 2.

3. VG emistuje prvok e taky, Ze pre kazdé v € G jex xe =exx = .

29
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4. Ku kazdému x € G existuje taky prvok ' € G, Ze x xx' =2’ xx = e.
Ak G je konecnd mnozina a |G| = n, tak ¢islo n je rad grupy (Gj*).

PozNAMKA. Vlastnost 1. z definicie vyjadruje uzavretost mnoziny vzhladom na
operéaciu *. Vlastnost 2. pozndme pod ndzvom asociativnost. Prvok e z vlastnosti
3. sa nazyva neutralny prvok vzhladom na operaciu * a prvok z’ z vlastnosti 4.
je inverzny prvok k prvku x vzhladom na operaciu .

Ak pre (G;*) plati vlastnost 1. (uzavretost) a vlastnost 2. (asociativnost), algeb-
raicky systém (G;*) nazyvame pologrupa.

VETA 3.1. V kaZdej grupe (G;*) existuje prave jeden neutralny prvok e a ku kaz-
dému prvku x existuje prave jeden inverzny prvok x’.

DEFINICIA 3.2. Grupa (G;*) sa nazgva komutativna alebo abelovska, ak pre
vsetky x,y € G plati
THY =Y *T.

PRIKLAD 3.2. Algebraicky systém (N; —) nie je grupa, pretoze existuju prirodzené

¢isla m,n také, ze m — n je zaporné éislo, a teda neplati uzavretost.

Pre algebraicky systém (P(A);N) plati, Ze pre kazdé A;, A; € P(A) aj A, N A; €

P(A), plati asociativnost prieniku mnozin, a tiez existuje neutralny prvok e = A

taky, Ze pre kazdi mnozinu A; € P(A), teda A; C A, je A;Ne =enNA;, = A,

Nie je to vsak grupa, lebo v P(A) Ziadna vlastnd podmnozina mnoziny A nema

inverzny prvok.

Lahko sa preveri, ze (Z;+) je grupa a tiez (R \ {0};-) je grupa.

Algebraicky systém (RR;-) grupou nie je, lebo k ¢islu 0 neexistuje inverzny prvok.
Vlastnosti grupy st zovSeobecnenim sc¢itavania a nasobenia realnych ¢isel. Ak

sa jednd o grupu s bindrnou operéciou séitavania (G;+), hovorime o aditivnej

grupe. Podobne multiplikativna grupa je grupa (G;-) s operdciou nasobenia.

VETA 3.2. Nech (G;*) je grupa a nech a,b € G. Potom rovnica
axxr=>= (x*a="0)
md prave jedno riesenie
r=axb (x=0bxd).
Z vety 3.2 vyplyva pravidlo o krateni zlava (sprava): Pre vSetky a,x1, 22 € G

plati:
A*xT1=QaA*To <= T = T2

(x1%a=mx9%a & x1 = 29).
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V abelovskej grupe teda rovnice x1 x a = b a a * 9 = b maji rovnaké rieSenie
r1 =11 =0bxd.

Tato veta nam vravi kedy rovnice toho typu maji pre operacie s¢itavania a
nasobenia ¢isel jednoznacné riesenie a kedy nie. VAcSinou riesime takéto rovnice
uz na zakladnych a strednych skolach a ani si neuvedomujeme, Ze pracujeme napr.
na grupach (Z;+), (R \ {0};-) a podobne. O ¢selnych mnozinich a operaciach
sCitavania a nésobenia Cisel vieme vela. Velkou prednostou grup je, ze vlastnosti
grup ,rovnakého typu® sa zhoduji bez ohladu na to, o akii mnozinu a akd binarnu
operéaciu sa jedna. Potom stac¢i ukézat, Ze sa jednad o uréity typ grupy a moZeme
vyuzivat vietky vlastnosti dokdzané na inej grupe rovnakého typu. Co rozumieme
pod grupami rovnakého typu nam vystihuje pojem izomorfizmus.

DEFINICIA 3.3. Dve grupy (A;0) a (B; A) st izomorfné prdve vtedy, ak existuje
bijektivne zobrazenie  : A — B také, Ze pre vsetky ai,as € A je

p(a10az) = p(ar)A(az).

PrIKLAD 3.3. Na mnozine zvyskovych tried modulo m (pozri paragraf 1.3) si
definujeme operacie @ a © takto:

adb=a+b a aob=ua-b.

Nech K = {1,—1,i,—i} je podmnozina komplexnych ¢isel. Zistite, ¢i algebraické
systémy (Z4; @) a (K;-) st izomorfné grupy.

Riesenie. Vsetky vysledky bindrnych operacii @& a - na uvedenych mnozinach
modzeme zapisat do Cayleyho tabuliek:

@0 1 2 3 1 -1 T —1
0(0 1 2 3 1 1 -1 4 —i
1/1 2 3 0 -1]-1 1 —i i
212 3 0 1 i i —i -1 1
313 0 1 2 —1 | —1 7 1 -1

Obe mnoziny st uzavreté vzhladom na operéciu, lebo v poli tabulky si iba prvky
prislusnej mnoziny. Neutrdlnym prvkom v prvom pripade je 0 a v druhom 1. V
tabulke to vidime tak, e sa v riadku (stipci) odpovedajiicemu neutralnemu prvku
zopakuje riadok (stlpec) zo zahlavia. Inverzny prvok k nejakému prvku nijdeme
tak, ze v riadku, ktory tomu prvku odpoveda, najdeme neutralny prvok a nad nim
v zahlavi tabulky je inverzny. Plati to aj pre stipce. V prvom pripade je 0’ = 0,
1'’"=3,2"=2a3" =1, vdruhom ' =1, -1' = -1, i’ = —i a —i’ = i. Iba
asociativnost sa ned4 zistit priamo z tabulky. Pre (K -) asociativnost plati, pretoze
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plati pre nésobenie Tubovolnych troch komplexnych ¢isel. Pri séitavani zvyskovych
tried modulo m pre Tubovolné 7,7,z € Z,, je

TOGDz2)=TD(y+2) =+ (y+2)

(Toy) @Z=0+y®zZ=(v+y)+ =2

Kedze z + (y + z) = (x + y) + z, asociativnost s¢itavania v Z,, plati, a teda plati
aj v Z4. (Podobne sa ukéze asociativnost nasobenia ® zvyskovych tried.)
Algebraické systémy (Z4; @) a (K;-) st teda grupy. Uvazujme teraz bijektivne
zobrazenie ¢ : Z4 — K definované

(01 2 3
L N S Ry
Dé sa bez tazkosti preverit, ze pre kazda dvojicu prvkov Z,7y € Z, je
e ey) = ¢(T) - »(7).
Ide teda o izomorfné grupy.

PozNAMKA. Ak méme dve izomorfné grupy s malym poctom prvkov, potom sa
ich Cayleyho tabulky daju zostrojit tak, Ze po polozeni na seba sa prekryvaju
presne podla zvoleného izomorfného zobrazenia ¢. Doporucujeme Citatelovi zmenit
poradie prvkov v zahlavi jednej tabulky tak aby sa prekryvali 0s 1, 1s4, 2s —1
ads —i.

3.2 Cyklické grupy
Grupy uvedené v predchadzajicom priklade maju aj dalsiu vlastnost, st cyklické.
Pred definovanim pojmu cyklickost potrebujeme pojem mocniny prvku.

DEFINICIA 3.4. Nech (G;*) je grupa a nechn € Z. Potom n—tou mocninouprvku
x € G nazyvame taky prvok x™ € G, pre ktory plati:
n

—
TP =T kT k... kT, akn >0,
=1, akn =0,
v = ()", akn < 0.

DEFINICIA 3.5. Nech (G; %) je grupa a nech x € G. Ak existuje také prirodzené
¢islo n, Ze x™ = 1, hovorime, Ze prvok x md koneény rad. Najmensie prirodzené
cislo m, pre ktoré je x™ = 1, nazyvame rad prvku x. Ak neexistuje také n, prvok
x ma nekonecny rad.

DEFINICIA 3.6. Nech (G; *) je grupa. Ak existuje taky prvok x € G, Ze kaZdy prvok
mnoziny G je jeho mocninou, tak (G;*) nazyvame cyklickou grupou a prvok x
je generatorom tejto grupy.
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PRIKLAD 3.4. Pre grupu (Z4; @) z prikladu 3.3 dostavame:

'=Tel=2 T =201=3 1'=3al=0=e¢

=T,

teda prvok 1 je generatorom grupy a grupa je cyklickd. Rad prvku 1 je 4. Grupa
mé aj druhy generator, a to prvok 3. Overte, Ze prvok 0 ma rad 1 a 2 m4 rad 2.
KedZe grupa (K;-) je izomorfné s grupou (Z4; @). Prvky, ktoré sa v izomorfizme
navzajom na seba zobrazuji, maja rovnaky rad. Teda grupa (K;-) mé tiez dva
generatory a je cyklicka. Overte to!

PozNAMKA. Ak st dve grupy izomorfné, tak sa zhoduju vo vSetkych vlastnostiach.
Ak sa grupy lisia ¢o len v jednej vlastnosti, izomorfné nie su.

VETA 3.3. Nech (G;x*) je cyklickd grupa s generdtorom a. Ak existuji také celé
Cislar < s, Ze a” = a®, tak grupa (G;x*) je konecnd. Ak |G| = n, tak

G =1{dad",a? ... a" '},

kde a° je neutrdlny prvok.

PRIKLAD 3.5. Nech A = {2™; n € Z}. Potom (A;-) je nekone¢na cyklickd grupa s
generatorom 2".

VETA 3.4. Kazdé dve cyklické grupy rovnakého radu si izomorfné.

3.3 Podgrupy a rozklady grap

DEFINICIA 3.7. Nech (G;x) je grupa a ) # H C G. Ak (H;x*) je grupa, tak sa
nazgva podgrupou grupy (G x).

VETA 3.5. Nech ) # H C G a nech (G;x) je grupa. Algebraicky systém (H;x) je
podgrupou grupy (G;*) prdve vtedy, ok platia podmienky:

1. pre kazdé a,b € H ajaxbe H,

2. pre kazdé a € H aja’ € H.

PRIKLAD 3.6. Nech A = {1, 2, 3}. Potom mnozina vSetkych permutécii na mnozine
A je mnozina S3 == {P17P27P37P4,P5,P6}, kde

12 3 12 3 12 3
Pl_(l 2 3)’ P2_(1 3 2)’ P?’_(z 1 3)’

12 3 12 3 1 2
P4_<2 3 1)’ P5_(3 1 2)’ P6_<3 2

Tieto permutécie st zobrazeniami a mozeme ich skladat. Napr.

123 123 123
P20P3_<1 3 2)0(2 1 3)‘(2 3 1)_P4’

= W
N—
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12 3 12 3 123
P?’OP?_(z 1 3)"(1 3 2)_(3 1 2>_P5‘

Vysledky vSetkych stcinov (zlozeni) sa daja prehladne zapisat do tabulky:

o P Pp P35 P P Fs
PP P P3Py B B
PP P Py P3 B B
P3| Py Ps P Ps P Py
Py | Py Ps P P P P
Ps | P Ps P P Py P
Pe | Ps Py P P P35 P

KedzZe z prvej kapitoly vieme, Ze pre skladanie zobrazeni plati asociativny za-
kon, z tabulky je zrejmé, ze (S3; o) je nekomutativna grupa. Nech Hy = { Py, Py, Ps}
C S3. Ak sa obmedzime iba na ¢ast tabulky s prvkami Py, P, a P5 v zahlavi, vidime,
ze (Hy; o) je tiez grapa, a teda podgrupa grupy (S3; o). Naviac lahko sa da zistit, Ze
grupa (S3;0) nie je cyklickd, ale jej podgrupa (Hy;o) cyklickd je. Jej generatormi
st prvky P, a Ps. Podobne aj prvky Py, P, P3 a P5 ndm generuju podmnoziny

Hy ={P}, Hs;={P, P}, Hy={P, P}, Hy = {P, P},

pricom kazdy algebraicky systém (H;;o) pre i = 2,3,4,5 je cyklickou podgrupou
grupy (S3;0), aj ked grupa (S3; o) cyklicka nie je.

Pre podgrupy cyklickej grupy plati nasledujica veta.
VETA 3.6. KaZda podgrupa cyklickej grupy je cyklickd.

Zavedieme si nasledujice oznacenia. Nech (G *) je grupa a (H;*) je jej podg-
rupa. Symbolom zH oznac¢ime mnozinu vsetkych prvkov xxh, kdex € Gah € H.
Teda pre prvok = € G je

xH={xxh; he H}.

Je zrejmé, ze pre abelovsku grupu (G;*) je tH = Hz.

VETA 3.7. Nech (H;*) je podgrupou grupy (G *). Potom mnozina
G/H = {zH; z € G}

tvori rozklad mnoziny G.

PozNAMKA. MnoZina G/H sa nazyva pravym rozkladom grupy (G;*) podla
jej podgrupy (H;x). Jeho prvky xH nazyvame pravymi triedami rozkladu.
Mohutnost mnoziny G/H nazyvame indexom podgrupy (H;*) v grupe (G} *).
PRIKLAD 3.7. Urobme rozklad grupy (Ss;o) z prikladu 3.6 podla jej podgrupy
(Hh O)7 kde H1 = {Pl,P4,P5}.

Riesenie. Pre kazdé x € G utvorme mnozinu xz H:
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prea::Pl jele :{Plopl,P10P4,P10P5}:{Pl,P4,P5}
pre t = Py je tHy = {Poo P, Pyo Py, Pyo Ps} = {P,, P, P}
pre t = Py je xHy = {Ps0 P, Pyo Py, P30 Ps} = {Ps, P, P}
prex:P4jexH1 :{P4OP1,P4OP4,P4OP5}:{P4,P5,P1}
pre t = Ps je tHy = {Ps0 P, Pso Py, Ps0 Ps} = {Ps, P, Ps}
pre x = P je tHy = {FPs 0 Py, Ps 0 Py, Ps o Ps} = {Fs, P, P3}.
Takze
Ss/Hy = {{Py, Py, Ps}{ P>, P3, Ps}}

a index podgrupy (Hi;o) v grupe (S3;0) je 2. Je vidiet, Ze v tomto pripade je

|53
Se/Hy| = =3
|85/ H| | H, |

O tom, Ze to plati vSeobecne, nas informuje nasledujica veta.

VETA 3.8. (Lagrangeova veta.) Rdd konecnej grupy je celociselngm ndsobkom
radu kaZdej jej podgrupy.

VETA 3.9. KaZdd grupa prvociselného radu je cyklickd a kaZdy jej prvok, okrem
neutrdlneho, je jej generdatorom.

PozNAMKA. Z prehladu o grupéch vyplyva, zZe existuje (az na izomorfizmus) prave
jedna grupa radu 1, 2, 3, 5, 7, a to cyklickd grupa. Rad 4 maja dve grupy (neizo-
morfné): cyklickd grupa, ktoré sa objavovala v nasich prikladoch, a grupa necyk-
lickd. Najmensou neabelovskou grupou je grupa (S3;0). Existuju cyklické grupy
Tubovolného radu.

3.4 Okruhy, telesa, polia

V dalSom texte budeme pracovat s mnozinami, na ktorych st definované dve bi-
narne operacie. Napriklad na mnozine Z vSetkych celych ¢isel st definované dve
binarne operécie, a to s¢itavanie + a nasobenie -. Vieme, Ze algebraicky systém
(Z;+) je komutativna (abelovskd) grupa a algebraicky systém (Z;-) je pologrupa
(plati uzavretost mnoziny 7 vzhladom na operaciu - a tiez asociativnost). Okrem
toho pre vsetky x,vy,z € Z je

r(y+2z2)=xy+zxz.

Hovorime, Ze nésobenie je distributivne vzhladom na operaciu s¢itavania.

DEFINICIA 3.8. Nech na mnoZine A # () su definované dve bindrne operdcie O a
x. Algebraicky systém (A; 0, %) sa nazgva okruh, prave vtedy, ak:

1. (A;O) je komutativna grupa,

2. (A; %) je pologrupa,
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3. Operdcia * je distributivna vzhladom na operdciu O, to znamend, Ze pre vsetky
x,y,z € A plati

rx (yOz) = (xxy)O(x * 2) a (x0y) * z = (x* 2)0O(y * 2) .

POzZNAMKY.

1. V algebraickom systéme (A; O, %) je dolezité poradie operacii, nemdZzeme ich
poradie vymenit. Napr. algebraicky systém (Z;-, +, ) nie je okruh, pretoze (Z;-)
nie je grupa, ale (Z;+) okruhom je.

2. Neutrélny prvok operacie 0 budeme oznacovat e(0) ( Casto sa nazyva nula).
Neutréalny prvok operacie x (ak existuje) ozna¢ime symbolom e(x) (zvykne sa na-
zyvat jednotka). V okruhu (A;+,-) je to 0, resp. 1.

3. Ak operacia * je komutativna, okruh nazyvame komutativny.

4. Pod trividlnym okruhom rozumieme okruh, ktory obsahuje iba prvok e(O).
V ostatnych pripadoch hovorime o netrividlnom okruhu.

Prikladmi okruhov st napriklad ¢iselné (Z; +,-), (R;+,-), (C;+,-). Skiimanie
okruhov zacalo prave na ¢iselnych mnozinach s operaciami + a -, ale ich vlastnosti
sa lahko daju preniest a na iné okruhy.

PRIKLAD 3.8. Nech M,, je mnoZina vSetkych $tvorcovych matic rddu n (n je pevne
zvolené), n > 2, ktorych prvky sa redlne ¢isla. Lahko sa preveri, ze (M,;+, ), kde
+ a - je sCitavanie a nasobenie matic, je okruh. Nech a # 0 je realne ¢islo. Utvorme

a 0 ... 0 0 0 0 00 ...0
00 ... 0 0 0 0 00 ... 0
00 ... 0 00 ... a 00 ... 0

Matice na lavej strane maju prave po jednom nenulovom prvku a, teda st nenulové.
Stcin matic strucne zapiseme

K-M=0,

kde K, M, 0 sit uvazované matice z mnoziny M,,. Zistili sme, ze stcin dvoch ne-
nulovych matic je nulovd matica, ¢ize stcin dvoch nenulovych prvkov (roznych
od e(+)) K a M je nulovy prvok 0 (neutrdlny prvok vzhladom na operaciu +).
Obdoba toho v ¢iselnych okruhoch (Z;+,-), (R;+,-) a (C;+, ) neexistuje.

DEFINICIA 3.9. Hovorime, Ze prvok a € A, a # e(0), v okruhu (A;O, %) je
netrividlnym delitelom nuly prdve vtedy, ak existuje prvok b € A, b # e(0), taky,
ze

axb=e(0) alebo bxa=(0).

V priklade 3.8 matice K a M st netrividlnymi delitelmi nuly v okruhu (M,,; +, -).
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DEFINICIA 3.10. Okruh, ktory md aspon dva prvky a memd netrividlne delitele
nuly, nazyvame obor integrity.

PRIKLAD 3.9. Presved¢ite sa, ze algebraické systémy (Zs; ®,®) a (Zg; @, ®) st
okruhy. Z Cayleyho tabuliek pre prislusné operacie Tahko zistite, Ze (Zs; ®,®) je
obor integrity. (Zg; ®, ®) oborom integrity nie je, pretoZe napr. 3 ® 2 = 0.

VETA 3.10. Okruh (Z,;®,®) je oborom integrity prdve vtedy, ak n je prvocislo.

DEFINICIA 3.11. Okruh (A; O, %) nazgvame telesom prdve vtedy, ak (A\{e(O)}; O, %)
je grupa.
VETA 3.11. KaZdé teleso je oborom integrity.

DEFINICIA 3.12. Teleso (A;O, %), v ktorom (A \ {e(0)};*) je komutativna (abe-
lovskd) grupa nazgvame pole.

PozNAMKA. D4 sa dokézaf, ze okruh (Z,;®,®) je pole prave vtedy, ak n je
prvocislo.

3.5 Ulohy

3.1. Na mnozine vSetkych neparnych prirodzenych ¢isel st definované operécie O
a * takto:
z0y=ax+y+1,
zxy=05x+1)(y+1)—1
Dokazte, ze operéacia * je distributivna vzhladom na operaciu O.

3.2. Nech pre Iubovolné z,y € N je z ¢y = y*. Najdite vSetky x € N, pre ktoré
plati x ¢ 2 = 2 o z. Dalej najdite asponi jednu trojicu z,y,z € N, pre ktort
plati

(xoy)oz=x0(yoz).

3.3. Oznaéme pZ (nZ) mnozinu vSetkych parnych (neparnych) celych ¢isel. Zis-
tite, ktoré z nasledujucich algebraickych systémov st uzavreté vzhladom na
operaciu:

a) (pZ;+), b) (pZ;-), c) (nZ;).

3.4. Zistite, ktoré z nasledujuicich algebraickych systémov st grupy:
a) (A;+), kde A={z€C;25—-1=0},
b) (B;-), kde B={z€C; °®+1=0},
c) (Z;0), kde aob=a+b—>5 prevsetky a,b€ Z,
d) (Z;80), kde aOb=a+b+a-b prevsetky a,b€ Z.

3.5. Zistite, ktoré z nasledujtcich podmnozin mnoziny vsetkych komplexnych ¢i-
sel C s operaciou + st podgrupami grapy (C;+):
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3.6.

3.7.
3.8.

3.9.

3.10.
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a) mnozina vSetkych rydzo imaginarnych ¢isel,
b) mnozina vSetkych komplexnych ¢isel a + ib, kde a,b € Z,
¢) mnozina v8etkych komplexnych ¢isel s absoltitnou hodnotou rovnou 1.

Zistite, ¢i (A;o) je grupa, ak A = {fi, fa,..., fe}, kde pre i = 1,2,...,6 st
fi zobrazenia z mnoziny R \ {0,1} do mnoziny R \ {0, 1} definované:

) fz(l'):%, fg(ff):].—l',
fa(z) = 1%, fo(x) =1-1, fo =5

Najdite vsetky generatory cyklickej grupy (Zig; ®).

Zistite, i algebraicky systém (A;+,-) je okruh, ak:
a) A= {a+by2; a,bcQ},

b) A={2,4,6,8,...},

Q) A=1{ ... —6,—4,-20,246,...}

d) A={z€C; |2] =1},

e) A={a+ib; a,be Q}.

Zistite, ¢i (H;-) je podgrupou grupy (R \ {0};-), ak H = {—1,1}.

Overte, ¢i algebraicky systém (A;+,-) je okruh, teleso alebo pole, ak:
a) A= {a+bJ7; a,bc Q},
b) A= {a+b/T; a,bcZ}.



Kapitola 4

Neorientované grafy

4.1 Definicia a zakladné typy grafov

V predchadzajucich kapitolach sme viackrat vyuzili moznost vyjadrif urcité vztahy
pomocou grafov. Boli to napriklad diagramy binarnych relacii, zobrazeni, alebo
¢lastoénych usporiadani. Neslo pritom o grafy funkcii, ktoré vyjadruju vztahy me-
dzi veli¢inami (premennymi), ktoré pozndme z matematickej analyzy.

Tedria grafov je pomerne mladé matematické disciplina, aj ked prva praca z te-
érie grafov, Eulerovo pojednanie o mostoch mesta Kralovca (dnesny Kaliningrad),
je z roku 1736. Prudky rozvoj tedrie grafov nastal az v druhej polovici 20. storocia v
suvislosti s rozvojom pocitacdov a velkymi poziadavkami na algoritmizaciu roznych
uloh. V tomto ucebnom texte sa obozndmime so stru¢nymi zdkladmi neorientova-
nych a orientovanych grafov a s niektorymi ich aplikdciami v elektrotechnike ako
aj pri algoritmickom rieseni ro6znych tloh z praxe.

DEFINICIA 4.1. Graf G je usporiadand dvojica (V, H), kde V' je nejakd neprazdna
mnozina a H je mnoZina dvojprvkovych podmnozin mnoZiny V. Pruky mnoziny V'
nazyvame vrcholy grafu G a prvky mnoZiny H nazyvame hrany grafu G.

V nasom texte budeme uvazovat grafy s kone¢nou mnozinou vrcholov (v nie-
kolkych pripadoch, ked budeme uvazovat nekoneéné grafy, to zvlast zdoraznime).

Ak chceme zdoraznit, Ze graf mé mnozinu vrcholov V' a mnozinu hran H, piSeme
G = (V,H). Ak hovorime o nejakom zndmom grafe GG, jeho mnoZinu vrcholov
oznacujeme V' (G), podobne mnozinu hran grafu G oznacujeme H(G).

Graf je teda rydzo kombinatoricky objekt, ktory ddva do vzajomnych vztahov
prvky dvoch mnozin. Zdoraziiujeme to preto, Ze postupne sa budeme vyjadrovat
dost obrazne a grafy znazornovat kreslenim do roviny. Vrcholom grafu sa prira-
dia body roviny (vyznacené krazkami) a hrany sa vyjadruji spojenim prislusnych
dvojic bodov rovnymi alebo zakrivenymi ¢iarami. Takému znazorneniu grafu bu-
deme hovorit diagram grafu. Pozor, dva rozne grafy mozu mat rovnaky diagram
a naopak, ten isty graf sa da znézornit pomocou dost nepodobnych ,obrazkov®.

39
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PRIKLAD 4.1. Na obr. 4.1 st dva rozne diagramy grafu Gy = (Vi, Hy), kde
Vi ={1,2,3,4,5} a Hy = {{1,2}{2,3}{3,4}{4,5}{1,5}} a diagram grafu G, =
(Va, Hy), kde Vo = {a,b,c,d, e} a Hy = {{a,b}{b, c}{c,d}{d,e}{e,a}}.

| 1 d

Obr. 4.1

Budeme hovorit, Ze hrana {u,v} inciduje s vrcholmi u a v (v diagrame st
vrcholy u a v spojené ¢iarou). Tiez sa d& povedat, Ze vrchol inciduje s hranou. Dva
vrcholy sa nazyvaji susedné, ak inciduja s tou istou hranou, dve hrany nazyvame
susedné, ak inciduju s tym istym vrcholom.

PozNAMKA. Niekedy sa na rieSenie problémov z praxe vyuzivaju aj grafy s viac-
nasobnymi hranami (v diagrame je dvojica vrcholov spojend viacerymi ¢iarami),
tzv. multigrafy, alebo grafy, v ktorych hrana (tzv. sluc¢ka) inciduje dvakrat s
tym istym vrcholom. Ak graf moze obsahovat slucky aj nasobné hrany, hovorime
o pseudografe.

Uvedieme si niekolko typov grafov, ktoré sa c¢asto vyuzivaju, a preto dostali
Specialne pomenovania:
Kompletny graf na n > 1 vrcholoch je graf K,, = (V, H), kde |V| =n a H obsa-
huje v8etky dvojprvkové podmnoziny vrcholovej mnoziny (v diagrame je spojena
hranou kazdé dvojica vrcholov).
Kompletny bipartitny graf K,,,, = (V, H), kde m,n > 1, je graf, v ktorom

V=A{u,...;up}U{vy,...,0.}, H={{w,v};i=12,....m,j=12...,n}
Kruznica dlzky n > 1 je graf C, = (V, H), kde
V={12,....,n}, H={{i,i+1}i=1,...,n—1}U{{l,n}}.
Cesta dlzky n > 0 je graf P, = (V, H), kde
vV =4{0,1,...,n}, H={{i—-1,i};i=1,...,n}.

Komplement grafu G = (V, H) je graf G = (V, H'), kde H' obsahuje vietky hrany
chybajuce v grafe G k tomu, aby bol kompletnym grafom, pricom H U H' = ().

Kruznica Cj5 je na obr. 4.1. Na obr. 4.2 st postupne grafy: K3, K5, P, K3 a
K373.
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A= AN A4

Obr. 4.2

Dva grafy G a G’ povaZzujeme za rovnaké, ak maji totozné mnoziny vrcho-
lov a hran, teda G = G’ znameni, ze V(G) = V(G') a E(G) = E(G'). Mnoho
grafov sa vSak lisi iba oznacenim svojich vrcholov a hran. Toto vystihuje pojem
izomorfizmus.

DEFINICIA 4.2. Dva grafy G = (V, E) a G' = (V' E') sa nazgvaji izomorfné, ak
existuje bijektivne zobrazenie f: V. — V' také Ze pre vsetky u,v € V:

{u,v} € V. prdve ked  {f(u), f(v)} € E',.
Zobrazenie [ nmazyvame izomorfizmus grafov G a G'. Fokt, Ze grafy G a G' siu
izomorfné zapisujeme G = G'.

PRIKLAD 4.2. Na obr. 4.3 st diagramy troch izomorfnych grafov. Najdite prislusné
izomorfizmy.

Obr. 4.3

Riesenie. Jeden z izomorfizmov medzi prvym a druhym grafom je napriklad
Fe 1 23 45 6
“\Nadbec [
Existuje viac moznosti. ZvySok ponechdme na citatela. VSetky tri grafy sa izo-
morfné s grafom K3 3.
Z definicie 4.2 vyplyva, Ze pre dva izomomorfné grafy G; = (Vi, H;) a Go =

(Va, Hy) plati
|V1|:|V2|7 ’Hﬂ:‘Hﬂ-

Je zrejmé, Ze splnenie tychto dvoch podmienok este nezarucuje, ze nejaké dva grafy
st izomorfné.
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DEFINICIA 4.3. Hovorime, Ze graf G je podgrafom grafu G, ok V(G1) C V(G)
a H(Gy) C H(G). Zapisujeme to: G C G.

DEFINICIA 4.4. Podgraf G' = (V,H') grafu G = (V, H) nazgvame faktor grafu
G.

Faktor grafu je teda taky podgraf, ktory obsahuje vsetky vrcholy daného grafu.
Rozne faktory sa mozu lisit nielen po¢tom hran, ale aj roznym zloZenim hranovych
mnozin.

ool N L Lo A A A

Obr. 4.4

Na obr. 4.4 st diagramy vsetkych faktorov grafu K3. Je ich 6 (vrcholy na tej istej
pozicii mbézeme uvazovat za rovnako oznacené), ale ak by sme za rézne povazovali
iba neizomorfné faktory, tak by boli iba 4 rozne. Je vidiet, Ze v niektorych faktoroch
(grafoch) st aj vrcholy, ktoré neinciduji so ziadnou hranou.

4.2 Stupne vrcholov, stvislost a metrika

DEFINICIA 4.5. Nech G je graf a v jeho vrchol. Symbolom dc(v) oznacme pocet
hrdn incidujicich s vrcholom v. Cislo dg(v) nazjvame stupeii vrcholu v v grafe
G. Ak d¢(v) = 0, vrchol v nazyvame izolovany vrchol.

Ak nemoze dojst k zamene, tak index G v dg(v) vynechdvame. Graf nemoze
mat tUplne fubovolné stupne vrcholov. Maximélny stupeii (oznacuje sa symbolom
A(G)) v grafe s n vrcholmi je n — 1 a minimalny 0.

VETA 4.1. Pre kazdy graf G = (V, H) plati

> d(v) = 2|H|.

veV

Je to zrejmé, pretoze kazdé hrana inciduje s dvoma vrcholmi a ked spoc¢itavame
stupne vrcholov, tak kazda hranu zaratame dvakrat. Z tejto vety vyplyva dolezity

dosledok.

DOSLEDOK 4.1. Pocet vrcholov s nepdrnym stupriom je v kaZdom grafe cislo parne.

Ak mé graf vSetky vrcholy rovnakého stupiia k, nazyvame ho pravidelnym
grafom stupna k. Je zrejmé, ze kompletny graf K, je pravidelnym grafom stupria
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n — 1. Z désledku je zrejmé, ze pravidelny graf neparneho stupna nemodze mat
neparny pocet vrcholov.

Nech pre dant dvojicu vrcholov u a v v grafe G = (V, H) existuje postupnost
vrcholov a hran

vo, hy, v1, hoy Ve U1, Py U
kde v; € V pre i = 0,1,2,...,n, pricom vy = u, v, = v a hiy1 = {v;,vi41} pre
i=0,1,...,n— 1. Takato postupnost nazyvame sledom dizky n medzi vrcholmi

uwawv. Ak u = v (u # v), tak sled je uzavrety (otvoreny). Obvykle na urcenie
sledu zapisujeme iba postupnost vrcholov, teda vgvivs . . . v,.

Vsimnime si, Ze pre sled sme nepozadovali aby vrcholy (hrany) boli rozne. Preto
medzi dvojicou vrcholov grafu bud existuje nekonecne vela sledov, alebo neexistuje
ziadny. Sledy mozeme rozdelit na nasledujtce typy:

Tah je sled, v ktorom st vetky hrany rozne.

Cesta je tah, v ktorom st vsetky vrcholy (a tym aj hrany) rozne. Cestu dlzky n
(pocet jej hran) oznacujeme P,.

KruZnica je uzavretd cesta dlzky aspon 3. Kruznica C, dlzky n méa prave n
vrcholov. (VSimnite si, ze uz skor sme zaviedli ten isty pojem inym spdsobom.)

Je zrejmé, Ze z kazdého sledu S medzi vrcholmi u a v grafu G mdZzeme vybrat
cestu, ktora spaja tieto vrcholy.

DEFINICIA 4.6. Hovorime, Ze graf G je suvisly, ak pre kaZdé dva jeho vrcholy
u a v existuje v nom sled (cesta) z u do v. Graf, ktory nie je suvisly, sa nazgva
nesuvisly.

Ak v nejakom grafe G zvolime vrchol v, mdézeme sa zaujimat o vSetky vrcholy,
do ktorych sa da dostat po sledoch zacinajicich vo vrchole v. Tieto vrcholy a hrany,
ktoré s nimi incidujt, tvoria suvisly podgraf grafu G, ktory nazyvame komponent
grafu obsahujici vrchol v. Presnejsia definicia je:

DErINicIA 4.7. Komponent grafu je kaZdy jeho mazimdlny sivisly podgraf (t.5.
taky suvisly podgraf, ktory mie je vlastnym podgrafom iného suvislého podgrafu
grafu G).

a d oe g o]
b ¢ 9f h
(@) (b)

(©)
Obr. 4.5

Na obr. 4.5(a) je priklad stvislého grafu, zatial ¢o na obr. 4.5(b) je priklad nesui-
vislého grafu. Na obr. 4.5(c) je nestvisly graf s tromi komponentmi. Jeho podgraf
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pozostavajuci z troch vrcholov a, b, d a z dvoch hran {a, b} a {b,d} nie je kompo-
nentom, hoci jeho diagram vyzera rovnako ako diagram komponentu s vrcholmi
e, f,g. Je totiz vlastnym podgrafom komponentu so Styrmi vrcholmi a, b, ¢, d.

Suvisly graf mé iba jeden komponent. Rozhodnit, ¢i graf je suvisly, popripade
najst vsetky jeho komponenty, nie je fazké, hoci z diagramu to nemusi byt vzdy na
prvy pohlad zrejmé. Stuvislost grafu je typicka globalna vlastnost grafu. Niekedy
sa vSak o nej da rozhodnut na zéklade lokalnych vlastnosti grafu, teda z vlastnosti
bezprostredného okolia jednotlivych vrcholov a hran.

VETA 4.2. Nech G = (V, H), |V| = n, je graf, v ktorom sicet stupriov lubovolnej
dvogice nesusednyjch vrcholov je aspori n — 1. Potom graf G je suvisly.

VETA 4.3. Nech G = (V, H), |V| > 2, je suvisly graf. Potom v grafe G existuji
aspon dva vrcholy také, Ze vynechanim lubovolného z nich sa suvislost neporusi.

Artikulécia je vrchol grafu, ktory ak z grafu vynechdme (aj hrany, ktoré s

ponentov). Hranu s tou istou vlastnostou nazyvame most.

VETA 4.4. Nech G = (V, H) je konecny suvisly graf s n vrcholmi. Potom plati

n_lglﬁygw.

Predstavme si cestna sief mesta vyjadrent grafom. Je namieste pytat sa na
najkrat$iu dopravnu trasu pre jazdu autom z miesta A do miesta B. Takéto a
podobné tvahy vedu k zavedeniu pojmu vzdialenosti v grafe.

DEFINiCIA 4.8. Nech G = (V, H) je suwisly graf. Vzdialenost d(u,v) vrcholov
u,v grafu G je dlzka najkratsej cesty spdjajicej vrcholy u a v.

Na vzdialenost v grafe sa mézeme pozerat ako na zobrazenie d : V x V —

N U {0}, ktoré ma nasledujice vlastnosti:

L. d(u,v) > 0; d(u,v) =0 u="1,

2. d(u,v) =d(v,u),

3. d(u,v) < d(u,z) +d(z,v) prevsetky zeV.
Tieto vlastnosti st axiémy metriky, preto usporiadana dvojica (V,d) je metricky
priestor. Pritom V' je vrcholovd mnozina grafu a d je metrika — vzdialenost vrcho-
lov v grafe. Uvedené vlastnosti sa pri izomorfizme zachovavaju, preto st uzitocné
aj pojmy, ktoré su definované pomocou metriky. Nasledujtca definicia uvadza nie-
ktoré u nich.

DEFINICIA 4.9. Nech G = (V, H) je suwvisly graf.
Exentricita vrcholu v € V je ¢islo

e(u,G) = max d(u,v).

veV
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Priemer grafu G je cislo

P(G) = max e(v, G).

veV

Polomer grafu G je cislo

r(G) = min e(v, G).

veV
Stred grafu G je mnozina vrcholov, ktorych exentricita je rovnd polomeru.

PozNAMKA. Priemer grafu G mozeme definovat aj vztahom

P(G) = max d(u,v).

Pre grafy neplati obdoba vztahu medzi prie-
merom a polomerom z geometrickej kruznice.
Napriklad pre graf, ktorého diagram je na
obr. 4.6 je P(G) = r(G) = 2 a stred je cela
vrcholova mnozina. VSimnime si podrobnejsie
vzajomny vztah priemeru a polomeru toho is-
tého grafu.

VETA 4.5. Nech G = (V, H) je suvisly graf. Potom plati

Obr. 4.6

r(G) < P(G) < 2r(G).

4.3 Eulerovskost, hamiltonovskost a planarnost

Pojmy a vlastnosti, ktoré si uvedieme v tomto paragrafe, sa vyuzivaja pri rieSeniach
praktickych tloh za pomoci tedrie grafov.

Jednou zo zakladnych (a najstarsich) tloh tykajucich sa grafov je nasledujica

otazka: Dd sa nakreslit diagram daného grafu G = (V, H) jedngm uzavretym ta-
hom bez zdvihnutia ceruzky z papiera tak, aby sme po Ziadnej hrane neprechadzali
viackrat?
Matematicky mozeme tlohu sformulovat takto: D4 sa v grafe najst uzavrety sled,
v ktorom sa kazda hrana vyskytuje prave raz? Taky sled nazyvame uzavretym
eulerovskym tahom. Graf je eulerovsky prave vtedy, ked obsahuje asponi jeden
uzavrety eulerovsky tah. Hovorime tieZ, Ze graf sa da pokryt uzavretym tahom.
Dé sa ukazat, Ze eulerovské grafy mozeme jednoznacne charakterizovat bez toho,
aby sme hovorili o tahoch. Plati nasledujica veta.

VETA 4.6. (Charakteristika eulerovskych grafov.) Graf je eulerovsky prave
vtedy, ak je suvisly a kaZdy jeho vrchol ma pdrny stupen.
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Ak graf nie je eulerovsky, ¢asto nas zaujima minimélny pocet hranovo dis-
junktnych otvorenych tahov, ktorymi sa da pokryt. Pre suvisly graf mozeme najst
minimalne pokrytie p otvorenymi tahmi prave vtedy, ak obsahuje 2p (p > 1) vr-
cholov neparneho stupna. Tieto otvorené tahy zac¢inaju a koncia vzdy vo vrcholoch
neparnych stupnov. Ak je graf nesuvisly, uvazujeme kazdy komponent zvlast. (Na-
kreslite si zndmy ,doméek* s piatimi vrcholmi a 6smimi hranami jednym tahom.)

Jedna vec je vediet, Ze graf je eulerovsky, to sa déa lahko zistif, iné je uzavrety
eulerovsky tah najst. Pri hladani uzavretého fahu za¢neme v lubovolnom vrchole a
po hrane s nim incidentnej prejdeme do nejakého susedného vrcholu. Pouzitt hranu
z grafu odoberieme a postupujeme rovnakym spdsobom dalej az sa nakoniec vra-
time do vrcholu, v ktorom sme zacinali. Vyber hrany je viazany iba podmienkou,
aby jej vypustenim nevznikol nesuvisly graf (izolované vrcholy pripustame, ale
Startovaci vrchol sa stane izolovanym az v poslednom kroku).

Hamiltonovska kruzZnica v grafe GG je kruznica obsahujtca vsetky vrcholy
grafu GG. Graf nazyvame hamiltonovsky, ak obsahuje aspor jednu hamiltonovski
kruznicu. Aby bol graf hamiltonovsky, musi byt kone¢ny, stvisly, musi obsahovat
aspon jeden vrchol a nesmie obsahovat mosty ani artikuldcie. AvSak ani splnenie
uvedenych podmienok nezarucuje existenciu hamiltonovskej kruznice. Napriklad
Petersenov graf na obr. 4.7 nie je hamiltonovsky.

Pojem hamiltonovskej kruznice je na prvy po-
hlad podobny uzavretému eulerovskému tahu: Ha-
miltonovskd kruznica mé prechddzat bez opakova-
nia vSetky vrcholy a uzavrety eulerovsky fah vsetky
hrany. Napriek tomu je matematické obtiaznost oboch
problémov velmi rozdielna. Zatial ¢o uzavreté eule-
rovské fahy st lahko zvladnutelné, problém existen-
cie hamiltonovskej kruznice je mimoriadne narocny
a doteraz nepozname ziadnu jednoduchi charakteris-
tiku hamiltonovskych grafov. Tejto problematike sa Obr. 4.7
venuje velké mnoZstvo matematikov a dosiahli obrov-
ské mnozstvo ciastocnych vysledkov, nie vSak nutni a postacujicu podmienku
existencie hamiltonovskej kruznice. My si uvedieme dve postacujice podmienky.

VETA 4.7. Nech G = (V, H) je graf, |V| =n, n > 3. Ak stupen kaZdého vrcholu
grafu je aspon 3, tak G' je hamiltonovsky graf.

VETA 4.8. Ak pre lubovolné dva nesusedné vrcholy u,v grafu G = (V, H), |V| = n,
n > 3, plati
d(u) +6(v) >n,

tak graf G je hamiltonovsky.

S hamiltonovskymi grafmi sa mozno stretnit v réznych stuvislostiach aj mimo
matematiky. Napriklad americky vedec J. Lederberg, nositel Nobelovej ceny za
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medicinu, pouzil hamiltonovské grafy v chémii pri klasifikacii organickych zlacenin.
My sa s niektorymi aplikdciami stretneme neskor.

V diagrame Petersenovho grafu na obr. 4.7 sa niektoré hrany pretinaji. Mozeme
si postavif otazku, ¢i je to nutné. Skuste tento diagram prekreslit. Ak neurobite
chybu, tak sa vam to bez pretinania hran nepodari.

DEFINICIA 4.10. Graf G = (V, H) je planarny (rovinng), ak jeho diagram v

rovine moZeme zostrojit tak, Ze dve rozne hrany maji spoloéné nanajvys krajné

vrcholy. Ak G nie je plandrny, tak ho nazyvame neplanarny.
V pripade planarneho grafu ide teda o moznost

nakreslit jeho diagram pozadovanym spoésobom. Pla-

narny je napriklad graf K4, ktorého dva diagramy su

na obr. 4.8, hoci v jednom z nich sa hrany pretinaju.

Diagram bez pretinania hran rozdeluje rovinu na dis-

junktné oblasti (ak obsahuje aspon jednu kruznicu) a

tie budeme nazjvat oblastami planarneho grafu.

Neohrani¢ent oblast nazyvame vonkajsia a vhodnym

prekreslenim diagramu sa d4 dosiahnut, Ze vonkajsou

oblastou bude hociktora z nich. O oblastiach nema4

zmysel hovorit, ak mame diagram s priese¢nikmi. Mo-

zeme sa vSak pytat, kolko oblasti mé diagram planar-

neho grafu, ak ho znazornime bez pretinania hran.

Obr. 4.8

VETA 4.9. (Eulerova veta o planarnych grafoch.) Nech G = (V, H) je suvisly
plandrny graf. Nech r je pocet oblasti grafu G. Potom plati

H| —|V|+2=r.

Z tejto velmi dolezitej vety mozeme odvodif nasledujtce zavery.

DOSLEDKY.
1. Ak G = (V, H) je stvisly plandrny graf, tak |H| < 3|V| — 6.
2. Ak G = (V, H) je stvisly planérny graf bez trojuholnikov, tak |H| < 2|V|—4.
3. Kazdy planarny graf obsahuje aspon jeden vrchol, ktorého stupen je mensi
ako Sest.
4. Grafy K5 a K33 st neplanérne.

Uvedené grafy K5 a K33 predstavuju najmensie neplandrne grafy. K5 ma naj-
mensi pocet vrcholov a K33 najmensi pocet hran zo vSetkych neplanarnych grafov.
Tieto dva grafy hraju velmi dolezit tlohu pri charakterizacii planarnych grafov.
Uvazujme graf G = (V, H) s aspon jednou hranou. Ak z neho vynechdme hranu
{u,v} a nahradime ju dvoma novymi hranami {u, z} a {z,v}, povieme, Ze novy
graf vznikol rozpolenim hrany. Dva grafy nazveme homeomorfné, ak su izo-
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morfné, alebo vznikli postupnym rozpolovanim hran (asponl u jedného z nich) z
toho istého grafu.

Problematiku planarnosti grafov s vyuzitim vyhradne kombinatorickych vlast-
nosti, teda bez odvolavania sa na kreslenie diagramov, riesi nasledujtica elegantna
veta.

VETA 4.10. (Kuratowského veta.) Graf G je plandrny prdave vtedy, ak neobsa-
huje podgraf homeomorfny s grafom Ks ant s grafom Ks 3.

PRIKLAD 4.3. V Petersenovom grafe na obr. 4.7 najdite podgraf homeomorfny s
grafom Kj3. Tym ukéazete, ze nie je planarny. Moze obsahovat aj podgraf home-
omorfny s K5?

Problematika kreslenia diagramov grafov nie je jednoduché, a to ani pre grafy
planarne. Ak st grafy neplanéarne, ich diagramy sa daji znézornit len tak, Ze nie-
ktoré hrany sa pretinaji v nekoncovych bodoch. To vedie k skiimaniu réznych mier
neplanarnosti grafov. Typickymi prikladmi z praxe, kde sa tieto vysledky inten-
zivne vyuzivaju st tzv. VLSI obvody, ¢o st velmi husto integrované elektronické
prvky pospajané mikrovodi¢mi. Rovinné siete sa pritom skladaji na seba a pre-
pojenia, ktoré sa nedaji urobif v rovine bez pretinania, musia sa realizovat medzi
jednotlivymi vrstvami. Ide pritom o minimalizaciu takych prepojeni a o nahustenie
¢o najviac prvkov do jednej vrstvy.

4.4 Ulohy

4.1. Zistite, ¢i existuje kone¢ny graf, v ktorom ziadne dva rézne vrcholy nemaju
rovnaky stupen.

4.2. Je dany graf, ktory ma aspon dva vrcholy a menej hran ako vrcholov. Moze
mat kazdy vrchol grafu stupen aspon dva?

4.3. Nech G je komplementarny graf ku grafu G a nech G m4 aspoii dva kompo-
nenty.
a) Aky je maximélny pocet komponentov grafu G?
b) Aky je priemer grafu G?

4.4. Nech G je suvisly faktor grafu Go. Musi byt graf G5 stuvisly?

4.5. Majme graf K, s oznacenymi vrcholmi. Najdite:
a) pocet roznych kruznic v grafe Ky,
b) pocet roznych faktorov grafu Kjy.

4.6. Zistite priemer, polomer a stred Petersenovho grafu.

4.6. Akym najmensim poc¢tom tahov sa da nakreslit Sachovnica?



Kapitola 5

Orientované grafy

5.1 Definicia digrafu

Citatel si uz ur¢ite vsimol dodlezity rozdiel medzi grafmi z predchadzajicej kapi-
toly a grafmi, ktorymi sme znazornovali binarne relacie, zobrazenia alebo cias-
tocne usporiadané mnoziny. V spominanych grafoch sa vyskytovali sipky, ktoré
reprezentovali usporiadané dvojice prvkov. V tejto kapitole sa budeme zaoberat
prave tymito orientovanymi grafmi, ktoré budeme skratene nazyvat digrafmi. Je
to skratka z anglického nazvu directed graph.

DEFINICIA 5.1. Nech V = {v1,va,...,v,} anech H C (V xV)\ {{vy,v1},{vq, v2},
.., {vn,v,}}. Digraf G je usporiadand dvojica mnozin G = (V,H).

Podobne ako pri neorientovanych grafoch, V' je mnozina vrcholov a H je mno-
zina (orientovanych) hran. Ak hrana h = (u,v) € H, nazyvame vrchol u zacia-
to¢nym a vrchol v koncovym vrcholom orientovanej hrany h. Hrany hy = (u, v)
a hy = (v,u) nazyvame opac¢ne orientovanymi hranami. Pojmy incidencia a
susednost pre vrcholy aj hrany sa pouzivaju v tom istom vyzname ako pri (ne-
orientovanych) grafoch. Podobne v rovnakych vyznamoch sa pouzivaju aj pojmy
ako podgraf (aj ked spravne by sme mali hovorit poddigraf) a faktor.

Definicia digrafu predpoklada orientéciu vSetkych hran. Je mozné si vSak velmi
dobre predstavit aj taky ,graf*, v ktorom st orientované iba niektoré hrany a os-
tatné st neorientované (napriklad pri znézornovani dopravnej situacie v nejakom
meste, kde st jednosmerné aj obojsmerné ulice). My budeme v tomto texte uva-
zovat iba digrafy so vSetkymi orientovanymi hranami.

ZruSenim orientacie digrafu mozeme dostat graf alebo multigraf. Opacény pre-
chod je jednoznacny — orientaciou hran grafu vzdy dostaneme digraf. Niekedy sa
vyuziva tzv. symetricka orientacia grafu: Pre kazdu hranu h = {u,v} grafu
G = (V, H) vytvorime dve opacne orientované hrany h' = (u,v) a b = (v,u) v
digrafe G = (V,H").

49
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DEFINICIA 5.2. Dva digrafy Zil = (Vi,Hy) a 6’)2 = (Va, Hs) sa nazyvaji izo-
morfné, ak existuje bijektivne zobrazenie f : Vi — Vy také Ze pre vsetky u,v € V:

(u,v) € H1 & (f(u), f(v)) € Hy.

Zobrazenie f nazyvame izomorfizmom digrafov G1 a Gg Zapisujeme G1 = Gg

DEFINICIA 5.3. Nech G = (V, H) je digraf. Oznacme 6% (v), resp 6~ (v) pocet hrdn,
ktorych vrchol v je zaciatocnym, resp. koncovym vrcholom. Cislo 6+ (v), resp. 6~ (v)
nazyvame vonkajsi, resp. vnutorny stupen vrcholu v.
Nech G = (V, H) vznikne z G = (V, H) zruSenim orientacie. Potom pre kazdy
vrchol v € V' plati
6T (v) + 6 (v) =d(v).

Dé sa dokazat, ze pre vrcholy a hrany digrafu G = (V, H) plati (pozri vetu 4.1)

D 5ty =) 6 (v)=|H|.

veV veV

\Y mnohych pripadoch sa ukazuje vyhodné zaviest Specidlne nézvy pre vrcholy
digrafu G = (V,H). Nech v € V, potom ak:

0t (v) =5 (v), tak v je rovnovazny vrchol,
6t (v) >0, 0 (v)=0, tak v je pramen,

dt(v) =0, 6 (v) >0, tak v je astie,

0 (v) > (v) >0, tak v je zosilnovac,
0<dF(v) <o (v), tak v je zoslabovac.

5.2 Suvislost a silna stvislost

Moznost prechodu od digrafu ku grafu prostrednictvom zruSenia orientacie hran
vyuzijeme na deﬁnovanle nasledujtcich pojmov:

Sled v digrafe G je postupnost vrcholov a hran v G ktora po zruseni orientacie
je sledom v G Dl7ka sledu je pocet jeho hran.

Spojenie v G je taky sled v G v ktorom je zachovand orientacia hran od zacia-
tocného vrcholu ku koncovému.

Orientovany fah v el je také spojenie v Zi, ktoré po zruseni orientacie je tahom
v G (neopakuju sa hrany).

Drahav G je také spojenie v Zf, ktoré po zruSeni orientécie je cestou v G (ne-
opakuji sa vrcholy). Dlzka drahy je rovna poctu jej hran.

Cyklus v G je uzavreta dréha. Pocet jej vrcholov (hran) je dizka cyklu.
PozNAMKA. V digrafe G mozeme tiez hovorit o pojmoch tah, cesta, kruznica. Su
to také sledy v digrafe G z ktorych po zruSeni orientacie dostaneme tah, cestu,
kruznicu v grafe G. Nezalem teda v nich na orientécii hran.
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Pozrime sa teraz na pojem suvislosti digrafu G . Budeme rozligovat dva druhy, a
to: suvislost a silnt stvislost. Definicia stvislosti je totozné s definiciou stvislosti v
(neorientovanom) grafe. Digraf je teda stvisly, ak medzi jeho lubovolnou dvojicou
vrcholov existuje sled. Mozeme to vyjadrit aj takto: Digraf el je suvisly, ak je
suvisly graf GG, ktory vznikol zrusenim orientécie v G.

Nech G = (V, H) je suvisly digraf. Pod vzdialenostou 7(u,v) z vrcholu u
do vrcholu v rozumieme dlZku nminimalnej drahy z u do v. Ak neexistuje dréha z
u do v, tak ?(u,v) = 0.

DEFINICIA 5.4. Dz’gmf@ = (V, H) je silne suvisly, ak pre lubovolné dva vrcholy

u,v € V existuje spojenie z u do v aj spojenie z v do u . Silnym komponentom
. ﬁ / v / . 4 7/ - e . / .

digrafu G nazyvame kaZdy jeho mazimalny silne suvisly poddigraf.

PRIKLAD 5.1. Na obr. 5.1 je diagram digrafu, ktory je suvisly, ale nie je silne
suvisly. Neexistuje spojetga napriklad z vgholu d do vrcholg) b. Digraf obsahuje tri
silné komponenty, a to: G, = (Vi, Hy), Go = (Va, Hy) a G3 = (V3, H3), pricom
Vi = {a7 f}7 Hy, = {(a7 f)v (f’ a)}v Vo = {bv 69, h}7 Hy = {(b7 C)? (07 h)? (h’ b)7 (ga h)7
(b,9)}, Vs = {d,e,j} a Hz = {(d,e),(e,7),(j,d)}. Ak by sme pridali k tomuto
digrafu hranu so zacdiatoénym vrcholom v mnozine V3 a koncovym v mnozine V7,
takt ziskany digraf by bol silne suvisly.

a s o -C od o€
f g h J
Obr. 5.1

VETA 5.1. Pre digraf G = (V, H) st nasledujice tri tordenia ekvivalentné:

a) a je silne suvisly.

b) G je suvisly a kaZdd jeho hrana sa vyskytuje aspon v jednom cykle.

¢) Pre lubovolny rozklad {Vi,Va} wrcholovej mnoZiny V' existuji hrany hy, ho
take, Ze hi md zaciatocny vrchol vo Vi a koncovy vo Va a he md zaciatocny vrchol
vo Vy a koncovy vo V.

POzZNAMKA. vyraz, Ze tvrdenia a), b) a c) su ekvivalentné znamend: a) plati prave
vtedy, ak plati b), b) plati prave vtedy, ak plati ¢) a a) plati prave vtedy, ak
plati ¢). Ak by sme chceli urobit dokaz vety, sta¢i nam dokazovat tri implikacie, a
to: a)=15b), b)=c¢) a c¢)=a).

Veta 5.2. Nech G = (V, H) je suvisly digraf, v ktorom pre kazdy vrchol v € V' plati
d*(v) = 1. Potom el obsahugje jediny cyklus.
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Ak v Digrafe G zge)mme orlentacm kazdej hrany na opacni, ziskame opacne
orientovany digraf G~. Zrejme v G sa oproti G navzajom vymenia vonkajsie
a vnutorné stupne vsetkych vrcholov, vSetky spojenia a cykly zmenia svoju orien-
taciu. Z toho vyplyva, Ze tvrdenie vety 5.2 bude platit aj v pripade, Ze pre kazdy
vrchol v € V' predpokladame 0~ (v) = 1.

\Y predchédzajflcej kapitole sme sa zoznémili s eulerovskymi a hamiltonovskymi
nazveme eulerovsky, ak sa d4 hranovo pokryt uzavretym orientovanym tahom. Da
sa ukazaf, ze digraf je eulerovsky prave vtedy, ak je stuvisly a kazdy jeho vrchol
je rovnovazny. Podobne mézeme hovorif o hamiltonovskych cykloch, su to cykly,
ktoré obsahuju vsetky vrcholy digrafu. Digraf je hamiltonovsky, ak obsahuje aspon
jeden hamiltonovsky cyklus.

5.3 Acyklické digrafy

7Z doteraz uvedenych vlastnosti digrafov je vidiet, Zze cykly hraju v digrafoch velmi
dolezitt tlohu. Ovplyviiuju silnt suvislost, rozklad na silné komponenty a maju
zasadny vplyv na moznosti vytvarania réznych spojeni s digrafe. Je napriklad
zrejmé, ze pri zistovani povahy vSetkych moznych vypoctov, ktoré mozu prebiehat
podla zadaného vyvojového diagramu, bude situdcia ovela jednoduchsia, ak nepri-
pustime cykly. Teraz preberieme iba zakladné vlastnosti, ktoré budeme potrebovat
pri aplika¢nom vyuziti digrafov.

DEFINicIA 5.5. Digraf G = (V, H), ktory neobsahugje cyklus, nazjvame acyklicky
digraf.

Na obr. 5.2 st diagramy troch acyklickych digrafov 51, 6’2 a @3.

Obr. 5.2

Ak G = (V,H) je acyklicky digraf, je zrejmé, ze aj kazdy jeho poddigraf je
acyklicky. Otazku existencie pramena a tstia riesi nasledujtca veta.

VETA 5.3. Nech G = (V.H), kde H # (), je konecny acyklicky digraf. Potom v el
existuje aspon jeden vrchol v € V', pre ktoryg je 67 (v) >0 a 6 (v) = 0.
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Nasledujtca veta je nutnou a postacujiucou podmienkou pre to, aby digraf bol
acyklicky. Vyuziva sa napriklad pri oznacovani vrcholov tzv. siefovych grafov, kto-
rymi sa riesia velké projekty pozostdvajice z mnohych rézne navzajom suvisiacich

uloh.

VETA 5.4. Digraf G = (V,H) je acyklickym digrafom prdve vtedy, ak mozZeme
jeho vrcholy oznacit ¢islami 1,2, ... ,|V| tak, Ze kaZdd hrana (i, j)splia podmienku
1< 7.

Veta 5.3 ndm vravi, Ze v kazdom konec¢nom acyklickom digrafe G ktory obsa-
huje aspon jednu hrﬁu, existuje aspoi jeden prameri. Vzhladom na to, Ze opacne
orientovany digraf G~ k acyklickému digrafu G je tiez acyklicky, mdzeme tiez
tvrdit, Ze kazdy koneény digraf s aspon jednou hranou obsahuje vrchol ktory je
ustim. Tato skuto¢nost ndm umoziiuje zostavit postup na zistovanie, ¢i dany digraf
je acyklicky. Sta¢i v danom digrafe najst nejaky prameri (alebo tustie) a vynechat
hrany, ktoré st s nim incidentné. Na vzniknutom digrafe tento postup opakujeme,
az dospejeme ku grafu bez hran (vrcholy zostavaju) alebo k digrafu, ktory uz nemé
ziadny pramen ani tstie. V prvom pripade bol povodny digraf acyklicky, v druhom
obsahoval aspor jeden cyklus. Z takto popisaného postupu je mozné odvodit aj
sposob orientacie hran grafu G = (V, H), ktory zarucene povedie k acyklickému
digrafu.

5.4 Ulohy

5.1. Kolko cyklov obsahuje digraf na obrazku 5.17

5.2. Majme kruznicu dlzky d, d > 3. Kolko je moznosti zvolif orientécie vietkych
hran tak, aby vznikol acyklicky digraf?

5.3. Uvazujme koneény digraf, v ktorom plati 6" (v) > 1 a 6~ (v) > 1 pre vetky
jeho vrcholy. Je mozné tvrdit, Ze kazdy vrchol digrafu je obsiahnuty v neja-
kom cykle?

5.4. Existuje digraf s uzavretym spojenim obsahujicim kazdu hranu préve raz,
ktory nie je silne suvisly?

5.5 Aky musi byt graf, aby sa jeho hrany dali orientovat tak, Ze vznikne silne
suvisly digraf?

5.6. Nech pre kazdy vrchol v stvislého digrafu G = (V,H) je 6t (v) = 1. Aky je
maximalny a aky je minimélny pocet cyklov v G?
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Nech G je konecny, suvisly, acykhcky dlgraf s jedinym ustim ¢ a jedinym
pramenom p. Zostrojme digraf G tak, ze ku G pridame hranu (g, p). Dokazte,

ze G je silne suvisly.

Ukéazte, ze ak G = (V, H) je silne stvisly digraf s asponn dvoma vrcholmi,
tak |H| > |V].

Ukézte, Ze je mozné na hranach trojrozmernej kocky zvolit orientécie tak, ze
vznikne silne suvisly digraf, ktory neobsahuje hamiltonovsky cyklus.



Kapitola 6

Grafty a matice

6.1 Maticové reprezentacie grafov

Doteraz sme Struktaru grafov v uvazovanych prikladoch vyjadrovali geometric-
kym modelom — diagramom. Vhodne zvoleny diagram poskytuje na prvy pohlad
vela cennych informécii o samotnom grafe, avSak neSikovne nakresleny diagram
nas moze zvadzat k nespravnym zaverom, najméi ak ide o izomorfné grafy. Pri
pocitacovom spracovani tloh riesenych pomocou grafov je reprezentacia grafu dia-
gramom velmi nevyhodna. V tomto pripade je vhodné zvolit diskrétny (presnejsie
Cislicovy) popis grafu a na tento acel nAm vyhodne poslizia matice.

DEFINICIA 6.1. Nech G = (V, H) je graf, V = {vi,v9,...,0,} a H ={hy,ho,...,
hm}. Maticou incidencie grafu G nazyvame maticu A = (a;;) typu (n,m), ak
pre jej prvky plati

w— 1, ak hrana h; je incidentnd s vrcholom v; ,
K 0, v ostatniych pripadoch.

Pocet riadkov matice A je rovny poétu vrcholov grafu G a pocet stipcov od-
poveda poc¢tu hran grafu G. Kazdy stipec matice A obsahuje prave dve jednicky,
pretoze kazda hrana grafu G inciduje prave s dvoma vrcholmi. Riadok odpove-
dajuci i-tému vrcholu v; obsahuje préave 6(v;) jedniciek, ¢o odpoveda poctu hran
incidentnych s vrcholom v;. Tvar matice je urceny poradim, v akom sme ocislovali
vrcholy a hrany grafu, je teda zavisly na oznaceni prvkov vrcholovej a hranovej
mnoziny daného grafu. Zmena ocislovania prvkov aspon jednej z tychto mnozin
ma za nasledok permutaciu riadkov, resp. stipcov (pripadne aj riadkov aj stIpcov)
matice incidencie. Z toho vyplyva kritérium pre izomorfizmus dvoch grafov.

VETA 6.1. Dva grafy si izomorfné prave vtedy, ak ich matice incidencie sa sto-
toznia po konecnom pocte permutdcit riadkov a stlpcov jednej z nich.

95



o6 KAPITOLA 6. GRAFY A MATICE

Toto kritérium sa v praxi osved¢uje iba s dodato¢nymi obmedzeniami, pre-
toze pri velkych grafoch by bolo potrebné preverovat vsetkych m!n! permutéacii n
riadkov a m stlpcov.

Priklad 6.1. Matica incidencie A grafu, ktorého diagram je na obr. 6.1 ma tvar

OO = =
_ O = O
_ o O
O = = O
SO = O
__—0 O

Obr. 6.1

V matici incidencie sme uvazovali vrcholy aj hrany grafu a ich vzajomnu inci-
denciu. Vo vSeobecnosti to bude obdlznikova matica. V matici, ktort teraz budeme
definovat, uvazujeme iba vrcholy a existenciu hrany medzi dvoma vrcholmi. Ope-
racie uskutociiované s tymito maticami nam dokézu povedat o grafoch ovela viac.

DEFINICIA 6.2. Nech G = (V, H) je graf s vrcholovou mnozZinou V = {vy,vs, ...,
v, }. Matica susednosti grafu G je stvorcovd matica B = (b;;) rddu n, ak pre jej
pruky plati

— { 1, ak{v,v;} € H,

Y 0, v ostatngch pripadoch.

Napriklad pre graf, ktorého diagram je na obr. 6.1 mame

[ T
Y e =
—_ O = =
O ==

Pretoze {v;,v;} = {v;,v;}, je matica B symetrickd. Na jej hlavnej diagonéle
st nuly, pretoze v GG neexistuju slucky. Pri zistovani izomorfizmu dvoch grafov po-
mocou matic susednosti musime v tychto maticiach uvazovat rovnaké permutécie
mnoziny ich riadkov aj stipcov, takZe celkovy pocdet moznosti je n!.

Matice susednosti sa daji vyhodne vyuZif pri overovani stuvislosti grafov ako
aj pri urcovani vzdialenosti v danom grafe. K tomu potrebujeme zaviest Specidlne
nasobenie matic, ktorych prvky si1 iba nuly a jednotky. Nech B je matica susednosti
grafu G = (V, H), |V| = n. Oznaéme B() maticu, ktor dostaneme z matice B



6.1. MATICOVE REPREZENTACIE GRAFOV 57

pridanim jednotiek na hlavni diagonéalu. Uvazujme maticu B® = (bg)) taku, ze
B® =B . B, 7 nisobenia matic je zrejmé, ze

n

(2 _ 1) @
bij - Zbik 'bkj )
k=1

pricom ale v tomto stcine matic budeme pouzivat tzv. boolovské séitavanie a
nasobenie (1-1=1, 0-1=1.0=00=0, 1+0=0+1=1+1=1, 0+0=0).
Vseobecne mézeme uvazovat maticu

B™ — gm-1.BM

VETA 6.2. Majme maticu susednosti B suvislého grafu G = (V,H), |V| = n.
Potom pre lubovolné k, k = 1,2,...,n, je prvok bl(f) matice B®) rouny jednej
prave vtedy, ak d(v;,v;) < k.

DOSLEDOK 6.1. Graf G = (V, H), |V| = n, je stvisly prave vtedy, ked proky matice
B g1 iba jednotky.

DOSLEDOK 6.2. Pre kazdé dva rozne vrcholy grafu G = (V, H) plati

d(v;,v;) = min{k; bg?) =1}.

Nakoniec uvedieme vetu, ktord déva do vzfahu maticu incidencie a maticu
suvislosti daného grafu.

VETA 6.3. Nech A je matica incidencie, AT je k nej transponovand matica a B
je matica susednosti grafu G = (V,H). Nech D = (d;;) je diagondlna matica s
prvkami dy; = 0(v;). Potom

A -AT=B+D.

PRIKLAD 6.2. Najdite vSetky dvojice vrcholov, ktorych vzdialenost je presne 3 a
vetky dvojice vrcholov, ktorych vzdialenost je viac ako 3 v grafe zadanom maticou
susednosti

000100
000111
0 00O0T11
B= 110000
01 1001
011010

RieSenie. Pridanim jednotiek na hlavnt diagonalu dostaneme maticu BM. Maticu
B® ziskame nasobenim BM® - B a maticu B nasobenim B - BM. Postupne
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teda dostavame:

_ == O = O
e e
—_ = O = = O
L e e
—_ O = = O
= O
—_ = = == O
— = = = O

— == O = N~ —
ve}
S
I

SO = O = =

—_ = = e e

OO OO
OO, O K
—__= O = = O

—_ === O
e i
e e i e
— = = ==

1

Vzhladom na symetrickost matic podla hlavnej diagonély si budeme v§imaft iba
prvky nad diagonélou. V matici B® je iba jedna nula v prvom riadku a trefom
stipci, ¢o podla désledku 6.2 znamena, 7e vzdialenost vrcholov vy a vs je viac ako
3. V matici B® st rovné nule aj prvky b%, bf% a bgf}l, pricom v B®) st rovné

jednej. To podla doésledku 6.2 znamena, ze d(vy,vs) = d(v1,v6) = d(vs, v4) = 3.

Aj pri digrafoch, podobne ako pri grafoch, patria matice k zakladnym pros-
triedkom ich vyjadrenia, hlavne pri strojovom spracovani.

DEFIN{CIA 6.3. Nech G = (V, H) je digraf, V = {v1,va, ... 0.}, H={hy, ho,...,
hm}. Maticou incidencie digrafu G nazjvame maticu A = (a;j) typu (n,m), ak
pre jej proky plati

1, akh; = (v;,vg) pre nejaké v, € V',
a; =4 —1, akh;= (v, v;) pre nejaké v, € V',
0, v ostatnych pripadoch.

Uvedieme zakladné vlastnosti matice A:
a) v kazdom stlpci sa ¢isla 1 a —1 vyskytuji prave raz, ostatné prvky st nuly,
b) pocet jednotiek v i—tom riadku je rovny 6 (v;),
c) pocet ¢isel —1 v i—tom riadku je rovny 0~ (v;).
Z matice incidencie A digrafu G Tahko dostaneme maticu incidencie grafu G,
ktory vznikne zrusenim orientécie, a to tak, Ze namiesto a;; zoberieme |a;;].

DEFIN{CIA 6.4. Nech G = (V, H) je digraf s vrcholovou mnoZinou V = {vy, v, ...,
v, }. Matica susednosti digrafu G je stvorcovd matica B = (bij) rddu n, ak pre
jej prvky plati

b { 1, ak(v;,v;) € H,

Y1 0, w ostatngch pripadoch.
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VETA Gi%. Nech B je matica susednosti
digrafu G = (V,H). Potom pre kaZdé
n € N prvok bl(?) matice B" uddva pocet
spojent dlzky n z vrcholu v; do vrcholu ;.

Pre maticu incidencie A a maticu sused-
nosti B digrafu, ktorého diagram je na

obr. 6.2 mame Obr. 6.2
1 -1 1 0 0 0111
o 0 0 -1 -1 0 0000
A= -1 1 0 0 0 -1} B= 1 000
0O 0 -1 1 0 1 0110
6.2 Ulohy
6.1. Bez kreslenia diagramu zistite, ¢i matice
10100 00010
01 00O 10101
A;=]101010 |, Aob=|1 11000
00111 01 001
100 01 00110

s maticami incidencie toho istého grafu.

6.2. Zistite, ¢i graf G je suvisly, ak jeho matica susednosti je

00100
0 01O0O0
B=|11010
0 01 01
00010

6.3. Zistite vSetky dvojice vrcholov v;, v;, ktorych vzdialenost je vdcsia ako 3, ak
graf je zadany maticou susednosti

01 000O0O0O
1010000
0101000
B=| 0010110
0001O0O0O
0001O0O0T1
000O0O0OT1P0
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6.4. Zistite, ¢i je graf G suvisly, ak je zadany maticou susednosti

0110000
1011000
1100000
B=|01000UO0O0
0000O0OT1O0
000O01@01
000O0O0OT1P0

6.5. Napiste maticu susednosti digrafu, ktorého diagram je na obr. 5.1.

6.6. Ako sa moZeme pomocou maticovej reprezentacie presvedcit, ¢i digraf je
alebo nie je silne stvisly?
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Stromy

7.1 Stromy a ich vlastnosti

DEFINICIA 7.1. Strom je neprdzdny suvisly graf, ktory neobsahuje kruznice. Les
je graf, ktorého komponenty su stromy.

Z aplika¢ného hladiska patria stromy k najpopuldrnejsim pojmom tedrie gra-
fov. So stromami sa stretavame pri vyjadrovani struktirnych vlastnosti réznych
systémov. Pozname napriklad genealogické stromy, ktoré zachytavaja rozvetvenie
potomstva vo vyznamnych rodoch, stromom moézeme vyjadrit priebeh vyradova-
cieho (napriklad tenisového) turnaja, rozhodovacim stromom sa daju velmi pre-
hladne zachytif vSetky mozné odpovede na nejaki skupinu otazok s dopredu vy-
medzenymi volbami odpovedi na jednotlivé otazky, pomocou stromov vyjadrujeme
struktirne vzorce v chémii a podobne. V programovani st stromy povazované za
velmi délezity druh datovych struktar a mozu byt vyuzité napriklad pri preklade z
programovacich jazykov (syntaktické stromy), pri operaciach zoradovania stiborov
dat, pri realizécii tabuliek idajov s potrebou velmi rychlej lokalizécie jednotlivych
poloziek (vyhladdvacie stromy).

Na oznacenie stromov, ako Specidlnych grafov, budeme pouzivat oznacenie T' =
(V,H). Pismeno T je z anglickej terminolégie, a to zo slova tree.

Dé sa dokéazat, ze kazdy stvisly podgraf stromu je tiez strom. Takejto vlastnosti,
ktord sa prendSa na vSetky podgrafy, hovorime dedicnd vlastnost.

VETA 7.1. Nech T' = (V, H) je strom a |H| > 1. Potom v T existuji aspori dva
rozne vrcholy, ktoré maju stupen rovny cislu 1.

Na obr. 7.1 st diagramy troch stromov. Prvy z nich méa prave dva vrcholy
stupnia 1 a vSetky ostatné vrcholy maju stupen 2. Taky strom sa nazyva had.
Druhy zo stromov je hviezda. Hviezda je strom, ktory mé prave jeden vrchol
stuptia asponl 3 a vSetky ostatné vrcholy maja stupen 1. Treti zo stromov na obr.
7.1 je typ rozhodovacieho stromu (pripadne genealogického stromu).
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AN K AN

Obr. 7.1

Nasledujuce vety nam popisujua niektoré zo zakladnych vlastnosti stromov.

VETA 7.2. Nech T = (V, H) je strom. Potom
[H| = [V]-1.

VETA 7.3. Graf G = (V, H) je stromom prave vtedy, ak medzi kaZdou dvojicou
jeho vrcholov existuje prave jedna cesta.

V definicii 4.8 sme zaviedli pojem priemer P(G), polomer 7(G) a stred grafu
G = (V,H). Stromy maju Specidlne vlastnosti vzhladom na priemer, polomer a
stred grafu.

VETA 7.4. Nech T' = (V, H) je strom. Ak jeho priemer je ¢islo parne, tak stredom
stromu je jeding vrchol a P(T) = 2r(T). Ak jeho priemer je ¢islo nepdrne, tak
stredom su dva susedné vrcholy a P(T) = 2r(T) — 1.

Strucne si opiSeme, ako hladaf stred (priemer, polomer) v danom grafe. Ak
mame dany strom, tak z neho vynechame vsetky vrcholy stupnia 1 (aj s hranami,
ktoré s nimi inciduji). Dostaneme opét strom a proces opakujeme. Nakoniec do-
staneme jedini hranu — stred pozostava z dvoch vrcholov, alebo dostaneme jediny
vrchol, ktory je stredom. Ak stredom je jeden vrchol, polomer je rovny poctu
iteracii (kolkokrat sme vykonali proces odoberania vrcholov stuptia 1). Ak stred

.....

u u u
_—> >
v v v
> o0——O0—O0 _> O
X X X
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7.2 Kostry a kruznice

DEFINicIA 7.2. Kostra grafu G = (V, H) je taky jeho faktor, ktory je stromom.

Ked si uvedomime vyznam slov faktor a strom, tak moézeme kostru charakte-
rizovat aj ako stuvisly podgraf daného grafu, ktory obsahuje vSetky jeho vrcholy
a neobsahuje kruznicu. Je zrejmé, ze v grafe GG existuje kostra prave vtedy, ak je
graf G suvisly. Ak je graf G strom, potom v nom existuje jedind kostra, ktorou
je prave graf G. Na obr. 7.3 st hrubymi ¢iarami vyznacené tri rozne kostry toho
istého grafu. Je vidiet, Ze graf moze mat viac kostier. K uréeniu poc¢tu roznych
kostier grafu sa vratime neskor.

Obr. 7.3

VETA 7.5. Nech G = (V, H) je suvisly graf a T je jeho podgraf v |V| — 1 hranami
neobsahujici kruznice. Potom T je kostra grafu G.

Ak sa zamyslime nad tvrdenim vety 7.5 a definiciou stromu, tak zistime, Ze
TubovoIné tri z nasledujicich styroch vlastnosti implikujua stvrta vlastnost:

(a) T je suvisly graf,

(b) T neobsahuje kruznice,
(¢) T mé |V| = n vrcholov,
(d

) T'mé n — 1 hran.

Napriklad: Nech T je suvisly graf neobsahujtci kruznice a ma n vrcholov, potom
T méa n — 1 hran.

Cayley v roku 1889 dokézal, Ze pocet vSetkych réznych kostier (vSimnite si, Ze
1. a 3. kostra na obr. 7.3 s rdzne) kompletného grafu K,, pre n > 2 je rovny ¢islu
n"2. Teraz si uvedieme, ako je mozné uréit pocet réoznych kostier grafu pomocou
vhodného determinantu.

Nech G = (V, H), |V| = n, je suvisly graf. Nech B je matica susednosti a D je
diagonalna matica s prvkami d; = 6(v;) grafu G. Ozna¢me D; — B; maticu radu
n — 1, ktora sme vytvorili z matice D — B vynechanim i-tého riadku a i—tého
stlpca pre fubovolné i € {1,2,...,n}. Potom pre pocet p(7T) vsetkych rdznych
kostier grafu GG plati

p(T) = det(D; — By).
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PRIKLAD 7.1. Vypoditajte pocet roznych kostier grafu, ktorého diagram je na obr.
7.3.

Riesenie. Najprv napiSseme matice

01110 30000
10110 03000
B=(11011], D=|00400],
11101 000 40
00110 0000 2

3 -1 -1 -1 0

-1 3 -1 -1 0
D-B=| -1 -1 4 -1 -1
1 -1 -1 4 -1

0 0 -1 -1 2

Vzhladom na vjpocet determinantu pomocou rozvoja podla riadku alebo stlpca
je vihodné vynechat i-tj riadok a ity stlpec tak, aby v matici ostalo ¢o najviac
nal (nie je to vSak nutné). Pre i = 3 v nasom pripade dostdvame

3 -1 -1 0

1 3 -1 0

Di=Bi=1 1 1 4
0 0 —1 2

a det(D; — B;) = 40. Je vidiet, Ze aj v pripade malého grafu je pocet kostier dost
velky.

DEFINiCIA 7.3. Nech T = (V, H) je strom. Ak kaZdej hrane stromu T priradime
prdave jednu z dvoch moznich orientdcii, tak dostaneme orientovany strom T.

Je zrejmé, ze k stromu T' = (V, H) mdzeme zostrojit prave 2/l orientovanych
stromov T (niektoré z nich budt navzdjom izomorfné).

DEFINICIA 7.4. Nech T; je orientovany strom s aspon dvoma vrcholr_n)i, v ktorom
z vrcholu v existuje draha do vsetkych ostatniych vrcholov. Potom T, nazjvame
koreniovy strom a vrchol v je korenom stromu.

POzZNAMKA. V terminoldgii digrafov koren stromu je vlastne (jedingm) pramertiom
digrafu, ktory je korenovym stromom. Vrcholom, ktoré v digrafe nazyvame tustia,
budeme v korenovych stromoch hovorit listy (ndzornejsie to odpoveda predstave
stromu).

V niektorych prigz}andoch je vyhodné uvazovat ku koretiovému stromu 7_1,) opacne

orientovany strom 7, (vSetky hrany st opa¢ne orientované).
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NakoIko v korenovom strome moze medzi dvoma réznymi vrcholmi existovat

najviac jedna draha, orientacia kazdej hragy v korenovom strome je jednoznacne
uréend vyberom korena. Korenovy strom 7, mézeme potom v rovine reprezento-
vat aj diagramom neorientovaného stromu 7, pricom koren stromu v umiestnime
najvyssie.
DEFINICIA 7.5. Nech G je digraf, ktory vznikol orientdciou grafu (multigrafu)
G. Nech K je kostra grafu (multigrafu) G. Potom digraf ?, ktory vznikol z K
rovnakou orientdaciou hrdn, sa nazyva orientovanou kostrou digrafu G. Kostra
suvislého digrafu @, ktora je korenovym stromom, sa nazyva korenova kostra
digrafu G.

Ak po zruseni orientacie vSetkych hran v digrafe G = (V, H) ziskame graf, tak
pocet réznych orientovanych kostier digrafu a je rovny poctu réznych kostier v
grafe GG. Ina situacia je, ak v digrafe G st opacne orientované hrany a po zruseni
orientacie _zjskame multigraf.

Nech G = (V, H), |V| = n, je suvisly digraf. Nech A je jeho matica incidencie.
Potom pre pocet p(T)) vsetkych roznych orientovanych kostier digrafu G plati

p(T) = det((A - AT),)
pre lubovolné i € {1,2,...,n}, pricom (A-AT); je matica utvorend z matice A-AT
vynechanim i-tého riadku a i-tého stipca.

PRIKLAD 7.2. Vypoditajte pocet vSetkych roznych kostier digrafu 5), ktorého
diagram je na obr. 6.2.

C . D o — ) . . ,
RiesSenie. K matici incidencie digrafu G uverejnenej v kapitole 6 urobime trans-
ponovant maticu a vypoéitame siucin A - AT. Potom pre i = 1 (alebo Tubovolné
iné) dostavame:

4 -1 -2 -1

2 0 -1
AAT— | L2 0 Get(A-AT)) =] 0 3 —1|=13.
2 0 3 -1 -
1 -1 -1 3

Nakoniec sa pozrieme na spdsob urcovania poctu p(YT ) vSetkych roznych ko-
reniovych kostier digrafu G = (V,H) s koreniom vo vrchole vs. Na tento ucel
vytvorime maticu K = (k;;) radu |V| digrafu G, kde

ki =0~ (vi), prei=12 ... |V|,

ki; = —bij, pre i #j, i,j=1,2,...|V],
pricom b;; st prvky matice susednosti B digrafu G . Utvorme maticu K vynecha-
nim s-tého riadku a s—tého stlpca matice K. Potom plati

p(ﬁ:) = det K.
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V.
PRIKLAD 7.3. Majme digraf @, kto- \G >0¢ Vs
rého diag_r_a}tm je na obr. 7.4. Zistite
pocet p(T,,) jeho koretiovych kostier
s koretiom vo vrchole vs. o< O
\7 Vo o V3
Riesenie. Urcime matice K a Kj
takto:
Obr. 7.4
1 0 0 0 0 O 1 0 0 0 0
-1 1 0 0 -1 -1
0 -1 0 -1 0 0 Lo
K= , K; = o 0 2 -1 0
o 0 0 2 -1 0
o 0 0 3 0
o 0 o0 0 3 0 0 0 -1 -1 1
o 0 0 -1 -1 1

Potom p(f,;) = det K3 = 6.

7.3 Ulohy

7.1. Je moZné, aby v stvislom (koneénom) grafe existovali dve rézne kostry, ktoré
nemaju spolo¢nu hranu?

7.2. Najdite vSetky neizomorfné stromy s nie viac ako 5 hranami.
7.3. Kolko hréan treba odstranit z Petersenovho grafu, aby vznikla kostra?

7.4. Vypocitajte pocet roznych kostier grafu, ktory vznikne zrusenim orientacii
hran digrafu na obrazku 7.4.

7.5. V digrafe, ktorého diagram je na obrazku 5.1 vypocitajte:
a) poCet roznych orientovanych kostier,
b) pocet roznych koretiovych kostier s koretiom vo vrchole b,
¢) pocet roznych koretiovych kostier s koretiom vo vrchole a.



Kapitola 8

Aplikacie grafov a digrafov

8.1 Minimalne cesty a spojenia

V tejto kapitole uvedieme niektoré typické tlohy z praxe, pri rieSeni ktorych sa vy-
znamne vyuziva tedria grafov. Zaroven v niektorych pripadoch uvedieme aj zname
algoritmy na ich riesenie alebo aspon vhodné heuristicke postupy. Algoritmy bu-
deme povazovat za rychly, ak je mozné pocet krokov, ktoré algoritmus pri vypocte
vykoné, ohranicit konStantnym nésobkom polynomidlnej funkcie. Ak je algorit-
mus rychly, tak so zvicSovanim vstupu algoritmu je nérast ¢asu na jeho tspesné
ukoncenie ,zvlddnutelny* rychlej$im pocitacom. V opa¢nom pripade hovorime, zZe
algoritmus nie je efektivny. Zaujemcov o presnejsiu charakteristiku rychlosti prace
algoritmov odkazujeme na knihy: J. Plesnik, Grafové algoritmy, resp. L. Kucera,
Kombinatoricke algoritmy zo zoznamu literatiry v zavere.

Jednou zo zdkladnych tloh v tedrii grafov je najst najkratsiu cestu medzi dvoma
vrcholmi grafu. Taka poziadavka sa vyskytuje v mnohych praktickych aplikaciach
(napriklad pri hladani najkratSieho dopravného spojenia). V takych grafoch sa
hrany oznacuja ¢islami, ktorych vyznam je rézny a zalezi od toho, aka tloha sa
danym grafom riesi.

Majme graf G = (V, H), |V| = n. Nech R je mnozina kladngych realnych éisel.
Zobrazenie f : H — R" nazyvame hranovym ohodnotenim grafu G. Pre kazdu
hranu {v;,v;} € H &slo w;; = f({vi,v;}) € RT nazyvame ohodnotenim hrany
{vi, v;}-

Podobne definujeme hranové ohodnotenie aj pre digrafy, iba namiesto neoriento-
vanych hran {v;, v;} uvazujeme orientované hrany (v;, v;).

8.1.1 Dlzka minimalnej cesty

Predstavme si, ze suvisly hranovo ohodnoteny graf predstavuje nejaki cestni
siet, v ktorej vrcholy odpovedaju mestdm a krizovatkdm a hodnoty hran odpo-
vedaju vzdialenostiam medzi bodmi reprezentovanymi vrcholmi. V zavislosti od
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typu tlohy ohodnotenia hran mozu predstavovat aj ¢as alebo naklady na prepravu
z jedného miesta na druhé. V takom grafe chceme najst najvyhodnejsie ,spojenia“.

Nech S je cesta z vrcholu v; do vrcholu v; v ohodnotenom grafe G. Stcet
ohodnoteni hran cesty S nazveme dlzkou cesty S. Pre dva vrcholy v; a v; potom
miniméalnu z dlZok ciest medzi v; a v; nazveme dlzkou minimdlnej cesty a
ozna¢ime symbolom d,,(v;, v;).

Pri rieSeni tloh stuvisiacich so vzdialenostou sa najcastejSie stretavame s nasle-
dujticimi variantmi:

1. pre dané dva vrcholy u, v ohodnoteného grafu urcit vzdialenost medzi u a v,

2. pre dany vrchol u uréit vzdialenosti z v do kazdého vrcholu ohodnoteného
grafu,

3. urcit vzdialenosti medzi vSetkymi dvojicami vrcholov ohodnoteného grafu.

Vzhladom na to, Ze Gloha ¢islo 1 je obsiahnutéd v 2. a 3. lohe, obmedzime sa na
algoritmické rieSenia 2. a 3. tlohy. Pre tento pripad (neorientovany graf) uvedieme
Dijkstrov algoritmus, ktory riesi 2. tlohu. Riesenie 3. tlohy si ukéZeme neskor
pre digraf.

Vstupom Dijkstrovho algoritmu je hranovo ohodnoteny graf G = (V,H) a
zaGiato¢ny vrchol a, od ktorého sa uréuje dlzka minimalnej cesty (vzdialenost)
dy(a,v) k vrcholu v pre vietky v € V. Pre kazdy vrchol v € V' sa zaviadza premennd
L(v). Je to ¢islo, ktoré uddva momentalny ,odhad“ dizky minimélnej cesty z a do
v. Presnejsie, v kazdom momente je d,(a,v) < L(v), ¢o znamend, %e v priebehu
prace algoritmu sa pre niektoré vrcholy moze L(v) zmensSovat, pre iné sa hodnota
L(v) uz stava pevnou a vtedy je presne rovna d,(a,v). Algoritmus pracuje este
s premennou A, ¢o je mnozina ,aktivnych“ vrcholov, teda vrcholov s premennou
hodnotou L(v). Na zaciatku je A = V.

V hlavnom kroku algoritmu vyberieme z mnoziny vrcholov s pevnymi hodno-
tami L vrchol v, ktory ma hodnotu L(v) minimalnu, t.j. do ktorého je z vrcholu a
najkrat$ia vzdialenost zo vSetkych uz zndmych vzdialenosti. Potom zistujeme, ¢i
sa cez tento vrchol v mozu skréatit doteraz zndme nie pevné vzdialenosti do jeho
susedov (vrcholov s este nie pevnou hodnotou L(x)) cez hrany, ktoré ich spédjaju.
Ak 4no, prislusné vrcholy dostantt mensiu hodnotu L(z).

Algoritmus urcenia minimalnej cesty (Dijkstra)

Vstup: Hranovo ohodnoteny graf G = (V, H), pociatoény vrchol a.
Vystup: L(x) = dy,(a,z) pre kazdy vrchol x € V.

1. Poloz L(a) := 0; L(x) := oo pre kazdé z € V \ {a}; A:=V.
2. Ak A= 0, STOP.
3. Poloz v := {y € A; L(y) < L(z), z € A} (ak je viac moznosti, zvol Tubo-

volni).

Poloz A := A\ {v}.
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4. Pre vSetky x € A také, ze {v,z} € H poloz

L(z) i= min{L(z), L(v) + f({v, 2})}
Skok na krok 2.

P0OzNAMKA. Pri praktickom programovani nahradime symbol oo nejakou velkou
hodnotou, o ktorej mame zaruéené, ze bude viicsia ako dlzka maximalnej cesty v
G, napr. M =10°+ 3> ., ey f({u, v}).

Poznamenajme este, Ze algoritmus moézeme (len nahradenim neorientovanych
hran {u,v} orientovanymi (u,v)) pouzit aj pre digrafy.

Poziadavka, Ze ohodnotenia vSetkych hran st kladné, je velmi dolezita. Pre
tilohu hladania dizky miniméalnej cesty v grafe, kde niektoré hrany mozu maf aj
zaporné ohodnotenia (za ich pridanie do cesty dostaneme ,,prémiu“), nie je znamy
ziadny efektivny algoritmus, a asi ani ziadny neexistuje.

PRIKLAD 8.1. Zistite dlzky minimalnych
ciest z vrcholu a do vSetkych vrcholov
ohodnoteného grafu, ktorého diagram je
na obr. 8.1.

RiesSenie. Ziskané hodnoty L(z) pri jed-
notlivych prechodoch cyklami (2-3-4) al-
goritmu su zapisané v nasledujicej ta-
bulke. Podéiarknuté hodnoty st pri vr-
choloch, ktoré sme v 3. kroku zvolili za
vrchol v. Sa to vlastne definitivne hod-
noty L(v) = dy(a,v) pre vSetky v € V.

Obr. 8.1

PozNAMKA. N&jst konkrétnu po-
stupnost vrcholov a hran cesty s mi-
nimalnou dl7kou z vrcholu a do zvo-
leného vrcholu je mozné ,spatnym®
chodom, na ktory je prave tabulkovy
zapis priebehu vypoctu velmi vy- 12
hodny. Doporucujeme citatelovi pre- 11
myslief si tento postup. Ide pritom 11
vzdy o néjdenie predchadzajiceho 10
vrcholu minimalnej cesty, ak postu- 10
pujeme od jej konca.

SE
e 8| =

8 8la

o © 8|

m 8 8 8la
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8.1.2 DIlzka minimalneho spojenia

Uvazujme stvisly hranovo ohodnoteny digraf G = (V, H), to znamena, ze kazdej
hrane (v;, v;) je priradené kladné realne ¢islo f((v;, v;)) = w;;. Nech S je spojenie
z vrcholu v; do vrcholu v;. Stcet ohodnoteni hran spojenia K nazyvame dlzkou
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spojenia S Pre dva vrcholy v; a v; potom minimalnu z diZok spojeni z v; do v;
nazveme dlzkou minimalneho spojenia a ozna¢ime symbolom 711;(%, vj). Ak
nedojde k nedorozumeniu, budeme skratene hovorit o vzdialenosti z v; do v;.

Na ohodnotenom digrafe si ukazeme riesenie 3. llohy z predchadzajicej strany,
t.j. ako urcit vzdialenosti medzi vSetkymi dvojicami vrcholov ohodnoteného grafu.
K tomu potrebujeme pojmy cenova a distancna matica.

DEFINiCIA 8.1. Nech G = (V,H), |V| = n, je hranovo ohodnoteny digraf. Stvor-
covti maticu C = (¢;5) rddu n nazyvame cenovou maticou, ak pre jej proky plati

wij,  ak (vi,v;) € H,
c; =4 o0, ak(v,v;) ¢ H,
0, aki=j.

DEFINiCIA 8.2. Nech G = (V,H), |V| = n, je hranovo ohodnoteny digraf. Stvor-
covi maticu D = (d;;) rddu n nazgvame diStanénou maticou, ak pre jej proky
plati

7w(vi, vj), ak ezistuje spojenie z v; do vj,
dij = o0, ak neewistuje spojenie z v; do vj,
0, aki=7j.

Cenové matica sa zo zadaného ohodnoteného digrafu ziska Tahko a slizi ndm
na vypocet diStan¢nej matice (matice vzdialenosti), v ktorej st prehladne zapisané
dlzky minimalnych spojeni medzi vSetk§mi dvojicami vrcholov. Nagim ciefom je
teda vypocitat distanéni maticu. Jednym z moZnych postupov na jej urcenie je
tzv. Floydov algoritmus, v ktorom Startujeme z cenovej matice a postupnym
y2umocnovanim® ziskame distan¢ni maticu.

Algoritmus urcenia minimalneho spojenia (Floyd)

Vstup: Hranovo ohodnoteny digraf G = (V, H) s vrcholmi vy, vg, . .., vp,.
Vystup: Distanéna matica D = (d;;).

1. Poloz D := C, kde C je cenova matica digrafu G teda d © — Cij pre
vsetky 7,7 =1,2,.
Poloz k :=1.

2. Vytvor maticu D®) = d(k tak, ze
dz(f) = min{dgf_l), d Yy d(lC a8

3. Ak k = n, STOP (D® = D), inak poloz k := k + 1.
Skok na krok 2.
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PRIKLAD 8.2. Zostrojte distanéni maticu digrafu
é 7 . .
G, ktorého diagram je na obr. 8.2.

Riesenie. Najprv napiseme cenovi maticu C a
polozime ju rovnd matici D©. Pre k = 1 st v
matici D prvy riadok a prvy stipec ,pracovné®,
a pre prvok dgjl-) zostrojovanej matice DM plati,
Ze je rovny mensiemu z dvojice ¢isel: prvok na
tej istej pozicii v matici D, resp. stcet prvku
v prvom riadku a j-tom stipci a prvku v pr-
vom stlpci a i-tom riadku. Podobne konstruujeme

D(Q), o ,D(5) - D. Obr. 8.2
0 1 6 o0 0 1 6 oo o©
8 0 2 o 9 8 0 2 o 9
C =] oo 0 9 4 |=D9 DUV=| 0 0 9 4 |,
3 5 oo 0 o 3 4 9 0 o
oo oo oo 3 0 oo oo oo 3 0
0 1 3 oo 10 o 1 3 12 7
8 0 2 oo 9 8 0 2 11 6
D? =] oo oo 0 9 4 , DO =] 00 co 0 9 4 ,
3 4 6 0 13 3 4 6 0 10
o oo oo 3 0 oo oo oo 3 0
0O 1 3 12 7 0O 1 3 10 7
8 0 2 11 6 8 0 2 9 6
DW =112 130 9 4 |, DO =D=1] 10 11 0 7 4
3 4 6 0 10 3 4 6 0 10
6 7 9 3 0 6 7 9 3 0

PozNAMKA. Floydov algoritmus sa dé bez problémov pouzif aj na hladanie dlzky
miniméalnych ciest v neorientovanom grafe. Ak ho nechceme velmi modifikovat,
staci v grafe G nahradif kazda hranu dvojicou opacne orientovanych hran s rov-
nakym ohodnotenim.

8.2 Minimalna kostra grafu

A7 doteraz boli pre néas rozne kostry daného grafu v zasade rovnocenné, pretoze
vsetky obsahovali rovnaky pocet hran. Ina situécia nastane v hranovo ohodnote-
nom grafe. V takom pripade ma zmysel hladat kostry grafu, ktoré maju extreméalny
(t.j. najmensi alebo najvicsi) stcet ohodnoteni hran.
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Majme suvisly hranovo ohodnoteny graf G = (V, H). Zo vSetkych kostier grafu
G hladajme takt, ktord mé minimélny sicet ohodnoteni vSetkych jej hran. Je
zrejmé, Ze existuje aspon jedna kostra 7= (V, H') s minimalnym si¢tom ohodno-
teni hran a nazveme ju miniméalnou kostrou grafu G = (V, H).

Problém urcenia minimalnej kostry grafu mé svoju motivaciu v praxi. Z nasich
matematikov sa nim ako prvy uspesne zaoberal O. Boriivka zaciatkom 20. rokov
minulého storoc¢ia v stvislosti s navrhom siete pre rozvod elektriny. Dal$iu metédu
rieSenia navrhol v roku 1930 V. Jarnik, ale zédkladné myslienky ich algoritmov
sa vSeobecne rozsirili az po zavedeni pocitacov. My si uvedieme dva jednoduché
algoritmy a to Primov a Kruskalov. Primov je vyhodnejsi pri strojovom spracovani
problému, Kruskalov viac vyuzijeme pri rieSeni malych tloh na cviceniach, ak
budeme riesit tlohy, ktoré nejakym spdsobom potrebuji minimalnu kostru alebo
jej modifikaciu.

I. Algoritmus urcenia minimalnej kostry (Kruskal)

Vstup: Hranovo ohodnoteny graf G = (V, H).
Vystup: Minimalna kostra T' = (V, H’).

1. Zostroj diskrétny faktor T' = (V, ).

2. Zorad hrany grafu G do neklesajicej postupnosti vzhladom na ich ohodno-
tenia.

3. Do T pridaj z neklesajucej postupnosti prvi hranu, ktord v T nevytvori
kruznicu, a z postupnosti hran ju odober.

4. Ak |H'| = |V]| =1, STOP (T' = (V, H') je minimalna kostra), inak skok na
krok 3.

Z popisaného algoritmu vyplyva, ze ak ohodnotenia vSetkych hran st navzajom
rozne, tak existuje jedind miniméalna kostra grafu G.

IT. Algoritmus urcenia minimalnej kostry (Prim)
Vstup: Hranovo ohodnoteny graf G = (V, H), V = {vy, va, ..., 0, }.
Vystup: Minimalna kostra 7' = (V(T"), H'(T)).

1. Poloz T := (V(T),H'(T)), V(T) :={v}, H(T) := 0.

2. Ak |V(T)| =n, STOP (T je minimalna kostra).

3. Prev; e V(T') av; € V(G) \ V(T') zvol hranu {v;,v,;} s minimalnym ohod-
notenim.
Poloz V(T') := V(T) U{v;}, H(T) := H'(T) U {v;,v,}.
(Ak je viac hran {v;,v,} s rovnakym minimalnym ohodnotenim, z nich maja
najprv prednost hrany s najmensim ¢ a potom s najmensim 7).

Skok na krok 2.
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PozZNAMKA. V pripade existencie viacerych minimélnych kostier grafu pri postupe
podla Kruskalovho algoritmu mozeme ziskat ktorikolvek z nich. Primov algoritmus
produkuje vzdy jedina kostru, ktora je urcena ocislovanim vrcholov.

PrIKLAD 8.3. Predpokladajme, Ze méame plan okresu, v ktorom existuje urcité
sief ciest prvej triedy. Je potrebné v zimnom obdobi zabezpecit dopravu tak, aby:
a) fubovolné dve obce boli spojené zjazdnou cestou,
b) naklady na udrzbu ciest boli minimalne.
Majme graf, ktorého diagram je modelom tejto situacie. Hranam priradime hod-
noty nakladov na tudrzbu ciest (napr. v tisickach kortin). Riesenim je kostra grafu
(silnejsie vyznacend) na obr. 8.3, ktorej sucet ohodnoteni hran je 21.

Obr. 8.3

8.3 Problém okruznej cesty

Predstavme si, ze v urditom meste ma vyjst z posty poStovy dorucovatel, obist
vSetky ulice svojho obvodu a mé sa vratif naspit na postu. Cestu si ma naplanovat
tak, aby bola najkratsia.

S touto situdciou tzko suvisi problém okruzZnej cesty, ktory ziada nédjst v
suvislom hranovo ohodnotenom grafe uzavrety sled, ktory obsahuje kazdi hranu
aspon raz, a pritom sicet ohodnoteni hran toho sledu je miniméalny. Pozaduje
teda také hranové pokrytie grafu, ktorého stcet ohodnoteni hran je miniméalny.
Uvazujme nasledujtice pripady.

A. Graf G = (V, H) je hranovo ohodnoteny, a pritom eulerovsky. V tomto
pripade sa graf d4 pokryf jednym uzavretym fahom, v ktorom sa kazda hrana
grafu vyskytuje prave raz. Stucet ohodnoteni hran toho fahu je rieSenim nasej
ulohy.

B. Graf G = (V, H) je stvisly a mé prave dva vrcholy neparneho stupiia, nech
st to vrcholy u a v. Potom existuje pokrytie grafu jednym otvorenym fahom s
koncovymi vrcholmi u a v, ktory uz obsahuje vSetky hrany grafu G. Cesta musi byt
okruznd, a preto z u do v (alebo naopak) musime prejst po niektorych hranach,
ktoré sa uz vyskytli v otvorenom tahu. Pre tito cestu vyberieme zo vSetkych
moznosti takt, ktord dédva miniméalny sicet ohodnoteni hran. Je zrejmé, ze ak
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k stctu ohodnoteni hran otvoreného tahu (vSetkych hran grafu) priddme stcet
ohodnoteni hran minimalnej cesty z v do v, dostaneme okruznu cestu v grafe G s
minimalnym stc¢tom ohodnoteni hran.

C. Pripad B mo6zeme zovseobecnit. Nech suvisly graf G = (V, H) obsahuje préave
2m (m > 1) vrcholov neparneho stupia. Potom sa da pokryt prave m otvorenymi
tahmi. Kazdy z otvorenych fahov v jednom vrchole neparneho stupiia zacina a
v inom konéi. Preto pri rieSeni problému vyhladame vSetky vrcholy s neparnymi
stupnami a snazime sa ich po dvoch pospéjat cestami tak, aby stcet hodnoteni
hran tychto m ciest bol minimalny. K tomuto ¢islu pripoc¢itame stcet ohodnoteni
vSetkych hran grafu.

PozNAMKA. Problémom vo viéSom grafe moze byt velky pocet vrcholov nepér-
nych stupniov. Najst miniméalne cesty medzi vSetkymi vrcholmi neparnych stuptiov
grafu G mozeme napriklad Dijkstrovym algoritmom, ale vyhodnejsia je modifikacia
Floydovho algoritmu pre neorientované grafy.

PRIKLAD 8.4. Majme hranovo ohodnoteny graf
G, ktorého diagram je na obr. 8.4. Vrcholy
B,C, D, E maju neparne stupne. Potrebujeme
teda najst dve cesty spajajuce do dvojic tieto Styri
vrcholy tak, Ze stcet ohodnoteni ich hran je mini-
malny zo vsetkych moznosti. Mame tri moznosti:

ED+BC=9+8=17,

EB+ DC =11+ 10 =21,

EC+ BD =10+ 12 = 22.
Najvyhodnejsi je sucet ciest ED + BC' = 17. Ak
k tomu ¢islu pripoc¢itame sucet ohodnoteni vset-
kych hran grafu 67, dostaneme hodnotu minimal-
nej okruznej cesty 84. Obr. 8.4

8.4 Problém obchodného cestujiceho

Majme hranovo ohodnoteny suvisly graf, v ktorom vrcholy predstavuju nejaké
mesta a hrany cestné spojenia medzi tymito mestami, pricom ohodnotenie hrany
predstavuje dlzku prislusného cestného spojenia. Obchodny cestujtici mé vyjst z
jedného pevne zvoleného mesta, prejst vSetkymi mestami prave raz a vratit sa do
povodného mesta, pricom mé cestu volit tak, aby bola najkratsia.

Ak pouzijeme terminoldgiu tedrie grafov, tak v hranovo ohodnotenom stvislom
grafe G = (V, H) mame najst hamiltonovski kruZnicu, ktord ma minimalny stcet
ohodnoteni hran.

Je zrejmé, ze v Tubovolnom stvislom grafe nemusi hamiltonovska kruznica vo-
bec existovat. V tom pripade tlloha nema4 rieSenie. Uz vieme, Ze nepozname efek-
tivne algoritmy ani na zistenie existencie hamiltonovskej kruznice v danom grafe,
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toboz na najdenie minimalnej. My si uvedieme metédu, ktora spolahlivo riesi prob-
lém obchodného cestujiceho, avsak iba v grafoch s malym poc¢tom hran. Metédu
popiseme na konkrétnom priklade.

PRIKLAD 8.5. Rieste problém obchodného cestujiceho v grafe, ktorého diagram
je na obr. 8.4.

Riesenie. KedZe v hamiltonovskej kruznici nezalezi na poc¢iatoénom vrchole, pred-
pokladajme, Ze obchodny cestujuci vyjde z mesta A, mé prejst cez vSetky mesté
B,C,D,E a F prave raz a vratit sa do mesta A. Sucet ohodnoteni prejdenych
hran méa byt minimalny.

Na rieSenie problému pouzijeme tzv. rozhodovaci strom. Z vrcholu A mdzeme
ist do B alebo do E. Tejto situécii budi v strome odpovedat dve orientované
hrany, a to hrana (A, B) a hrana (A, E). Ak si zvolime cestu do B, mame opét dve
moznosti: bud pojdeme do C' alebo do F. V rozhodovacom strome potom budu
hrany (B, C) a (B, F'). Takto pokracujeme dalej v snahe prejst vSetky vrcholy prave
raz a vratif sa do vrcholu A. Ziskame teda rozhodovaci strom s koretiom vo vrchole
A. Ohodnotenia hran grafu z obr. 8.4 moZeme preniest aj do koreriového stromu,
my ich v8ak kvoli prehladnosti na obrazok 8.5 nebudeme zapisovat. Na obr. 8.5 je
rozhodovaci strom, z ktorého je vidiet, Ze v grafe existuje prave 6 hamiltonovskych
kruznic, a to:

ABCFDEA (1) AEFDCBA (4)

ABCDFEA (2 AEDCFBA (5)

ABFCDEA (3) AEDFCBA (4)
A

/i/F FD\ D

w
5|

Ay o fud & A0 vy
SSHEER R R Rt
A° A\‘LAé S AC Aii CAEL

Obr. 8.5

Hamiltonovské kruznice (1) a (6), (3) a (5), a tiez (2) a (4) st rovnaké, lisia sa
iba smerom ,obehu“. Preto dalej uvazujeme iba kruznice (1), (2) a (3) a vypoéi-
tame suéty ohodnoteni ich hran. KruZnica (2) je miniméalna so st¢tom 42 ((1) méa
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stcet 46 a (3) ma sucet 50). RieSenim naSej tlohy st hamiltonovské kruznice (2)
a (4).

PozNAMKA. Tato metéda rozhodovacieho stromu uz nie je pouzitelna pri hranovo
hustych grafoch s viac ako 20 vrcholmi ani ak nasadime rychle pocitace. Boli vyvi-
nuté niektoré heuristicke metddy, t.j. metddy ktoré nie vzdy su tspesné, ale dost
Casto uspesné su aj na grafoch az do 100 vrcholov. Napriklad metédu penalizacie
vrcholov moze Citatel najst vo viacerych knihach zo zoznamu literatiry v zéavere.

8.5 Metoda kritickej cesty

Uvazujme urciti sief projektu nejakého vyrobného procesu. Sietovy graf je gra-
fova reprezentacia nejakého projektu pozostavajuceho z navzajom suvisiacich tloh,
ktoré sa musia vykonat v uré¢itom poradi. Je to teda hranovo ohodnoteny stuvisly
acyklicky digraf G = (V,H) s jedinym prameriom a jedinym ustim. Orientovana
hrana v digrafe G sa pouziva na znazornenie ¢innosti, Sipka na hrane znazornuje
smer pokracovania v projekte a ghodnotenie kazdej hrany je planovany cas trva-
nia prislusnej ¢innosti. Vrchol v G oznacuje stav, kedy st ukoncené ¢innosti, ktoré
donho vstupuju a moézu zacat ¢innosti z neho vychadzajuce. Predpokladajme, Ze sa
nevyskytuju ¢asové straty. Chceme najst optimdlne casové trvanie celého projektu.

Kritickou ¢innostou nazjvame takt ¢innost, prediZenie trvania ktorej (za
predpokladu, Ze v ostatnych ¢innostiach je planovana doba trvania dodrzand) spo-
sobi predlzenie celého procesu. Draha medzi prametiom a Gstim v E*’, ktorej kazda
hrana vyjadruje kriticka ¢innost, sa nazyva kriticka cesta.

Vrcholy sietového grafu budeme oznacovat trojicou ¢isel: ¢, T'(i) a 1"(i) (pozri
obr. 8.6).

Cislo i znamen4 poradové é&islo pri oéislovani vrcholov éislami od 1 do |V| tak,

Cislo T'(i) vyjadruje minimalnu dobu, za ktorti sa d4 od zac¢iatku procesu do
prislusného stavu dostat — je to miniméalne ¢asové ohodnotenie.

Cislo T"(i) udéva posledny mozny ¢as, v ktorom musia zacaf vietky ¢innosti
odpovedajiice hrandm vychédzajicim z vrcholu i, aby nedoglo k prediZeniu trvania
celého procesu — je to maximalne ¢asové ohodnotenie.

Strucne si popiSeme ¢innost algoritmu na hladanie minimélneho ¢asového ohod-
notenia vrcholov digrafu. Nech s uz ocislované vrcholy digrafu. Zaciatok procesu,
t.j. vrchol 1 ma minimalne ¢asové ohodnotenie 0 (7°(1) = 0). Nech i je Tubovolny
vrchol skiimaného digrafu G . Preberieme vSetky vrcholy 7, 7 < i, také, ze existuje
hrana (j,7). Ak ozna¢ime f(j,7) ohodnotenie hrany (j,4), tak vrchol i ohodno-
time najviacsim z ¢isel T'(j) + f(J, 1), t.j. oznacenim ¢asu, v ktorom budi ukoncéené
vSetky Cinnosti konciace vo vrchole 7. Aby sme mohli vrchol ¢ ohodnotif, musia
byt ohodnotené vSetky vrcholy s mensimi poradovymi éislami.
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Algoritmus minimalneho ¢asového ohodnotenia

Vstup: Hranovo ohodnoteny, suvisly, acyklicky digraf G = (V,H) s jedinym pra-
menom, jedinym ustim a s o€islovanymi vrcholmi od 1 do n = |V| tak, Ze pre
kazda hranu (4, 7) je i < j.

Vystup: Minimalne ¢asové ohodnotenie 7'(z) pre kazdy vrchol i.

1. Poloz T'(1) := 0.
2. Poloz i := 2.

3. Poloz T'(i) := max{T'(j)+ f(j,?)} pre vSetky vrcholy j < i, pre ktoré existuje
hrana (7, 1).

4. Ak i =n, STOP, inak poloz 7 := i + 1.
Skok na krok 3.

Algoritmus maximalneho ¢asového ohodnotenia

Vstup: Hranovo ohodnoteny, suvisly, acyklicky digraf G = (V,H) s jedinym pra-
meriom, jedinym ustim a s oc¢islovanymi vrcholmi od 1 do n = |V/| tak, ze pre
kazda hranu (4, j) je i < j. Hodnoty T'(i) pre kazdy vrchol.

Vystup: Maximalne ¢asové ohodnotenie 7"(i) pre kazdy vrchol i.

1. Poloz T'(n) := T'(n).
2. Poloz t :==n — 1.

3. Poloz T"(i) := min{7T"(j)— f (4, j) } pre vSetky vrcholy j > i, pre ktoré existuje
hrana (i, j).

4. Ak i =1, STOP, inak poloz i := i — 1.
Skok na krok 3.

Kaidy vrchol, ktorého minimalne a maximalne ¢asové ohodnotenia st rovnaké
(T'(i) = T'(i)), lezi na nejakej kritickej ceste, iné vrcholy na kritickej ceste nelezia.
K tomu, aby hrana (4, j) lezala na kritickej ceste, musi spliiaf podmienky:

1. Vrcholy 1, j lezia na kritickej ceste, teda T'(:) = T"(:) a T'(j) = T'(j).

2. Pre ohodnotenie f(7,7) hrany (z,j) plati f(i,7) = T(j) — T() (f(i,5) =
T'(5) = T'(i)).

PRIKLAD 8.6. Najdite kriticki cestu vyrobného procesu, ktory je zndzorneny gra-

fom ziskanym z grafu na obr. 8.6, ak v nom vrcholy ,stiahneme* do malych krazkov
a neuvaéujeme ¢isla vo vrcholoch.

.....

lom rozdehme na tri casti (pozrl obr. 8.6). Do hornych ¢asti ocislujeme vrcholy tak,
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.....

do Tavych ¢Gasti zapisujeme hodnoty 7'(i), t.j. minimalne ¢asové ohodnotenia. Vo
vrchole 1 je T'(1) = 0. Vo vrchole 2 je to T'(1) + f(1,2) = 0+ 8 = 8, teda T'(2) = 8.
Vo vrchole 3 je: T'(2) + f(2,3) =8+ 10 =18, T'(1) + f(1,3) = 0+ 20 = 20, preto
je T'(3) = 20, atd.

Potom vyplnime hodnoty 77(i), t.j. ndjdeme maximéalne ¢asové ohodnotenia.
Zacneme vo vrchole 8, tu je T"(8) = 40. Prejdeme k vrcholu 7, kde T'(8) — f(7,8) =
40 — 4 = 36, teda T'(7) = 36. Takto pokracujeme vzdy k vrcholu s ¢islom o
jednotku mensim a napriklad pre vrchol 3 je: T'(7) — f(3,7) = 36 — 5 = 31,
T'(6) — f(3,6) = 27 — 7 = 20, teda vo vrchole 3 je T"(3) = 20, atd. Hrany kritickej
cesty sl na obr. 8.6 vyznacené silnejsie.

% : ?@ 5

Obr. 8.6

8.6 Toky v sietach

Za¢neme prikladom. Je dané siet potrubia, pri¢om potrubie moze mat roézne prie-
mery a niektoré jeho ¢asti moézu byt aj jednosmerné. Siet potrubia je uzavreta
okrem dvoch miest, zaciatku a a konca z, kde tekutina do potrubia vteka, resp. z
neho vytekd. Mame urcif, aké maximéalne mnozstvo tekutiny moze sietou za urcitt
dobu pretiect z a do z. Je logické sa zaujimat o maximdlny tok (mnoZstvo kvapa-
liny za jednotku ¢asu). Potrubie a tekutinu sme uviedli iba pre nézornost, ale moze
sa jednat o rozne prenosové siete a prendsané médium moze byt tiez rozne. Jed-
nym z takych prikladov mozu byt aj siete na prenos informacii medzi jednotlivymi
poc¢ita¢mi. Pravidla, ktoré uvedieme v dalSej casti, platia pre vSetky takéto tzv.
transportné siete. Tedriu uvedieme iba pre orientované grafy. Ak niektoré potrubia
st obojsmerné, stac¢i nahradit neorientované hrany dvojicami opa¢ne orientovanych
hran s rovnakymi ohodnoteniami.
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DEFINicIA 8.3. Transportna siet (alebo skrdtene siet) je sivisly, orientovany,
hranovo ohodnoteny graf G = (V, H) spliiajiici nasledujiice podmienky:

1. v Q existuje jediny pramen a,

2. v G existuje jediné ustie z,

3. kaZdd hrana (i,7) je ohodnotend nezdpornym cislom C;;, ktoré nazyvame
kapacita hrany (i, j).

POzNAMKA. V praxi sa iba zriedkavo stéva, Ze transportnd sief ma jediny premen
a jediné tustie. Napriklad vodovodné potrubie rozvadza vodu z viacerych zdro-
jov a ustia st v kazdej domacnosti. Aby sme mohli takito situdciu matematicky
spracovat, priddme hrany orientované z jedného fiktivneho pramertia do vSetkych
skuto¢nych, a tiez hrany zo skutocnych tsti do fiktivneho tstia. Kapacity novych
hran uvazujeme nekonecne velké.

DErINfcIA 8.4. Nech G je transportnd siet. Tok transportnou sietou je zobrazenie
T :RYU{0} — H, ktoré kaZdej hrane (i,j) priradi nezdporné cislo T;; tak, Ze:

1. pre kazdi hranu (i,7) je T;; < Cjj,

2. pre kazdy vrchol j rozny od prameria a ustia plati zakon zachovania toku

cez tento vrchol, teda
1, - Y

VETA 8.1. Nech T je tok v transportnej sieti G. Potom tok z pramena je rovny
toku do ustia, t.j.
2 Tu=) T
i i

DEFINICIA 8.5. Nech T je tok v transportnej sieti G. Cislo
> Tu=) T

nazjvame velkostou toku v sieti G. TokT je maximalny, ak pre kazdy iny tok
T’ plati, Ze jeho velkost nie je vicsia ako velkost toku T .

PRIKLAD 8.7. Na obr. 8.7 je transportné siet
s vyznacenymi kapacitami hran Cj; (prvé dislo

b 2,2 c
na kazdej hrane) a s tokmi cez hrany 7;; (druhé 3.2 4,3
¢islo). Velkost toku je Typ + Tog = Toe + Te, = 5. -
Je vidiet, Ze pre kazdy vrchol okrem a a z plati as ’ ° 7
N,/ A
& 2.2 e

zdkon zachovania toku, teda kolko doiiho vtedie,
tolko z neho vytecie. Ak by sme ale zmenili tok
hranou (d, €) na hodnotu 1, uz by neplatil zdkon
zachovania toku pre vrcholy d a e a ohodnotenia
hran ¢islami 7;; by sa nemohli nazyvat tokom.

Obr. 8.7
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V tejto jednoduchej transportnej sieti fahko zistime, Zze ak na hranach (a,d),
tok a velkost toku bude T, + 7,5 = 6, teda tiez viicSia o jednotku. Je to sposobené
zvicSenim toku pozdlZ cesty P : adcz. Znamené to, Ze povodny tok v sieti nebol
sieti, ako ziskat jeho hodnotu a ako zistit, Ze uz ho nemozno zvicsit.

Zistili sme, ze ak sa ndm podari najst cestu z prameria do ustia, pozdlz ktorej
hrany cesty P : adcz boli orientované od pramena k tstiu, teda zhodne s cestou
P. V niektorych siefach je mozné zvicsovat tok aj pozdlZ ciest, ktoré obsahujii
aj hrany opacéne orientované vzhladom na cestu. O moznosti zvic¢senia toku
celou sietou nas informuje nasledujtca veta.

VETA 8.2. Nech P je cesta v transportnej sieti G spliajica podmienky:
1. pre kaZdi zhodne orientovand hranu (i,7) cesty P je T;; < Cy;,
2. pre kaZdi opacne orientovant hranu (i, j) cesty P je 0 < Tj;.
Nech X je mnoZzina obsahujica cisla C;; — T;; pre zhodne orientované hrany cesty
P a cisla T;; pre opacne orientované hrany cesty P.
Ak A =min X a T* je tok transportnou sietou definovany

Tij ak (i,7) ¢ P,
;=1 T+ A, ak (i,j) je zhodne orientovand s P,
T, — A, ak (i,7) je opacne orientovanda vzhladom na P,

tak velkost toku T je o A wvicsia ako velkost povodného toku T .

Na zéklade tejto vety mozeme zostrojit algoritmus na hladanie maximalneho
toku v transportnej sieti. Princip jeho ¢innosti spoc¢iva v tom, Ze v transportnej
sieti so zadanymi kapacitami hran zaéneme nejakym tokom (moze to byt nulovy
tok kazdou hranou) a hladdme cestu z prametia do tstia, pozdlZ ktorej je mozné
pomocku pri hladani cesty z a do z pouZijeme oznac¢ovanie vrcholov usporiadanou
dvojicou znakov, kde prvy znak znamena predchadzajici vrchol prave oznacova-
ného vrcholu na hladanej ceste P a druhy znak je rovny hodnote, o ktort je mozné
zvacsit tok na ceste P od pramena po prave oznacovany vrchol. Za prevereny vr-
chol povazujeme taky, z ktorého sme uz oznacovali jeho neoznacenych susedov.
Algoritmus ukon¢i svoju ¢innost az ked tok siefou je maximalny. Preco je to tak,
si uvedieme neskor.

Algoritmus maximalneho toku (Ford — Fulkerson)

Vstup: Transportnd siet G = (V,H), pramen a, Ustie z, kapacity hran C;; pre
kazda hranu (4, j) a vrcholy o¢islované a = vg, vy, ..., v, = 2.
Vystup: Maximalny tok 7.

1. Poloz T;; := 0 pre kazda hranu (i, 7).
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2. Oznac¢ vrchol a usporiadanou dvojicou ( ,00).
3. Ak je vrchol z oznaceny, skok na krok 6.

4. Zvol oznaceny, ale neprevereny vrchol v; s najmensim indexom i. Ak taky

neexistuje, STOP (tok je maximélny), inak poloz v := v; .

5. Nech («a, A) je oznacenie vrcholu v. Prever kazda hranu (v,w) a (w,v) (v
...), kde w je neoznacdeny vrchol. Ak pre

poradi (v, vp), (vo,v), (v, v1), (v1,v),

hranu (v, w) je Ty < Cyy, 0znaé vrchol w usporiadanou dvojicou

- va}) ’

(v; min{ A, Cyy

inak hranu (v, w) neoznacuj. Ak pre hranu (w,v) je Ty, > 0, oznaé vrchol w

usporiadanou dvojicou

(v; min{A, T, }),

inak hranu (w,v) neoznacuj.

Skok na krok 3.

6. Nech (v,A) je oznacenie vrcholu z. Nech wy = z, w; = 7. Ak oznacenie

vrcholu w; je (7', A'), poloz w; 1 := /. Pokracuj az do wy = a. Teraz

P:a:wkwk,l...wlwozz

je hladand cesta z a do z.

Zmeti tok pozdlz cesty P takto: Ak hrana h je zhodne orientovana s P,
zvys jej tok o A, ak je opacne orientovand, zniz jej tok o A. Zrus oznacenia

vsetkych vrcholov.
Skok na krok 2.

PrIKLAD 8.8. Néjdite maximalny tok v
transportnej sieti z obr. 8.8.

Riesenie. Kazdej hrane priradime tok
T.;; = 0. Oznac¢ime vrchol a znakom
(,00). Teraz oznacujeme jeho susedov,
pricom zachovavame ich poradie. Vrchol
vy ozna¢ime znakom (a,10) a vrchol v
znakom (a, 8). Tym sa vrchol a stava pre-
verenym. Z oznacenych a nepreverenych
vrcholov mé& minimalny index vrchol vy,
takze teraz sa zaujimame o jeho neozna-
¢enych susedov. Je to jediny vrchol vy a
dostane oznadenie (vy,5). Dalsi prevero-
vany vrchol je vs.

Vi

V2

V6

Obr. 8.8
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Jeho neoznacené susedné vrcholy vy a vg ozna¢ime rovnako (vq, 5). Teraz z oznace-
nych a nepreverenych vrcholov ma najmensi index vrchol vs. Nemé neoznacenych
susedov a tym sa stava preverenym. Nasleduje vrchol v4. Jeho jediny neoznaceny
sused vs dostane oznacenie (vy4,5). Teraz preverujeme vs a z neho ozna¢ime iba
vrchol z znakom (vs,5). Kedze vrchol z je uz oznaceny, pokracujeme krokom 6,
kde ziskame cestu P : avivav4v52, pozdlZz ktorej mozeme zvidsit tok o hodnotu
5. Urobime to a zacneme cely proces hladania novej cesty z pramema do ustia

odznova. Dalsie pokracovania sa daji sledovat na postupnosti diagramov na obr.
8.9.

(3,10% 5.0 (V1,5) 6.0 (st ) (a, 5) 55 (43 6.0 (V2,5)
Vi A V6’ V1 N2 V6
10,0
(,00) (V 75) , 00 V,7
8,0 6.0 b 8,0 6,5 (5 )
a z
8,0 15,0
MR ¥ SR ¥
@8) 11,07 (v,,5) 12,0 {v,5) (a,8) 110 (v,8) 12,5  (v,7)
(3,5)0 55 (D) 60 (sz ) (a, 5) 55 6.1,
Vi VZ v6 V| 7 V, Vg
10,5
,00 (v, 1 (,%0)
( )a 8,0 6.5 4,0 (1) 8,0 6,4
8,7 15,12 15,12
v; Y % V3 Y“ ¥
(a,1) 1L7 (v,1) 12,12 8~ 12,12
Obr. 8.9

Na vysvetlenie, ze v momente ukoncenia prace algoritmu je uz dosiahnuty tok
maximalny, potrebujeme nasledujice pojmy.

DEFINICIA 8.6. Rez (P, P) v transportnej sieti G = (V, H) je rozklad jej vrcholo-
vej mnoZiny na mnoZinu P obsahujicu prameri a jej komplement P, ktory obsahuje
ustie.

Kapacita rezu (P, P) je ¢islo

=22 Cu-

ieP ]eﬁ
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Rez v sieti je teda Tubovolné rozdelenie vrcholovej mnoziny V' na mnoziny P a
P, pricoma € P, z€ P, PUP =V a PN P = (). Kapacita rezu je stcet kapacit
vSetkych hran, ktoré za¢inaji v P a konéia v P. Hrany z P do P nas pri kapacite
rezu nezaujimaju.

VETA 8.3. Nech T je tok v transportnej sieti G = (V,H) a nech (P, P) je rez v
G . Potom kapacita rezu (P, P) je vicsia alebo rovnd ako velkost toku T, t.j.

C(PP)=> > Ci=) Tu.

ieP jeﬁ %

VETA 8.4. Nech T je tok v transportnej sieti G = (V,H) a nech (P, P) je rez v
G. Ak velkost toku T' je rovnd kapacite rezu (P, P), tak tok T je mazimdiny a rez
(P, P) je minimdlny. Naviac

DTSN

iEP ]eﬁ

prave vtedy, ak

a) Ty; = Cij pre véetkyi € P aj € P
a zdroven

b) T;; = 0 pre vsetkyi € P aj € P.

To znamen4, 7e ak sa nam v transportnej sieti podari nijst taky rez (P, P),
7e pre kazdt hranu smerujicu z P do P je tok cez nu rovny jej kapacite a tok
kazdou hranou z P do P je nulovy, tak mame minimalny rez a jeho kapacita
je zaroven rovnd maximélnemu toku siefou. Ak si v§imneme, Ze algoritmus na
hladanie maximéalneho toku konéi prave vtedy, ked uz nemozeme oznacovat dalSie
vrcholy, t.j. ked hrany smerujice z oznacenych vrcholov do neoznac¢enych st uz
nasytené a zaroven hrany z neoznacenych vrcholov do oznacenych maji nulové
hodnoty toku, tak méZeme vyslovit nasledujticu vetu.

VETA 8.5. V momente skoncenia ¢innosti algoritmus (Ford — Fulkerson) ddva na
vystupe mazimdlny tok. Naviac, ak P (P) je mnoZina oznacenych (neoznacenyjch)
vrcholov v okamihu ukoncenia cinnosti algoritmu, tak rez (P, P) je minimdlny.

8.7 Ulohy

8.1. V grafe, ktorého diagram je na obr. 8.10(a):
a) Najdite minimalnu kostru.
b) Néjdite maximélnu kostru.
¢) Vypoéitajte dlzky minimélnych ciest z vrcholu a do ostatnych vrcholov.
d) Rieste problém okruznej cesty.
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(b)
Obr. 8.10

8.2. Vypodéitajte dlzky minimalnych spojeni medzi vietkymi dvojicami vrcholov
v digrafe na obr. 8.10(b).

8.3. V grafe ziskanom zruSenim orientacii hran digrafu na obr. 8.10(b) rieste
problém obchodného cestujticeho.

8.4. Najdite kriticka cestu v sietovom grafe, ktorého diagram je na obr. 8.11.

Obr. 8.11

8.5. Vypocitajte maximélny tok transportnou sietou, ktora je na obr. 8.12.

i 10 v 18 v

14 3 20

11
a 9 12 Vs Oz
25
2 ! 15
i{ 5 O —
Vs 26 v, 4 Vs

Obr. 8.12
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