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Kapitola 1

Z-TRANSFORMACIA

1.1 Definicia a zakladné vlastnosti Z— transformacie

Nech je dané postupnost konec¢nych komplexnych ¢isel

oo .
{an}o2o:  ao, a1, ag, ..., Gp, ...

Definicia 1.1 Z-transformaciou alebo Laurentovou transforméaciou po-
stupnosti {a,} nazgvame funkciu F komplexnej premennej z, ktord je urcend
stuctom radu

ax as Qp, G -n
F(z):ao+;+§+-~-+z—n+---=nzoanz : (1.1)

Ak v rovnosti (1.1) budeme chciet zvyraznit to, ze ide o Z—transforméciu
postupnosti {a,} tak budeme namiesto F'(z) pisat Z(a,,).

Veta 1.1 Nutnou a postacujicou podmienkou existencie Z— transformdcie postup-
nosti {a,} je existencia takijch redlnych konstint M > 0 a ¢ > 0, Ze pre kaZdé
n=20,1,... plati

lan| < Mcm» (1.2)

Pritom rad (1.1) absolitne konverquje v lubovolnom bode z, pre ktory plati |z| > c.
Dokaz: Nech existuji konstanty M > 0 a ¢ > 0, pre ktoré plati (1.2). Potom
M (e

NP

an

ZTL
¢o znamena, ze

iM(é)n (1.3)

*Takidto postupnost (a,) nazyvame exponencialne ohraniéenou
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je majorantnym radom k radu (1.1). Je zrejmé, Ze rad (1.3) konverguje pre Tubo-
volné |z| > c.. To znamenad, ze rad (1.1) je absolitne konvergentny v 'ubovolnom
bode z, pre ktory plati |z| > ¢, pricom funkcia F' je su¢tom radu (1.1) definovana
pre kazdé |z| > c.

Nech existuje Z—transformécia postupnosti {a,}. Rad (1.1) predstavuje ana-
lyticka ¢ast Laurentovho rozvoja funkcie F' so stredom v bode co. To znamena, Ze
existuje prstencové okolie P(00), v ktorom je funkcia F' analyticki. Z jednoznag-
nosti Laurentovho rozvoja funkcie F' a rozvoja (1.1) vyplyva (pozri 6.8)

1
n =5 7F(z)z"’ldz n=0,1,... (1.4)

kde v(t) = pe', t €< 0,27 >, a p je lubovolne zvolené kladné &fslo tak, aby
platilo [y] C P(c0). Nech M = max |F(z)|. Potom pre n =0, 1, ... plati

1
la,| = %‘ [yF(Z)z”_ldz

Ak polozime ¢ = p, tak plati (1.2), ¢im sme dokaz vety ukonéili.

M
< ——2mpp"t = Mp".
2m

Poznamka 1.1 Na zdklade dokazu vety (1.1) moZeme konstatovat, Ze funkcia F
z (1.1) je analytickd v oblasti G = {z € C : |z| > ¢}, kde ¢ je konstanta z (1.2).
Je zreymé, Ze

lim F(z) = aop.

Z—00

Priklad 1.1 Uréme Z-transforméciu postupnosti {a,} = {b"}, kde b € C.

Riesenie: Nech b # 0. KedZe |a,| = |b"| = |b|™, staci v nerovnosti (1.2) polozit
c=1bl a M =1, t.j. rad (1.1) absolitne konverguje pre [ubovolné |z| > [b|. Z -
transformaciou postupnosti {b"} je funkcia F', definované pre |z| > |b| predpisom

2 b" 1

b o
F :1 _ R e J— e e — e 1
(2) +Z+Z2+ +z"+ 1—3 o (1.5)

kde rovnostou = sme urcili sti¢et geometrického radu s kvocientom b/z, ktory je
na uvazovanej mnozine |z| > |b| v absolutnej hodnote mensi ako jedna.

Ak b =0, tak a, = 0 pre n > 0 a ap = 1 (kladieme totiz 0° = 1), a teda v tom
pripade F'(z) =1 pre z # 0, ¢o je v sulade s (1.5).

Poznamka 1.2 Nech ¢ je dand funkcia a nech cleny postupnosti {a,} si hodno-
tami tejto funkcie v ekvidistantngch (rovnako od seba vzdialengjch) bodoch

Qo = @(0)7 a; = QD(T)7 Qg = QP(QT% cee Gn = QD(TLT),
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kde T > 0. Funkciu .
F(Tz)=> o(nT)z"", (1.6)
n=0

ktord je priradend tejto postupnosti, nazjvame obraz funkcie ¢ pri Z—trans-
formacii s periodou opakovania T. Ak ¢ je predmetom (origindlom) pre Lap-
laceovu transformdciu (pozri [3]), tak pre postupnost {¢(nT)} je podmienka (1.2)
splnend (pozri [3]). Oznacme

o(nT) = f(n) = ap (n=0,1,2, ...

Takto ziskani postupnost nazijvame mriezkovou funkciou alebo predmetom.
Z vety (1.1) vyplyva, Ze k mriezkovej funkcii existuje obraz pri Z—transformdcii.
VZdy mozZeme zmenit mierku na osi t tak, aby sme ziskali periodu opakovania rovni
jednej: k tomu staci polozit p(tT) = f(t). Potom ¢p(nT) = f(n) = a, a (1.6) md
tvar

F(z)=>_ fn)z",
n=0
o je v podstate zdapis (1.1).

Poznamka 1.3 Pre jednoduchsiu formuldciu vlastnosti Z—transformdcie upus-
time v dalSom texte od exaktného oznacenia mrieZkovych funkcii: namiesto f bu-
deme pisat f(n), co je vlastne Standardné oznacenie pre funkéni hodnotu. Pre
obrazy budeme tieZ pisat F(z) namiesto presného F.

Korespondencia (vztah) medzi mriezkovou funkciou f(n) a jej obrazom F(z)
pri Z—transformécii sa v literattire oznacuje roéznymi zapismi:

fn) = F(z), F(z)+f(n), [fln)=F(z), F(z)=2{f(n)}, F(z)=2Z{fa}

My budeme pouzivat prvé dve oznacenia: napr. na zaklade prikladu (1.1) mozeme

pisat
z z
bt = alebo
z—>b z—>b

Speciélnym pripadom tejto koreSpondencie je ¢asto potrebny pripad, ked b=1:

= b". (1.7)

i alebo z

1"=1=
z — z—1

+ 1. (1.8)

Veta 1.2 (veta o linearnosti) Ak fiy(n) ~ Fx(2) aar € C (k=1,2,...,m) su
lubovolné konstanty, tak
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Dokaz: 7 vlastnosti Laurentovych radov vyplyva

- = 1fi(n) + asfa(n) + - -+ amfin(n)
fuln) =31 - =

T D AU o CCINUREEN b N SN
=0 n=0

=0 - i k=1
F1(2) Fa(z) Fm(z)
¢o sme mali dokazat.
m
Poznamka 1.4 Poznamendvame, Ze > apFi(z) z (1.9) existuje na mnozine

k=1
|z| > max{cy, ¢, ..., cn}, kde |z| > ¢ je mnoZina, na ktorej ezistuje F(z).

Priklad 1.2 Uréme Z-transforméciu mriezkovej funkcie: a) f(n) = sinwn;
b) f(n) = coswn; c) f(n) = cos?*n (w je realne ¢islo).

RieSenie:
a) Vzhladom na (6.6) je
sinwn = — - " — — . e, (1.10)
Je zrejmé, ze
ez’wn — (eiw)"

a ak v korespondencii (1.7) polozime b = ¢, tak

- 2 . z
(e’w) - . a teda " =~ — .
z— ew z — ew

Obdobnymi tvahami dostaneme

aiwn _ (e—iw)" - ﬁ'

Na zaklade (1.10) a vety o linearnosti (1.9) jednoduchymi tpravami dostaneme

| P | 2 1 z 1 z(e™ — e™™)
2i 2i 20 z—ew 21 z—e™ 2 (z— ew)(z— eWw)
B eiw - efiw >
2i 22—z (e¥+ e™)+1
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Ak si uvedomime, ze e + e = 2 cosw, tak ziskame koreSpondenciu

sinwn - ———om e (1.11)
22 —2zcosw + 1

Déa sa ukazat, Ze tato korespondencia plati pre |z| > 1.
b) Analogickym postupom ako v ¢asti a) zo vztahu (6.7) dostaneme
2(z — cosw)

= > 1. 1.12
O 9 cosw + 1 pre |2] (1.12)

c) Je zname, ze

9 1+ cos2n
cos N = T

Odtial z vety o linearnosti a korespondencii (1.8) a (1.12) dostaneme

9 1 z 1 z2(z — cos2)
cos“n=—--14—--cos2n+ —- — . )
2 2 2 z2—1 2 22—-2zcos2+1

—_

Poznamka 1.5 Ako suvisi koreSpondencia (1.11) so zdpisom

Z(sinwn) = idted

22 —2zcosw+ 1
Veta 1.3 (veta o substittcii nezavislej premennej v obraze alebo veta o tl-

meni) Ak f(n) + F(2) pre |z| > ¢ a a # 0 je lubovolné komplexné cislo, tak

a" f(n) +F<5). (1.13)

a
pre |z| > c|al.

Dokaz: 7 definicie Z—transformacie po jednoduchych tvahéch dostaneme

i+ 30 0 s SO p(2),
B2

n=0 n=0

¢o je v sulade s (1.13).

Priklad 1.3 Uréme Z-transformaciu postupnosti 3" sin 7n.

RieSenie:
Ak v (1.11) polozime w = 7, tak dostaneme

zsin'7

in7n + i
S 22 —2zcosT+1
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Ak teraz pouzijeme vetu o tlmeni pre a = 3, tak Z—transformaciu postupnosti
3" sin Tn dostaneme tym, Ze v poslednej koreSpondencii ,,nahradime pismeno” z
z

vyrazom gz
Z .
" §51n7 3zsin7
3"sinTn = 2 2 == G o
<§> —2§COS7+1 #7 —bzcos i+

Veta 1.4 (veta o posunuti vlavo alebo veta o predstihu) Ak f(n) + F(2) a
k je lubovolné celé kladné cislo, tak

Fn+k) =2 [F(z) RS f(r)]. (1.14)

Doékaz: Je
> +k
f(n+k)+ E —f(nzn )

n=0

Ak tu polozime n + k = r, tak

e f() px ()
) k—1 k—1
kNS0 f) _ f(r)
— 2 {; - _; | =2 F(z)—; =
Tym sme vetu dokézali.
Priklad 1.4 Uréme Z-transforméciu postupnosti {sin W}m .
n=0

Riesenie:
Nech f(n) = sin . Potom naSou tlohou je urcit Z-transformaciu mriezkovej
funkcie f(n + 2). Vzhladom na (1.11) je (w = 7/2)

. ™ Zsin § z
n) = sin — + = =
f(n) 2 22 —2zcos5 +1  22+1

F(2),

a tak na zéaklade (1.14) je pre k =2 :

. m(n+2) S| =z sin0  sin 3 —Z
sin ——= + 2 — + = .
2 2241 20 z1 2241




1.1. DEFINICIA A ZAKLADNE VLASTNOSTI Z- TRANSFORMACIE 9

Poznamka 1.6 V poslednom priklade sme mohli pouzit suctovy vzorec

m(n+2) . <7m ) ™m ™m ™m
Sl ————— = S1n

5 7+7r :Sin7-cos7r+c087-sin7r:—sin7
a koreSpondenciu (1.11) pre w = /2.
Veta 1.5 (veta o derivovani obrazu) Ak f(n) + F(z), tak
nf(n) + —zF'(2);
n(n+1)f(n) + 2°F"(z2); (1.15)
nn+1)---(n+k—1)f(n) + (—=1)FFF®(2).

Dokaz: V silade s definiciou Z—transformaécie je

F(z) =) f(n)z"

Derivovanim oboch stran tejto rovnosti dostaneme

F(2) = 3 (m) ) = == 3 () (1.16)
n=0 n=0
odtial .
—2F'(z) = Z nf(n)z""
n=0
a teda prva Cast tvrdenia nf(n) + —zF'(z) je tym dokazana.

Opétovnym derivovanim rovnosti (1.16) dostaneme

F'(z) =Y (=n)(=n=1)f(n)z"? =27 n(n+1)f(n)z",

a preto
2F"(2) = Zn(n +1)f(n)z"",

¢o znamena, ze druhé korespondencia z (1.15) je dokdzana.
Lahko vidno, Ze
o0

F(z) = 3 (=n)(=n = 1) - (—n— k+ 1) f(n)z =

n=0

_ (1)t gon(n 1) (k= 1) f(n)2,

a teda
nn+1)---(n+k—1)f(n) = (=1)FFF® ().
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Poznamka 1.7 Ak pozndme Z—transformdciu postupnosti mriezkovej funkcie f(n),
tak m - ndasobné pouZitie prvej korespondencie z (1.15) ndm umozniuje urcéit
Z—transformdciu postupnosti typu n™ - f(n) (pozri priklad 1.5).

Priklad 1.5 Uréme Z-transformaciu postupnosti: a)g(n) = n; b)h(n) = n?,
c)s(n) =nt-sinwn.

RieSenie:

a) Ak v korespondencii (1.8) oznacime

fln) =1+ = = F(2)

tak na zaklade prvej ¢asti (1.15) dostaneme

/
z
n 2(2_1)

z
n+- ——-—-—. 1.17
(Z _ 1)2 ( )
b) Kedze n® = n3 - 1, tak moZeme postupovat podla pozndmky 1.7, pricom
Z—transforméciu postupnosti n sme ur¢ili v ¢asti a). Ak v korespondencii (1.17)
oznacime

a teda

z

f(”):”+m:F(2)a

tak opat na zaklade prvej casti (1.15) dostaneme

Po tpravéch ziskame
5. z2(z+1)

: . 1.18
(Z _ 1)3 ( )
Zopakujeme tento postup este raz: ak v (1.18) oznacime
g2z 1)
fn)=n TW—F(Z),
tak ) .
5 . z(z+1
n-n ——z2 (m) y
¢o po jednoduchych vypoctoch dava
244 1
SR k) (1.19)

(z - 1)
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¢) Ak stvornasobne aplikujeme na korespondenciu (1.11)

. zsin w
SIn wn -

22 —2zcosw+1

prvu ¢ast korespondencie (1.15), tak

N
ntsinwon + —z | —24 -2 |-z Zsinw il
) 22 —2zcosw + 1 '

Upravu pravej strany tejto korespondencie nechavame pre dobrovolnikov.

Veta 1.6 (veta o diferencii mriezkovej funkcie) Ak f(n) + F(z), tak
Af(n)+ (2 —1)F(z) — zf(0) (1.20)
Dokaz: Prva diferencia A f(n) je definovana vztahom (6.1)
Afn) = f(n+1) — f(n).
Z vety o predstihu (1.14) vyplyva (k = 1)
fn+1) = 2[F(2) - £(0)).

Na zéklade vety o linedrnosti dostaneme

Af(n) = f(n+1) = f(n) +2[F(z) = f(0)] = F(z)
a po uprave pravej strany tejto korespondencie je
Af(n)+(z—=1)F(z) — zf(0).

Veta 1.7 (veta o k—tej diferencii mriezkovej funkcie) Ak k je prirodzené
c¢islo a f(n) + F(z), tak

DM (n) =+ (z = DFF(z) = 2[(z = DFH(0) + (2 = D2 AF(0) + - } (1.21)
c (2= 1) AFT2F(0) + AFI(0)]. |

Dokaz: Néjdeme obraz pri Z- transformacii druhej diferencie A?f(n).
Ozna¢me (pozri (1.20)) Af(n) + (2 —1)F(2) — 2f(0) = G(2). Potom

A f(n)=A[Af(n)] + (2 = DG(2) — 2 Af(0) =
= DIz =1)F(2) = 2f(0)] = 2 &f(0) =
2= 1)°F(z) = 2[(z = 1) f(0) + Af(0)]

z

(
(
a teda

AP f(n) + (2=1)*F(2) = z[(z=1) f(0) + A f(0)],

¢o je v silade s korespondenciou (1.21) pre k& = 2. Matematickou indukciou sa
Tahko dokaze, ze (1.21) plati pre Tubovolné k € N.
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Poznamka 1.8 Posledné dve vety o diferencidch mriezkovej funkcie sa vyuZivaji
pri rieSent diferencényjch rovnic.

Definicia 1.2 Sumdciou mriezkovej funkcie f nazgvame mriezkovi funkciu g,
ktord je definovand predpisom

f(0) =0, gn)=>» f(k) pre  n=12,... (1.22)

Specialne, g(1) = £(0), g(2) = f(0) + f(1), ... atd. Prvou diferenciou mriezkovej
funkcie ¢ je funkcia f: skutocne, na zéklade (1.22) mame

Agln) = g(n+ 1) — g(n) = 3" F(k) = S () = £(n).

Veta 1.8 (veta o sumaécii mriezkovej funkcie) Ak f(n) + F(z), tak

S o - FG)
o) = 310+ (1.23)
n—1
Doékaz: Nech g(n) = Z f(k)+G(z). Pretoze g(0) = 0, na zaklade (1.20) plati
k=0

Ag(n) + (2 — 1)G(z)
Kedze Ag(n) = f(n) + F(z), je F(z) = (z — 1)G(z), ¢o znamena, Ze
F(z)

z—1

G(z) =
Priklad 1.6 Uréme Z-transforméaciu postupnosti, ktorej n-ty ¢len je urceny suc-
n—1
tom > k3.
k=1

Riesenie: Pouzijeme vetu o sumacii mriezkovej funkcie: k tomu je nutné zabez-
pecit, aby dolna aj horna hranica uvazovanej sumy boli v stlade s predpokladmi

vety. Horn& hranica k¥ = n — 1 je v poriadku. Pre dolnd hranicu k£ = 0 si staci
n—1 n—1

uvedomit, ze > k3 = Y k3. Na zéaklade (1.19) plati
k=1 k=0

i _n3;z(22+42—|—1) _ (s

z (1.23) dostaneme

n—1 2(22+42+1)

5. G _ (P +4z+1)
> K T N (1.24)
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Definicia 1.3 Konvoliciou (konvolucngm sucinom) mriezkovijch funkcii f a g
nazyvame mriezkovi funkciu h, ktord je definovand predpisom

h(n) = f(n—k)g(k) (1.25)

a oznacujeme h = fx g (teda h(n) = (f *g)(n)).
Lahko sa da overit, Ze h je mriezkovou funkciou a Ze konvolicia je komutativna,
t.j. frg=g~*f.
Veta 1.9 (veta o nasobeni obrazov) Ak f(n)=F(z) pre |z| > ¢ a g(n)+G(z)
pre |z| > ¢,, tak

(f*g9)(n) = F(2)G(z)  pre|z| > max{cy, ¢4}, (1.26)
t. 5. konvolucnému siucinu mriezkovyjch funkcii zodpovedd sucinu obrazowv.

Dokaz tejto vety je uvedeny napr. v [3].

Priklad 1.7 Uréme Z-transforméaciu postupnosti, ktorej n-ty ¢len je urceny suc-
n
tom > k3.
k=1
Riesenie:
Ak porovname tento priklad s prikladom 1.6, tak vidno, Ze odlisnost je len v hornej
hranici uvazovaného sactu.
Uvedieme dve moznosti vyriesenia tohto prikladu.

1. Kedze X
S S
k=1 k=1

tak na zéklade vety o linearnosti Z—transforméacie a korespondencii (1.19) a (1.24)
dostaneme

Go1p (e—1p  (e—1p

n3+§k3+z(z2+4z+1) 222 +42+1)  22(22+4z+1)
k=1

2. Ak si uvedomime, ze (pozri (1.25))

n

zn:k:S:Z(yk;?’) = 1xn?,
k=1

k=1
tak vzhladom na (1.26) a taktiez (1.19) a (1.8) je

L e 7 2(22+42+1)  22(2+42+1)
n -+ . =
z—1 (z—1)* (z—1)5

¢o je v silade s predchadzajicim vysledkom.
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Poznamka 1.9 Ak polozime v (1.25) f(n) = 1, tak na zdklade (1.26) a (1.8)

dostaneme
z

z—1

S g(k) = 1x g(n) + ——G(2)

(pozri druhi moZnost rieSenia posledného prikladu,).

1.2 Spéatna (inverzna) Z-—transformaécia

V predchadzajtcej ¢asti sme sa zaoberali uréenim Z—transformacie F' mriezkovej
funkcie (postupnosti) f, pricom funkcia F' bola dana saétom nekonecéného radu
(1.1):

F(z):f(O)—I—f(l)—l—f(Q)—|—-~-+f(n)+---=Zf(n)z_”.

z 22 Zn

Z—transforméaciou sme definovali zobrazenie Z z mnoziny exponencialne ohrani-
¢enych mriezkovych funkcii M do mnoziny K komplexnych funkcii komplexnej
premennej, t. j. Z : M — K. Toto zobrazenie je prosté, a preto existuje k nemu
inverzné zobrazenie. Inverzné zobrazenie Z~! k zobrazeniu Z nazyvame spéit-
nou (alebo inverznou) Z-transforméciou. Teda spétna Z—transformacia priradi
komplexnej funkcii F' komplexnej premennej mriezkovii funkciu f, pre ktort plati
korespondencia f(n) + F(z).

Tu vznika prirodzené otazka: aké podmienky by mala splhat funkcia F', ak ma
existovat jej spatna Z—transformécia? Odpoved je pomerne jednoduché (termi-
nologiu pozri v kapitole Doplnky alebo napr. v [3]): ak je funkcia F' analyticka
v prstencovom okoli bodu oo a

lim F(z) = A # o0 (1.27)
Z—00
tak existuje jedind mriezkova funkcia f, pre ktora plati f(n) = F(z) (vyplyva to
z jednozna¢nosti koeficientov Laurentovho rozvoja danej funkcie F' so stredom
v bode o0). Je zrejmé, Ze pre hladana funkciu f plati

lim F(z) = f(0). (1.28)
Z—r00
Tato mriezkova funkcia je urcené koeficientami Laurentovho rozvoja funkcie
F so stredom v bode oo v jeho prstencovom okoli P(c0), ktoré na zaklade (6.10)
ziskame v nasom pripade takto

1
f(n) =a, = 5 F(2)2z" tdz, (n=0,1,2,...), (1.29)
vy
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kde v(t) = pe', t €< 0,21 >, pricom p je lubovolné kladné &islo, pre ktoré
plati [y] C P(o00). Ak funkcia F(z)2"~! ma kone¢ny pocet by, by, ..., by kone¢nych
singularnych bodov, tak pri vypocte integralu (1.29) mozeme pouzit zakladni vetu
o reziduach: k tomu staci zvolit p tak, aby vSetky singularne body funkcie F' lezali
vnutri krivky 7. Potom zo zékladnej vety o reziduach je (pozri [3])

k
/F(z)z”_l dz = 2mi Z res [F(z)2""']__, .
i=1

o

kde zapis res[F(z)z""!],_, ozna¢uje reziduum funkcie F(z)z""!' v singularnom
-]

bode z = b;. To znamen4, ze (1.29) nadobuda tvar

k
f(n)=a, = Z res [F(z)2" 1]2:% : (1.30)
i=1
Nesmieme zabudat na to, Ze v uvazovanej sume su zahrnuté vsetky konec¢né sin-
gularne body funkcie F(2)z"1. V d'alsom texte sa obmedzime len na pripad, ked
F je racionalna funkcia, t. j. je tvaru F' = A/B, kde A a B st polynoémy. Aby
bola splnenéd podmienka (1.27), tak nemoze mat polynéom A vA¢Si stupen ako po-
lyném B.
Bez tjmy na vSeobecnosti modzeme predpokladat, Ze zlomok A/B sa neda kratit
(ak by sa dal kratit, tak ho ,,vykratime"). Potom kazdy nulovy bod menovatela B
(nasobnosti m) je stcasne singularnym bodom funkcie F' = A/ B, pri¢om je to pol
funkcie A/B rovnakej nasobnosti m (viac kone¢nych singularnych bodov funkcia
F nem4).! Pozadované rezidua v (1.30) dostaneme na zaklade vztahu (pozri [3])

1 . dmfl

res [F(z)],_, = (m —1)! Egllv dz™

[(z = b)"F(2)""], (1.31)

kde b je m-nasobnym poélom funkcie F/(2)2"1. Pre m = 1 méame tzv. jednoduchy
pol, pre ktory je
res [F(2)],_, = lini [(z = b)F(2)"]. (1.32)
zZ—r

V praxi sa najcastejsie stretdvame s pripadom, ked polynémy A a B maja len
redlne koeficienty. Vtedy moézeme singularne body funkcie F' (teda nulové body
polynému B, pripadne aj nulu) rozdelit do dvoch skupin:

1. realne singulédrne body;

2. nie realne (teda komplexné s nenulovou imaginarnou ¢astou) body.

!Teda body by, ba, ..., by v (1.30) st vetky nulové body menovatela B, pripadne medzi ne
patri aj bod 0 - pozri priklad 1.9b).
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Je znéme, Ze ak bod (¢islo) b patri do druhej skupiny, tak tam patri aj komplexne
zdruzené ¢islo b, pricom plati b 4+ b = 2-Re b, kde zapis Re oznacuje realnu cast.
Da sa ukazat, ze v nasom pripade plati tato analogia aj pre rezidua:

res [F(2)z2" '] __, + res [F(2)2"']__; =2-Re {res[F(2)z"""]__,}.

z=b z=b

To znamena, ze sucet rezidui v (1.30) mozeme rozdelit na dve casti: sucet rezidui
vo vSetkych realnych singularnych bodoch a na dvojnasobok stuc¢tu realnych casti
rezidui vo vSetkych nie redlnych singularnych bodoch, ktorych realna cast je napr.
kladna:

f(n) = Z res [F(z)z"’l}zzbj +2 Z Re {res [F(z)z"’l}zzbj} : (1.33)

bjER %mb]->0

Pozadované rezidua vypocitame podla (1.31), Specidlne podla (1.32) alebo v pri-
pade, ked b je jednoduchy nulovy bod polynéomu B, tak je niekedy vhodnejsie
pouZit tato rovnost (pozri [3])

A(z)z" 1 A(b)b 1
—_— = — . 1.34
e |: B(Z) :|z—b B/(b) ( ’ )
Priklad 1.8 Urcéme spatni Z-transforméciu funkcie: a) F'(z) = o 2)'(22 — 1)2;
2 2
b)F(2) = =——F——;¢) F(2) = .
JFE) = e 9 = o
RieSenie:

a) Je zrejmé, ze dana funkcia F' je raciondlna funkcia, ktorej stupen menovatela
je VAcsi ako stupen citatela, a preto existuje jej spatna Z—transformécia.

Pre n =10, 1, ... méa funkcia, ktora je ur¢ené predpisom
z zZ"
F n—1 — . n—1 —
()2 z—2)(z—12 ~ (z—2)(z— 1)’

jednoduchy pol v bode z = 2 (m=1) a dvojnasobny pol v bode z =1 (m=2). Na
zéklade (1.30) a potom (1.32) a (1.31) dostaneme

F(n) = res[F(2)2" L, + res[F(z)2 )., =

z=1
2. anl 1 2 - Znil /
=l -2 li —1)? =
L Ol ey P A o Tl LRy poy popg y
n — 1) =2 n—1
:limz——i-lim [#(n ) njz =2"—n—1.
22 (z — 1)2 z2—1 (z — 2)2

b) Pre funkciu F opéf existuje jej spiatna Z-—transformacia.
Lahko overime, 7e komplexne zdruzené ¢isla (—3 =+ 44/3)/3 st jednoduché nulové
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body menovatela 322 + 6z + 4, a taktieZ jednoduché poly funkcie F(z)z"~! . Na
zéklade (1.33) dostaneme (prvy sucet je rovny nule, lebo funkcia nema reélne
singularne body a druhy sucet pozostava len z jedného ¢lena, ktory zodpoveda
reziduu funkcie v bode (—3 + iv/3)/3):

P
f(n) = 2?)%6 {res [m} _ _3_';\/3} . (135)

Uvazované reziduum vypocitame pomocou (1.34) (moézeme pouzit aj (1.32)):

n n n ( 3+Z\/§>n
z z z 3
res| ————— = =| = -
[3,22 + 62 + 4} —4:iv3 [(3z2 + 62 + 4)/] S {(62 + 6)] —aniv 2iV/3

Na urcenie redlnej ¢asti ziskaného vyrazu pouzijeme Moivreov vzorec (6.5), podla

#ﬁ \% (cos 2T 4+ 4 8in —) vyplyva

—_3+i\/§ n— i ’ cos57r—n+isin57r—n
3 W3 6 6 )
Teda

o (%) (cos 5T 4 jsin 5%”) (\%) (sm 57(;” — 1 COoS 5%”)
re =
322 + 62 + 4 —3+1\f

2iv/3 2V/3

a vzhladom na (1.35) zoberieme dvojnasobok realnej casti posledného vyrazu, ¢im

ktorého z rovnosti

dostaneme .
f(n) = L (i) Sin57r_n
V3 \V3 6
c¢) Plati
) z
e R

a preto k danej racionédlnej funkcii F' existuje spatna Z-transformacia. Najprv
urc¢ime typy singularnych bodov funkcie F': menovatel je rovny nule préave vo dvoch
realnych bodoch: £2 a vo dvoch komplexne zdruzenych bodoch +2i. Na zéklade
(1.33) je

f(n)=res[F(2)z" "] __#res[F(2)2" "] ___+2Re{res[F(2)2"""] _.}. (1.36)

Vsetky tri uvazované body su jednoduché nulové body menovatela a tak na
vypocet rezidui mozeme opét pouzit (1.34). Dostaneme

o[ [l L)
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on (—2) (2i)" B B ey
- = AR § o =" :2115 _2n5 22n5§R Lanl
3T 3 T 6{322,3 + (=2)"7" + e{i-i"}
X gn=5 [1 — (=1)" — 2sin 2|,
2
kde v rovnosti = sme vyuzili to, ze plati:
- 7T+..7T . o 7”L7T+,‘717T — 5]%{ ‘n}_ .nmw
i=cosy +ising i = cos - +isin e{i-i"} = —sin—.
) y o . . 241
Priklad 1.9 Uréme spitnia Z—transforméciu funkcie: a) F'(z) = W;
z2(z —
22+ 1
b)F(z) = —.
) = g
RieSenie:
a) Kedze
. . 22+
Jim F(2) = lim 2oy = o0

tak nie je splnena poziadavka (1.27) na existenciu spétnej Z—transformécie. Preto
k danej funkcii F' neexistuje spatna Z—transformaécia.

b) Tentoraz je

5
1
lim F(z) = lim v

2300 2300 22(z — 2)3 =1 ?é o0

Urobime rozbor singularnych bodov funkcie, ktora je dana predpisom

25+ 1 "3

G(z) = F(z)z" ! = e z

(1.37)
Pre n > 3 je bod 2 jediny konec¢ny singuldrny bod: ide o trojnasobny poél. Na
zéklade (1.30) a (1.31) dostaneme (m = 3):

"

P2+1 . 3 2°+1 g

[(n+2)(n+1)z"+ (n—3)(n—4)z"°], _, = (33n* + 89In + 76) - 2",

Y

| —

541
Pre n = 2 ma funkcia G predpis G(z) = L@g Je evidentné, ze bod 0 je jej
z

jednoduchy pol a bod 2 trojnasobny pol. Preto z (1.30) a (1.31) dostaneme

o=l
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: 2241 1. , 22+1 7"
=t 2] 3l (-2 =2
. , : 2> 41 . . L
Pre n = 1 ma funkcia G predpis G(z) = W Je evidentné, ze bod 0 je jej
22(z —

dvojnasobny pol a bod 2 opéat trojnasobny poél. Preto

e 22 +1
R IR e

5 / 5 "
L 5 2741 1 i o3 At 1 B
e e R
2 +1
Pren =0je G(z) = W, pri¢om oba body 0 a 2 st trojnasobné poély. Potom
23(z —

e 2+ 1
R e IR e

" 1
1. 3 2541

Poznamka 1.10 Vsimnime si, Ze v priklade 1.9b sme mohli hodnotu f(0) dostat
aj takto:
5
2 +1
= lim F(z) = lim ——— = 1.
1(0) zggo (2) zggo 22(z = 2)3

Ak je vam zndma problematika Laurentovho rozvoja danej funkcie, tak sa presvedcte
o tom, Ze na mnoZine |z| > 2 (prstencové okolie bodu co) plati tento rozvoj nasej
funkcie do Laurentovvho radu so stredom v bode co:

2 +1 6 24 <= (33n%489n + 76) - 2nC
S e T i
22(z—2)3 +z+22+; zn ’
¢o je v sulade s nasimi vypoctami.
Priklad 1.10 Ur¢me stcet: a) > k3% b) > (n — k)?k.
k=1 k=1

RieSenie:

V oboch pripadoch najprv uréime Z—transformaciu danej sumy. Ttuto Z—transformaciu
upravime a najdeme jej spatni Z-transformaciu, ktora bude hladanym suc¢tom
(vyplyva to z jednoznacnosti Z—transformécie a spétnej Z—transformaécie).
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244241
a) Na zéklade (1.19) méme f(n) = n? + Z<Z< * i)j ) = F(z) a vzhladom na
2 —

vetu o sumacii mriezkovej funkcie (1.23) je

2(22 4+ 4z +1)

;f(k) + 5(_2)1 a teda ;k?’ + (2111)4 - Z(Z(;f;j Y (138)

2(22 4+ 4z +1)
(z—1)°

méa pre kazdé n € {0, 1, ...

Teraz najdeme spéatni Z—transformaciu ziskanej funkcie G(z) =

(22 +4z+41) 2"
(z—1)°
jediny singularny bod 1, ktory je patnasobnym poélom. Podla (1.30) a (1.31) do-

staneme (m = 5):

n—1 __

Je zrejmé, 7ze funkcia g(z)z

2(22+42+1) 1 52(22—1—4z+1)' 1 ) 4 n*(n—1)

(z—1)5 4l ll_rg [<Z -1 (z—1)° : 4

kde (iv) oznacuje tvrtu derivaciu a overenie rovnosti = ponechavame na Citatela.
Odtialto na zaklade korespondencie (1.38) dostaneme

niikiS _ n2(n B 1)2

4
k=0
n—1 n—1
Kedze Y k3 = > k3, tak ak zdmenime n s (n + 1) ziskame
k=0 k=1
zn: 13 n*(n+ 1)
—
k=1
b) Ak porovnidme stucet Y. (n — k)’k = > (n — k)%k s definiciou konvolu¢ného
k=1 k=0
stcinu z (1.25) > f(n —k)g(k) = f(n) x g(n), tak vidno, ze
k=0

7 vety 1.9 o nasobeni obrazov vieme, ze konvolu¢nému suc¢inu mriezkovych funkeif
zodpovedé pri Z-transformacii sii¢in ich obrazov. To znamena, Ze ak prihliadneme
na zname korespondencie
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tak dostaneme

= z(z+1) 2 22(z41)
(n—k)*k =n’%n~+ - = :
kZ:O (z—1)3 (2—1)2  (2—1)°
bl L : . 2(z+1) .
Teraz stac¢i najst spatni Z—transformaciu ziskanej funkcie G(z) = o1 Tato
Z —

funkcia mé pre kazdé n jediny singularny bod, a to patnasobny pdl 1. Dalej po-
stupujeme obdobnym sposobom ako v ¢asti a) tohto prikladu:

2z+1) 1 522z +1) "o ni2 b1y 17 (n—1)
(2—1)575,?&%{@_1) (z—1p ~ } =gl b =
Teda
n 2 2
N2 (n—1)
D (n—k)’k = —————
k=1
1.3 Ulohy
1. Uréte Z—transformaciu mriezkovej funkcie, ktorej predpis pre n € {0, 1, ... } je:
3z 2z |
3—2-3" —
2) ’ L -1 =z-3
b) g2l _ 93ntl, 32 2z
' 2—9 2-8
z 2(z+1)
omn _ 2. —
¢) 2" =% L—z (z—1)°
22(z +2)
d) 27 - n?
j2m 5
—iwn. z
e) e ™ [z —

—14
f) 4™ - cos wn; [ 2z cosw)

22 — 8z cosw + 16 |

) sinwn Z SN w

& (=2)nt1’ 422 + 4z cosw + 1|

[ 2(2? — 1) sinw
(

22— 2zcosw 4 1)%]

h) n - sinwn;

i) n - coswn;

[(23 + 2) cosw — 22?]

(22 — 2zcosw + 1)*]
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j) (n+1)-sinwn;

k) n-sin(n + 1)w;

() (n—1)-sinwn;

m) n -sin(n — 1)wn;

(nt+1)w
PR

sin %’T — M cos

n)

sonm.
'SIHT,

o) n-(=1)"

n? - sin -

p) X

s nT.
'SIHT7

q) 2"
r) n-cos

s) (=3)" - n - cos %F;

n3 - cosnm;

t)

u) sin?n;
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|

222 sinw(zcosw — 1)

(22 — 2zcosw + 1)* |

|

222 sinw(z — cosw) |

(22 — 2z cosw + 1)*]

|

2zsinw(zcosw — 1)

(22— 2zcosw+1)% |

2zsinw(z — cosw) |
(22 — 2z cosw + 1)*]

|

2(1—2%)]

(22 +1)"]

2(z* =622+ 1)]
1y

[ 22

22+ 4|

—222 ]

{(22 +1)%]

—1822 ]

[(z2 + 9)2_

2(4z — 22 = 1)]

[ (z41)* :
)

|

1

2

z
—1

2(z — cos 2)
22 —2zcos2+1

HE

2. Urc¢te Z—transformaciu mriezkovej funkcie f, ktorej predpis je:

n pre|n—3/ <3, neN,

(_1)0,5n
a) f(n)=< (n+1)
0
b) f(n) =

0 pre|n—3|>3;

¢) f(n) = cosnm;

pre parne n, n >0,
pre neparne n;

24 4+223 4322442+ 5]

[F(z)
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Q) f(n) = =07, [Fcz) e (-)
¢) f(n) = :Z:ék?’, {F( - Z(Z?;—_Zl;’)—; T
) () = 3 r(o) - S
&) J(n) = Zé Sh;f . {F (2) = Gz 20: if:ifi (z—1)]
h) f(n) = k;(n — k)2 (v2)" sin %”; {F(z) e iﬁ;g ]
i) f(n) = :_i(n k1) {F( )= ZZZ;;)Q:
) S =S 0= b+ D (o) - ZE

3. Uréte mriezkovi funkciu f, ktorej obraz pri Z- transformécii je

W Pz = 2210, () = 4- (~1) — 4]
b) F(:) = s (fn) =404 pren > 2 £(0)= £(1)=0)
) F2) = =5 [f(n) = n3"
d) F(z) = 5 [f(n) = sin 2]
¢) F(z) = 232—;; [fm) % (1 - cos 2% 1 \/3sin W):
) Flo)= 5 1 = T L e
9 F(2) = 57—, a2 70 {f(”) - # (2761‘)” sin %
b) Fz) =77 2aZz o 470 [ﬂ )= (a\/_) sin 3,1_,r
) ) = e [7(n) = sin g — (1]
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22— 22 n—
i) F(Z):ﬁ; {f(n):2(\/§1) sin%}
) F(:) = 8 [5(0) =3, 7(5) =T, F(6)=8, f(m)=0 pre n ¢ {2, 5, 6)]
1 )
() F(z) = e = exp (ZLZ) ' [f(n) _ { 0.5n pre parne n, n >0, ]
pre neparne n;

4. Urcte sucet:

) ékz; [n(n + 1)6(2n +1)
= IExY n(n—1)(n+1)
b) 5 k(n — k) [ )
. n(n —1)(n — 2)
) S k(1) [ )
d) :;: k2(n _ k‘) |:n2(n122— 1)
n(l —a)—a(l —a")
n L 5 pre a & {1; 0}
£) > —; i a"(a—1)
T = i
o) é(n—k+1)2k2. [n(n—l—l)(n—i—;()](n +2n+2)}



Kapitola 2

Diferenc¢né rovnice a
Z—transformacia

2.1 Linearna diferen¢na rovnica

V tejto casti ukdzeme pouzitie Z—transformacie pri rieseni linedrnej diferencnej
rovnice.

Definicia 2.1 Linearnou diferencénou rovnicou k-tého radu s konStant-
nymi koeficientmi nazijvama rovnicu

ANFz(n) 4 ay A" a(n) 4+ -+ ap1 Ax(n) + apz(n) = f(n), (2.1)
kde ay, ...,ax_1, ap su konsStanty, f(n) je mriezkovd funkcia (tzv. pravd strana),
A™ (m =0,1, ... k) je oznacenie m-tej diferencie hladaného riesenia x(n).

Riesit diferen¢nti rovnicu (2.1) znamena najst vSetky funkcie z(n), ktoré vyhovuja
tejto rovnici.

Poznamka 2.1 My sa budeme zaoberat pripadmi, ked pravd strana diferencnej
rovnice f(n) je exponencidlne ohranicend (v prazi je tdto poZiadavka temer vidy
splnend). Dad sa ukdzat (pozri [}]), Ze v tom pripade je aj rieSenie tejto rovnice
exponencidlne ohranicené. To znamend, Ze existuje Z-transformdcia hladaného
riesenia x(n). To ndm umozniuje vyriesit diferencni rovnicu (2.1) pomocou tychto
krokov:

1. ak f(n) =+ F(z), tak predpokladajme, Ze x(n) + X (2);

2. na zdklade (1.21) pomocou Z—transformdcie pretransformujeme lavi aj pravi
stranu nasej diferencnej rovnice. K tomu potrebujeme poznat hodnoty

F0),  AF(0),  AFF0),  AFTF(0).
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Ak tieto hodnoty nie sii ndm zndme, tak ich pokladdme za lubovolné konstanty
(tym v konecnom doésledku dostaneme vSeobecné rieSenie nasej diferencnej
rovnice).

Tymto ziskame ,prepisani diferencni rovnicu v obraze pri Z—transformdcii
s nezndmou funkciou X (z). Tejto rovnici budeme hovorit operatorova rov-
nica k rovnici (2.1);

3. wvyriesime operdtorovi rovnicu, t.j. uréime X (z);

4. spdtnou Z—transformdciou k funkcii X (z) urcime x(n) — rieSenie nasej po-
vodnej diferencnej rovnice (2.1).

Priklad 2.1 RieSme diferen¢éna rovnicu
A*z(n) — 3 Ax(n) + 2x(n) =0, ak z(0)=1a Az(0)=—-1.

RieSenie:

Ide o tzv. homogénnu diferen¢ni rovnicu s nulovou pravou stranou f(n) = 0. Je evi-
dentné, Ze tato funkcia je exponencialne ohrani¢ené, a preto podla poznamky 2.1
je aj rieSenie x(n) nasej diferen¢nej rovnice exponencialne ohranicené. To zna-
mend, ze existuje jeho obraz pri Z-transformécii. Nech teda x(n) + X (z). Potom
vzhladom na (1.20) je

Azx(n)+(z—1)X(2) —2z2(0) = (z — 1)X(2) — 2
a na zaklade (1.21) pre k = 2 dostaneme
N’z(n) =+ (2 — 1)2°X(2) — 2[(z — D)z(0) + &2(0) = (2 — 1)°X(2) — 2[(z — 1) — 1].
Kedze 0 =+ 0, tak operatorova rovnica k nasej diferen¢nej rovnici ma tvar
(z—1)’X(2) —2[(z = 1) = 1] =3[(z = 1) X(2) — 2] +2 X (2) = _0.

N b [ >z N / N~~~

-~ -~

+A2z(n) +Az(n) +z(n) 0

Po jednoduchych tpravach dostaneme
(22 =52 4+6)X(2) — 2>+ 52 =0

a teda
z(z —b)
(z—3)(z—2)
Body 3 a 2 st jednoduché poly funkcie X(z). Presvedéte sa, Ze pre jej spitnu
Z—transforméaciu plati:

X(z) =

X(z)+x(n)=3-2"—-2-3", (2.2)
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Poznamka 2.2 O sprdvnosti nasich vypoctov sa moZeme presvedcit tym, Ze ove-
rime, ¢i riesenie z (2.4) vyhovuje danej diferencnej rovnici a danym tzv. zacia-
tocngm podmienkam x(0) = 1 a Ax(0) = —1. Citatelovi odporicame overit aspori
zaciatoéni podmienku x(0) = 1 — to nezaberie vela casu. Z (2.4) mdme

r(0)=3-20-2.3"=3-2=1,
¢o je v silade s poZiadavkou. Teda visledok (2.4) ,je asi dobry*.

V diferen¢nej rovnici (2.1) mozeme kazda diferenciu m-tého radu rieSenia z
v bode n vyjadrit pomocou hodnot rieenia z v bodoch n +r (r = 0,1 ..., m)
(pozri (6.3)). Dostaneme tak ekvivalentnu rovnicu v tvare

r(n+k) +bix(ntk—=1) 4 +bpaz(ntl) + bpx(n) = f(n),  (2.3)
ktori tiez nazyvame linedrnou diferen¢nou rovnicou k-tého radu s kon-
Stantnymi koeficientmi by, ..., b;_1, by. Aj tto rovnicu mézeme riesit pomo-

cou Z—transformacie: myslienka pouZita je podobna ako pri rovnici (2.1), len s
tym rozdielom, Ze k urc¢eniu operatorovej rovnice pouzijeme z vety o predstihu
korespondenciu (1.14).

Priklad 2.2 Riesme diferen¢ni rovnicu

2z(n+2) — 5z(n+ 1) 4+ 2x(n) = cos n?ﬂ, ak x(0) =z(1) =0.
RieSenie:
Je to diferen¢né rovnica druhého radu (k = 2), ktora sa d& upravit na tvar (2.3):

stacCi obe jej strany vydelit ¢islom 2. Nie je to ale nutné.
Nech z(n) + X (z), potom na zaklade (1.14) dostaneme

z(n+1)+2[X(2) —x(0)] = 2X(2),

1
(n+2) = 22| X () — 20y = 1| = 2x0)
a z koreSpondencie (1.12) pre w = % je

nw  z(z—cosg) 2(z —0,5)
cos — — = )
3 22—22COS%+1 22— 241

7 uvedeného vyplyva, ze danej diferencnej rovnici zodpoveda tato operatorova
rovnica

—0,9
22X (2) —5 2X(2) +2 X (2) = 22(2—& .
——— ~—— ~—— 24—z
+z(n+2) +z(n+1) +z(n) —

. nm
— COS 3
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Kedze 222 — 5z +2 = 2(z — 2)(z — 0,5), tak rieSenim operatorovej rovnice je

B z2(z —0,5) _ ~
X(z) = 2(z—2)(z — 0,5)(22 — 2 + 1) - 2(z—2)(22—2+1) (2.4)

Teraz stac¢i urcit spatni Z—transformaciu funkcie X. Pretoze funkcia X ma jed-
noduché poly v bodoch 2 a (1 +4v/3)/2, tak na zéklade (2.4) a (1.33) je

2 n—1
-2 —z+1) Lﬁ

X(2) + x(n) = res [

z n—1
+ 2Re {res|:2(z—2)(22—2+1)z ]z=1+;\/§}

Kedze [2(z — 2)(22 — 2 + 1)) = [2(2® — 322 + 32 — 2)]' = 6(2 — 1)?, tak vzhladom
na (1.34) je

Je potrebné urcit redlnu cast: je zrejmé, ze

1+iv3 T T — <1+z’\/§> nwt .. nmw
Moivreov vzorec (6.5)

S

5 :COS§+iSin§ 5 :cos?jtzsm?

a Upravami dostaneme

{ 1 } 1 _ —1+iV3
6(2 - 1)2 o 14iv3 6 (—1+i\/§>2 a 6 .
2 2

Ak si uvedomime, Ze

tak na zaklade (2.5) dostaneme

2 —cos’%—”—\/gsin%”
6 3 '

Ak st vdm zname goniometrické identity, tak mozete si overit, ze ziskané rieSenie
sa da zapisat aj v tvare

z(n)
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6 3

Urobime este ,,pseudoskisku’ spravnosti:

x(O):é 20—2cos(0_—1)7T] :1{1—2cos_—7r] :1{1—2.1] =0,

#(n) = - {2”—2(:05@].

3 6 3 6 2

¢o je v stlade so zaciatoénymi podmienkami. Obdobne overime, Ze je splnena
aj druha zaciatona podmienka x(1) = 0. Teda ,asi sme dobre pocitali“. Co je
potrebné este urobit, aby sme mali tplnua skasku spravnosti nasich vypoctov?

2.2 Stustava linearnych diferenénych rovnic

Z—transforméciu moézeme pouzit aj na vyrieSenie stustavy linearnych diferenénych
rovnic. Neurobime detailnejsi rozbor postupu. Verime, Ze ¢itatelovi postaci na
pochopenie problematiky vyrieSeny priklad.

Priklad 2.3 RieSme systém diferencénych rovnic
z(n+1) —2z(n) — 2y(n) = 3", z(0) = 0,
y(n+1) — x(n) — 3y(n) = 2", y(0)=0.

RieSenie:

Kedze pravé strany rovnic (3" a 2™) st exponencialne ohrani¢ené funkcie, tak aj
mriezkové funkcie z(n) a y(n) buda exponencidlne ohrani¢ené, a preto mozeme
predpokladat, Ze existuju ich Z—transforméacie. Nech teda

z(n) + X(2) a  y(n)+Y(2).

Potom na zaklade zaciato¢nych podmienok x(0) = 0 a y(0) = 0 a vety o prestihu
dostaneme

r(n+1)+ 2X(2)

yn+1) =+ 2Y(2).

Vzhladom na to, Ze

z z
" a 2" -
z2—3 z—2’

tak Tahko vidno, Ze danému systému diferencnych rovnic zodpovedé tento operé-
torovy systém

2X(2) —2X(2) —2Y(2) =

(2.6)
2Y(z) = X(2) = 3Y(2) =
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Po jednoduchych tpravach dostaneme

(z—2)X(2) —2Y(2) =

—X(2)4+(z=3)Y(2) =

Riesenim systému (2.7) je (odporucame pouzit Cramerovo pravidlo):

22 22— 92z

A =Coe—oe—e ¢ YO Goeoae—w

Citatel sa Tahko moze presvedéit o tom, ze

X(z)+x(n):%[1—3-2”—|—2-4”]

Y(2) +y(n) = é [-1-3-3"+4""].

Taktiez si moze urobit ,,pseudoskisku spravnosti®, t. j. overit zac¢iato¢né podmienky
z(0) =0ay(0) =0.

2.3  Ulohy

1. Rieste diferen¢nti rovnicu s danymi zac¢iatoénymi podmienkami:
a) A%z(n) — 2 Az(n) +z(n) =2, (0) =0, Az(0) = 1; [z(n) =2+ (3n — 4)2"7!]
b) A%z(n) —8 Ax(n)+16x(n) = —16n*+16n+6, (0)=0, x(1)=4; [z(n) =n5"—n?|
c) A?z(n) +3 Ax(n) +3z(n) =0, x(0)=1, Az(0) = —2; {x(n) = _
d) A3z(n) + 6 A?x(n) + 12 Az(n) + 8z(n) = cosnm, z(0)=z(1)=A2x(0)=0;

_n(n—1)(n—-2) n+1-
o) = 2=
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~n(n—1)(n—2)(n—3)
#(n) = 24
2. Rieste diferen¢ny systém s danymi zac¢iato¢nymi podmienkami:
a) x(n+ 1)+ 7z(n) —y(n) =0, [ x(n) = (—6)"
y(n+1) +z(n) +5y(n) = 0, 2(0) = y(0) = 1; y(n) = (=6)"

( ]
b) z(n+1) — 3xz(n) —y(n) =0, x(n)= (ﬂ)n(cos 25+ 3sin %)]
( 0 (

ﬂ)n(cos ot — Tsin %)

¢) z(n+2)+2y(n) =0, 2(0) =0, z(1) =1 z(n)= (\/ﬁ)nil sin “* cos (”_41)” ]
y(n+2) — 2z(n) =0, y(0)=y(1)=0 y(n) = (V2)" " sin 2F cos LT |
[ 1 +1
d) f(n+1) = =f(n) + gn) + h(n), £(0) =1 fm =g ==
g(n+1) = f(n) —g(n) + h(n), ¢(0)=0 g(n)=3[1 = (=2)"]
h(n+1)= f(n) +g(n) — h(n). h(0)=0 hn) = % 1— (=2)7]
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Kapitola 3

Kombinatorika

3.1 Mnoziny

Jednym zo zakladnych pojmov v matematike je pojem mnoziny. Vlastnosti mno-
zin budeme intenzivne vyuzivat v kapitolach o kombinatorike. Pojem mnoziny
nebudeme definovat, ale budeme ho chapat v intuitivhom zmysle. Pod mnoZzinou
rozumieme sthrn (skupinu, subor) nejakych navzajom odlisnych objektov, ktoré
podla nejakého kritéria tvoria jeden celok.

Mnozinu povazujeme za urcend, ak o kazdom objekte vieme rozhodnut, ¢i je
alebo nie je prvkom danej mnoziny. Mnoziny budeme oznacovat pomocou velkych
pismen:

AB,....,X,Y,....,M,N,...

a podobne, a prvky mnozin budeme oznacovat malymi pismenami a, b, ..., z,y, ...,
m,n,.... Skuto¢nost, Ze a je prvkom mnoziny A zapiSeme
a€A.

Ak a nie je prvkom mnozZiny A, tak zapiSeme
ag A.

Namiesto a je (nie je) prvkom mnoziny A zvykneme hovorit aj a patri (nepatri)
do mnoziny A.

Mnozinu, ktora neobsahuje ziadny prvok, nazyvame prazdnou mnozinou a
oznac¢ujeme ju symbolom 0.

Poznédme rozne sposoby urcenia mnozin. Ak mnozina M obsahuje konec¢ny
pocet prvkov xq, xo, ..., x,, vtedy pouzivame zapis

M = {Il,IQ,...,$n}.

Symbolom |M| ozna¢ujeme pocet prvkov kone¢nej mnoziny M. My budeme pra-
covat predovsetkym s kone¢nymi mnoZzinami.

33
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Uvedomme si, Ze
D = {0}

je neprazdna mnozina obsahujtca jeden prvok (), a preto D # (). Stretavame sa aj
s mnozinami, ktoré si urc¢ené takto: K je mnozina vSetkych prvkov x € B, ktoré
maju vlastnost P. V tomto pripade piSeme:

K ={x € B; P(x)}.

Niektoré mnoziny, hlavne ¢iselné, maji vseobecne zauzivané oznacenia. Tak na-
priklad pre mnozinu v8etkych prirodzenych ¢isel, t.j. mnozinu {1,2,3,... }, pou-
zivame symbol N. Mnozinu vSetkych celych ¢isel oznacujeme Z. Racionalne ¢isla
st zlomky s celo¢iselnym ¢itatelom aj menovatelom. MnoZinu vSetkych racional-
nych c¢isel oznacujeme Q. Znak R je symbolom pre mnozinu vsetkych realnych a
C pre mnozinu vsetkych komplexnych ¢isel.

Priklad 3.1
P={x € N;3<2*<30}

je mnozina vSetkych prirodzenych ¢isel, ktorych druhd mocnina je vacsia nez 3 a
mensia ako 30, teda
P={2,3,4,5}.

Definicia 3.1 MnoZina A je podmnoZinou mnoZiny B prdve vtedy, ak kaZdy
prvok mnoziny A patri aj do mnoZiny B. Zapisujeme

ACB.

Je zrejme, ze A = B préave vtedy, ked A C B a sucasne aj B C A. Kazda
neprazdna mnozina A obsahuje najmenej dve podmnoziny a to () a A.
Definicia 3.2 Potencénd mnozZina mnoziny A je mnozina P(A), ktorej prokami
su vsetky podmmnozZiny mnoziny A.

Napriklad, ak A = {1,2,3}, tak

P(A) = {0.{1}, {2}, {3}, {1.2}.{1,3},{2,3},{1,2,3, }}.

Predpokladajme, ze vSetky mnoziny, s ktorymi pracujeme, st prvkami istej
univerzalnej mnoziny U.
Definicia 3.3 Zjednotenie mnozin A a B je mnoZina

AUB={x € U; v € A alebo = € B}

a prientk mnozin A a B je mnoZina

ANB={zxe€U; v €A a x € B}.
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Teda do AU B patria prave tie prvky, ktoré su prvkami aspon jednej z mnozin
A a B, ado AN B patria prave tie prvky, ktoré si prvkami mnoziny A aj mnoziny
B.

Definicia 3.4 Dve mnoziny A a B siu disjunktné, ak ich prienikom je prdzdnd
mnozina, t.J.

ANB=0.
Definicia 3.5 Rozdiel mnozin A a B je mnoZina
A\B={zec€U; €A a z ¢ B}.

To znamena, ze prvkami mnoziny A\ B st tie prvky mnoziny A, ktoré nepatria
do B.

Definicia 3.6 Komplement (doplnok) mnoZiny A je mnoZina
A-U\A.

Operéaciu zjednotenia a prieniku mézeme rozsirit na [ubovolny pocet mnoZzin.
Nech I je mnozina, ktorej budeme hovorit mnozina indexov a pre kazdé i € I je
definovana mnozina A; C U. Tym je dany systém mnozin {A4;; i € I}.

Definicia 3.7 Zjednotenie systému mnozin {A;; i € I} je mnoZina |J,c; As
prdave tych prvkov z U, ktoré patria do niektorej z mnoZin A;.

Prienik systému mnoZin {A;; i € I} je mnoZina (),c; Ai prdve tyjch prvkov z U,
ktoré patria do vsetkyjch mnozin A;.

Poznamka. Ak [ = {1,2,...,k}, tak systém mnozin je {Ay, Ay, ..., Ax}. Ich

zjednotenie a prienik oznacujeme

k k
i=1 i=1

Definicia 3.8 MnoZiny systému { Ay, As, ..., Ax} si po dvojiciach disjunkitné,
ak

pre kaZdi dvojicu indexov i,j € I, i # 7.

Definicia 3.9 Rozklad mnoziny A # 0 je taky systém {A;; i € I}, pre ktory
plati
UAi=4 a AinA;=0 preijel i#j.

el



36 KAPITOLA 3. KOMBINATORIKA

Veta 3.1 Nech A, B a C si podmnoziny mnoZiny U. Potom plati:

1. AUB=BUA, ANB=BNA,

2. (AUB)UC =AU(BUC), (ANB)NC=ANn(BNC),

3. AUBNC)=(AUB)N(AUC), AN(BUC)=(ANB)U(ANC),
4. AUD=DUA=A, ANU=UNA=A,

5. AUA=AUA=U, ANA=ANA=0,

6. (A) =4,

7. AUA=A, ANA=A,

8. AUU=U, AND=0,

9. AU(ANB)=A4, AN(AUB)=A,

10. (AUB)=ANB, (ANB)=AUB.

Tvrdeniam 10 vety 3.1 hovorime de Morganove pravidla. Vetu nebudeme
dokazovat, ¢itatel si jednotlivé vlastnosti moze overit pomocou tzv. Vennovych
diagramov.

3.2 Zakladné kombinatorické principy

Princip nasobenia (multiplika¢ny)

Ak ¢innost moZe pozostdvat z t po sebe nasledujicich krokov a
1. krok mozZe byt uskutocneny n, spdésobma,
2. krok moze byt uskutocneny ny spésobmi,

t-ty krok mozZe byt uskutocneny n; sposobmi,
tak pocet roznych sposobov vykonania celej ¢innosti je

Ny -MNg - ... Ny .

Priklad 3.2 Kolko retazcov dlzky 4 je mozné vytvorit z pismen A, B, C, D a E,
ak:

a) pismena sa neopakuju,

b) pismena sa neopakuji a kazdy retazec za¢ina pismenom B,

¢) pismené sa neopakuju a retazce neza¢inaju pismenom B?

RieSenie. Na riegenie tlohy je vhodny multiplikaény princip. Kazdy retazec dlzky
Styri je mozné vytvorit v Styroch po sebe nasledujicich krokoch: vyberieme prvé
pismeno, vyberieme druhé pismeno, vyberieme tretie pismeno a vyberieme Stvrté
pismeno. Prvé pismeno vyberame z piatich. Ked je uz prvé pismeno vybrané, na
vyber druhého pismena mame iba Styri ostavajuce pismena. Podobne pri vybere
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treticho pismena modzeme volit iba z troch ostavajicich pismen a pri vybere po-
sledného stvrtého pismené uz ostéavaju iba dve moznosti. TakZe v pripade a) je
to

5-4-3-2=120

retazcov.

V pripade b) za¢inaju vSetky retazce pismenom B, takze v prvom kroku méme
iba jednu moznost a to volbu pismena B. V druhom kroku vyberame jedno pismeno
z ostatnych Styroch, takze tento krok moze byt uskutocneny Styrmi spdsobmi.
Teraz podobne ako v pripade a) mame na vyber tretieho pismena tri moznosti a
na vyber stvrtého pismena dve moznosti. Takze

1-4-4.2=24

retazcov zac¢ina pismenom B.

V pripade ¢) mozeme postupovat podobne. AvSak, ak si uvedomime, Ze nasej
poziadavke vyhovuja vSetky retazce z pripadu a), ktoré nie su retazcami z pripady
b), tak

120 — 24 =96

retazcov dlzky Styri s neopakujicimi sa pismenami je takych, ktoré nezacinaju
pismenom B.

Priklad 3.3 Pomocou principu nésobenia ukazte, Zze k mnozine obsahujicej n
)
prvkov je mozné vytvorit prave 2" jej roznych podmnozin.

Riesenie. Uvazujme n prvkova mnozinu {xq,xs,...,z,}. Proces vytvorenia lu-
bovolnej podmnoziny tej n prvkovej mnoziny je mozné rozdelit do n po sebe
nasledujucich krokov nasledovne. V prvom kroku rozhodneme ¢i prvok x; do nej
zaradime, alebo nie. To st dve moznosti. V druhom kroku méme opét dve moznosti
a to, ¢i prvok z, do vytvaranej podmnoziny zaradime, alebo nie. Takto mame vzdy
dve moznosti, a kedZe naSa mnozina mé n prvkov, v n-tom kroku sa rozhodujeme
o zaradeni prvku z,,. Ak pri vytvarani nejakej podmnoziny aspon v jednom kroku
urobime int vol'bu (z dvoch moZnosti), nez sme urobili pri vytvarani inej, tak tie
podmnoziny su urcite rozne. To znamena, Ze pocet roznych podmnozin mnoziny
s n prvkami je
2:2-...-2=2".
n

Priklad 3.4 Urcte pocet usporiadanych trojic mnozin X, Xy, X3, ktorych zjed-
notenim je mnozina X = {1,2,...,8} a prienik ktorych je prazdna mnozina.

Riesenie. Prikladom takychto usporiadanych trojic mnozin st napriklad nasledu-
juce dve trojice
{1,2,3},{1,4,8},{2,5,6,7}
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{1,4,8},{1,2,3},{2,5,6,7} .

Kazdy prvok mnoziny X je prvkom prave jednej z nasledujucich mnozin
Vi=XinXonNX;, Y2=XNX,NX3, Y3=XNX,NXs3,
n:71m72mX3, %:ylmX2m73, }%:leYQﬂYg

Skonstruovat pozadovanu usporiadand trojicu mnozin je mozné v 6smich po sebe
néasledujtcich krokoch takto: zvolime j,1 < j < 6, a dame prvok 1 do mnoZiny Yj;
zvolime j, 1 < j <6, a dame prvok 2 do mnoziny Yj, ...; zvolime 5,1 < j <6,
a dame prvok 8 do mnoziny Y;. Napriklad pre skonstruovanie usporiadanej trojice

{1’ 27 3}7 {17 47 8}7 {2? 57 67 7}

zvolime najprv j = 3 a dame prvok 1 do mnoziny Yz = X; N X, N X35. Potom
volime j =2 a dame prvok 2 do mnoziny Y> = X; N X, N Xs. Dalsie volby j st
6,5,4,4,4,5.
Pre kazdu volbu j existuje Sest moznosti. Podla principu nasobenia teda exis-
tuje
6-6-6-6-6-6-6-6=06°=1679 616
pozadovanych usporiadanych trojic mnozin X, X5, Xj.

V tejto ucebnici v kapitolach o kombinatorike budeme obcas pracovat s bito-
vymi retazcami. Myslime tym retazce pozostavajice z nul a jedniciek.

Priklad 3.5 Kolko je roznych 8-bitovych retazcov, ktoré zac¢inaju bud trojicou
101 alebo trojicou 111.

RieSenie. Princip nasobenia nam umozni zistit pocet retazcov zac¢inajuci trojicou
101 tak, ze doplnenie zvys$nych pozicii vykoname v piatich po sebe iducich krokoch.
V prvom doplnime znak na Stvrta poziciu, v druhom doplnime znak na piatu
poziciu. Takto pokrac¢ujeme az do piateho kroku, v ktorom doplnime znak na 6smu
poziciu. V kazdom kroku sa rozhodujeme, ¢i doplnime 0 alebo 1. Mame teda dve
moznosti na vykonanie kazdého kroku. To znamena, Ze pocet roznych 8-bitovych
retazcov zac¢inajucich trojicou 101 je

2.2.2.2.2=2"=32.

Podobne zistime, Ze pocet roznych 8-bitovych retazcov zac¢inajucich trojicou 111
je tiez

2-2-2-2.2=2"=32.
My sme sa v8ak pytali na to, kolko je roznych 8-bitovych retazcov zacinajucich
trojicou 101 alebo trojicou 111. Na to potrebujeme nasledujtuci kombinatoricky
princip.
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Princip sc¢itavania (aditivny)

Nech X1, Xa,...X; s mnoZiny a nech i-tda mnoZina X; obsahuje n; prvkov, 1 =
1,2,...,t. Ak mnoziny X1, Xo, ..., X; st po dvojiciach disjunkitné, t.j. pre i # j
je X; N X; =0, tak pocet roznych prokov v zjednoteni X1 U Xy ---U Xy je

ny+mng + -+ ng.

Teraz mdzeme uvazovat mnozinu X; obsahujicu vSetky 8-bitové retazce zaci-
najuce trojicou 101. Pocet jej prvkov je 32. Podobne, nech X, je mnozina vSetkych
8-bitovych retazcov, ktoré za¢inaju trojicou 111. Ta ma tiez 32 prvkov. Tieto dve
mnoziny su disjunktné, pretoze ak nejaky retazec ma na zaciatku 101, tak nemoze
mat na zaciatku 111 a naopak. V dalSej ¢asti rieSenia modZeme teda pouzit prin-
cip s¢itavania a dostaneme, ze pocet roznych 8-bitovych retazcov, ktoré maju na
zaciatku 101 alebo 111 je rovny stc¢tu poctu prvkov v mnozinach X; a X, teda

Zhrnime teda, kedy pouzijeme princip nésobenia a kedy princip s¢itavania. Ak
pocitame objekty, ktoré st konstruované postupnymi krokmi, pouzijeme princip
nasobenia. Ak mame disjunktné mnoziny objektov a chceme poznat pocet objektov
v nich, pouzijeme princip sc¢itavania. Nasledujuci priklad ilustruje pouzitie oboch
principov.

Priklad 3.6 Kolko je moZnosti vybrat dvojicu knih roznych Zanrov, ak mame k
dispozicii tri zadnre: matematiku, fyziku a beletriu. Z matematicky méame na vyber
z piatich roznych knih, z fyziky st v ponuke tri rozne knihy a beletria pontka Sest
titulov.

RieSenie. Vyber dvoch knih vykoname v dvoch po sebe iducich krokoch. Ak
sa rozhodneme pre dvojicu zanrov matematika a fyzika, je 5 -3 = 15 moznosti
vol'by. Podobne pre dvojicu zanrov matematika a beletria je pocet rdznych vyberov
5-6 = 30. A nakoniec pre dvojicu zanrov fyzika a beletria je to 3 -6 = 18 roznych
moznosti. KedZe takto vybrané mnoziny knih dvojic zanrov sa disjunktné, podla
principu sc¢itavania je

15 +30+ 18 = 63

moznosti vyberu dvojice knth, ak z matematiky, z fyziky aj z beletrie je vo vybere
najviac jedna kniha.

3.3 Permutacie, variacie a kombinacie

Casto je potrebné urcit pocet réznych usporiadani alebo zoradeni prvkov, napriklad
Tudi do zastupu. Ttuto problematiku rieSia permutécie.
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Definicia 3.10 Nech S = {x1,zs,...,2,}. Permutdcia n prvkov xi,xs,...,T,
je bijektivne zobrazenie f: S — S.

Pripomenme, Ze zobrazenie je bijektivne, ak réznym vzorom odpovedaju rozne
obrazy a tiez kazdy prvok z druhej mnoziny ma v prvej mnozine svoj vzor. V de-
finicii je prva a druh& mnozina ta ista, ¢o znamené, ze ak mame pevne zoradené
vzory, tak im odpoveda nejaké pevné zoradenie obrazov pozostavajice z tych is-
tych prvkov. Permutéaciu mozeme definovat aj volnej$im jazykom takto:
Permutdcia n prokov xq,xs,...,x, je lubovolné usporiadanie tijch n prvkowv.

To znamené, ze za permutaciu n prvkov povazujeme usporiadanie obrazov v zo-
brazeni f: S — S, pricom vzory boli dopredu pevne usporiadané.

Pre tri pismena A, B, C sa l'ahko presvedéime, Ze pocet ich roznych usporia-
dani je 6 a to: ABC, ACB, BAC, BCA, CAB a CBA. Nasledujica veta nam
déava odpoved na otézku, kol'ko existuje roznych permutéacii pre T'ubovolny pocet
prvkov.

Veta 3.2 FEuxistuje prdave n! permutdcii n prokov.

Dokaz. Dokaz urobime pomocou principu nasobenia. Permutéacia n prvkov moze
byt zostrojené postupnym vykonanim n krokov takto: zvolime prvy prvok per-
mutécie, zvolime druhy prvok, atd., aZ zvolime posledny n-ty prvok. Prvy prvok
je mozné vybrat z ponuky vSetkych n prvkov, méame teda n mozZnosti pre prvy
krok. Ak je prvy prvok permutéacie zvoleny, v druhom kroku uz mézeme vyberat
iba z n — 1 ostatnych prvkov, takze je n — 1 moznosti, ako vykonat druhy krok.
Takto postupujeme dalej, az v poslednom n-tom kroku uz méame iba jednu moz-
nost, pretoZe vSetky ostatné prvky uz s zaradené v permutécii. Podla principu
nasobenia je
n-n—1)-(n—2)---2-1=nl
roznych permutacii n prvkov. a
Pocet roznych permutécii n prvkov oznac¢ujeme symbolom P(n). Podla vety 3.2

teda plati
P(n) =nl!.

Priklad 3.7 Kolko permutacii pismen ABCDEF obsahuje podretazec DEF?

RieSenie. Aby sme zabezpecili, Ze pismenad DEF budud spolu a v tomto poradi,
mozeme tuto konfiguraciu pismen povazovat za jeden prvok. Ten, spolu s ostatnymi
tromi pismenami, tvori Stvoricu prvkov, ktort potrebujeme usporiadat vSetkymi
moznymi sposobmi. Uvazujeme teda permutacie zo Styroch prvkov a tych je

41 =24.

Priklad 3.8 Kolko permutéacii pismen ABCDEF obsahuje skupinu DEF spolu v
Tubovolnom poradi?
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RieSenie. Tento problém moézeme riesit v dvoch po sebe nasledujicich krokoch.
V prvom kroku zostrojime skupinu pozostavajicu z pismen DEF. V druhom kroku
povazujeme tuto skupinu za jeden prvok a konstruujeme permutéciu zo Styroch
prvkov, a to s pismen A, B, C a $tvrtym prvkom je skupina DEF.

Podla vety 3.2 existuje 3! = 6 réznych vysledkov po uskuto¢neni prvého kroku.
Podla prikladu 3.7 je 24 moZnych vysledkov druhého kroku. Ak teraz pouZijeme
princip nasobenia, dostaneme, Ze pocet vSetkych moznych usporiadani pismen
ABCDEF s podmienkou, ze pismena DEF st spolu, je

31-41=6-24=144.

Niekedy nastanu situécie, ze zo skupiny n prvkov potrebujeme usporiadat iba
niektoré. K tomu potrebujeme nasledujici pojem.

Definicia 3.11 Varidcia k-tej triedy z n prvkov x1,xs,...,x, je usporiadanie
lubovolnej k-prvkovej podmnoziny mnozZiny {x1,za, ..., x,}.

Je zrejmé, ze definicia 3.11 vyzaduje, aby ¢islo k£ nebolo véicsie ako ¢islo n. Tiez
si vSimnime, Ze zalezi na usporiadani vybranych prvkov. Pocet roznych variacii k-
tej triedy z n prvkov oznacujeme symbolom V' (n, k). Nasledujuca veta hovori o
tom, ¢omu je toto Cislo rovné.

Veta 3.3 Nech k < n. Potom pocet varidcii k-tej triedy z n prvkov je
V(n,k)=nn—1)(n—-2)---(n—k+1).

Dokaz. Pocitajme, kolko je roznych moZznosti usporiadania k prvkov z mnoziny,
ktoréd obsahuje n prvkov. Je m moznosti na vybratie prvého prvku. Ak je ten
zvoleny, na vybratie druhého prvku zostava uz iba n — 1 moznosti. Takto pokra-
¢ujeme dalej. Ked je uz vybranych k& — 1 prvkov, na vyber posledného k-tého
prvku ostdva n — k + 1 mozZnosti, pretoZze prave tolko prvkov sme este nevybrali.
Podla principu nasobenia teda je

V(n,k)=nn—1)(n—-2)---(n—k+1)

roznych moznosti ako usporiadat k prvkov z n prvkovej mnoziny, t.j. je prave
tol’ko roznych variacii k-tej triedy z n prvkov. a

Cislo V(n, k) sa casto zapisuje v tvare pomocou faktoridlov. V&imnime si na-
sledujicu tpravu:

V(in,k)=nn—1)---(n—k+1)

nn—1)--n—k+1)(n—Fk)---2-1
(n—Fk)y---2-1
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Priklad 3.9 Mame usporiadat sedem muzov a pat zien do radu tak, aby ziadne
dve zeny neboli vedla seba. Kol'ko je takych moznosti?

RiesSenie. Postupujeme v dvoch po sebe nasledujicich krokoch. V prvom kroku
usporiadame sedem muzov. To st permutacie zo siedmich prvkov, takze k dispozicii
je 7! = 5040 moznosti. V druhom kroku rozmiestnime péat zien. Medzi dvoch
muzov je mozné umiestnit iba jednu Zenu, alebo ziadnu. To isté plati pre poziciu
pred zaciatkom muzského radu a tiez pre poziciu na jeho konci. Mame teda k
dispozicii osem miest, priCom na kazdé moéZzeme umiestnit najviac ak jednu zenu.
Stac¢i teda z nich vybrat 5-prvkovii podmnozinu a na tieto pozicie umiestiiovat
zeny. Samozrejme, ze poradie zien tiez hra tlohu. To znamena, ze pocet rdoznych
rozmiestneni Zien je rovny poctu variacii 5-tej triedy z 8 prvkov, t.j. 8-7-6-5-4 =
6720. Podla principu nasobenia potom pocet rdoznych usporiadani 7 muzov a 5
Zien tak, ze zeny nie su vedla seba je

P(7)-V(8,5) = 5040 - 6720 = 33 868 800 .

Definicia 3.12 Kombindcia k-tej triedy z n prvkov x1,xs,...,x, je lubovolny
vyber k-prvkovej podmnoZiny z mnozZiny {xy, s, ..., Tn}.

Aj definicia 3.12 vyzaduje, aby ¢islo k nebolo vicsie ako ¢islo n. Na rozdiel
od variécii, v pripade kombinacii nezalezi na usporiadani vybranych prvkov. Po-
¢et roznych kombinacii k-tej triedy z n prvkov oznacujeme symbolom C(n, k).
Nasledujuca veta hovori o tom, ¢omu je toto ¢islo rovné.

Veta 3.4 Nech k < n. Potom pocet kombindcii k-tej triedy z n prvkov je

n!

C(n, k) = e

Dokaz. Z mnoziny, ktorda obsahuje n prvkov, vyberieme k prvkov. To je jedna
kombinacia k-tej triedy z n prvkov. Je k! moznosti usporiadania tych k prvkovs.
Kazdé také usporiadanie je variaciou k-tej triedy z n prvkov. Je teda zrejmé,
ze pocet vSetkych variacii k-tej triedy z n prvkov je kl-krat vacsi ako je pocet
kombinacii k-tej triedy z n prvkov. Teda

V(n, k) n!

k) == =

]
Poznamka. Na oznacenie ¢isla V(n, k) je ¢asto pouzivany symbol (Z) Takze

o= (1) - mmirw
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3.4 ZovSeobecnené permutacie, variacie a kombi-
nacie

Ak sme doteraz uvazovali o permutéciach, variaciach a kombinaciach, uvazovali
sme o vyberoch, resp. usporiadanych vyberoch, v ktorych sa kazdy objekt mohol
vyskytnit najviac raz. Casto sa viak stretavame s vybermi, v ktorych sa objekty
zaujmu mozu vyskytovat viackrat. Napriklad v telefonnych ¢islach sa jednotlivée
¢islice mozu opakovat.

Priklad 3.10 Kolko roznych rozlisitelnych slov mozeme zostrojit, ak kazdé z na-
sledujucich 11 pismen pouzijeme préave raz?

ABRAKADABRA

ieSenie. Skumany pocet je uréite mensi ako ', pretoze niektoré pismena sa v
RieSenie. Sk t t ko 11!, pret kt
ponuke vyskytuju viackrat. Uvazujme 11 pozicii, ako je vyznacené,

a umiestiiujme pismené z nasej ponuky na tieto pozicie. Nezalezi pritom, ktorym
pismenom zac¢neme. V prvom kroku napriklad mozeme rozmiestnit 5 pismen A. Je
jasné, ze na poradi, v akom ich rozmiestnime, nezalezi. Rozhodujtce su pozicie,
ktoré obsadia. Vyberame teda pét pozicii z jedenéstich volnych. Pocet roéznych
moznych takychto vyberov je rovny poc¢tu kombinacii piatej triedy z jedenastich
prvkov, teda C(11,5). V druhom kroku rozmiestnime napriklad 2 pismena B na
este volné pozicie. Tychto moznosti je C(6,2). Podobne v trefom kroku pri roz-
miestiiovani dvoch pismen R je pocet moznosti C'(4,2). Ostali nam este dve volné
pozicie, na ktoré je potrebné umiestnit jedno K a jedno D. Na umiestnenie pis-
mena K vo stvrtom kroku mame C(2,1) moZnosti a v poslednom kroku je uz iba
jedno voIné miesto pre pismeno D. Pocet tychto moZnosti je vSak mozné vyjadrit
vyrazom C(1,1). Podla principu nésobenia je pocet vSetkych moznosti

C(11,5)- C(6,2) - C(4,2) - C(2,1) - C(1,1)

11! 6! 4 2! 1!
sl-6!21-4121.20 1111 11. 0!

= 83 160.

V predchadzajicom priklade sa nejednalo o permutécie, ako sme ich poznali
doteraz. Zalezalo v ncih na usporiadani, ale nerozlisiteIné objekty sa mohli opako-
vat. Takéto usporiadanie zvykneme nazyvat zovSeobecnena permutacia alebo
permutacia s opakovanim. O pocte roznych zovseobecnenych permutécii hovori
nasledujtca veta.
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Veta 3.5 Ak postupnost S pozostavajica z n réznych pozicii obsahuje
ny rovnakiych prvkov typu 1,
ng rovnakiych prvkov typu 2,

ng rovnakiych prvkov typu t,
pricom ny + ng + - - - + ng = n, tak pocet réznych usporiadani postupnosti S je

n!

P(ni,ny, ... ,ng) = R
Dokaz. Uvazujme n pozicii pre vytvarana postupnost S. Na oznacenie n; pozicii
prvkom typu 1 mame C'(n,n;) moznosti. Ak uz tieto st oznacené, tak pre vyber ngy
pozicii pre prvky typu 2 na zvysnych n —n; poziciach je C(n — nq, ny) moznosti,
atd. Podla principu nasobenia je teda pocet vietkych moznych postupnosti dizky
n z uvazovanych prvkov

C(n,ny)-C(n—ny,ne) - C(n—mny —ng,nz)---C(n—mny — ... —ng_1,n4)
B n! (n—mny)! (n—mn1—...—m_1)! n!
nl(n—ny)! nol(n —ny —ny)! ng! - 0! gl ongl oyl

O

Dalsie zovSseobecnenie nasich tvah ilustrujeme na nasledujicom priklade.

Priklad 3.11 Tri deti Janko, Anicka a Maro$ si chca rozdelit balicek desiatich
rovnakych cukrikov. Kolko moZnosti roznych rozdeleni maju k dispozicii?

Riesenie. Zadanie tlohy neziada, aby kazdé z deti dostalo nejaky cukrik. Ak teda
uvazujeme, ze Janko dostane x; cukrikov, Anic¢ka dostane x5 cukrikov a Maros bude
mat x3 cukrikov, tak kazdé x;, 1 = 1,2, 3, mdze nadobidat celo¢iselné hodnoty od
0 do 10. KedZe Zziadny cukrik nie je mozné pridelit dvom a viac detom, pocet
roznych moznosti rozdelenia tohto balicka cukrikov trom detom je ten isty ako je
pocet roznych rieseni rovnice

I1+$2+I3:10,

pricom kazda hodnota z;, i = 1,2, 3, je z mnoziny {0, 1,2,...,10}.

Takto upravenu ulohu méZzeme riesit nasledovnou tuvahou: Predstavme si Ze
v rade desiatich pozicii pre jednicky oddelime prvych x; pozicii zlava nejakym
oddelovacom. Po dalsich x5 jedni¢kach dame druhy oddelovac¢. Za nim ostane este
x3 jedniciek. Takto spolu s dvojicou oddelovacov sme obsadili 12 pozicii. Je jasné,
ze 1+ x2 + 3 = 10 a mame jedno z rieSeni nasej rovnice. Napriklad usporiadanie
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1 1 1|1 1 1 1 1|1 1

znamena, ze r; =3, to =5 a r3 = 2.

Akékol'vek premiestnenie oddelovacov na uvazovanych 12 pozicidch méa za na-
sledok vznik iného riesenia. Pocet vSetkych rieseni je teda rovny poc¢tu roznych roz-
miestneni dvoch oddelovacov na nami uvazovanych 12 poziciach. Kedze sa jedna
o volbu dvojprvkovej podmnoziny z 12 pozicii, pocet rieSeni naSej rovnice a tiez
pocet roznych rozdeleni 10 cukrikov Jankovi, Anicke a MaroSovi je

12!
C(12,2) = ST 101 66 .

Takymto vyberom s moznostou opakovania zvykneme hovorit zovSeobecnené
kombinacie alebo kombinéacie s opakovanim. Je velmi naro¢né rozhodnut, & v
konkrétnom pripade, ktory mame riesit, sa jedna o zovSeobecnené kombinécie alebo
nie. Ak sa nam vSak podari dlohu preformulovat do podoby poctu celoc¢iselnych
rieSeni rovnice

T +xe+ -+ T =Y,

pricom y je kladné celé ¢islo a x;, . = 1,2, ..., k, st nezaporné celé ¢isla nie vacsie
ako y, tak sa jedna o zovseobecnené kombinéacie. O ich poc¢te pojednava nasledujtca
veta.

Veta 3.6 Ak mnozZina X obsahuje n prvkov, tak pocet neusporiadanich k-prvkovych
vyberov s mozZnostou opakovania prvkov je

Clk+n—1n—-1)=Ck+n—1,k).

Dokaz. Nech X = {ay,as,...,a,}. Uvazujme k +n — 1 pozicii,

na ktoré umiestnime k£ + n — 1 symbolov pozostavajucich z k£ znakov X a z
n — 1 oddelovacov |. Kazdé rozmiestnenie tychto symbolov urcuje jeden vyber.
Pred prvym oddelovacom umiestnime t¢; znakov x, ktoré odpovedaju prvkom
ay. Pocet ty symbolov X medzi prvym a druhym oddelovac¢om reprezentuje to
vybranych prvkov as, atd. Napriklad rozmiestnenie

X X X|x x x x XxX]|x X

znamena, ze z mnoziny {ay, as, ag} boli vybrané tri prvky a;, pat prvkov ay a dva
prvky as.

Kedze je C(k+mn — 1,n — 1) moznosti pre vyber pozicii oddelovacov |, je
tiez C'(k+mn —1,n — 1) moznych k-prvkovych vyberov s moznostou opakovania
prvkov z mnoziny, ktord obsahuje n prvkov. Tento pocet je zaroven rovny ¢islu
C(k+n —1,k), ¢o predstavuje po¢et moznych vyberov pozicii pre znaky x. To
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znamena, ze pocet neusporiadanych k-prvkovych vyberov s moznostou opakovania
prvkov je
Ck+n—1n—-1)=Ck+n—1,k).

(I
Pocet kombinacii z n prvkov s opakovanim budeme oznacovat symbolom C’(n, k),
takze
C'n,k)=Clk+n—-1,n—1)=C(k+n—1,k).

V priklade 3.11 nezalezalo na poradi, ktoré z deti dostalo cukriky ako prvé, resp.
druhé ¢ tretie. Rozhodujuci bol pocet pridelenych cukrikov jednotlivym detom.
Su vsak situacie, ked na poradi zalezi.

Priklad 3.12 Kolko existuje Sestmiestnych telefonnych ¢isel, ktoré neobsahuju
¢islice 0,1, ani 87

RieSenie. Konstruujme telefénne ¢islo v Siestich po sebe nasledujicich krokoch.
V prvom kroku vyberieme ¢islicu na prva poziciu, v druhom kroku vyberieme ¢is-
licu na druhu poziciu, atd. KedZe pocet ¢islic, ktoré modzeme pouzit pri zostrojo-
vani pozadovaného telefénneho ¢isla je sedem, v kazdom kroku je sedem moznosti.
Podla principu nasobenia potom pocet takychto ¢isel je

7T-7-7-7-7T-7="15.

Veta 3.7 Ak mnozZina X obsahuje n prvkov, tak pocet usporiadanych k-prvkoviych
vyberov s mozZnostou opakovania prvkov je

V'(n, k) =n".

Takéto usporiadané vybery s moznostou opakovania prvkov zvykneme nazyvat
zovSeobecnené variacie, alebo variacie s opakovanim.

3.5 Binomické koeficienty a binomické identity

Na otazku, ¢i algebraicky vyraz (a + b)" nejako savisi s kombinatorikou, by sme
asi odpovedali zaporne. AvSak, ako uvidime, vzorec pre rozvoj vyrazu (a + b)" je
mozné pomerne jednoducho ziskat pomocou doterajsich znalosti z kombinatoriky.
Kedze
(a+b)"=(a+b)-(a+b)---(a+D),

J

v~
n

po roznasobeni dostaneme sicty vyrazov, v ktorych mocniny a-¢iek s nasobené
mocninami b-Ciek a tieto s¢itavame. Ukazeme si to najprv na jednoduchom priklade
pre n = 3. Dostavame
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(a+0)?* = (a+b)(a+b)(a+Db)
= aqaa + aab + aba + abb + baa + bab + bba + bbb
= a®+3a°b+ 3ab® + V7.

Je iba jedna moznost pre vyber a-¢ka z kazdej zatvorky, takZe a® sa v rozvoji

nachadza iba raz. Podobne je to s vyrazom b®. Vyber dvoch a-¢iek je mozny z
prvych dvoch zatvoriek, z druhych dvoch zatvoriek, alebo z prvej a tretej, teda
vyberame dve zatvorky z troch a tych moznosti je C(3,2) = 3. Podobne je to pre
vyber dvoch b-¢iek. TakZe, ak berieme do tvahy, z kolkych zatvoriek vyberame
b-cko (vyber a-Ciek z ostatnych), mame

(a+b)° =C(3,0)a* +C(3,1)a’b + C(3,2) ab® + C(3,3) b°.

Podobni iivahu moZeme zopakovat pre ['ubovolné n. Su¢in a"*b* vyberom b-
¢ka z k zatvoriek a vyberom a-cka z ostatnych n—k zatvoriek. Takychto roznych
vyberov je C(n, k). Po uprave teda mame

(a+b)"=C(n,0)a"’ +C(n, 1) a™ " +---+ C(n, k) a™ "b* + ...
+C(n,n—1)a'v™ ' 4+ C(n,n) ab" .

Tento vysledok je zndmy ako binomicka veta.

Veta 3.8 Nech a aj b siu redlne c¢isla a nech n je kladné celé c¢islo. Potom
(a+b)" = Z C(n,k)a"*b*.
k=0

Vdaka tejto vete ¢isla C'(n, k) = (Z) nazyvame aj binomické koeficienty.
Dokaz binomickej vety vyplyva z predchédzajicej uvahy. Existuji samozrejme aj
iné dokazy tejto vety, napriklad pomocou matematickej indukcie.

Priklad 3.13 Urcte n a koeficient pri ¢lene a®b” v rozvoji vyrazu (a + b)™.

Riesenie. KedZe stucet mocnin je 5+ 7 = 12, n = 12. Podla binomickej vety je
k =7 a prislusny scitanec je rovny

C(n,k)a"*b" = C(12,7) a®b" = 792a°b" .

TakZe koeficient pri ¢lene a®b” je 792.

Casto sa hodnoty binomickych koeficientov urcuju z takzvaného Pascalovho
trojuholnika (Obr. 1.1). VSimnime si, Ze v kazdom riadku prva a posledna hod-
nota je ¢islo 1. Pre kazdu int hodnotu plati, Ze je st¢tom dvoch susednych hod-
not nad nou. To, ze takto usporiadané ¢isla do trojuholnika naozaj predstavuja
hodnoty binomickych koeficientov vyplyva z nasledujiceho vztahu znameho ako
Pascalova identita.
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Obr. 1.1

Veta 3.9 (Pascalova identita) Nech n a k si prirodzené cisla. Pre 1 < k <n

plat?
Cn+1,k)=C(n,k—1)+C(n, k).

Dokaz. Nech X je mnozina obsahujica n prvkov. Uvazujme prvok a ¢ X a
mnozinu Y = X U {a}. Potom mnozina Y obsahuje n + 1 prvkov.

Uvazujme najprv vyber k prvkov z mnoZiny Y bez ohladu na to, ¢i prvok
a vyberieme alebo nie. Pocet roznych k-prvkovych vyberov z (n + 1)-prvkove;
mnoziny Y je v tomto pripade C(n+ 1,k).

Iny postup dostaneme, ak berieme do tvahy, ¢i sme vybrali prvok a alebo nie.
Ak prvok a vyberieme, tak vyberdme zvysnych k — 1 prvkov iba z mnoziny X,
ktora mé& n prvkov. Pocet takych roznych vyberov je C(n, k—1), pozri Obr. 1.2(a).
Ak v8ak prvok a nevyberieme, tak vSetky prvky vyberame z mnoziny X a takych
moznosti je C(n, k), ako to znazoriuje Obr. 1.2(b).

Obr. 1.2

KedZe oba postupy st rovnocenné, plati rovnost

Cn+1,k)=C(n,k—1)+C(n, k).



3.6. DIRICHLETOV PRINCIP 49

Pascalovu identitu moézeme zapisat aj pomocou kombinaé¢nych ¢isel takto:

() =05+ ()

Priamym désledkom takejto rovnosti je Pascalov trojuholnik. Prvy riadok odpo-
veda vyrazu (a + 0)° = 1. V riadku pre koeficienty rozvoja vyrazu (a + b)" st
kombinacné ¢isla od (8) aZ po (Z) V nasledujucom riadku pre rozvoj vyrazy

(a+0b)"*! je &slo ("!') umiestnené v strede pod ¢islami (,",) a (}) takto:

0 )6 C)
()

To nés opravinuje zapisat prislusni hodnotu v Pascalovom trojuholniku na Obr. 1.1
ako sucet ¢isel nad touto pocitanou hodnotou o riadok vyssie.

Podobnych identit, ako je Pascalova identita, je v kombinatorike vela. Z nie-
ktorymi z nich sa stretneme neskor.

Priklad 3.14 Ukézte, ze plati rovnost

i C(n, k) =2".
k=0

RieSenie. Vyraz na lavej strane rovnosti je podobny ako je zapis binomickej vety
(a+b)" ZC n, k) a""o*

avdak chyba vyraz a" *bF. Ak si uvedomime, ze a" *b* =1 pre a =b=1, tak z

binomickej vety dostavame

"= (14 Zan )1 Rk = Zan

3.6 Dirichletov princip

Dirichletov princip, alebo princip holubnika, sa trochu lisi od kombinatoric-
kych principov, ktorym sme sa venovali v predchadzajicich paragrafoch. Na rozdiel
od nich neurcuje pocet nejakych moznosti, ale odpoveda na otazku, ¢i je mozna
skutocnost, na ktoru sa pytame. Odpoveda teda iba ano, resp. nie, nedédva nam
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ani navod, ako je mozné to, naco sa pytame, dosiahnut. Uvedieme tri verzie tohto
principu.

Najjednoduchsia verzia je nenaro¢né na pochopenie a nepracuje s matematic-
kymi pojmami. Polozme si otazku, ¢i je mozné rozmiestnit n holubov do £ klietok,
pricom pocet klietok je mensi ako pocet holubov tak, aby neexistovala klietka s
viac holubmi. Bez velkej matematiky vieme odpovedat, Ze to nie je mozné. Preco?
No, ak by to bolo mozné, tak v kazdej klietke by bol najviac ak jeden holub. Potom
ale, kedze holubov je viac ako klietok, po obsadeni vSetkych klietok by nam este
ostal aspon jeden neumiestneny holub. Zhriime to do nasledovnej formulacie.

Dirichletov princip - 1. verzia
Ak n je pocet holubov a k je pocet klietok, pricom k < n, tak po rozmiestneni
vsetkyjch holubov do klietok aspon v jednej klietke si aspon dva holuby.

Poznamenajme, Ze tento princip nehovori ni¢ o tom, ako najst klietku, v kto-
rej je viac holubov. Iba zabezpecuje existenciu takejto klietky. Takto volne for-
mulovany princip je jednoduchy na pochopenie. Jeho nasledujuca formulécia je
matematicky ovela seridznejSia.

Dirichletov princip - 2. verzia
Ak f je funkcia z konecnej mnozZiny X do konecnej mnoziny Y a |X| > |Y]|, tak
pre nejaké r1,x9 € X, x # x9 je f(x1) = f(22).

Tato verzia odpoveda 1. verzii Dirichletovho principu, ak X je mnozina ho-
lubov a Y je mnozina klietok a funkcia f kazdému holubovi priradi klietku, do
ktorej je umiestneny. To znamend, ze funkcia f aspon dvom roéznym holubom
x1,To € X, priradi tu istt funként hodnotu, teda klietku, z mnoziny Y.

Priklad 3.15 Majme 20 navzajom rdzne prepojenych procesorov. Ukézte, Ze as-
pon dva procesory st spojené s rovnakym poc¢tom inych.

RieSenie. Oznacme procesory ¢islami 1,2, 3,...,20. Nech a; je pocet procesorov,
s ktorymi je i-ty procesor spojeny. UkdZeme, Ze pre nejaké @ # j je a; = aj,
¢o znamené, ze -ty aj j-ty procesor su spojené s rovnakym poc¢tom inych. Nech
X =1{1,2,...,20} je mnozina procesorov a nech Y je mnozina ¢isel predstavujucich
po¢ty moznych susedov pre jeden procesor. Zrejme Y = {0,1,2,...,19}, pretoze
najmensi pocet pripojenych procesorov k nejakému konkrétnemu je 0 a najvacsi
predstavuju vsSetky ostatné a tych je 19. Funkcia f nech zobrazuje prvky z X
na prvky z Y. Pri prvom pohlade sa zda, Ze Dirichletov princip je nepouzitelny,
pretoze | X| =Y.

Pozrime sa na problém podrobnejsie. Ak existuje procesor, ktory nie je spojeny
so ziadnym inym, tak hociktory iny moze byt spojeny najviac ak s 18 ostatnymi a
Y ={0,1,2,...,18}. Naopak, ak taky procesor neexistuje, tak Y = {1,2,...,19}.
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To znamend ze |X| = 20 < 19 = |Y|. Kedze a; = f(i) a a; = f(j), podla 2.
verzie Dirichletovho principu teda existuju ¢,j € X, i # j také, Ze a; = a; a teda
1-ty aj j-ty procesor su spojené s rovnakym poctom inych.

Dirichletov princip - 3. verzia

Veta 3.10 Nech f je funkcia z koneénej mnoziny X do koneénej mnoZiny Y .
Nech |X| =n a nech |Y| =m. Nech k = [Z]. Potom existuje aspori k hodnot
ai,as,...,ar € X takiyjch, Ze

flar) = flag) = --- = flax).

Dokaz. Dokaz vykoname sporom. Nech Y = {y1, 91, ..., ym}. Predpokladajme, ze
tvrdenie vety nie je pravdivé. V takom pripade pre kazdé i = 1,2, ..., m existuje
najviac ak k—1 prvkov x € X takych, ze f(z) = y;. To ale znamené, ze defini¢ny
obor hodnét funkcie f obsahuje najviac ak m(k — 1) hodnét, teda ze |X| <
m(k —1).

Z predpokladu k =[] vyplyva, Zze k —1 < . Potom

n
m(k—1) <m— =n,
m
¢o je v spore s tym, Ze |X| = n. Pravdivé je teda tvrdenie, Ze existuje aspon k
hodnot aq,as, ..., a, takych, ze

flar) = flag) = -+~ = fla) .

O

Pouzitie Dirichletovho principu na rieSenie tiloh ¢asto nie je priamodiare, ale

ilohu je potrebné matematicky spracovat a upravit formulaciu do vhodného tvaru
tak, aby nasadenie principu bolo mozné.

Priklad 3.16 Ukazte, ze ak sa stretne Sest Tudi, tak tam bud bude trojica, v
ktorej sa navzajom vSetci poznaju, alebo tam bude trojica taka, ze ziadni dvaja z
nej sa nepoznaju.

Riesenie. Nech Py, P, ..., Py je Sestica, o ktort sa zaujimame. Pre kazda z dvojic

{P1, B} Py, o} AP, Pub AP, B} APy, Pe}

je pravdiva jedna z odpovedi poznaji sa, resp. nepoznaju sa. Nech X je mnozina
uvazovanych piatich dvojic {Py, P}, {P1, P}, {P1, Pi}, { P, Ps}, { P, Ps} a nech
Y = {A, N}, pricom A znamena odpoved poznaji sa a N znamenéd odpoved
nepoznagi sa. Nech f je funkcia z X do Y. Potom podla vety 3.10 aspoi [2] =3
dvojiciam z mnoziny X je priradenéa rovnaka hodnota z mnoziny Y, teda rovnaka

odpoved.
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Uvazujme, Ze rovnaka odpoved je priradend trom dvojiciam

{Plﬁpi}’ {Plvpj}7{P17Pk’}'

Mech je to odpoved poznaji sa. Ak sa pozné aspon jedna z dvojic

{Pza Pj}? {PZ7Pk}7 {Pj7Pk}7

tak tato dvojica spolu s P; tvori trojicu, v ktorej sa vSetci navzajom poznaju.
V opacnom pripade mame trojicu F;, P;, Py, v ktorej sa Ziadna dvojica nepozna.
Podobne postupujeme, ak odpoved pre vSetky tri dvojice

{Plapi}v {P17Pj}7{P17P/€}'

je mepoznaju Sa.

3.7 Ulohy

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

Nech X = {1,2,3,4}. Vytvorte

a) vSetky permutacie prvkov tejto mnoziny,

b) v8etky permutacie tychto prvkov, ktoré koné¢ia ¢islom 3,

¢) vietky permutécie ¢isel mnoziny, v ktorych ¢isla 2 a 3 st spolu v tomto
poradi,

d) v8etky permutacie ¢isel mnoziny, v ktorych ¢isla 2 a 3 su vedla seba.

Kolko existuje binarnych retazcov dlzky 12, ktoré
a) obsahuju préave jednu jednicku,

b) obsahuju aspon jednu jednicku,

c¢) obsahuju prave tri jednicky,

d) obsahuji najviac tri jednicky,

e) obsahuju aspon tri jednicky,

f) obsahuju rovnaky pocet jedniciek a nul?

Kolko existuje permutécii z pismen A, B, C, D, E, F, ktoré
a) obsahuju konfiguraciu CDE,

b) obsahuji konfiguraciu BECF,

c¢) obsahuju konfiguracie BA a CE,

d) neobsahuju konfiguraciu DE?

Anglické abeceda mé 21 spoluhlasok a 5 samohlasok. Kol'ko retazcov dlzky
6 mozeme zostrojit nad touto abecedou tak, aby

a) obsahovali prave jednu samohlasku,

b) obsahovali prave tri samohlasky,

¢) neobsahovali viac ako jednu samohléasku,

d) obsahovali maximélne tri samohlasky?
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1.5.

1.6.

1.7.
1.8.

1.9.

1.10.
1.11.

1.12.

1.13.
1.14.

1.15.

Kolko réznych postupnosti pozostavajicich z piatich znakov je mozné vy-
tvorit z mnoziny troch znakov, ak sa znaky moézu opakovat?

Kolko je moZnych réznych vyberov piatich prvkov do postupnosti, ak vybe-
rame z patprvkovej mnoziny a prvky sa moézu opakovat?

Kolko existuje retazcov pozostavajucich zo Siestich réznych pismen?

Kolko existuje 8-bitovych retazcov, ktoré

a) za¢inaju konfiguraciou 1100...,

b) za¢inaju jednickou,

¢) na druhej alebo §tvrtej pozicii maju jednicku,
d) na druhej aj $tvrtej pozicii maja jednicku,

e) obsahuju prave jednu jednicku,

f) obsahuju préave dve jednicky,

g) obsahuju aspon jednu jednicku?

Kolko ¢lenov ma rozvoj vyrazu

(z+y)a+b+c)e+ f+g)(h+i)?

Urcte koeficient ¢lena xty?2° z rozvoja (z +y + 2)'.

Kolko existuje roznych vyberov piatich kariet zo sady 52 kariet (4 farby po
13 kariet), ak pozadujeme, aby vo vybere boli karty prava dvoch farieb?

Kolko existuje roznych vyberov pétice po sebe iducich kariet tej istej farby,
ak vyberame zo sady 52 kariet a pozadujeme, aby

a) eso mohlo byt umiestnené iba za kralom, nie pred dvojkou,

b) eso mohlo byt umiestnené tak pred dvojkou, ako aj za kralom, ale nie
medzi nimi,

¢) eso mohlo byt umiestnené aj medzi dvojkou a kralom (t.j. vyhovuje kto-
rakolvek pética po sebe iducich kariet bez "roztrhnutia")?

Kolko existuje moznosti pre zoskupenie 2n Tudi do n dvojic?

Pomocou binomickej vety ukazte, ze
> ¥ C(n k) =3".
k=0

Dokazte platnost identity
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1.16.

1.17
1.18

1.19

1.20

1.21

1.22

1.23

1.24

1.25
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Dokéazte platnost identity
n\(r\ (n\(n—k
r)\k) \k)\r—%k)°

Pomocou binomickej vety rozviiite vyraz (2¢ — 3d)®.

Urcte koeficienty pri nasledujtcich ¢lenoch v prislusnych rozvojoch:
a) z'y* pre rozvoj (z + y)!,

b) x5y5 pre rozvoj (2z — y)'?,

c) x?y32° pre rozvoj (z +y + 2)'°,

d) a3z* pre rozvoj (a + vax + z)*(a + x)°.

Ku riadku
1 7 21 35 35 21 7 1

napiSte nasledujuci riadok Pascalovho trojuholnika.

Pomocou binomickej vety dokazte platnost rovnosti

n

0=> (-1)*C(n,k).

k-0

ny n

k) \k—-1)"
Ukazte, ze ak z 10 parov topanok nadhodne zvolime 11, tak medzi vybranymi
topankami je aspon jedna dvojica, ktora tvori povodny par topanok.

Zdovodnite platnost rovnosti

Je mozné pospajat pat procesorov tak, ze prave dva procesory si spojené s
rovnakym poc¢tom inych? Zdovodnite svoje rozhodnutie.

Obdlznik je rozdeleny na 21 tvoréekov tak, Ze tvori 3 riadky a v kazdom
riadku je 7 stvoréekov. Kazdy z 21 Stvoréekov je zafarbeny bud bielou alebo
¢iernou farbou. Ukazte, Ze nech farbime Stvorceky akokolvek, vzdy existuje
netrivialny stvorec, ktorého 4 rohové Stvorceky maja tu istu farbu. Netri-
vidlny Stvorec méa rozmer aspon 2 x 2.

Pri inventire v sklade sa zaradom kontroluje 80 poloziek a pri kazdej s
mozné dva zapisy: "je na sklade", resp. "nie je na sklade". Ukazte, ze ak 45
z kontrolovanych poloziek je v sklade, tak pozicie aspon dvoch odpovedi "je
na sklade"su vo vzdialenosti 9. Napriklad na 13. a 22. pozicii je odpoved "je
na sklade".
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1.26 Nech d je kladné celé ¢islo. Ukazte, ze v mnozine Iubovolnych d + 1 ce-
lych kladnych cisel existuje dvojica takych, ktoré pri deleni ¢islom d déavajua
rovnaky zvysok.

1.27 Nech n je kladné celé ¢islo. Ukazte, Zze v Tubovolnej mnoZine n po sebe
nasledujucich kladnych celych ¢isel je presne jedno ¢islo deliteIné ¢islom n.

1.28 Ukézte, ze ak 101 o0s6b roznej vysky je zoradenych do radu, tak v tom rade
je mozné najst bud 11 po sebe nasledujicich oséb so vzrastajucou vyskou,
alebo 11 po sebe nasledujicich osoéb s klesajucou vyskou.
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Kapitola 4

Inkliazia a exklazia

4.1 Mohutnost zjednotenia mnozin

Ak kone¢né mnoziny su disjunktné a poznédme pocty prvkov v jednotlivych mnozi-
nach, tak odpovedat na otazku kolko prvkov je v zjednoteni tych mnozin je I'ahké.
Jednoducho spoc¢itame pocty prvkov v tychto mnozinach. Plati teda

|AU B| = |A| + |B|.

Ovela zloZitejsie je na takto postaveni otazku odpovedat, ak prislusné mnoziny
majui neprazdne prieniky.

Priklad 4.1 Kolko je celych ¢isel od 1 do 90 vratane jednicky a devitdesiatky,
ktoré su delitelné ¢islom Styri alebo ¢islom pat?

RieSenie. Vzhladom na to, Ze mnoZzina vSetkych ¢isel, o ktorych méame rozhodovat,
nie je velmi pocetné, méa 90 prvkov, mézeme o kazdom ¢isle rozhodnit, ¢ vyhovuje
nasej poziadavke, alebo nie. Tento postup vSak nie je mozny pri velmi pocetnych
mnozinach. Vyriesime teda priklad vSeobecne tak, ako by sme postupovali aj pri
vacsich mnozinach.

Nech A je mnozina vSetkych ¢isel od 1 do 90, ktoré su deliteIné ¢islom Styri.
Podobne nech B je mnozina tych ¢isel od 1 do 90, ktoré sa delitelné ¢islom péat.
Je zrejmé, 7e potom A U B je mnozina tych ¢isel od 1 do 90, ktoré sa delitelné
¢islom $tyri alebo ¢islom péat. Zaujima nas teda pocet prvkov mnoziny AU B. Pre
poCty prvkov v mnozinach A a B plati

1A = {%J —22 a |B|= {%J — 18,

pricom symbol |z]| predstavuje najvicsie celé ¢islo nie vacsie ako ¢islo x. Je to celd
cast z ¢isla x. V mnozine celych ¢isel od 1 do 90 su v8ak aj ¢isla, ktoré su delitelné

o7
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Stvorkou aj patkou. Tie st v tomto pripade ¢islami mnoziny A N B a plati
90
AnBl=|] =4
| =113

Ak teda s¢itame pocCty ¢isel v A a v B, tak sme ¢isla patriace do A aj do B
zapocitali dvakrat. Pre pocet prvkov mnoziny A U B teda dostédvame

|[AUB|=|A|+|B]|—|ANB|=22+18—-4=236.
Schématicky tito situaciu znazornuje obrazok 2.1.

A B

Obr. 2.1

Vo vSeobecnosti sa zaujimame o to, kolko je prvkov v zjednoteni kone¢ného
poc¢tu mnozin. Metdda, ktorou sa to riesi sa nazyva princip inkliazie a exkluzie.
Predtym, ako sformulujeme jeho vSeobecny tvar, uvazujme situaciu pre tri mnoziny
A, B a C. Vseobecni situéciu pre vztah tychto mnozin znézornuje Vennov diagram
na obrazku 2.2.

A B

Obr. 2.2

Ak sme spocitali mohutnosti jednotlivych mnozin, tak sme prvky z prieniku mnozin
A a B zapocitali dvakrat. To isté plati pre prvky patriace do ANC' a tiez pre prvky
v BNC'. Je zrejmé, ze ak chceme kazdy prvok z mnoziny AUBUC zapocitat iba raz,
tak pocty prvkov z prienikov AN B, ANC a BNC musime od ¢isla |A|+|B|+|C]|
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od¢itat. Teraz si vSak mozeme v8imnut, ze prvky z prieniku vSetkych troch mnozin
sme zapoditali trikrat do |A|+|B|+]|C/, ale aj odpo¢itali trikrat v prienikoch dvojic.
To znamena, ze prvky z AN BN C je nutné este raz pripocitat. Takto zapocitame
kazdy prvok zjednotenia mnozin A U B U C' prave raz. Dostavame

JAUBUC| =|A|+|B|+|C|—]|ANB|—|ANC|—|BNnC|+|ANnBNC]|.
Veta 4.1 Nech Ay, As, ..., A, siu konecné mnoZiny. Potom

AT UA U UA = D A= Y JANAl+ ) JAnANAl-. ..

1<i<n 1<i<j<n 1<i<j<k<n

o (=D)AL N AN - N A

Doékaz. Ukazeme, Ze kazdy prvok zjednotenia mnozin A, A, ..., A, je na pravej
strane rovnosti zapocitany prave raz.

Uvazujme prvok a z mnoziny A; U As U ---U A,. Nech a je prvkom prave r z
mnozin Ay, As, ..., Ay, 1 <1 < n. Ten prvok je v &isle |A;| + |Az| + -+ + |A,| =
Y 1<i<n |Ail zapocitany prave r krat, pricom r = C(r,1). V prieniku A; N A; je pr-
vok a zapocitany, iba ak je prvkom oboch mnozin A; aj A;. Podet takych prienikov
dvojic mnozin je rovny poc¢tu dvojic, ktoré moézeme vytvorit z tych » mnozin, v kto-
rych sa nachadza prvok a. Takych dvojic je C(r,2), ateda v >, i, [Ai N Aj| je
prvok a zapoé¢itany prave C(r,2) krat. Podobne vo vSetkych prienikoch m mnozin
obsahujucich prvok a (m <) je prvok a zapoé¢itany presne C(r,m) krat.

To znamené, Ze na pravej strane rovnosti je prvok a zapocitany presne

C(r,1) = C(r,2) + C(r,3) — -+ (=1)""C(r,7)

krat. Teraz staci ukazat, Ze toto ¢islo je rovné jednicke. Z binomickej vety vieme,
ze plati rovnost

r

0=(1+(-1)" = XT:C(T, WU =D) =) (=1)FCr k),

k=0

£.j.
0=C(r,0) = C(r,1)+ C(r,2) — -+ -+ (=1)"C(r,7).

Vzhladom na to, ze C(r,0) = 1, dostavame
C(r,1) = C(r,2) + C(r,3) — -+ (=) C(r,r) = 1

a dokaz je ukonceny. a
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4.2 Pouzitie principu inklizie a exklazie

Princip inkluzie a exkluzie je pouZiteIny pri rieSeni mnohych tuloh, hoci na prvy
pohlad nevyzeraju, Ze by sa jednalo o pocet prvkov v zjednoteni nejakych mnozin.
Napriklad pri uréeni poc¢tu prvocisel mensich ako nejaké zvolené celé ¢islo. Skor ako
si uvedieme niekolko vybranych tloh, pri rieSeni ktorych je vhodné pouzit princip
inklizie a exklizie, uvedieme formulaciu tohto principu v inom, ¢asto uzito¢nejSom,
tvare.

4.2.1 Alternativny tvar principu inklazie a exklizie

Tvar principu inklizie a exklizie, ktory teraz sformulujeme, je pouzivany v tlo-
héch, v ktorych néas zaujima pocet prvkov, ktoré nemaju ziadnu z nejakej skupiny
vymenovanych vlastnosti.

Uvazujme n vlastnosti Py, P,,..., P,. Nech pre : = 1,2,....n je A; podmno-
zina mnoziny A obsahujica iba tie prvky z A, ktoré maju vlastnost FP;. Nech
N(P, P, ...P,) je pocet takych prvkov, ktoré maju vsetky z vlastnosti B;,, P,,,
..., B, . To znamena, Ze

N(P“PLQPZ,C):‘A“ ﬂAiQQ'“ﬂA

Symbolom N ozna¢me pocet vSetkych uvazovanych prvkov, t.j. N = |A|. Pocet

takych prvkov z mnoziny A, ktoré nemaju ani jednu z vlastnosti Pi, Ps,..., B,
oznacme symbolom N (P[P, ... P!). Potom zrejme plati

N(P/P)...P))=N— A UAU---UA,|.

Ak teraz pocet prvkov v mnozine A; U Ay U---U A,, vyjadrime pomocou principu
inkluzie a exklizie, dostavame, ze

N(P/Py...P))=N—- > N(P)+ Y N(PP)

1<i<n 1<i<j<n

~ Y  N@PPP)+ ...+ (-1)"N(PP...P,).
1<i<j<k<n
Nasledujtce priklady predstavuje typicka situéciu, kedy je vhodné pri rieSeni
pouzit alternativny tvar principu inklazie a exklizie. Najprv uvedieme priklad,
sposob riesenia ktorého vyuzijeme v priklade po nom.

Priklad 4.2 Kolko existuje roznych rieSeni rovnice
T1+ 2o+ a3+ 14 = 29,

ak
a) kazdé x;, i =1,2,3,4, je nezaporné celé ¢islo,
b) kazdé z;, i = 1,2,3,4, je celé ¢islo a naviac 1 > 0, x5 > 1, 23 > 2 a x4 > 0.
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RieSenie. RieSenie pripadu a) je podobné ako riesenie prikladu 3.11. To zna-
mend, ze predpokladdme vyber 29 jedniciek a tri oddelovace. Ak berieme do
uvahy formulaciu vety 3.6, tak mozeme povedat, ze vyberdme 29 prvkov z mno-
ziny {14, 1, 13, 14}, pricom kazdy prvok 1; predstavuje jednicku. Potom z; je ¢islo
rovné poc¢tu vybranych jednic¢iek typu 1;. Na zaklade tvrdenia vety 3.6 potom
pocet v8etkych rieSeni ulohy pre pripad a) je

C(2944—1,4—1) = C(32,3) = 4960 .

Riegenie ulohy po b) je trochu komplikovanejsie. Vo vybere prvkov z mnoZiny
{11, 15,13, 14} musi byt aspon jeden prvok 1, aspon dva prvky 1, a aspon tri
prvky 13. To znamena, Ze Sest prvkov do poctu 29 je uz jasnych a [ubovolne zo
stvorprvkovej mnoziny {1y, 1o, 13,14} vyberame uz iba 23 prvkov. Veta 3.6 vravi,
Ze pocet takych vyberov je

C(23+4—1,4—1) = C(26,3) = 2600.

To znamend, Ze aj pocet rieSeni rovnice zo zadania pre pripad b) je C(26,3) =
2600.

Priklad 4.3 Kolko existuje roznych rieSeni rovnice
T1+ 2o+ a3+ x4+ 25 =21,

ak kazdé z;, i = 1,2,3,4,5, je nezadporné celé ¢islo a naviac r; < 9, zo < 12,
ZE3§10 ax5§11.

Riesenie. Podobne ako v priklade 4.2 mame obmedzenia pre hodnoty z;, avSak
tentokrat st pripustné hodnoty rieSeni ohrani¢ené zhora. Preto nie je mozné jed-
noducho zopakovat postup z prikladu 4.2. Co vsak je mozné riesit podobne, si
opacné nerovnosti pre hodnoty x;, nez st ur¢ené v zadani prikladu. Toto budeme
formulovat pomocou vlastnosti, ktoré nase nezname z; maju mat.

Nech vlastnost P, znamené, Ze ¢islo x; je aspon 10, t.j, 1 > 10. Podobne nech
vlastnost P, znamené, ze xo > 13, P; znamené, Ze x3 > 11 a nakoniec vlastnost
P, 7ziada x4 > 12. Podla alternativneho tvaru principu inkluzie a exkluzie je pocet
rieSeni nasej rovnice s podmienkami x; < 9, zo < 12, 23 < 10 a x5 < 11 rovny
¢islu

N(P/PyP3P;) = N — N(P,) — N(P,) — N(P3) — N(Py) + N(P.P,) + N(P.Ps)
—|—N(P1P4) + N(P2P3) + N(P2P4) + N(P3P4) — N(PlPQPg) — N(P1P2P4)
—N(P1P3P4) — N(P2P3P4) + N(P1P2P3P4) .

Na vypocet ¢isel potrebnych na pravej strane tejto rovnosti pouzijeme rovnaky
postup ako v priklade 4.2 po b).
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e N je pocet vSetkych rieseni bez podmienok pre jednotlivé x;, teda N =

C(21+5—1,5— 1) = C(24,4) = 25300.

e N(P;) je pocet rieSeni s podmienkou z; > 10, ¢o znamena, ze N(P)) =
C(11+5-1,5—-1)=C(15,4) =2730.

e N(P,) je pocet rieseni s podmienkou xo > 13, a preto dostavame N(P,) =
C(8+5—1,5—1)=C(12,4) = 990.

e N(P3) je pocet rieseni s podmienkou z3 > 11, ¢o znamend, ze N(P3) =
C(10+5— 1,5 — 1) = C(14,4) = 2002

e N(P,) je pocet rieseni s podmienkou x5 > 12 a N(P,) = C(94+5—-1,5—1) =
C(13,4) = 1430.

e N(P,P,) je pocet rieseni s podmienkami x; > 10 a x5 > 13, teda N (P P) =
C(-2+5—1,5—1)=C(2,4) = 0.

e N(P,P3) je pocet rieseni s podmienkami x; > 10 a 3 > 11, teda N (P Ps) =
C0+5—1,5—1)=C(4,4) = 1.

e N (P, P,) je poCet rieseni s podmienkami x; > 10 a x4 > 12, teda N(P, Py) =
C(—145—1,5-1)=C(3,4) = 0.

Ak si uvedomime, Ze okrem podmienok x; > 10 a x3 > 11, v8etky ostatné dvojice,
tretice aj Stvorice podmienok v stcte prevysuju hodnotu 21, ¢o je prava strana
nasej rovnice, tak je z predchadzajiceho postupu jasné, ze N(PyP3) = N(PyPy) =
N(PsP,) =0 a tiez N(P,P;P;) = 0 pre vietky 1 < i < j < k < 4. Samozrejme aj
N(P,P,P3Py) = 0.

Dosadenim prislusnych ¢isel teda dostavame

N(P|PP,P}) = 25300—2730— 990 — 2002 — 1430+ 0+ 1+0+---+0 = 18 143.

Pocet prvocisel do urcitej hodnoty.

V tomto odseku ukidZzeme, ako sa dé princip inkluzie a exklizie v modifikovanom
tvare vhodne vyuzit pri uréovani poctu prvocisel, ktoré neprekrocia urcita dopredu
zvoleni hodnotu. Ako je zname, prvocislo je kladné celé ¢islo, ktoré ma prave
Styroch celo¢iselnych delitelov. Tak napriklad ¢islo 7 je prvocislo, lebo je bez zvysku
delitelné iba ¢islami 1, —1, 7 a —7. Cislo 1 nie je prvocislom, pretoze bez zvysku
ho delia iba dve ¢isla a to 1 a —1. Cislo 2 je najmensim prvocislom a je zaroven
aj jedinym parnym prvocislom. Kladné celé ¢islo vacsie ako 1 je zlozenym ¢éislom,
ak nie je prvocislom. D4 sa vyjadrit ako sucin prvocisel. To znamené, ze zlozené
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¢islo je delitelné nejakym prvocislom, ktoré nie je vacsie ako hodnota jeho druhej
odmocniny. V opac¢nom pripade by totiz toto zlozené ¢islo bolo sti¢inom prvocisel
z ktorych sicin kazdej dvojice by bol vacsi, ako uvazované zlozené ¢islo.

Priklad 4.4 Kolko je prvocisel nie vacsich ako 1007

Riesenie. Z predchadzajiceho odseku je zrejmé, ze zlozené ¢islo mensie alebo
rovné 100 musi mat prvociselného delitela, ktorého hodnota neprekroé¢i 10, t.j.
musi byt delitelné niektorym z ¢isel 2, 3, 5 a 7. Nech vlastnost P, znamena, Ze celé
kladné ¢islo je delitelné jednickou, P, znamena, Ze je delitelné dvojkou, P3 nech
znamena, 7e je delitelné ¢islom 5 a konecne vlastnost P, nech znamena, Ze zloZzené
¢islo je delitelné ¢islom 7. Potom

N(PIR PPy

je pocet takych ¢isel od 1 do 100, ktoré nie su delitelné ani jednym z ¢isel 2, 3,
5 a 7. Sa to teda vSetky prvocisla v intervale od 10 do 100 a ¢islo 1. Vzhladom
na to, ze ¢islo 1 nie je prvocislom, tak ho nechceme zaratat. Preto uvazujeme iba
¢isla v intervale od 2 do 100 a celkovy pocet nami uvazovanych ¢isel je N = 99.
Prvocisla v intervale od 2 do 9 tam zaratané nie s, pretoze kazdé z nich deli seba.
To znamené, Zze pocet prvocisel od 2 do 100 je

4+ N(P,P,P;P)) .
Potom podl'a modifikovaného principu inkluzie a exklizie mame
N(P{PyP3P)) = N = N(P1) = N(P,) — N(P3) = N(Py) + N(PiP%) + N(P1.P3)

+N(PLP)) + N(PyPs) + N(PyPy) + N(PsPy) — N(P,P,P;) — N(P,P,P,)
—N(P1P3P4) - N(P2P3P4) + N(P,P,P;Py)

oo~ |5 - [ - 15 - 15+ ) + lesl + s
ﬂ%%ﬂ;}g L J {2 3- 5J L??J
gl * l5ss) - s

=99-50-33-20-14+16+10+7+6+4+2-4-2-1-0+0=21.

Dostavame, ze pocet vSetkych prvocisel neprevysujucich hodnotu 100 je

A+ N(P,P,P|P}) =4+21 =25,
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Pocet surjektivnych zobrazeni.

Zobrazenie f mnoziny A do mnoziny B je predpis, ktory kazdému prvku
mnoziny A priradi prave jeden prvok z mnoziny B. Zapisujeme to symbolom
f: A—B.

Zobrazenie f : A — B je injektivne, ak dva rozne prvky mnoziny A sa vzdy
zobrazia na rozne prvky mnoziny B, t.j.

Vo, a9 € A xy # 29 = f(1) # f(29).

Zobrazenie f : A — B je surjektivne, ak kazdy prvok mnoziny B je obrazom
nejakého prvku mnoziny A, t.j.

Vye B,dxr € A: y= f(x).

Zobrazenie je bijektivne, ak je injektivne aj surjektivne zaroven.

Uvazujme situaciu, ze trom detom chceme rozdelit Sest roznych kolacikov tak,
aby kazdé dieta dostalo aspon jeden kolacik. Zaujima nas, kol'ko je takych roéznych
moznosti rozdelenia kola¢ikov detom. Ak si pridelovanie kolacikov detom predsta-
vime ako zobrazenie mnoziny A = {ky, ks, ..., ke¢} obsahujucej Sest kola¢ikov do
mnoziny B = {d;,ds, ds} troch deti, tak poziadavka, aby kazdé dieta dostalo as-
poit jeden kolagik, je vlastne poziadavkou surjektivnosti tohto zobrazenia. Ulohu
mozeme riesit pomocou modifikovaného principu inklizie a exkluzie.

Nech Py, P, a Pj st vlastnosti, ktoré odpovedajiico znamenaju, ze dieta dy, do
a d3 nedostane kolacik. V reci zobrazenia teda vlastnost P;, i = 1,2, 3, predstavuje
situéciu, ked na prvok d;, i € {1,2,3}, z mnoziny B sa nezobrazi ani jeden prvok k;,
te{1,2,...,6}, zmnoziny A. Preto je potrebné vypocitat poc¢et N(P|PyP}) tych
moznosti, kedy nenastane ziadna z vlastnosti P;, ¢o znamena, ze ani jedno dieta
nezostane bez kolac¢ika. Do vztahu pre modifikovany princip inklizie a exkluzie je
potrebné dosadit nasledijice hodnoty.

N predstavuje pocet vSetkych réznych zobrazeni zo 6-prvkovej mnoziny A
do 3-prvkovej mnoziny B, ak nekladieme ziadne obmedzenie. Zostrojenie takého
zobrazenia mozeme vykonat v Siestich po sebe nasledujicich krokoch tak, ze v
kazdom kroku sa o prvku z A rozhodujeme, na ktory z troch prvokov z B sa
zobrazi. V kazdom kroku teda méme tri moznosti a podla principu nésobenia
dostavame

N=3-3-3-3-3-3=3°,

N(P;) je pocet takych zobrazeni mnoziny A do B, Ze na i-ty prvok d; z B sa
nezobrazi ziadny prvok z A. To znamena, Ze na priradenie obrazu pre kazdy prvok
k; € A pripadaji dve moznosti a plati

NP)=2-2-2-2.2.2=2%,
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Zaroven existuje C'(3,1) moznosti vol'by prvku d;, na ktory sa ni¢ nezobrazi.
Podobne N (P;P;) = 15, pricom moznych volieb indexov i a j je C'(3,2). Nako-
niec N(P;P,P;) = 0, pretoze také zobrazenie neexistuje. Dostéavame

N(P{PQIP:Q:N—N(Pl)—N(PQ)—N(P3)

+N(P,P,) + N(P.Ps) + N(P,Ps) — N(P,P,Ps)
=3°-C(3,1)-2°4+C(3,2)-1°-0
=729 —-3-64+3-1=540.

Predchadzajucu tvahu zhrnieme v nasledujicej vseobecnej vete.

Veta 4.2 Nech m,n su prirodzené cisla, m > n. Potom existuje
n™ —C(n,1)(n—1)"+C(n,2)(n —2)™ — -+ (=) 'C(n,n — 1)1™

roznych surjektivnych zobrazeni m-prvkovej mnoziny na n-prvkovi mnoZinu.

Subfaktorial.

Dve permutacie z n prvkov s rozne, ak existuje prvok, ktory nie je v oboch na
tej istej pozicii. Princip inklazie a exklizie umoznuje vyjadrit aj pocet §pecialnych
permutéacii, teda takych, v ktorych pre kazdy prvok plati, Ze nie je na dopredu
urcenej pozicii, priCom pre kazdy prvok je tato dopredu uréend pozicia iné.

Uvazujme nasledujuci priklad.

Priklad 4.5 V Satni na n vesiacikoch je zavesenych n klobiikov. Ak cely vesiak
padne, tak nestastna Satnarka ho zdvihne a klobuky zavesi na vesiac¢iky nahodne
tak, Ze opét na kazdom veSiaCiku je prave jeden klobuk. Aka je pravdepodobnost
toho, Ze ani jeden host nedostane svoj klobuk?

RieSenie. Této pravdepodobnost je rovna podielu vSetkych vyhovujucich pripa-
dov a vsetkych moznych. Pocet vSetkych pripadov je jasny. Je to pocet vsetkych
permutacii z n prvkov, teda n!. Pocet vyhovujucich pripadov je v nasom priklade
rovny poctu takych rozmiestneni klobtikov po zdvihnuti vesSiaka, Ze ani jeden klo-
bik nebude na péovodnom vesiac¢iku. Je to teda pocet takych permutécii z n prv-
kov, Ze ani jeden prvok nebude na svojej povodnej pozicii vzhladom na Startovaciu
permutaciu.

Majme konkrétnu permutéciu n prvkov. Ozna¢me symbolom D, pocet ta-
kych permutacii z tych n prvkov, Ze Ziadny prvok nezopakuje svoje umiestnenie
z povodnej permutacie. Potom rieSenie nasho prikladu je

D,

nl

P =
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Hodnota ¢isla D,, je stanovena v nasledujtcej vete. Je to pocet subfaktorialov
z n prvkov.

Veta 4.3 Nechn € N, potom pocet subfaktoridlov z n prvkov je

1 1 1 1
— nl - ... _1\"
Dn ”'{1 TR +(=1) }

Dokaz. Nech P; je vlastnost, Ze v novej permutéacii zostane i-ty prvok dopredu
zvolenej permutécie na svojom pdvodnom mieste. Potom

n!

D, = N(P{P,...P).
Podla alternativneho tvaru principu inkluzie a exklizie teda dostédvame

D,=N- Y N(P)+ > N(PP)

1<i<n 1<i<j<n

— Y NPPP)+ ...+ (-1)'N(PP...P,).

1<i<j<k<n

Ostava vy¢islit jednotlivé symboly pouzité v zépise. Jasné, ze pocet vSetkych moz-
nosti bez obmedzenia je rovny poc¢tu permutacii z n prvkov. Pocet takych moz-
nosti, ze nejaky prvok ostane na svojej povodnej pozicii, je rovny poctu permutacii
z ostatnych n — 1 prvkov. Je pritom jedno, o ktorom prvku uvazujeme. Podobne
je to, ak ziadame, aby dva prvky boli umiestnené na povodnych pozaciach, atd.
Plati teda

N =n!

N(P) = (n—1)!

N(P.P,) = (n—2)

N(PP;Py) = (n = 3)!

N(P,P,...P,) = (n—m)

Zaroven vieme, Ze existuje C(n,m) spodsobov volby m prvkov z n, m < n.
Takze
> N(P)=C(n,1)(n—-1)!
1<i<n
> N(RP)=C(n,2)(n - 2)

1<i<j<n

S N(P,P,...P

i'I"/
1<i1<ig...im<n

) =C(n,m)(n —m)!
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Dostavame teda

D,=n!'—Cn,1)(n—1)!'+C(n,2)(n —2)! —...(=1)"C(n,n)(n — n)!
n! n! n!
=pl—————(n -1+ ————(n—2) =+ (=1)" !
e o T Ty o) T R =T By TS
¢o po uprave dava
1 1 1 1
Dn:n!{l—ﬁ+i—§—---+(—1)E}.

O
Ak sa este vratime k prikladu 4.5 o klobuikoch, tak pravdepodobnost, ze kazdy
z n hosti pojde domov s cudzim klobtkom je

D, 1 1 1 1
P=sr=tmuty g O

4.3 Ulohy

2.1. Kolko prvkov je v zjednoteni A;UA,, ak A; obsahuje 12 prvkov, As obsahuje
18 prvkov a plati
a) Al N AQ = @ ?
b) |[AiNAy =17
c) [A1NAy) =67
d) A C A7

2.2 Na fakulte je 345 studentov, ktori maju zapisani matematicku analyzu, 212
Studentov, ktori maju zapisantu diskrétnu matematiku a 188 studentov, ktori
maji zapisanu matematicki analyzu aj diskrétnu matematiku. Kolko je na
fakulte takych studentov, ktori maji zapisany aspon jeden z predmetov ma-
tematicka analyza a diskrétna matematika?

2.3 Urcte pocet prvkov v zjednoteni mnozin A; U As U A3, ak v kazdej mnozine

je 100 prvkov a ak

a) mnoziny si po dvojiciach disjunktné.

b) kazda dvojica mnozin ma 50 spolo¢nych prvkov, ale ani jeden prvok sa
nenachadza vo vSetkych troch.

¢) kazdéa dvojica mnozin ma 50 spolo¢énych prvkov a 25 prvkov je takych,
ze su vo vsetkych troch mnozinach.

d) mnoziny sa rovnakeé.

2.4 Urcte pocet kladnych celych ¢isel nie vacsich ako 1000, ktoré st druhou alebo
trefou mocninou nejakého celého kladného ¢isla.
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2.5 Urcte pocet kladnych celych ¢isel nie vacsich ako 100, ktoré nie su delitelné

sedmickou alebo péatkou.

2.6 Kolko existuje permutécii z desiatich ¢islic, pre ktoré plati, Ze zac¢inaji tro-
jicou 987, alebo obsahuju dvojicu 45 na piatej a Siestej pozicii, alebo koncia
trojicou 1237

2.7 Kolko existuje réznych rieSeni rovnice xy + 2o + x3 = 13, ak x1, 19 a x3 s
nezaporné celé ¢isla mensie ako 67

2.8 Urcte pocet roznych rieseni rovnice xy + xo + x3 + x4 = 17, ak kazdé x;,
1 = 1,2,3,4, je nezaporné celé ¢islo, pricom z; < 3, 29 < 4, 23 < 5 a
Ty S 8.

2.9 Kolko je prvocisel mensich ako 2007

2.10 Kolko subfaktoridlov existuje k permutacii 1,2, 3, 47



Kapitola 5

Rekurentné vztahy

5.1 Definicia a priklady rekurentnych vztahov

V problematike tykajtcej sa kombinatoriky a poc¢itania réznych moznosti maja re-
kurentné vztahy nezastupitelné miesto. Pomocou nich je mozné vyjadrit n-ty ¢len
nejakej postupnosti pomocou niektorych jeho predchodcov. Sa tiez prirodzenym
prostriedkom na analyzu rekurentnych algoritmov.

Skor, ako uvedieme presni definiciu, priblizme si problematiku na priklade,
ktory ako prvy uviedol stredoveky taliansky matematik Leonardo Pisansky, nazy-
vany tiez Fibinacci. Ten po svojom névrate z orientu v roku 1202 napisal znamu
knihu Liber abaci. V nej okrem uvedeného prikladu prvykrat v Eurépe boli po-
uzité indo-arabské cislice, s ktorymi dnes matematika pracuje. Postupnost ¢isel
1,2,3,5,8,13,21, ..., ktord je zadana vztahom odvodenym v nasledujucom pri-
klade, sa podla Fibonacciho nazyva Fibonacciho postupnost. V matematike sa
vyskytuje v roznych stuvislostiach a méa aj neocakavané aplikacie.

Priklad 5.1 Predstavme si, Ze na ostrov, na ktorom doteraz neboli ziadne kraliky,
vysadime par dospelych kralikov. Tento zvlastny druh kralikov sa vyznacuje tym,
7e kazdy par ma raz mesacne mladata, a to presne jeden parik, samdceka a samicku.
Takyto mlady parik ma prvé mladata po dvoch mesiacoch Zivota a potom uZ
pravidelne kazdy mesiac. Samozrejme tiez vzdy jeden parik mladat. Je potrebné
rozhodnit, kolko parov kralikov bude na ostrove po jednom roku.

RiesSenie. Ulohu budeme riesit vSeobecnejsie a riesenie uvedieme pomocou vztahu,
ktory ndm umozni urcit pocet parov kralikov na ostrove po n mesiacoch.

e Po 0 mesiacoch, t.j. na zaciatku, je na ostrove 1 parik.

e Po 1 mesiaci sii na ostrove 2 pary krélikov, pretoze prinesend dvojica ma
Cerstvé mladata.

69
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e Po 2 mesiacoch st na ostrove 3 pary kralikov. Prinesena dvojica ma opét
mladaté, jednomesacny parik este nie.

e Po 3 mesiacoch sa situédcia uz viac komplikuje. Mlad'ata méa prineseny stary
parik, ale aj prvy narodeny parik, pretoze uz je vo veku 2 mesiace. Ak pripo-
¢itame aj jednomesacny parik, tak spolu je na ostrove uz 5 parov krélikov.

Takéto pocitanie d'alej je uz netinosné, preto si situéciu zapiSeme formélne. Nech
fn je pocet parov krélikov po n mesiacoch. Ten pocet pozostava zo vSetkych
parov, ktoré tam boli aj pred mesiacom a tiez z novych parov ¢erstvo narodenych.
Takych je rovnaky pocet, ako je pocet kralikov starych aspon 2 mesiace, t.j. pocet
kralikov na ostrove pred dvomi mesiacmi. Dostavame teda

fn = fnfl + fn72 .

Kedze fo =1 a f; = 2, lahko si z takejto formuly vieme vypocitat pocet parov
kréalikov na ostrove po 2, 3, 4, ... mesiacoch. Napriklad po pol roku, teda po Siestich
mesiacoch na ostrove bude

Jo = fot+fo=(fat[f3)+(fs+[f2) = fat2fs+ fo=(fs+f2) +2(fa+ 1)+ (fi+ fo)

=fs+3fo+3fi+ fo=(fo+ f1)+3(fr+ fo) +3fi + fo
=fotTh+4fo=(i+fo)+Tfi+4fo=8fi+5f=8-2+5-1=21

parov kralikov. Takyto postup pre velké n ale nie je vyhodny. Neskor si ukazeme,
ako urc¢it pocet f,, priamo. Teda nie pomocou predchodcov f, 1 a f,_2, Co je
typické pre rekurentny vztah.

Definicia 5.1 Rekurentny vztah pre postupnost {a,}5°, je rovnost, ktord ddva
do vztahu n-tyj clen a,, postupnosti s niektoryma jeho predchodcami ag, ay, ..., ay_1.
Zaciatocné podmienky si presné hodnoty konecného poctu clenov (vicsinou za-
¢iatocngjch) danej postupnosti.

Najprv este uvedieme niekolko typickych prikladov, ktoré je mozné riesit vy-
tvorenim prislusného rekurentného vztahu. V jednoduchsich pripadoch vyjadrime
n-ty ¢len postupnosti aj priamo pomocou vzorca, do ktorého stac¢i za n dosadit
prislusnid hodnotu. Viaceré z nasledujucich prikladov, podobne ako priklad 5.1, st
zname z uloh rekrea¢nej matematiky. Neskor sa budeme venovat postupom, ako z
rekurentného vztahu, ak sa to da, vyjadrit n-ty ¢len postupnosti explicitne.

Priklad 5.2 Ak vlozime na bankovy ucet 1 000 eur a rocné urokova miera je 12%,
kolko eur budeme mat na ucte po 5 rokoch, ak pocas celej doby nebudeme z ac¢tu
Cerpat?
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Riesenie. Ulohu budeme riesit vieobecne, teda odvodime vztah pre stav aétu po
Tubovolnom pocte rokov. Oznacéme symbolom A, hodnotu na tuéte po n rokoch.
Zaujima néas teda hodnota As. Nasim cielom je vyjadrit n-ty ¢len A,, pomocou
rekurentného vztahu.

Po n rokoch méme na tucte cely obnos, ktory tam bol po n—1 rokoch, zvicseny
0 12% hodnoty obnosu po n — 1 rokoch. Teda

Ay = Ap_y +(0,12) A,y = (1,12)A,_; .

Toto je rekurentny vztah pre ¢len A, , pricom zac¢iatoéné podmienka je Ay = 1000.
Podobne, ako sme v priklade 5.1 vyjadrili hodnotu fg, mdézeme teraz vyjadrit As.

As = (1,12) A, = (1,12)(1,12) A3

= (1,12)(1,12)(1,12) A,
= (1,12)(1,12)(1,12)(1,12) A,
= (1,12)(1,12)(1,12)(1,12)(1,12) 4,
=(1,12)° 4y = (1,12)° - 1000 ~ 1573,52.

Po piatich rokoch bude teda na tc¢te priblizne 1537,52 eur.
V 19. storo¢i bol velmi popularny hlavolam nazyvany Hanojské veze. Uvedieme
ho v nasledujicom priklade.

Priklad 5.3 Na doske s tromi kolikmi na jednom koliku st nasunuté disky roz-
nej velkosti tak, Ze kazdy vy$Sie umiestneny je mensi ako vSetky pod nim, pozri
obr. 3.1(a). Ulohou je prekladat disky po jednom na iné koliky tak, aby nikdy
nenastala situacia, ze pod nejakym diskom je mensi od neho, obr. 3.1(b). Aky
najmensi pocet prelozeni diskov je potrebny na to, aby vysledkom bola nova veza
na inom koliku?

J N I I I

(a) (b)
Obr. 3.1

RieSenie. Nech symbol H,, predstavuje minimélny pocet prenosov diskov na iny
kolik, po ktorych je n-poschodovi veza umiestnend na inom koliku. Na prenos
n — 1 vrchnych diskov z prvého kolika na iny, napr. na druhy kolik, potrebujeme
teda H,_; prenosov. Ak toto mame, prenesieme posledny spodny disk z prvého
kolika na volny treti kolik. To je jeden prenos. Potom je potrebné eSte premiestnit
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n-1 diskov z druhého kolika na treti. Na to je opéat treba H,_; prenosov. Takze
premiestnenie n diskov z prvého kolika na treti vyzaduje

H,=H, +1+H, 1=2H,1+1

prenosov. Je to rekurentny vztah, pricom zaciatoéna podmienka je H; = 1, ¢o je
pocet prenosov veze pozostavajicej iba z jedného disku.

Priklad 5.4 Nech S, predstavuje pocet n-bitovych retazcov pozostavajicich z
nil a jedniciek, ktoré neobsahuju konfiguraciu 111. Odvodte rekurentny vztah pre
hodnotu §,, a urcte zaciatocné podmienky.

RieSenie. Mnozinu vSetkych n-bitovych retazcov z nul a jedniciek rozlozime do
troch disjunktnych mnozin podla toho, ako za¢inaju:

a) retazce zacinajice konfiguraciou 0. ..

b) retazce zacinajice konfiguraciou 10...

¢) retazce zaCinajice konfiguraciou 11...

Je zrejmé, kazdy retazec je v niektorej z uvazovanych mnozin a ziadny z retazcov
sa nevyskytuje vo viac ako jednej z tych mnozin.

Pre retazce typu a) ostava n — 1 volnych pozicii, ktoré je mozné doplnit I'ubo-
volnym retazcom dlzky n — 1, ktory neobsahuje konfiguraciu 111. Teda retazcov
tohto typu je S,_1.

Pre retazce typu b) ostava n — 2 volnych pozicii, ktoré je mozné doplnit Tubo-
volnym refazcom dlzky n — 2, ktory neobsahuje konfiguraciu 111. Teda retazcov
tohto typu je S,_s.

Trochu komplikovanejsia je situédcia s refazcami typu c). Tu na zostavajuice
pozicie nie je mozné doplnit Tubovolny retazec dizky n — 2 bez konfiguracie 111.
Na tretej pozicii totiz musi byt nula. Ak ju tam mame, tak zostévajice pozicie,
ktorych je n—3, je mozné doplnif T'ubovolnym retazcom dizky n—3 bez konfiguracie
111. Retazcov typu c) je teda S,,_3.

Ak teraz spoc¢itame pocty n-bitovych retazcov vSetkych troch typov, dostaneme
pocet n-bitovych retazcov bez konfiguracie 111, t.j.

Sn = Sn—l + Sn—Z + Sn—?) .

Toto je teda rekurentny vztah pre vypocet poc¢tu n-bitovych retazcov z nal a jed-
ni¢iek, ak pozname pocty (n — 1)-bitovych, (n — 2)-bitovych a (n — 3)-bitovych
retazcov bez konfiguracie 111. Je zrejmé, ze prva hodnota, ktora je takto vypoci-
tatelna, je Sy. Potrebujeme ale poznat hodnoty Sy, So a S3. KedZe existuju iba
dve 1-bitové refazce z nil a jedniciek a to 0 a 1, S; = 2. Retazce dlzky dva st
00, 01, 10 a 11. Ani jeden neobsahuje konfiguraciu 111, takze S, = 4. Lahko sa
presvedéime, Ze 3-bitovych retazcov z nul z jedniciek je osem, ale kedZe jeden z
nich je zhodny so zakézanou konfiguraciou 111, tak S3 = 7. To znamen4, Ze mame
aj zaCiatoné podmienky a rieSenim tlohy je rekurentny vztah

Sn:Sn_1+Sn_2+Sn_3, ak 51:2, 82:4, 53:7
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5.2 RieSenie niektorych rekurentnych vztahov

Riesit rekurentny vztah znamena néjst explicitné vyjadrenie n-tého ¢lena postup-
nosti {a, }5°, vzorcom, do ktorého staci dosadit za n konkrétne ¢islo a dostavame
prislusny ¢len postupnosti. V tejto casti textu uvedieme dve metoddy rieSenia re-
kurentnych vztahov. Prvou je iteracnd metdda. Druha metoda sa tyka linedrnych
homogénnych rekurentnijch vztahov s konstantnymi koeficientmi.

5.2.1 Itera¢ni metdda

Riesit rekurentny vztah iteraciou znamenéa postupne vyjadrovat predchadzajice
¢leny v rekurentnom vztahu opétovnym pouzitim rekurentného vztahu na tieto
¢leny. Takto pokracujeme az dovtedy, kym nedostaneme presny vztah pre n-ty
¢len, v ktorom jedinou premennou je n. Metoédu ilustrujeme na nasledujtcich

dvoch prikladoch.

Priklad 5.5 RieSme najprv rekurentny vztah z prikladu 5.2 o trokovej miere.
Hodnota uspor po n rokoch bola vyjadrena rekurentnym vztahom A, = (1,12)A4,,_1,
pricom zaciato¢na podmienka bola Ay = 1000.

RieSenie. Postupne dosadzujeme za A,_; hodnotu (1,12)A,_», za A,,_s hodnotu
(1,12)A,,_3, a tak dalej, az za hodnotu A; dosadime (1, 12)Ay. Dostavame

Ay = A1+ (0,12) A, = (1,12) A,y = (1,12){(1,12)A,_5}
= (1,12)%4, 5 = (1,12)*{(1,12)A,_3} = (1,12)°A,,_3
= (1,12)*{(1,12) A, 4} = (1,12)*A4,,_4
== (1,12)"Ay = (1,12)" - 1000
Teraz mame hodnotu A, vyjadreni explicitne vztahom

A, = (1,12)™ - 1000 .

Takto vyjadrend hodnota n-tého ¢lena je rieSenim rekurentného vztahu. Jedno-
ducho moézeme ur¢it napriklad vysku vkladu na ucéte po 20 rokoch, teda Ayy =
(1,12)2°1000 eur. Je to priblizne 9646,30 eur, ¢o je takmer desatnésobok zacia-
tocného vkladu.

Priklad 5.6 Odvodme explicitny vztah pre miniméalny pocet prenosov diskov v
priklade 5.3 o Hanojskych veziach, ktoré st potrebné na prenesenie veze na iny
kolik.
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Riesenie. V priklade 5.3 sme odvodili rekurentny vztah
Hn - 2Hn,1 + 1

so zaCiato¢nou podmienkou H; = 1, pricom H,, je symbol pre potrebny minimélny
pocet prenosov diskov na iny kolik. Ak si uvedomime, ze H,_ 1 = 2H,,_o + 1, Ze
H, 5 = 2H,_3 + 1 a tak dalej, tak iterativnym vyjadrovanin az do posledného
Clena H; = 1 dostévame

H,=2H, | +1=202H,_,+1)+1=2*H, ,+2+1

=2°2H, 3+ 1)+2+1=2°H, 3+2*2+2+1
=22H, 4 +1)+2°+2+1
=2'H, 4 +2°+2°+2+1=...
="M 42" 4241
=20 2" P 241
=" 1.

Posledna rovnost plati na zéklade znameho vzorca na vypocet suc¢tu prvych n
¢lenov geometrickej postupnosti, pricom v nasom pripade je prvy ¢len postupnosti
rovny 1 a quocient rovny 2.
Vyjadrenie
H,=2"-1

je rieSenim rekurentného vztahu
H,=2H, 1+1
so zaciato¢nou podmienkou
Hl == 1

a umoznuje nam urcit minimalny pocet premiestneni diskov potrebnych na pre-
miestnenie n-poschodovej veze priamo, t.j. iba dosadenim za n.

5.2.2 Linearny homogénny rekurentny vztah s konstantnymi
koeficientmi
V tejto casti textu naznac¢ime moznosti rieSenia niektorych Specidlnych, respek-

tive vhodnych, rekurentnych vztahov. Nekladieme si za ciel vysvetlit moZnosti a
sposoby riesenia vsetkych rekurentnych vztahov tohto typu.
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Definicia 5.2 Linedrny homogénny rekurentny vztah radu k s konstantnymi ko-
eficientmi je rovnica

Qp = C10p_1 + C2Qp_9 + -+ + Crlp_g,

pricom ¢;, 1 =1,2,...,k, su redlne ¢isla s podmienkou ay # 0.

Poznamenajme, Ze na jednoznac¢né rieSenie lineaArneho homogénneho rekurent-
ného vztahu rddu k s konStantnymi koeficientmi je nutné poznat k zaciato¢nych
podmienok, teda ¢iselné hodnoty ¢lenov

(IOZCO, (ll:Cl, ...,ak:C’k.

Odvodenie metody rieSenia budeme ilustrovat na nasledujicom priklade. Riesme
rekurentny vztah
ap =6a,-1 —8a,_2

so zaciatoénymi podmienkami

a0:4, alzl().

V matematike sa casto stretavame s postupom, v ktorom najprv riesime jedno-
duchsiu tlohu a na zaklade tohto riesenia odvodzujeme postup pri rieseni zlozitejsej
tlohy. Poktisme sa najprv vyriesit rekurentny vztah

b, =2b,_1, ak bp=1.
Postupujeme uz uvedenou metoédou iteracie
by =2b,_1 =2(2b,2) =2(2(2b,-3)) =---=2"b, = 2".
RieSenie tohto rekurentného vztahu je teda v tvare
b, =1r", pre r=2.
Uvazujme, ¢i rieSenie pévodného rekurentného vztahu
anp =060a,-1 — 8ap_o

moze mat tiez tvar r™ pre zatial neznamu konstantu r. Ak to je rieSenim, tak
po dosadeni do rieSseného rekurentného vztahu musi platit rovnost. Po dosadeni
dostavame

Pt =6r""t — 82,

2

¢o po vydeleni vyrazom 7"~ a tUprave pravej strany rovnice na nulu dava

2 —6r+8=0.
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Ziskané rovnica je charakteristickou rovnicou riesen¢ho rekurentného vztahu
a, = 6a,_1 — 8a,_o a jej koreimi su r; = 2 a ry = 4. Podla naSej uvahy,
rieSeniami rekurentného vztahu a,, = 6a,_1 — 8 a,_o by mali byt vyrazy a, = 2"
aj a, = 4". O tom, Zze a, = 2" aj a, = 4™ st rieSeniami, sa ¢itatel Tahko presved¢i
ich dosadenim do rekurentného vztahu. V oboch pripadoch dostane rovnost.

Otvorenou ostéva otazka, ¢i su to vSetky rieSenia nésho rekurentného vztahu.
VyskiiSajme riesenie v tvare

a, = a2+ 54",

pricom a a [ su lubovolné konstanty. Dosadenim do pravej strany rekurentného
vztahu a,, = 6 a,,_1 — 8 a,,_o dostéavame

6(0{ 2n71 4 /847171) - 8(0[ 2n72 + 647172)
— O[(6 . 2n—1 . 8 . 2n—2) + 6(6 . 4n—1 . 8'77,—2)

6 8
=a(3-2" =2 4") + B( 4" — o5 4")

10
=a2"+ 54",

¢o je rovné lavej strane rekurentného vztahu. RieSenim teda je aj lubovolnéa line-
arna kombinécia vyrazov 2" a 4".
Ak vezmeme do uvahy zaciatotné podmienky ag = 4, a a; = 10, tak zo

sustavy rovnic
n=20: 4=a2°+p4°

n=1: 10 = a2 + 34!

dostaneme presné hodnoty konstant « =3 a = 1.
Nagu uvahu zovSeobecnime. Charakteristickou rovnicou linedrneho homo-
génneho rekurentného vztahu

Ay, = C1Ap_1 + CoQp_o + -+ + CLlp_i

je algebraicka rovnica rovnica

k k—2

P — Pt et — = =0.

Algebraicka rovnica stupna k mé prave k korenov, ak uvazujeme aj ich na-
sobnost. Samozrejme, Ze korenmi takejto rovnice mézu byt aj komplexné ¢&isla.
Vzhladom na rozsah tohto textu, obmedzime sa na pripady, kedy korenmi cha-
rakteristickej rovnice budu iba realne ¢isla. Dve nasledujtce vety davaju odpoved
na otazku, ako vyzera vSeobecné rieSenie linearneho homogénneho rekurentného
vztahu radu 2 podla toho, ¢ korene charakteristickej rovnice st iba jednoduché,
resp. ¢i su viacnasobné.
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Veta 5.1 Nech ¢; a ¢y si redlne ¢isla. Nech charakteristickd rovnica ™ —cyr —
co =0 md dva rézne redlne korene r1 a ro. Potom postupnost {a,} je riesenim
rekurentného vztahu

(p = C1 Qp—1 + C2 Ap—2

so zaciatocnymi podmienkami ag = Cy a a; = Cy prdve vtedy, ak
a, =ary +pgry, n=20,1,... ,

pricom « a [ siu lubovolné konstanty.

Poznamenajme, ze r] a r} si elementarnymi rieSeniami rekurentného vztahu.
Riesenie a, = ar] + fr} je vSeobecnym rieSenim. Ak zohladnime zaciato¢né
podmienky ag = Cy a a; = (', ziskame presné hodnoty konstant a a .

Pre riesenie Fibonacciho postupnosti z prikladu 5.1, ktora je dana rekurentnym
vztahom

fn:fn—1+fn—2a f0:17 f1:27

mame charakteristickl rovnicu
r?—r—1=0,

s korenmi

eV 1-5
2 2
Vseobecnym riesenim Fibonacciho postupnosti je vztah

r1

1+\/5>”+5<1—\/3>”.

f":a< 2 2

Po zohladneni za¢iatoénych podmienok pre konstanty o a [ plati

v5 5
%(32 5) . B:_%@ 2 5)'

Veta 5.2 Nech ¢; a co siu redlne cisla, co # 0. Nech charakteristickd rovnica

> —cyr —cy = 0 md dvojndsobny redlny korerni ro. Potom postupnost {a,} je

riesenim rekurentného vztahu
(p = C1 Qp—1 + C2Ap—2
so zaciatocnymi podmienkami ag = Cy a a; = Cy prdve vtedy, ak
a, = ary + pnrl n=0,1,... ,

pricom « a (B siu lubovolné konstanty.
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V tomto pripade elementarnymi rieSeniami st 7y a nrg.

Na zaver zovSeobecnime poznatky z poslednych dvoch viet. Nech rekurentny
vztah

Ay, = C1Op_1 + CoQp_o + +++ + CLAp_p

s podmienkami
CL():CO, alzCl, ak:Ck

mé charakteristicku rovnicu

e A ¢
Ak ry, ro, ..., 1r; st rozne redlne korene charakteristickej rovnice, tak
n n n
r17 TQ, e eey T’L

st rozne elementérne rieSenia rekurentného vztahu.
Ak r; je l-nasobnym redlnym korefiom charakteristickej rovnice, tak
n n 2 n

nr., nr

n
Jo Jo Jo ]

-1
Sy

r
st rdzne elementarne riesenia rekurentného vztahu.

Pocet roznych linearne nezavislych elementarnych rieseni linedirneho homogénneho
rekurentného vztahu radu & je presne k.

Kazda linedrna kombinacia k linearne nezavislych elementarnych rieseni linear-
neho homogénneho rekurentného vztahu radu k£ je tiez riesenim tohto vztahu. Je
to vSeobecné rieSenie rekurentného vztahu. Zaciatoéné podmienky urcéuju presné
hodnoty konstant aq, am, ..., ap v linearnej kombinacii, ktora je vSseobecnym rie-
Senim.

5.3 Ulohy

3.1. Je postupnost {a,} riesenim rekurentného vztahu a, = 8a,_; — 16a,_», ak

a) a,=07

b) a,=17

c) a,=2""7

d) a,=4"7

e) a,=(—4)"7

f) a,=2-4"4+3n-4"7
g) a=n?4"?

h) a, =n4d"?
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3.2

3.3

3.4

3.5

Pre kazdu z nasledujtcich postupnosti najdite rekurentny vztah, pre ktory
je tato postupnost jeho riesenim. (Odpoved nie je jednoznacéné, pretoze exis-
tuje nekonecne vela roznych rekurentnych vztahov pre kazda z uvedenych
postupnosti.)

a) a,=3

b) a,=2n

c) a,=2n+3
d) a,=>5"

e) a,=n?

Rieste nasledujuce rekurentné vztahy. Pouzite pritom metodu iterécii.
ap = 3an717 ag = 2

®
~— —

b) a,=a,_1+2, a, =3
C) Gp=G0p1+2n+3, ag =4
d) a,=na,_1, ag=>5

ap =2Nn0ay_1, ag =1

@)
~—

Ktory z nasledujicich vztahov je linearny homogénny rekurentny vztah s
konstantnymi koeficientmi?

a) ap=3a,1+4a,2+5a0,_3

b) a,=2na,1+ an_o

C) Qp = Ap—1 + Gp—g

d) a,=a> | +a,

Rieste nasledujice rekurentné vztahy.

a) ap =a, 1+6a_o for n>2 ay=3,a;, =6

b) a,=T7a,-1—10a, o for n>2,a0=2,a; =1
c) p =20, 1— 0y o for n>2 ay=4,a;=1

d) a,=-6a,-1—9a, 2 for n>2,a90=3,a; = -3
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Kapitola 6

DOPLNKY

6.1 Diferencie mriezkovej funkcie

Prvou diferenciou (alebo diferenciou prvého radu) mriezkovej funkcie f
v bode n nazyvame ¢islo f(n + 1) — f(n) a oznacujeme

Af(n) = fln+1) = f(n) (6.1)

Obdobne druhou diferenciou (alebo diferenciou druhého radu) mriezkovej
funkcie f v bode n nazyvame ¢islo

A’f(n) = A[Af(n)] = Af(n+1) = Af(n)

a k—tou diferenciou (alebo diferenciou k—tého radu) mriezkovej funkcie f
v bode n nazyvame ¢&islo

AFf(n) = AL () = A 4 1) = A ) (k1) (62)

Diferenciu k—tého radu funkcie f v bode n modzeme vyjadrit pomocou hodnot
mriezkovej funkcie f v bodoch n+r (r=0,1..., k):

Af(n) = Af(n+1)=Afn)=[f(n+2) = fn+ D] = [f(n+1) = f(n)] =

= S+ =21+ )50 =( )+ 2= (3 )t + 1+ (3 )0
1) = (o)r+3)- (3 s+ (3) s - (3) o)
Vseobecne
Nff(n) = f(n+k) — (lf)f(n:k— 1)+ (§>f(n+k—2)+... o
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Plati aj obratene: Hodnoty funkcie f v bodoch n, n+1, ... ,n+k mozeme vyjadrit
pomocou f(n), Af(n), ..., A*f(n). Naozaj, z definicie diferencii mame
fln+1) = f(n)+Af(n)

fin+ 1)+ Af(n+1) = [f(n) + Af(n)] + [Af(n) + A% f(n)] =
= f(n)+2A4 f(n)+ A% f(n)

a vSeobecne

~~

(n+2)

sovsty =100+ (V) s (B)asro o 270 = 3 (F) v 00

kde AVf(n) = f(n).

Priklad 6.1 Najdite diferenciu tzv. zovSeobecnenej mocniny (tiez faktoridlne;
funkcie) f(n) =nl =n(n—1)...(n —s+1), s € N, kde nl% = 1.
RieSenie: 7 definicii diferencii mame
Anll = (n+ D —pll=(n+Dnn-1)...(n —s+2)—
—nn—1)...(n—s+1) = snl~
Nl = A(n + 1) An[s] = s(n+ 1)U —spl—l =

Matematickou indukciou sa dé overit, ze

Al =s(s—1).. (s—r+Dnt pre r=1,2...,s
Al =0 pre r>s

6.2 Poznatky z tedrie funkcie komplexnej premen-
nej

Veta 6.1 Ak z = |z|(cosp + ising) je nenulové komplexné cislo (v goniometric-

kom tvare), tak pre kazdé prirodzené ¢islo n plati

n

2" = |z["(cosnp + isinnep). (6.5)

!Tieto diferencie majii obdobny tvar ako derivicie mocninovej funkcie f(t) = ¢°.
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Rovnost (6.5) nazyvame Moivreov vzorec.
Pre kazdé kone¢né komplexné ¢islo z plati:

iz —iz
(§

— e
inzg=—— — 6.6
sin z % (6.6)
a A »
cosz = %. (6.7)

Poznamka 6.1 Funkciu f nazgvame analytickou v bode a € C prdve vtedy, ked
md derivdciu v nejakom okoli K (a) bodu a.

Veta 6.2 (veta o rozvoji analytickej funkcie do Laurentovho radu so stre-
dom a € C) Nech je funkcia f analytickd na otvorenom medzikruzi M (a;r, R),
kde a € C ar < R. Potom existuje prdve jeden Laurentov rad , ktory na me-
dzikruzi M (a;r, R) konverguje k funkcii f. Koeficienty tohto Laurentovho radu si
jednoznacne urcené vztahms

1 A3

el R L (n=0, +1, £2,...) (6.8)
ol

kde v(t) = a + pe', t €< 0,2m >, pricom p je lubovolné éislo, pre ktoré plati
r<p<R(tj |y MarR)).

Veta 6.3 (Rozvoj analytickej funkcie do Laurentovho radu so stredom
v bode oo) Funkciu f, ktord je analytickd na medzikruzi M(oo; r, R) méoZeme
jednoznacne rozvinut v tomto medzikruzi do Laurentovho radu tvaru

f(z) = % 2 € M(co; 7, R) (6.9)
pricom
1
tn = 5— [/ f(2)z"tdz (n=0, £1, £2,...) (6.10)

kde ~(t) = pe, t €< 0,2m >, pricom p je lubovolné cislo, pre ktoré plati R™' <
p <1 (b ). )  M(oo; 7, R)).

Poznamka 6.2 Pre spdtni Z — transformdciu je doleZity pripad, ked je funkcia
[ analytickd v bode co: vtedy je M(co: 7, R) = {2 € C: |z] > 6 = R™'} vlastne
prstencové okolie bodu oo a koeficienty analytickej casti radu (6.9) si rovné nule
a koeficienty hlavnej casti Laurentovho rozvoja v tomto okoli bodu oo vypocitame

podla (6.10).

Poznamka 6.3 Bod a € C nazgvame izolovany singularny bod funkcie f
prdave vtedy, ked existuje nejaké prstencové okolie P(a) bodu a, v ktorom je funkcia
f analytickd a nie je analytickd v bode a.
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