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Vlastny priestor reducibilnej matice
°

Zovseobecnenie vlastného problému

Zakladné pojmy

Definicia

Nech A € R*(n,n) a A € R*. Mnozinu v3etkych vlastnych vektorov
matice A prislichajacich A rozsirend o € nazveme vlastnym
priestorom matice A prislichajicim vlastnej hodnote A a oznacime
V(A A)

V(A A) ={x eR*(n); AR x =A@ x}

Mnozinu vsetkych vlastnych hodnét matice A oznacime A(A)
ANA) = {A e RY V(A A) # {e}}

Mnozinu vsetkych vlastnych vektorov matice A rozsirenti o €
oznacime V/(A)

V(A = J V(AN

AEA(A)
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Hlavna vlastna hodnota a hlavny vlastny priestor

Hlavna vlastna hodnota

Nech A € R*(n, n). Potom A(A) je jej vlastnou hodnotou. Ak je
A(A) konecné, tak je kazdy stlpcovy vektor slabého tranzitivneho
uzaveru matice Ay = A71(A) ® A zodpovedajtci nulovej hodnote
na diagonale vlastnym vektorom matice A prislachajicim vlastnej
hodnote A(A).

Nech A € R*(n, n). Vlastna hodnotu A(A) nazveme hlavnou
vlastnou hodnotou matice A.
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Hlavna vlastna hodnota a hlavny vlastny priestor

Hlavny vlastny priestor

Nech A € R*(n, n). Nech A\(A) je konecné a A1, Ao,..., Ap st
stlpcové vektory slabého tranzitivneho uzaveru matice

Ay = A71(A) ® A. Potom pre vlastny priestor matice A
prislachajaci vlastnej hodnote A(A) plati

VAMXA) = 3 ok @Ay ax € RY, k € NE(A)
KENZ(A)

kde NZ(A) je maximalna mnozina neekvivalentnych vlastnych
vrcholov matice A.
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Hlavna vlastna hodnota a hlavny vlastny priestor

Hlavny vlastny priestor

Nech A € R*(n, n). Vlastny vektor prislichajaci hlavnej vlastnej
hodnote A(A) nazveme hlavnym vlastnym vektorom matice A.
Zodpovedajici priestor vlastnych vektorov V/(A, A\(A)) nazveme
hlavnym vlastnym priestorom matice A.

Nech A € R*(n, n). Dimenziu hlavného vlastného priestoru matice
A nazveme hlavnou dimenziou matice A a oznacime pd (A).
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Hlavna vlastna hodnota a hlavny vlastny priestor

Vysoko sivislé komponenty

Definicia

Nech A € R*(n, n). Hovorime, ze dva vrcholy i, j € G(A) sa
vysoko-spojené, zapisujeme i =, j, ak i a j lezia na spolo¢nom
cykle ¢ s priemernou vahou w(c) = A(A) (kritickom cykle).
Poddigrafy generované triedami ekvivalencie reflexivneho uzaveru
=}, nazyvame vysoko suvislé komponenty G(A). Mnozinu vetkych
vysoko stvislych komponentov G(A) oznacme HCC(G(A)).

K € HCC(G(A)) sa nazyva trivialnym, ak K neobsahuje cyklus
kladnej dlzky s priemernou vahou rovnou A(A). Mnozinu véetkych
netrividlnych vysoko stvislych komponentov (kritické komponenty)
oznacujeme HCC*(G(A)). Poddigraf, ktory obsahuje len kritické
cykly, nazyvame kritickym digrafom a oznaCujeme G.(A).
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Hlavna vlastna hodnota a hlavny vlastny priestor

Vysoko sivislé komponenty

e —2 € € € €
2 15 3 € € €
15 € € 0 ¢ ¢
A—
€ el —1 e 1 0
€ e| —1 E € €
€ € e —1 ¢ ¢
G(A)
2
@ o3
2
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Hlavna vlastna hodnota a hlavny vlastny priestor

Vysoko sivislé komponenty

Obr. : Kriticky digraf G.(A)
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Hlavna vlastna hodnota a hlavny vlastny priestor

Dimenzia hlavného vlastného priestoru

Priklad
Urcte hlavna dimenziu matice A z predchadzajiceho prikladu.
Riesenie:

Plati: Hlavna dimenzia matice A sa rovna poctu netrivialnych
vysoko savislych (kritickych) komponentov.

Kritické komponenty

]Cl = {1,2} a /CQ = {3,4,5}

pd (A) =2
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Hlavna vlastna hodnota a hlavny vlastny priestor

Baza hlavného vlastného priestoru

Nech A € R*(n, n). Nech A(A) je kone¢né a Ay, Ay,..., A, st
stlpcové vektory slabého tranzitivneho uzaveru matice

Ay = A"}(A) ® A. Potom bazu hlavného vlastného priestoru matice
V(A, A(A)) dostaneme, ak pre kazdy netrivialny vysoko savisly
komponent zvolime prave jeden vektor A; prisltchajici danému
vysoko savislému komponentu.
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Hlavna vlastna hodnota a hlavny vlastny priestor

Baza hlavného vlastného priestoru - Priklad 1

Priklad 1

Najdime bazu hlavného vlastného priestoru matice A:
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Hlavna vlastna hodnota a hlavny vlastny priestor

Baza hlavného vlastného priestoru - Priklad 1

Priklad 1

Najdime bazu hlavného vlastného priestoru matice A:

A1 | A1z
A == —

Riesenie:
@ Vypocitame )\(All) = )\(Agz) SE )\(A)
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Hlavna vlastna hodnota a hlavny vlastny priestor

Baza hlavného vlastného priestoru - Priklad 1

Priklad 1

Najdime bazu hlavného vlastného priestoru matice A:

A1 | A1z
A == —

Riesenie:
@ Vypocitame )\(All) = )\(Agz) =3= )\(A)
© Vytvorime maticu Ay: Ay = -3 ® A.
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Hlavna vlastna hodnota a hlavny vlastny priestor

Baza hlavného vlastného priestoru - Priklad 1

© Vypocitame slaby tranzitivny uzaver

0 1|6 6

-1 0|5 5

Al = e |0 =2
e €10 0
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Hlavna vlastna hodnota a hlavny vlastny priestor

Baza hlavného vlastného priestoru - Priklad 1

© Vypocitame slaby tranzitivny uzaver

0 1|6 6

-1 0|5 5

A(A’\) - e |0 =2
e €10 0

o Na zaklade kritickych komponentov /C; = {1, 2}, K, = {3} a
= {4} (pd (A) = 3) zvolime N3(A) = {1, 3, 4} a urime

bazu.
0 6 6
=1l 5 5
A1 — e 5 A3 - 0 A4 - -2
€ 0 0
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Hlavna vlastna hodnota a hlavny vlastny priestor

Baza hlavného vlastného priestoru - Priklad 2

Priklad 2

Najdime bazu hlavného vlastného priestoru matice A:

2 3|6
A ( A1 | A > 1 15
€ A22 c |4
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Hlavna vlastna hodnota a hlavny vlastny priestor

Baza hlavného vlastného priestoru - Priklad 2

Priklad 2

Najdime bazu hlavného vlastného priestoru matice A:

2 3|6
A ( A1 | A > 1 15
€ A22 c |4

Riesenie:
@ Vypocitame )\(All) =2, )\(A22) =4 = )\(A)
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Hlavna vlastna hodnota a hlavny vlastny priestor

Baza hlavného vlastného priestoru - Priklad 2

Priklad 2

Najdime bazu hlavného vlastného priestoru matice A:

2 3|6
A ( A1 | A > 1 15
€ A22 c |4

Riesenie:
@ Vypocitame )\(All) =2, )\(A22) =4 = )\(A)
@ Vytvorime maticu Ay: Ay = -4 ® A.
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Hlavna vlastna hodnota a hlavny vlastny priestor

Baza hlavného vlastného priestoru - Priklad 2

© Vypocitame slaby tranzitivny uzaver
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Hlavna vlastna hodnota a hlavny vlastny priestor

Baza hlavného vlastného priestoru - Priklad 2

© Vypocitame slaby tranzitivny uzaver

O Na zaklade kritickych komponentov I = {3} (pd (A) = 1)
zvolime N} (A) = {3} a urcime bazu:
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Hlavna vlastna hodnota a hlavny vlastny priestor

Baza hlavného vlastného priestoru - Priklad 3

Priklad 3

Najdime bazu hlavného vlastného priestoru matice A:

2le 1|e¢
A1 | A1z | A1 ~T3 610
= e |An|An | =] -
el2 2|e
€ 9 A33 cle ¢4
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Hlavna vlastna hodnota a hlavny vlastny priestor

Baza hlavného vlastného priestoru - Priklad 3

Priklad 3

Najdime bazu hlavného vlastného priestoru matice A:

2le 1|e¢
A1 | A1z | A1 ~T3 610
= e |An|An | =] -
el2 2|e
€ 9 A33 cle ¢4

Riesenie:
@ Vypocitame )\(All) =2, )\(A22) = )\(A33) =4 = >\(A)
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Hlavna vlastna hodnota a hlavny vlastny priestor

Baza hlavného vlastného priestoru - Priklad 3

Priklad 3

Najdime bazu hlavného vlastného priestoru matice A:

2le 1|e¢
A1 | A1z | A1 ~T3 610
= e |An|An | =] -
el2 2|e
€ 9 A33 cle ¢4

Riesenie:
@ Vypocitame )\(All) =2, )\(A22) = )\(A33) =4 = >\(A)
© Vytvorime maticu Ay: Ay = -4 ® A.
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Hlavna vlastna hodnota a hlavny vlastny priestor

Baza hlavného vlastného priestoru - Priklad 3

© Vypocitame slaby tranzitivny uzaver

—2 -5 —3|-9

€ 0 2| —4

A(AN) = e|l-2 0]-6
€ € € 0
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Hlavna vlastna hodnota a hlavny vlastny priestor

Baza hlavného vlastného priestoru - Priklad 3

© Vypocitame slaby tranzitivny uzaver

—2 -5 —3|-9

€ 0 2| —4

A(AN) = el -2 0|-6
€ € € 0

© Na zaklade kritickych komponentov £ = {2, 3} a Ky = {4}
(pd (A) = 2) zvolime N} (A) = {2, 4} a urcime bazu:

-5 -9

0 —4

Ny = 5 Ny = 6
£ 0
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Hlavna vlastna hodnota a hlavny vlastny priestor

Baza hlavného vlastného priestoru - Priklad 4

Priklad 4

Najdime bazu hlavného vlastného priestoru matice A:

41 1]|e¢
A1 | A1z | A1 ~T3 610
= e |An|An | =] -
el2 2|e
€ 9 A33 cle 212
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Hlavna vlastna hodnota a hlavny vlastny priestor

Baza hlavného vlastného priestoru - Priklad 4

Priklad 4

Najdime bazu hlavného vlastného priestoru matice A:

41 1]|e¢
A1 | A1z | A1 ~T3 610
= e |An|An | =] -
el2 2|e
€ 9 A33 cle 212

Riesenie:
@ Vypocitame A\(A11) = M(Ax) =4 = A(A), A\(A33) = 2.
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Hlavna vlastna hodnota a hlavny vlastny priestor

Baza hlavného vlastného priestoru - Priklad 4

Priklad 4

Najdime bazu hlavného vlastného priestoru matice A:

41 1]|e¢
A1 | A1z | A1 ~T3 610
= e |An|An | =] -
el2 2|e
€ 9 A33 cle 212

Riesenie:
@ Vypocitame )\(All) = )\(AQQ) =4 = )\(A), )\(A33) = 2.
© Vytvorime maticu Ay: Ay = -4 ® A.
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Hlavna vlastna hodnota a hlavny vlastny priestor

Baza hlavného vlastného priestoru - Priklad 4

© Vypocitame slaby tranzitivny uzaver

0| -5 —-3|—-9
€ 0 2| —4
AA=1 12 o6
€ 5 | =2
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Hlavna vlastna hodnota a hlavny vlastny priestor

Baza hlavného vlastného priestoru - Priklad 4

© Vypocitame slaby tranzitivny uzaver

0| -5 —-3|—-9
€ 0 2| —4
AAI=| |2 o]
€ 5 | =2

© Na zaklade kritickych komponentov £ = {1} a £, = {2, 3}
(pd (A) = 2) zvolime N}(A) = {1, 2} a urcime bazu:

0 -5
€ 0
N = . Ny = 5
€ €
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Konecné vlastné vektory

Konecné vlastné vektory

Nech A € R*(n,n) a A € R*. Mnozinu vSetkych kone¢nych
vlastnych vektorov matice A prislachajacich A oznaéime V1 (A, )
V(A N\) = V(A N NR(n)

Mnozinu vsetkych kone¢nych vlastnych vektorov matice A
oznaéime VT (A)

V+(A) = V(A) N R(n)

Veta

Nech A € R*(n,n). Ak A e a V1 (A) # 0, tak je \(A) konecné a
vSetky koneéné vlastné vektory matice prislachaja vlastnej hodnote
A(A)

Ax=ANA)®x Vxe VT(A)
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Konecné vlastné vektory

Nutna a postacujiica podmienka existencie konecného vlastného
vektora

Nech A € R*(n, n). Nech A(A) je konecné a A1, Ao,..., Ap st
stlpcové vektory slabého tranzitivneho uzaveru matice
Ay = A"1(A) ® A. Potom plati

VT(A) £ ) = Z @Ak je konecny vektor
keNc(A)

kde N-(A) je mnozina vlastnych vrcholov matice A.
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Konecné vlastné vektory

Existencia konecného vlastného vektora - Priklad 1

Priklad 1

Rozhodnime o existencii koneéného vlastného vektora matice A:

A1 | A1z
A == —

Riesenie:
@ Vypocitame )\(All) = )\(Agz) =3= )\(A)
© Vytvorime maticu Ay: Ay = -3 ® A.
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Konecné vlastné vektory

Existencia konecného vlastného vektora - Priklad 1

© Vypocitame slaby tranzitivny uzaver

0 1]6 6
-1 0(5 5
A(Ay) =
(A)) e |0 =2
e |0 0
- @&
@ Vypocitame Z Ay
keN:(A)
0 1 6 6 6
-1 0 5 5 5
A1BADA3PA, = - QP - QP 0 QP 9 = 0
€ € 0 0 0
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Konecné vlastné vektory

Existencia konecného vlastného vektora - Priklad 3

Priklad 3

Rozhodnime o existencii koneéného vlastného vektora matice A:

2le 1|e
A1 | A1z | A1 =
|3 6|0
A= g A22 A23 =
el2 2|e
9 &) A33 cle ¢4

Riesenie:
@ Vypocitame )\(All) =2, )\(A22) = )\(A33) =4 = >\(A)
© Vytvorime maticu Ay: Ay = -4 ® A.
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Konecné vlastné vektory

Existencia konecného vlastného vektora - Priklad 3

© Vypocitame slaby tranzitivny uzaver

-2|-5 -3|-9
€ 0 2| —4
A= |2 o6
€ ‘ € € ‘ 0
@
Q Vypocitame Z Ay
keN:(A)
-5 ) -9 -3
0 2 —4 2
D DAZDA, = o |® 0 @ 6 | = 0
€ € 0 0
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Konecné vlastné vektory

Existencia konecného vlastného vektora - Priklad 4

Priklad 4

Rozhodnime o existencii koneéného vlastného vektora matice A:

4i1e 1]e¢
A1 | A1z | A1 =
|3 6|0
A= g A22 A23 =
el2 2|e
9 &) A33 cle 212

Riesenie:
@ Vypocitame )\(All) = )\(AQQ) =4 = )\(A), )\(A33) = 2.
© Vytvorime maticu Ay: Ay = -4 ® A.
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Konecné vlastné vektory

Existencia konecného vlastného vektora - Priklad 4

© Vypocitame slaby tranzitivny uzaver

0 \ -5 =3 \ -9

15 0 2| —4

AA=1 |2 o6

€ ‘ € € ‘ —2

@
Q Vypocitame Z Ay
keN(A)

0 -5 -3 0
_ _ | e . 0| . 21 | 2
N DN D A3 = - D 9 D 0 = 0
€ € € €
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Konecné vlastné vektory

Priestor konecnych vlastnych vektorov

Nech A € R*(n, n). Nech A(A) je kone¢né a Ay, Ay,..., A, st
stlpcové vektory slabého tranzitivneho uzaveru matice
Ay = 2"1(A)® A Ak V*H(A) £ 0, tak

52}
VEA) =4 Y ok ®Ak ax €R, k€ NZ(A)
keNz(A)

kde N}(A) je maximalna mnozina neekvivalentnych vlastnych
vrcholov matice A.
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Konecné vlastné vektory

Priestor konecnych vlastnych vektorov - Priklad 3

Priklad 3

Popisme priestor konecnych vlastnych vektorov matice A a najdime
jeho bazu, ak existuje:

Au | A | Az %;ég
A=|_c [AnlAn | = 1 ,|,
- ‘ - ‘A33 ele |4

Riesenie:
@ Vypocitame )\(All) = )\(Azz) = )\(A) =4, )\(A33) = 2.
@ Vytvorime maticu Ay: Ay = -4 ® A,
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Konecné vlastné vektory

Priestor konecnych vlastnych vektorov - Priklad 3

© Vypocitame slaby tranzitivny uzaver

-2 -5 —-3]-9

€ 0 2| —4

AAI=| |2 o]-s6

€ € € 0

©Q Popiseme
®
VHA) =4 Y ax®Ak ax €R, k€ NX(A)

keNZ(A)

V+(A) ={aa ® Ar D aa ® Ay; az, ag € R}

Baza priestoru kone€nych vlastnych vektorov neexistuje.
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Konecné vlastné vektory

Vlastné hodnoty matice

Nech A € R*(n,n) a A € A(A). Potom V(A) — {e} = V*(A) vtedy
a len vtedy, ak A je ireducibilna.

Poznamka: Veta nevylucuje, aby aj reducibilnd matica mala
konecné vlastné vektory.
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Frobeniov normalny tvar matice

Definicia

Nech A € R*(n, n). Hovorime, ze matica je vo Frobeniovom
normalnom tvare, ak je v tvare
A11 3
A Ax | Ax
Al | A | ... | An
kde A11, Az, ..., A st ireducibilné Stvorcové matice.

Poznamka: Kazda matica sa da napisat po kone¢nom pocte
permutacii riadkov a stlpcov vo Frobeniovom normalnom tvare.

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Triedy matice

Maticiam Ai1, Ao, ..., Ax zodpovedaja silne savislé komponenty v
digrafe s vrcholovymi mnozinami Ny, No, ..., N;. Zodpovedajici
kondenzovany digraf s vrcholmi Ny, Ny, ..., N; splha podmienku:

Ak vedie hrana z vrchola N; do vrchola N, tak i > j.

Nech A € R*(n, n) je vo Frobeniovom normalnom tvare. Nech Ajs,
Ao, ..., Aw st vietky diagonalne bloky matice A a Ny, No, ..., N;
zodpovedajice vrcholové mnoziny v digrafe. Triedami matice A
budeme nazyvat mnoziny Ny, No, ..., N;.
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Kondenzovany digraf - Priklad

Priklad

Nakreslime kondenzovany digraf matice A vo Frobeniovom
normalnom tvare:

A1l .
A2
o * A33 o
A= : . x | Agg | .
* * Ass .
As6
x A77

Monika Molnarova Max-plus algebra



Vlastny priestor reducibilnej matice

000@0000000000O00O0O00O000O00O0O0000000000O0O00O000000000O000000000000

Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Kondenzovany digraf - Priklad

Riesenie: Kondenzovany digraf

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Zaciatocné a koncové triedy matice

Definicia

Nech A € R*(n, n) je vo Frobeniovom normalnom tvare. Nech Ny,
Ny, ..., N st triedy matice A. Zaciatocnymi triedami matice A
budeme nazyvat tie triedy matice A, do ktorych v kondenzovanom
digrafe nevchadza Ziadne hrana. Koncovymi triedami matice A
budeme nazyvat tie triedy matice A, z ktorych v kondenzovanom
digrafe nevychadza Ziadna hrana.

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Zaciatocné a koncové triedy matice - Priklad

Priklad

Urcme zaciatocné a koncové triedy matice A, ktorej kondenzovany
digraf je:

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Zaciatocné a koncové triedy matice - Priklad

Priklad

Urcme zaciatocné a koncové triedy matice A, ktorej kondenzovany
digraf je:

Riesenie:

@ zaciatocné triedy: Ny, Ny, Ns, N7
@ koncové triedy: Ny, N, Ng

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Mnozina vsetkych vlastnych hodnét matice - spektralna veta

Veta (Spektralna veta)

Nech
A11 &
Azt | Ax
A1 | A2 | ... | Are

je Frobeniov normalny tvar matice A € R*(n, n). Potom pre
mnozinu vSetkych vlastnych hodnét matice A plati

AA) = (M(A7); M(Ay) = max A(4i)}

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vlastné hodnoty matice

Veta

Nech A € R*(n,n) a A € A(A). Nech x € V(A,\) — VT(AN) a
nepozostava vyluéne z . Potom n > 1 a matica A sa da napisat v

tvare
AL | ¢
< A 21 A 22 > ’

pricom A = A(A(®?),

D: Po permutacii riadkov a stlpcov matice A dostaneme pre nejaké
1 < p < n vektor x v tvare

Sy = (xD, xNT = (xq, %, ..., Xpy Xpidy -y Xn)

VvV
€ koneéné

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vlastné hodnoty matice

a maticu Aper

kde AV je stvorcova matica radu p
Z rovnosti Aper @ Xper = A @ Xper dostaneme po blokoch

A2 ¢ @ —
A2 o x2) — )@ x®

Teda A = A\(A(??)) a A(12) pozostava vylucne z «.

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Spektralna veta - dékaz

D(spektralna veta):
plati )\(A) = max )\(A,,)

i=1,2,...,t
2
nech pre [ubovolné j € {1,2,...,t}
MAj) = NTj)RIj A(Aii) (1)
oznaéme mnoziny indexov
S = {ie{l,2,...,t} N; = N;}
S5 = {1,2,...,t}*52
a zodpovedajice mnoziny tried
My = |JNi
i€Ss
M= |JN
€Sy

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Spektralna veta - dékaz

a= (A )

. musi pozostavat z e (z vrcholov S; neidd hrany do vrcholov S5)
. mdze pozostavat z [ubovolnych hodnét (teda aj vyluéne z ¢)
(z vrcholov S» mézu ist hrany do vrcholov S;)

™

polozme x = (x[M1], x[Mg]) "
@ x[Mj] je konecny vlastny vektor A[M,] zodpovedajici A(Aj)
o x[Mi] =¢

overme
AR x = )\(Ajj) &® x

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Spektralna veta - dékaz

Z rovnosti A® x = A(Ajj) ® x dostaneme po blokoch

AMi] @ x[Mi] ® e @ x[Ma] = A(Aj) @ x[Mi]
* @ x[Mi] @ AMo] @ x[M2] = A(Aj) ® x[Me]

teda

A[Mz] ® x[M2] z A(Ajj) @ x[M]

= AMAj) € A(A)

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Spektralna veta - dékaz

-
nech A\ € A(A) a x je zodpovedajici vlastny vektor

mdzu nastat dva pripady

@ nech x je konecny vlastny vektor matice A —>

A= )\(A) = o | axX /\(A,’,‘)

weey

@ nech x nie je koneény vlastny vektor matice A = po
permutacii riadkov a stlpcov matice A dostaneme pre nejaké

1 < p < n vektor x v tvare
X = (X(l), X(2))T = (x1, X2, - .., Xp; Xpt1, ...,x,,)—r
€

konecéné

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Spektralna veta - dékaz

a maticu A v tvare

Al | ¢
AE(Azl A2 >

kde AD) 3 A2) predpokladajme, st vo FNT a teda A je tiez vo
FNT

nech

A it €

A1) Aiiy | Aiia

A Aiip A

isi1

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Spektralna veta - dékaz

nech
Ais+1is+1 e 500 g
A(22) — Ais+2is+1 Ais+2is+2
Aiira | Aivierz Aigie
veta
N

— MA(R2)y = 1) — )
A = AMA¥Y) = MAy) i:sr:]—?l??..,t)\(A”)

ak Nj — Nj, tak i e {s+1,...,t}

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Spektralne triedy matice

Nech A € R*(n, n) je vo Frobeniovom normalnom tvare. Ak

AAj) = Nrpj)/@j A(Ai)

tak N; budeme nazyvat spektralnou triedou matice A.

Poznamka 1: Jedna sa o tie triedy matice, do ktorych nevchadza
hrana z tried s vyssou hodnotou .

Poznamka 2: Ak N; je spektralna, tak A(Aj;) € A(A).

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Spektralne triedy matice - Priklad

Priklad

Uréme spektralne triedy matice A's A(A11) = 5, A(Ax) = 4,
A(A33) =7, AM(Aaa) =5, M(Ass) =6, A(Ass) = 5, A(A77) =5,
ktorej kondenzovany digraf je:

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Spektralne triedy matice - Priklad

Priklad

Uréme spektralne triedy matice A's A(A11) = 5, A(Ax) = 4,
A(A33) =7, AM(Aaa) =5, M(Ass) =6, A(Ass) = 5, A(A77) =5,
ktorej kondenzovany digraf je:

Riesenie:

o spektralne triedy: Ny, N3, Ny, Ns, Ng, N7

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Mnozina vsetkych vlastnych hodn6t matice - Priklad

Priklad

Uréme mnozinu vietkych konecnych vlastnych hodnét A(A) matice
z predchadzajiceho prikladu
Riesenie:

@ spektralne triedy: Ny, N3, Ny, N5, Ng, N7 —>

AMA) = {MA11), A(Ass), A(Asa), MAss), A(Ass), A(Ar7)} =
= {5,7,6}

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Hlavna vlastnd hodnota matice

Nech A € R*(n, n). Potom vsetky zaciatocné triedy matice A si
spektralne.

D: Do zaciatocnej triedy nevedie ziadna hrana a teda neméze viest
ani hrana s vacsou hodnotou A.

Nech A € R*(n, n). Pre hlavnd vlastna hodnotu matice A plati

AA) = maxA(A)

= max{\; (Ix e R*(n), x #¢) AQRx = A® x}

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Pocet vlastnych hodnét matice

Nech A € R*(n, n). Potom pre pocet vlastnych hodnét matice A
plati: 1 < [A(A)| < n.

D: Pocet tried matice A je rovny nanajvys n.

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Nutna a postacujica podmienka vylucnosti \(A)

Veta (nutna a postacujica podmienka)

Nech A € R*(n, n). Potom su nasledujice tvrdenia ekvivalentné
o V(A) = V(A \(A)
@ vietky zaciatocné triedy maji vlastnd hodnotu A(A).

D: =

nech V(A) = V(A A(A)) — A(A) = {\(A)}

vetky zaciatocné triedy N; st spektralne a teda pre prislusné
vlastné hodnoty plati: A(Aj;) € A(A) = A(Aj;) = A(A)

—

nech vietky zaciatocné triedy maja vlastn hodnotu A(A)
nech A je vlastna hodnota nejakej spektralnej triedy (nie zac.)

= A>max\Ai) =
existuje draha z nejakej zac. triedy do tejto triedy = A\ = A(A)

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vsetky vlastné priestory matice

Nech A € R*(n, n) je vo FNT. Nech Ny, Ny, ..., N; st triedy matice
A.Nech T ={1,2,...,t}. Pre [ubovolné A € A(A) oznacime
I(A) = {i € T; AAii}) = A, N; je spektralny }

a mnozinu vlastnych vrcholov prisliachajicich hodnote A

Ne(A) = | Ne(Ai)=<jeN; 6;=0je [N
icl(X) icel(X)

kde dj; je diagonalny prvok slabého tranzitivneho uzaveru matice
AA=ATRA

Hovorime, ze vrcholy i a j st \- ekvivalentné, ak lezia na
spolocnom cykle s priemernou vahou A. Oznacujeme i ~ J.

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vsetky vlastné priestory matice

Nech A € R*(n,n) a A € A(A) je konecné. Nech Ay, Ay, ..., A, sl
stlpce slabého tranzitivneho uzaveru matice Ay = A\~! ® A. Potom
Aj € R*(n) (teda neobsahujia +00) pre vietky j € Nc(A) a bazu
prislusného vlastného priestoru V(A, \) dostaneme, ak zoberieme
jeden vektor A; pre kazdu triedu ekvivalencie ~.

D: oznacme M = U N; = A m6zeme zapisat v tvare

icl(\)
( : ;[M] )

a teda aj slaby tranzitivny uzaver matice Ay = A™! ® A ma tvar

* | €
x| C
kde C je slaby tranzitivny uzaver matice (A\(A[M]))~! @ A[M]

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vsetky vlastné priestory matice - Algoritmus

Algoritmus najdenia vlastnych priestorov matice pre vlastné
hodnoty A € A(A) s pouzitim spektralnej vety:

© najdeme vsetky vlastné hodnoty (vsetky spektralne triedy)
@ pre kazda konecna vlastna hodnotu A € A(A) urcime /()
o ak /(A\) = {j}, vytvorime mnoziny
My= |J Ni My=N-M,
N,'*)Nj

V(A \) = {x; x[M1] = ¢, x[Ma] € V1 (A[Ma])}
o ak |[I(X\)| > 1, pre kazdi neprazdnu podmnozinu J C /(\)
vytvorime mnozinu S = UNJ a
jed
My= |JN: My =N-M
N; —S

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vsetky vlastné priestory matice - Priklad 1

Priklad
Pre dant maticu A vo Frobeniovom normalnom tvare:
4 4
2 4

N

BN O

w O -
~ O1

N N -
N B

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vsetky vlastné priestory matice - Priklad 1

© Uréme triedy matice A.

@ Uréme, ktoré z tried st zaciatocné, ktoré koncové a ktoré
spektralne.

© Uréme mnozinu vietkych vlastnych hodnét matice A.

@ Uréme pre kazdi vlastna hodnotu bazu vlastného priestoru a
popisme ho.
@ Rozhodnime, &i je VT (A) = 0.

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vsetky vlastné priestory matice - Priklad 1

Riesenie:

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vsetky vlastné priestory matice - Priklad 1

O Ny ={1,2}, No = {3}, N5 = {4,5}, N, = {6,7},
Ny = {8,9}.
Q o zaciatocné triedy: No, Ny, Ns
o koncové triedy: Ny, Na, N3
] spektrélne triedy: Nl, N2, N4, N5

© A(A) = {AM(A11), M(Az2), A(Aaa), A(Ass)} = {4,5,7,3}.

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vsetky vlastné priestory matice - Priklad 1

@ baza vlastného priestoru pre jednotlivé vlastné hodnoty
o A=4 = I(\)={1}

My= | Ni={Ni,Ns} ~ My=N—M={Ny,Ns, Ny}
N;— Ny

V(A \) = {x; x[M1] = ¢, x[Ma] € VT(A[M])}

4 4 |¢c ¢
_ All‘ € _ 2 4)le €
A[M2]<A51A55 |1 02 4
e €12 2

0 0 € €

-2 0 € e

ANM,] = 3 412 0

€ el -2 =2
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vsetky vlastné priestory matice - Priklad 1

0 0 € €
—2 0 e €
-5 5| -2 -2

baza: {(0,—2,¢,¢,¢,¢6,6,—3,-5)7,(0,0,¢,¢,¢,¢,6,-3,-5) T }

V(A D) = {a®(0,-2,¢,¢,6,6,6,—3,-5)T@
®B8®(0,0,¢,¢,¢,6,6,-3,-5)T; a, f € R*}

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vsetky vlastné priestory matice - Priklad 1

o A=5 — I(\)={2}

Mo= ) Ni={No}  My=N—My={Ny,Ns, Ny, Ns}
N;— N>
V(A N) = {x; x[M1] = &, x[Ma] € VF(AIMa])}
AlMz] = (A22) = (5)
Ax[M2] = (0) = A(A\[M2])

baza: B = {(5¢60,¢,6,6,¢,66)"}
V(A7 )\) = {a® (57 6’ 07 6’ 57 67 6’ 67 e)T’ « 6 R*}

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vsetky vlastné priestory matice - Priklad 1

o A=7 — I(\) = {4}

Mo= | J Nj={Na}  Mi=N—M={Ny,Ny,Ns, Ns}
N,-—>N4

V(A,N) = {x; x[M1] = ¢, x[Mp] € VT (A[M2])}
AlMz] = (Asa) = < - >

3 7
-7 -2 -6 -2
A)\[MQ] = ( 4 0 ) A(A)\[MZ]) = < _4 0 )
baza: B = {(s¢¢,¢,¢, _2707€7€)T}

V(A )) = {a® (e 6,66 -2,0,6¢6)T, a € R*}

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vsetky vlastné priestory matice - Priklad 1

o A=3 = I(\) = {5}

Mo= ) Nj={Ns}  Mi=N—M={Ny,Ny,Ns, Ny}
N,'—>N5

V(A,N) = {x; x[M1] = ¢, x[Mp] € VT (A[M2])}

AlMe] = (Ass) = < ; g >

A,\[Mg]:<_1 }) A(AA[MQ]):(E’ é)

baza: B = {(g¢¢,¢6,660-1)T}
V(A )) = {a®(ee¢,6666,0-1)T, a € R*}

Monika Molnarova Max-plus algebra



Vlastny priestor reducibilnej matice
00000000000000000000000000000000080000000000000000000000000

Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Konecné vlastné vektory matice

Veta (nutna a postacujica podmienka existencie)

V*t(A) # (0 vtedy a len vtedy ak vlastna hodnota vsetkych
koncovych tried je rovna A(A).

VT (A) = () vtedy a len vtedy ak vlastna hodnota niektorej koncove;
triedy je mensia ako A(A).

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vsetky vlastné priestory matice - Priklad 1

@ existuje koncova trieda, ktorej vlastna hodnota je mensia ako
ANA) =7

MA) =4 = V(A =0

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vsetky vlastné priestory matice - Priklad 2

Priklad
Pre dant maticu A vo Frobeniovom normalnom tvare:
7 4
2 7

~ -

Iy I CREN]

w O -
~ O1

N N -
N B
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vsetky vlastné priestory matice - Priklad 2

© Uréme triedy matice A.

@ Uréme, ktoré z tried st zaciatocné, ktoré koncové a ktoré
spektralne.

© Uréme mnozinu vietkych vlastnych hodnét matice A.

@ Uréme pre kazdi vlastna hodnotu bazu vlastného priestoru a
popisme ho.
@ Rozhodnime, &i je VT (A) = 0.

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vsetky vlastné priestory matice - Priklad 2

Riesenie:

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vsetky vlastné priestory matice - Priklad 2

QO Ny ={1,2}, N = {3}, N3 ={4,5}, N, = {6,7},
Ny = {8,9}.
Q o zaciatocné triedy: No, Ny, Ns
o koncové triedy: Ny, Na, N3
(-] spektrélne triedy: Nl, N2, N3, N4, N5

AA) = {A(A11), AM(A22), M(As3), M(Asa), M(Ass)} = {7,3}.
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vsetky vlastné priestory matice - Priklad 2

@ baza vlastného priestoru pre jednotlivé vlastné hodnoty
e A=7 = I(N\)=1{1,2,3,4}
zoberieme tie neprazdne podmnoziny J C /()), ktoré pokryja
vSetky moznosti, vytvorime mnozinu S = UM
Jj€J

J={1} = S={M}

My= |J Ni={Ny,Ns}  My=N—My={Ny,Ns, Ny}
N;—S

V(A X) = {x; x[My] = &, x[Ma] € VT (A[M2])}

7 4|¢e ¢

(Al e\ [2 7] €
A[M2]_<A51A55 |1 0[2 4
e €2 2
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vsetky vlastné priestory matice - Priklad 2

A(A[M2]) =

prvky bazy:

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vsetky vlastné priestory matice - Priklad 2

J=1{3,4} = S={Ns Ny}

My= ) Ni={Ns,Ng}  My=N— M= {Ny, Ny, Ns}
N,'-)S

V(A N) = {x; x[Mi] = ¢, x[Ma] € VT (A[Mo])}

4 7|e ¢

o A33‘ € - 7 2|e ¢
A[Mz]_<A43A44 | e 4]0 s
e €3 7

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vsetky vlastné priestory matice - Priklad 2

A(AMz]) =

prvky bazy:
(e,e,6,0,0,—-3,-7,¢, a)T

(e,e,6,6,6,-2,0,¢, a)T

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vsetky vlastné priestory matice - Priklad 2

J={2} = S={MN}

My= | J Ni={No}  My=N—M,={Ny,Ns, Ny, No}
N;—S
V(A N) = {x; x[M1] = &, x[Mz] € VT (A[M2])}
AlMz] = (A22) = (7)
Ax[Mz] = (0) = A(A\[M2])
prvok bazy:

(e,6,0,e,e,¢,¢,¢, E)T

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vsetky vlastné priestory matice - Priklad 2

baza: B = {(0,-5,¢,¢,6,6,6,—6,—11)T
(—3,0,5,8,5,&,8,—1,—12)T,
(e,e,£,0,0, -3, 755)T
(e,e,6,6,¢, 206€)T,
(,¢,0,¢,6,¢,6,6,6) T}

V(A7) = {a®(0,-5,¢,¢,¢6,¢,6,—6,—11)T
B®(-3,0,¢,¢,6,6,6,—7,—12) T
7 ® (e,¢,6,0,0,-3,-7,6,¢) T &
s (g,¢,6,6,6,—-2,0,6,6) D
w® (g,¢,0,¢,6,6,6,6,6) T, a,B,7,6,w € R}

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vsetky vlastné priestory matice - Priklad 2

o A=3 = I(\) = {5}

Mo= ) Nj={Ns}  Mi=N—M={Ny,Ny,Ns, Ny}
N,'—>N5

V(A,N) = {x; x[M1] = ¢, x[Mp] € VT (A[M2])}

AlMe] = (Ass) = < ; g >

A,\[Mg]:<_1 }) A(AA[MQ]):(E’ é)

baza: B = {(g¢¢,¢6,660-1)T}
V(A,3) = {a® (e 65, 6,¢6,6,0-1)T, a € R*}

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vsetky vlastné priestory matice - Priklad 2

© neexistuje koncova trieda, ktorej vlastna hodnota je mensia
ako \(A) =7

= VHA) £0

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vsetky vlastné priestory matice - Priklad 3

Priklad
Pre dant maticu A vo Frobeniovom normalnom tvare:
7 4
2 7

Iy I CREN]

w O -
~ O1

N N -
N B
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vsetky vlastné priestory matice - Priklad 3

© Uréme triedy matice A.

@ Uréme, ktoré z tried st zaciatocné, ktoré koncové a ktoré
spektralne.

© Uréme mnozinu vietkych vlastnych hodnét matice A.

@ Uréme pre kazdi vlastna hodnotu bazu vlastného priestoru a
popisme ho.
@ Rozhodnime, &i je VT (A) = 0.

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vsetky vlastné priestory matice - Priklad 3

Riesenie:

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vsetky vlastné priestory matice - Priklad 3

QO Ny ={1,2}, N = {3}, N3 ={4,5}, N, = {6,7},
Ny = {8,9}.
Q o zaciatocné triedy: Ny, Ns
o koncové triedy: N;, No
] spektrélne triedy: Nl, N2, N3, N4, N5

AA) = {A(A11), AM(A22), M(As3), M(Asa), M(Ass)} = {7,3}.

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vsetky vlastné priestory matice - Priklad 3

@ baza vlastného priestoru pre jednotlivé vlastné hodnoty
e A=7 = I(N\)=1{1,2,3,4}
zoberieme tie neprazdne podmnoziny J C /()), ktoré pokryja
vSetky moznosti, vytvorime mnozinu S = UM
Jj€J

J={1} = S={M}

My= |J Ni={Ny,Ns}  My=N—My={Ny,Ns, Ny}
N;—S

V(A X) = {x; x[My] = &, x[Ma] € VT (A[M2])}

7 4|¢e ¢

(Al e\ [2 7] €
A[M2]_<A51A55 |1 0[2 4
e €2 2

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vsetky vlastné priestory matice - Priklad 3

A(A[M2]) =

prvky bazy:

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vsetky vlastné priestory matice - Priklad 3

pripady:

J={4 = S={Ny}

J=1{3}

= {3,4} } — S = {N3,N4}

st obsiahnuté v pripadoch:

J={2}
J=1{2,3}
J=1{2,4}
J=1{2,3,4}

— S= {NQ, N3, N4}

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vsetky vlastné priestory matice - Priklad 3

My = U Ni = {Na, N3, N4} My =N — My = {Ny, N5}
N,'%S

V(A N) = {x; x[M1] = &, x[Mz] € VT (A[My])}

T|e ele ¢

A22 g e 614 7|e ¢

A[Mz] = A32 A33 € = e|T7T 2|e ¢
A42 A43 A44 cle 4]0 5

ele €|3 7

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vsetky vlastné priestory matice - Priklad 3

0 € €
—1 0 0
A(A)\[Mz]) = -1 0 0 € €

prvky bazy:
(e,6,0,—1,—1,—4,-8,,¢) "

(e,e,6,0,0,—-3,—-7,¢, E)T

(e,e,e,6,6,-2,0,¢, a)T

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vsetky vlastné priestory matice - Priklad 3

baza: B = {(0,-5,¢,¢,6,6,6,—6,—11)T
(— 30686,8,8,—7,—12)T,
(e,e,0,—1,—1,—4, 855)T
(68600 -3, 766)
(e,¢,6,6,6,—2,0,6,¢) "}

V(A7) = {a®(0,-5,¢,¢,¢6,¢,6,—6,—11)T
B@(—?)Oseass -7,-12)To
7 ® (e,¢,0, — —4, 855)T€B
I ® (g,¢,¢,0, O, —3, ~7,6,6)T®
w® (e,¢,6,6,6,-2,0,6,¢)T, a, B,7,d,w € R*}

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vsetky vlastné priestory matice - Priklad 3

o A=3 = I(\) = {5}

Mo= ) Nj={Ns}  Mi=N—M={Ny,Ny,Ns, Ny}
N,'—>N5

V(A,N) = {x; x[M1] = ¢, x[Mp] € VT (A[M2])}

AlMe] = (Ass) = < ; g >

A,\[Mg]:<_1 }) A(AA[MQ]):(E’ é)

baza: B = {(g¢¢,¢6,660-1)T}
V(A,3) = {a® (e 65, 6,¢6,6,0-1)T, a € R*}

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Vsetky vlastné hodnoty a zodpovedajiice vlastné priestory

Vsetky vlastné priestory matice - Priklad 3

© neexistuje koncova trieda, ktorej vlastna hodnota je mensia
ako \(A) =7

= VHA) £0

Monika Molnarova Max-plus algebra



Dakujem za pozornost.

Monika Molnarova Max-plus algebra
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