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@ Planovanie a aproximacia
@ Sdistavy nerovnic
@ Sdstavy rovnic
@ Ukoncenie projektu v ¢asovom limite

© Cebysevova aproximacia
o Cebysevova vzdialenost
o Casova narocnost projektu
o Cebysevove najlepsie riesenie
@ Aproximacia pomocou riesenia problému slabej realizacie

© Kriticke stavy
o Existencia kritickych stavov
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Planovanie a aproximacia
©0000000000

Sastavy nerovnic

Modelovy systém - vyrobna linka - motivacia

Formulacia

Majme DDS s maticou prechodu A. Namiesto Casov, kedy sa spista
vyroba, nech je zadana poziadavka, aby (p + 1)-stavovy projekt
skoncil na vsetkych strojoch rovnako vo vopred danom ¢ase c.
Vznika teda aloha najst taky vektor x, aby AP ® x = c, resp. ak
ozna&ime B = AP, tak

Bx=c
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Sastavy nerovnic

Modelovy systém - vyrobna linka - otazky planovania

Otazky manazovania projektu
@ Da sa vopred stanoveny ¢as dodrzat?

o Ak nie, aké s dévody?

@ Ako blizko mézeme najst priblizné riesenie?

Monika Molnarova Max-plus algebra



Planovanie a aproximacia
00@00000000

Sastavy nerovnic

Nerovnosti - definicia

Nech A, B € R*(m, n)

A<B & ajj < b,‘j Vi, j
A<B & a;< b;j Vi, j
A<.B < A<B saspon jednou rovnostou v kazdom stlpci
A<, B & A<B s aspon jednou rovnostou v kazdom riadku

<

Poznamka:

A<B & B=A®X prenejaka X
A<B & A=B@'Y prenejaka Y
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Sastavy nerovnic

Nerovnosti - Priklad

Priklad:
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Sastavy nerovnic

|zoténne zobrazenia

Definicia

Nech S1, S5, ..., S¢, T si dané mnoziny s vhodnym cCiastoénym
usporiadanim <. Nech f je zobrazenie

f: xS x... x5 —T.

f nazyvame izoténnym, ak zachovava nerovnost <, t. j. ak
pre X = (x1, x2, ..., xt) a Y = (y1, y2, ..., yt) plati

X<Y = f(X)<f(Y).
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Sastavy nerovnic

Izoténnost elementarnych operacii

Nech x1, x2, y1, y2 € RU{—00,00}. Nech x; < y1 a x2 < yo.
Potom plati

QO x1Dx < y1 @y,
Q x1 D' x2< 1@y,
Q x1+x <y1+y,

Priklad: 3<5 A 254

QO 1 Pxx=30-2<584=y Dy
@ x & x=302<5& 4=y &y
O xit+xx=3-2<5+4=y+y
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Sastavy nerovnic

Izoténnost operacii s maticami v max-plus a max-min algebre

Vsetky stcty a nasobenia skalarov a matic a kombinacie tychto
operacii st v oboch algebrach max-plus a min-plus izoténne.

Veta (lzoténnost stcinu matic v max-plus algebre)

Nech A, B € R*(m,r), C, D € R*(r,n). Nech A< Ba C<D.
Potom plati
ARC<B®D
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Sastavy nerovnic

Izoténnost operacii s maticami - rastici DDS

Nech A € R*(n,n), A> E. Potom plati
Q@ Ac F(n,n),

© DDS s maticou prechodu A je rastici.

D: A®x>E®x=x
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Sastavy nerovnic

Sastava nerovnic

Definicia

Nech B € R*(m, n) a ¢ € R*(m). Nerovnicu
Box<c (1)

nazyvame sistavou nerovnic v max-plus algebre. Vektor oo € R*(n),
pre ktory
AR a<c,

nazyvame rieSenim sastavy (1).
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Sastavy nerovnic

Nutna a postacujiica podmienka riesitelnosti siistavy nerovnic

Nech B € F(m,n), x € F(n) a ¢ € F(m). Potom plati

Bax<c+=x<B ®c

D: Ak x € F(n), tak B ® x je konecny vektor.

[S>]
Bx<c & Z b,'j®Xj§C; Vi

J
= b,j ®x; < ¢ Vi, Vj
& x < bJ’-,- + ¢ Vi, Vj
& x; <min(b; +¢) V)

1
s x< B ®'c
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Sastavy nerovnic

Hlavné riesenie sistavy nerovnic

Nech B € F(m,n) a ¢ € F(m). Hlavnym riesenim nerovnice
B ® x < ¢ nazyvame vektor x* = B’ @' ¢ € F(n).

Predchadzajucu vetu mdzeme preformulovat

Nech B € F(m,n), x € F(n) a c € F(m). Potom x* je najvacsim
riesenim nerovnice B ® x < c.
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Sdstavy rovnic

Sdstava rovnic

Definicia

Nech B € R*(m, n) a ¢ € R*(m). Rovnicu
Box=c (2)

nazyvame sistavou rovnic v max-plus algebre. Vektor av € R*(n),
pre ktory
B®a=c,

nazyvame riesenim sdstavy (2). Mnozinu vSetkych rieseni sastavy
(2) oznacime

S(B,c) = {x € R*(n); B® x = c}.
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Sdstavy rovnic

Sastava rovnic - Priklad 1

Priklad:

(34)2(2)=(5)
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Sdstavy rovnic

Sastava rovnic - Priklad 1

Priklad:
12Y) (x)_(0
3 4 ) X2 o 0
Riesenie:
max{l+x1,2+x} =0 <= x1<-1Ax<-2
max{3+x1,4+x}=0 < x3x<-3Axx <-4
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Sdstavy rovnic

Sastava rovnic - Priklad 1

Priklad:
12Y) (x)_(0
3 4 ) X2 o 0
Riesenie:
max{l+x1,2+x} =0 <= x1<-1Ax<-2
max{3+x1,4+x}=0 < x3x<-3Axx <-4

S(B,c)=10
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Sdstavy rovnic

Sastava rovnic - Priklad 2

Priklad:
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Sdstavy rovnic

Sastava rovnic - Priklad 2

Priklad:

Riesenie:

max{3+x1,2+x} =0 <= x;
max{l+x3,4+x} =0 < x;

—3/\X2
-1 A xo
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Sdstavy rovnic

Sastava rovnic - Priklad 2

Priklad:

Riesenie:

max{3+x1,2+x} =0 <= x;
max{l+x3,4+x} =0 < x;

S(B,c) ={(-3,-4)"}

—3/\X2
-1 A xo
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Sdstavy rovnic

Sastava rovnic - Priklad 3

Priklad:

(3 9)e(2)-(2)
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Sdstavy rovnic

Sastava rovnic - Priklad 3

Priklad:

(04)=(%)=(¢)

Riesenie:

max{xy;, 2+ x} =0 <= x3<0Ax <
max{x;, 4+ x} =0 <= x3<0Ax <-4
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Sdstavy rovnic

Sastava rovnic - Priklad 3

Priklad:
0 2 ® X1 o 0
0 4 B X2 o 0
Riesenie:
max{x;, 2+ x} =0 <= x3 <0 A x

<
max{x;, 4+ x} =0 <= x3<0Ax <-4

S(B,c) ={(0,x2)"; xo < —4}
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Sdstavy rovnic

Specialne pripady: c = ¢

O c—=¢

oznacme B; j-ty stlpec matice B

e ak Bj # ¢, tak x; = ¢,

e ak Bj = ¢, tak x; je [ubovolné
mnozina riesen:

S(B,c) ={x € R*(n); x; =¢, ak Bj #¢, j € N}
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Sdstavy rovnic

Specialne pripady - Priklad

Priklad:
e 2 ) X1 - g
(£3)=(2)-(¢)
Riesenie:

e Bh#e = xo=c¢
@ Bi=¢ = x; jelubovolné

slistava ma nekonecne vela rieseni

S(B,c) ={(x1,e)"; x1 € R*}.
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Sdstavy rovnic

Specialne pripady: B = ¢

mnozina rieseni:

S(B, ¢) = R*(n)

@ c#e

mnozina rieseni:

S(B,c)=10
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Sdstavy rovnic

B#cac#e¢

JieM={12,....m}: ¢ =c¢

Pripady:

e Jje N={1,2,...,n}: bj#ce

— polozime x; = ¢,

— vynechame j-té stlpce matice B,
vynechame j-té saradnice vektora x,
vynechame i-tl rovnicu,
oVje N={1,2,...,n}: bj=c¢

— vynechame j-ta rovnicu

—

dostaneme sistavu, ktorej vektor pravych stran je konecny
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Sdstavy rovnic

B # ¢ a c # ¢ - Priklad

Priklad:

X1

o O M

X3

M m N
M = Ao
m O m w

X

5

I

™
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Sdstavy rovnic

B # ¢ a c # ¢ - Priklad

Priklad:
1 ¢ 3 N €
2 4 ¢ 2 xl - 0
e 10 |° 21 | o
X3
E € € €
Riesenie:
ca=¢ AN by=c¢
bar =
b43:€

Vynechame Stvrtd rovnicu - nema vplyv na riesenie.
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Sdstavy rovnic

B # ¢ a c # ¢ - Priklad

a=¢ AN bi1#e = x3=c¢
b12:€
b13756 — X3 =¢&

Viynechame prvii rovnicu, prvy a treti stlpec matice B a prvi a
tretiu stradnicu vektora x:

(1)e0=(3)

—  s{istava nema rieSenie

S(B,c)=10
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Sdstavy rovnic

B # ¢ a c konecné

JjeN={1,2,...,n}: B;=c (j-ty stlpec matice B)
= xj € R* (lubovolné)
Postup:

— vynechame stlpec B; matice sustavy B
— vynechame saradnicu x; vektora x
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Sdstavy rovnic

B # ¢ a c konecné - Priklad

Priklad:

N
™
™
&

X2 = 0
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Sdstavy rovnic

B # ¢ a c konecné - Priklad

Priklad:
2 ¢ -3 X1 0
2 ¢ € RXI| x = 0
€ 0 X3 0
Riesenie:

Bb=¢ — XQER*

Vynechame druhy stlpec matice B a druh stradnicu vektora x:

2 -3 ; 0
2 15 ®<X1>: 0
e 0 3 0
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Sdstavy rovnic

B # ¢ a c konecné - Priklad

Priklad:
2 ¢ -3 X1 0
2 ¢ € RXI| x = 0
€ 0 X3 0
Riesenie:

Bb=¢ — XQER*

Vynechame druhy stlpec matice B a druh stradnicu vektora x:

2 -3 ; 0

2 15 ® < Xl > = 0

e 0 3 0
S(B,c) ={(-2, x2,0)"; x» € R*}
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Sdstavy rovnic

B#cac#e¢

JeM={12,....m: VYjeN={1,2..,n}

bj=¢ AN ¢ R (konecné)

—> siistava nema rieSenie

S(B,c)=10
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Sdstavy rovnic

B # ¢ a c # ¢ - Priklad

Priklad:

— X1 0
5 € X X2 = 0
e € 0 X3 0
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Sdstavy rovnic

B # ¢ a c # ¢ - Priklad

Priklad:

2 ¢ -3 X1 0
€ € € Q X = 0
e € 0 X3 0

Riesenie:
=0 A by=c¢
b

— s{istava nema riesenie

S(B,c)=10
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Sdstavy rovnic

Riesitel nost sistavy rovnic

B®x = c¢
hlavné rieSenie
x = B®c
. —1.
x}i = E’gm{c,-@bﬁ ; bj € R}
M;(B,c) = {i € M; xf = ¢; @ b} (3)

mnozina indexov tych rovnic, ktoré st splnené j-tou stradnicou
hlavného riesenia x*
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Sdstavy rovnic

Riesitel nost sistavy rovnic

Nech B € F(m,n) a c € F(m). Potom plati
QO x < xf, pre vsetky rieSenia x € S(B, ¢),
@ x € S(B, c) vtedy a len vtedy, ak x < x* a
U m—m
;

j: X;=X:
JoXj=X;

o (B ®xﬁ)’. = ¢;, pre aspon jedno i € M.
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Sdstavy rovnic

Riesitel nost siastavy rovnic - Priklad

Priklad: Rozhodnime, ¢i je vektor x riesenim ststavy

1 ¢ 3 X1 0
2 4 ¢ (%9 X2 = 0
e 4 0 X3 0
a =(— ,—4,—3)T
b) x = (-2,-5,-3)T
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Sdstavy rovnic

Riesitel nost siastavy rovnic - Priklad

Priklad: Rozhodnime, ¢i je vektor x riesenim ststavy

1 ¢ 3 X1 0
2 4 ¢ & X2 = 0
e 4 0 X3 0
a =(— ,—4,—3)T
b) x = (-2,-5,-3)T

Riesenie:
x*=B® c=(-2-4,-3)"
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Sdstavy rovnic

Riesitel nost siastavy rovnic - Priklad

mnoziny indexov

Mj(Bvc) ={ie M, xjﬁ =¢® biJ_'I}
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Sdstavy rovnic

Riesitel nost siastavy rovnic - Priklad

mnoziny indexov

Mj(Bvc) ={ie M, xjﬁ =¢® biJ_'I}

My = {2}
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Sdstavy rovnic

Riesitel nost siastavy rovnic - Priklad

mnoziny indexov

Mj(Bvc) ={ie M, xjﬁ =¢® biJ_'I}

My = {2}

M, = {2,3}
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Sdstavy rovnic

Riesitel nost siastavy rovnic - Priklad

mnoziny indexov

Mj(Bvc) ={ie M, xjﬁ =¢® biJ_'I}

My = {2}
M, = {2,3}
M; = {1}
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Sdstavy rovnic

Riesitel nost siastavy rovnic - Priklad

a) x=(-3,-4,-3)7
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Sdstavy rovnic

Riesitel nost siastavy rovnic - Priklad
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Sdstavy rovnic

Riesitel nost siastavy rovnic - Priklad

a) x=(-3,-4,-3)7

o x < xt=(-2,-4,-3)"
o stradnice vektora x = (=3, —4, —3) T st rovnaké ako
saradnice hlavného riesenia pre j =2 aj =3

U M;=MyUMs; =M

j:xJ-:xj1j
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Sdstavy rovnic

Riesitel nost siastavy rovnic - Priklad

a) x=(-3,-4,-3)7

o x < xt=(-2,-4,-3)"
o stradnice vektora x = (=3, —4, —3) T st rovnaké ako
saradnice hlavného riesenia pre j =2 aj =3

U M;=MyUMs; =M

j:xJ-:xj1j

=—> X je rieSenim sistavy
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Sdstavy rovnic

Riesitel nost siastavy rovnic - Priklad

b) x=(-2,-5,-3)T
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Sdstavy rovnic

Riesitel nost siastavy rovnic - Priklad
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Sdstavy rovnic

Riesitel nost siastavy rovnic - Priklad

b) x=(-2,-5,-3)T

o x < xf=(-2,—-4-3)7
o stradnice vektora x = (—2, -5, —3) T st rovnaké ako
siradnice hlavného riesenia pre j=1a =3

U Mi=muMs#m

j:xJ-:xj1j
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Sdstavy rovnic

Riesitel nost siastavy rovnic - Priklad

b) x=(-2,-5,-3)T

o x < xf=(-2,—-4-3)7
o stradnice vektora x = (—2, -5, —3) T st rovnaké ako
siradnice hlavného riesenia pre j=1a =3

U Mi=muMs#m

j:xJ-:xj1j

=—> X nie je rieSenim sistavy
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Sdstavy rovnic

Existencia riesenia sistavy rovnic - nutné a postacujiice podmienky

Nech B € F(m, n) a ¢ € F(m). Potom nasledujtce podmienky si
ekvivalentné

Q S(B,c) #0,
@ x* € S(B,¢),
o (JMi=m.

jEN
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Sdstavy rovnic

Existencia riesenia siastavy rovnic - Priklad

Priklad: Zistime, ¢i sistava ma riesenie

1 ¢ 3 X1 0
2 4 ¢ (%9 X2 = 0
e 3 0 X3 0
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Sdstavy rovnic

Existencia riesenia siastavy rovnic - Priklad

Priklad: Zistime, ¢i sistava ma riesenie

1 ¢ 3 X1 0
2 4 ¢ (%9 X2 = 0
e 3 0 X3 0

Riesenie:
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Sdstavy rovnic

Existencia riesenia siastavy rovnic - Priklad

Priklad: Zistime, ¢i sistava ma riesenie

1 ¢ 3 X1 0
2 4 ¢ (%9 X2 = 0
e 3 0 X3 0

Riesenie:
=B @ c=(-2,-4,-3)T

mnoziny indexov podla vztahu (3):

My ={2} M={2} M;={1}
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Sdstavy rovnic

Existencia riesenia siastavy rovnic - Priklad

Priklad: Zistime, ¢i sistava ma riesenie

1 ¢ 3 X1 0
2 4 ¢ (%9 X2 = 0
e 3 0 X3 0

Riesenie:
=B @ c=(-2,-4,-3)T

mnoziny indexov podla vztahu (3):

My ={2} M={2} M;={1}

UMi=MuMuMs M
JeEN
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Sdstavy rovnic

Existencia riesenia siastavy rovnic - Priklad

Priklad: Zistime, ¢i sistava ma riesenie

1 ¢ 3 X1 0
2 4 ¢ (%9 X2 = 0
e 3 0 X3 0

Riesenie:
=B @ c=(-2,-4,-3)T

mnoziny indexov podla vztahu (3):

My ={2} M={2} M;={1}

UMi=MuMuMs M
JEN
— slistava nema riesSenie
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Sdstavy rovnic

Jednoznacnost riesenia siistavy rovnic - nutna a postacujica
podmienka

Nech B € F(m,n) a c € F(m). Potom S(B, c) = {x*} vtedy a len
vtedy, ak platia nasledujice podmienky

0 (JM=Ma
JEN

(2] U M; # M, pre ziadne N' C N, N" # N.
JEN'
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Sdstavy rovnic

Vsetky riesenia sustavy rovnic - Priklad

Priklad: Najdime vsetky riesenia ststavy rovnic

-3 1 1 2
-6 —4 3 X1 -3
€ € 2 & X2 = 0
—4 —4 1 X3 71
0 3 € 4
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Sdstavy rovnic

Vsetky riesenia sustavy rovnic - Priklad

Priklad: Najdime vsetky riesenia ststavy rovnic

-3 1 1 2
-6 —4 -3 X1 -3
€ € 2 ® X2 = 0
—4 —4 1 X3 —1
0 3 €
Riesenie:
@ transformujeme siistavu B ® x = ¢ na sistavu B* ® x = 0:
b,'j X Ci_l
-5 -1 -1
-3 -1 0
B* = e & 2
-3 -3 2
—4 -1 €
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Sdstavy rovnic

Vsetky riesenia sustavy rovnic - Priklad

@ najdeme hlavné riesenie
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Sdstavy rovnic

Vsetky riesenia sustavy rovnic - Priklad

@ najdeme hlavné riesenie
x*=(3,1,-2)"
@ najdeme mnoziny indexov podla vztahu (3):

My ={2,4}  My={1,2,5}  Ms={3,4}.
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Planovanie a aproximacia
000000000000000000000000e00000

Sdstavy rovnic

Vsetky riesenia sustavy rovnic - Priklad

@ najdeme hlavné riesenie
x*=(3,1,-2)"
@ najdeme mnoziny indexov podla vztahu (3):
My ={2,4}  My={1,25} Ms={3,4}
@ overime existenciu rieSenia

UA/IJ:M1UM2UM3:I\/I
JjeEN
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Planovanie a aproximacia
000000000000000000000000e00000

Sdstavy rovnic

Vsetky riesenia sustavy rovnic - Priklad

@ najdeme hlavné riesenie
x*=(3,1,-2)"
@ najdeme mnoziny indexov podla vztahu (3):
My ={2,4}  My={1,25} Ms={3,4}
@ overime existenciu rieSenia

UM =mMumMums=m
JeN
@ overime jednoznacnost riesenia
N ={2,3}cN: [JM=MuUM=M
JjeN!
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000000000000000000000000e00000

Sdstavy rovnic

Vsetky riesenia sustavy rovnic - Priklad

@ najdeme hlavné riesenie
x*=(3,1,-2)"

@ najdeme mnoziny indexov podla vztahu (3):
My = {2,4} M, = {1,2,5} Ms = {3,4}.
@ overime existenciu rieSenia
UA/IJ:M1UM2UM3:I\/I
JEN
@ overime jednoznacnost riesenia
N ={2,3}cN: [JM=MuUM=M
JeN’
S(Bv C) = {(X1> 17 _2)T; x1 < Xﬁ} = {(le 17 _2)T; x1 < 3}
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Planovanie a aproximacia
0000000000000000000000000e0000

Sdstavy rovnic

Riesenia siistavy rovnic - zhrnutie

Nech B € F(m,n) a c € F(m). Ststava B ® x = ¢ ma rieSenie
vtedy a len vtedy, ak UMJ =M.
JeEN

Nech B € F(m,n) a c € F(m). Ststava B ® x = ¢ ma rieSenie
vtedy a len vtedy, ak x? je jej riesenim. Navyse, ak x? je riesenim
sustavy, tak je jej najvacsim rieSenim.
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Sdstavy rovnic

Riesenia siistavy rovnic - zhrnutie

Nech B € F(m,n) a c € F(m). Ststava B ® x = ¢ ma prave jedno

rieenie vtedy a len vtedy, ak U M; =M a U M; # M, pre Ziadne
JEN JEN’

N C N, N#N.
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Sdstavy rovnic

Algoritmus riesenia sistavy rovnic

QO Ak c =ca B=c¢, tak S(B,c) =R*(n).

Monika Molnarova Max-plus algebra



Planovanie a aproximacia
000000000000000000000000000e00

Sdstavy rovnic

Algoritmus riesenia sistavy rovnic

QO Ak c =ca B=c¢, tak S(B,c) =R*(n).

@ Ak c = ¢ a B # ¢, tak pre stlpce B; # ¢ matice B je x; = ¢,
ostatné saradnice sa [ubovolné
S(B,c) = {x € R*(n); xj =¢ pre B; # ¢}.
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Planovanie a aproximacia
000000000000000000000000000e00

Sdstavy rovnic

Algoritmus riesenia sistavy rovnic

QO Ak c =ca B=c¢, tak S(B,c) =R*(n).

@ Ak c = ¢ a B # ¢, tak pre stlpce B; # ¢ matice B je x; = ¢,
ostatné saradnice sa [ubovolné
S(B,c) = {x € R*(n); xj =¢ pre B; # ¢}.

© Ak c # ¢ a ¢ # ¢, také ze i-ty riadok B obsahuje len hodnoty
g, tak S(B, c) = 0.
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Planovanie a aproximacia
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Sdstavy rovnic

Algoritmus riesenia sistavy rovnic

Q Ak c # ¢, tak
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0000000000000000000000000000e0

Sdstavy rovnic

Algoritmus riesenia sistavy rovnic

Q Ak c # ¢, tak
i) ak existuje riadok, pre ktory ¢; = €, tak
@ pre bjj #£e¢
— polozime x; = ¢,
— vynechame j-té stipce B a j-té stradnice vektora x,
@ vynechame j-tl rovnicu,
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0000000000000000000000000000e0

Sdstavy rovnic

Algoritmus riesenia sistavy rovnic

Q Ak c # ¢, tak
i) ak existuje riadok, pre ktory ¢; = €, tak
@ pre bjj #£e¢
— polozime x; = ¢,
— vynechame j-té stlpce B a j-té saradnice vektora x,
@ vynechame j-tl rovnicu,
i) ak existuje stlpec B; = ¢, tak
e polozime x; € R*,
o vynechame j-té stlpce B a j-té suradnice vektora x,

Monika Molnarova Max-plus algebra
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00000000000000000000000000000e

Sdstavy rovnic

Algoritmus riesenia sistavy rovnic

iii) najdeme hlavné riesenie x* novej ststavy,

Monika Molnarova Max-plus algebra



Planovanie a aproximacia
00000000000000000000000000000e

Sdstavy rovnic

Algoritmus riesenia sistavy rovnic

iii) najdeme hlavné riesenie x* novej ststavy,

iv) najdeme mnoziny indexov M; podla vztahu (3),
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Sdstavy rovnic

Algoritmus riesenia sistavy rovnic

iii) najdeme hlavné riesenie x* novej ststavy,
iv) najdeme mnoziny indexov M; podla vztahu (3),
v) overime, i plati Ul\/lj = M, ak nie, tak S(B, c) = (), ak ano,
JEN
overime, &i plati | J M; # M, pre ziadne N’ C N, N' # N. Ak
jens
ano, S(B, c) = {x*}, ak nie, tak stistava ma nekonecne vela
rieseni a pre N’ C N také, ze U M; = M polozime x; < x,ji
jens
pre/EN\N'ax/:x/Tj pre | € N'.
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Planovanie a aproximacia

Ukoncenie projektu v casovom limite

Existencia riesenia linearnej rovnice - modelovy systém

Formulacia

Majme DDS s maticou prechodu A. Namiesto Casov, kedy sa spista
vyroba, nech je zadana poziadavka, aby (p + 1)-stavovy projekt
skoncil na vsetkych strojoch rovnako vo vopred danom case c.
Vznika teda aloha najst taky vektor x, aby AP ® x = c, resp. ak
oznaéime B = AP, tak B® x = c.

Riesenie
Ak rovnica B ® x = ¢ ma mat riedenie, tak vektor x! = B’ @' ¢

musi byt jej riesenim. Ak polozime B = AP, tak x! = (AP) @' ¢
musi byt rieSenim

= y(1)= xt = (APY @' ¢

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Ukoncenie projektu v casovom limite

Aplikacia - vyrobna linka - Priklad

Priklad:

Majme vyrobni linku pozostavajicu zo 4 strojov, ktord sme
predstavili v predoslych prikladoch. Nech A je matica prechodu
daného DDS. Nech c je vektor reprezentujici predpisané Casy
ukoncenia 5-etapového projektu.

3 4 ¢ 8 30
A:2525 - 30
4 6 3 4 30
e 306 30

Sa stanovené Easy ukoncenia projektu dosiahnutelné?
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Planovanie a aproximacia

Ukoncenie projektu v casovom limite

Aplikacia - vyrobna linka - Priklad

Riesenie:

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Ukoncenie projektu v casovom limite

Aplikacia - vyrobna linka - Priklad

Riesenie:

19 —17 —18 —17 30 11
[ —23 —20 —21 —21 | | 30 7
= | —20 —17 —18 —18 | ® | 30 10

26 —22 —24 —24 30 4
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Ukoncenie projektu v casovom limite

Aplikacia - vyrobna linka - Priklad

Riesenie:
y(1) = xXt=(AYY & c=
-19 -17 -18 -—-17 30 11
B —-23 —-20 -21 -21 . 30 - 7
o -20 -—-17 -—-18 -—-18 ) 30 o 10
—26 —22 24 24 30 4
19 23 20 26 11 30
17 20 17 22 7 28
4"\ = X = =
At oy(1) 18 21 18 24 |®| 10 29 y(5)
17 21 18 24 4 28
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Planovanie a aproximacia

Ukoncenie projektu v casovom limite

Aplikacia - vyrobna linka - Priklad

Interpretacia:

Z toho, Ze x! je najvacsim riesenim rovnice A* @ x = ¢, t. j.

y(1) = x*, vyplyva, ze hoci stroje 2, 3 a 4 skoncia pracu skor,
oneskorenie prvej etapy na ktoromkolvek stroji by prinieslo
nedodrzanie cielového Easu aspon na jednom stroji. Z izoténnosti
vyplyva na druhej strane, ze ak zaéneme projekt skor, neprinesie to
oddialenie ukoncenia prace na strojoch 2, 3 a 4.

Zaver:

Stanovené Casy c s nedosiahnutelné.

Monika Molnarova Max-plus algebra



Cebysevova aproximacia
0

Cebysevova vzdialenost

Definicia

Nech x, y € F(n). Cebysevovou vzdialenostou vektorov x a y
budeme nazyvat cislo

E(x,y) = m;'iX\Xi —yil.

£(y) = maxbs— il =
= max{max{x; —yi,yi — xi}} =
1

= max {m.ax {xi — yi} ,max{y; — Xi}}
1 1
Ex,y) = X¥@yody @x
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Cebysevova aproximacia
oce

Cebysevova vzdialenost

Priklad

Priklad:

Viypo&itajme Cebysevovu vzdialenost vektorov

32
28
30
30

x(1) = x(5) =

S W o1 W
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Cebysevova aproximacia
oce

Cebysevova vzdialenost

Priklad

Priklad:

Viypo&itajme Cebysevovu vzdialenost vektorov

x(1) = x(5) =

S W o1 W
N
(e]

Riesenie:

§(x(1),x(5)) = max|x(1) - xi(5) =
= max{29,23,27,24} =
= 29
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Cebysevova aproximacia
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Casovéa narocnost projektu

Urcenie casovej narocnosti projektu pomocou Cebysevovej
vzdialenosti

Ak stradnice y st vacsie ako saradnice x, tak

Ex,y)=x®y

Skimané DDS s maticou prechodu A maji vlastnost rasticosti.
Cas, ktory uplynie medzi ukon&enim prvého a (p + 1)-ho
pracovného tkonu vypocitame:

E(x(1),x(p+1)) = x(1) @ x(p+ 1) = x(1)’ ® AP ® x(1)

Monika Molnarova Max-plus algebra



Cebysevova aproximacia
000

Casovéa narocnost projektu

Priklad

Priklad:

Vypoéitajme Cas, ktory uplynie medzi ukonéenim prvého a piateho
pracovného cyklu, ak vyrobny proces zacal na vsetkych strojoch v
Case 0 a DDS je dany maticou prechodu

3 4 ¢ 8
2 5 2 ¢
A= 4 6 3 4
e 3 0 6
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000

Casovéa narocnost projektu

Priklad

Priklad:

Vypoéitajme Cas, ktory uplynie medzi ukonéenim prvého a piateho
pracovného cyklu, ak vyrobny proces zacal na vsetkych strojoch v
Case 0 a DDS je dany maticou prechodu

3 4 ¢ 8
2 5 2 ¢
A=| 46 3 4
£ 30 6
RieSenie:
£(x(1),x(5)) = x(1) @ A*@x(1) =
19 23 20 26 3
17 20 17 22 5
= (35,-3,-6)®| 15 51 15 24 |®]| 3]
17 21 18 24 6

= (16,20,17,23) ® (3,5,3,6) " =29



Cebysevova aproximacia
00®0

Casovéa narocnost projektu

Odhad casovej narocnosti projektu pomocou Cebysevovej
vzdialenosti

Formulacia problému
Majme DDS s maticou prechodu A. Da sa z matice prechodu

odhadnat €as trvania prace na projekte s p etapami, t. j. as prace
stroja, ktory pracuje najdlhsie?

xi(p+1) > 2 ®x(1)
£0a(1).xi(p 1) = x(1) ®xi(p+1) = xi(1) ® 2 ©xi(1) =

x(1) @x(p+1) = Z@x,-(l)' ®xi(p+1) > Z@aﬁ
§(x(1),x(p+1)) > Z$35 = (Z@aii>

i

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Casovéa narocnost projektu

Odhad casovej narocnosti projektu - Priklad

Priklad:

Odhadnime ¢as, ktory uplynie medzi ukonéenim prvého a piateho
pracovného cyklu, ak vyrobny proces zacal na vsetkych strojoch v
Case 0 a DDS je dany maticou prechodu

o BN W
S B~ M 0

Riesenie:

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Cebysevove najlepsie riesenie

Definicia

Nech f je zobrazenie z mnoziny S do mnoziny F(m). Nech
c € F(m). Kazdé riesenie x € S alohy typu

minimalizujme  &(f(x), ¢)

budeme nazyvat Ceby3evove najlepsie riesenie.

Jednoznaéné Cebysevove najlepsie riesenie
e najvicsie Cebysevove najlepsie riesenie

@ najmensie CebySevove najlepsie riesenie

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Cebysevove najlepsie riesenie

Cebysevove najlepsie riesenie a hlavné riesenie

Nech B € F(m,n) a c € F(m). Nech x* je hlavné riesenie
nerovnice B ® x < c. Nech S5<(B,c) = {x € R*(n); B® x < c}.
Potom x* je Cebysevovo najlepsie riesenie vzhladom na vaetky
riesenia nerovnice B ® x < c:

£(B®x*, ¢c) = min £(B® x, c).

X€<

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Cebysevove najlepsie riesenie

Aplikacia - vyrobna linka - Priklad

Priklad:

Majme vyrobni linku pozostavajicu zo 4 strojov, ktort sme
predstavili v predoslych prikladoch. Nech A je matica prechodu
daného DDS. Nech c je vektor reprezentujici predpisané Casy
ukoncenia 5-etapového projektu (nesmieme ich prekrocit).

3 4 ¢ 8 30
A:2525 - 30
4 6 3 4 30
£ 30 6 30

a) Aké je Cebysevove najlepsie riesenie?
b) Aka je hodnota funkcie &7

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Cebysevove najlepsie riesenie

Aplikacia - vyrobna linka - Priklad

Riesenie:
a) Cebysevove najlepsie riesenie

y(1) = x* = (A*Y @' ¢ = (11,7,10,4)7

dosiahnuté Casy

y(5) = A*® y(1) = (30, 28,29,28) "

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Cebysevove najlepsie riesenie

Aplikacia - vyrobna linka - Priklad

Riesenie:
a) Cebysevove najlepsie riesenie

y(1) = x* = (A*Y @' ¢ = (11,7,10,4)7

dosiahnuté casy

y(5) = A*® y(1) = (30,28,29,28) "
b) presnost riesenia

¢(B®y(1), c)=max{(30—-30), (30—28), (30—29), (30—28) } =2

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Cebysevove najlepsie riesenie

Aproximacia riesenia

Nech B € F(m,n) a c € F(m). Nech x* je hlavné riesenie nerovnice
B®x < c. Nech p? =¢(B@xt, ¢) a Y= ® x*. Potom plati

B — min &(B .
§(B® yu,c) XglRI?n)é( ®x,c)

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Cebysevove najlepsie riesenie

Aplikacia - vyrobna linka - Priklad

Priklad:

Majme vyrobni linku pozostavajucu zo 4 strojov, ktorti sme
predstavili v predoslych prikladoch. Nech A je matica prechodu
daného DDS. Nech c je vektor reprezentujici ¢asy ukoncenia
5-etapového projektu, ktoré chceme dosiahnut také, ze dovolime ich
malé prekrocenie. Najdime Cebysevove najlepsie riesenie.

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Cebysevove najlepsie riesenie

Aplikacia - vyrobna linka - Priklad

Riesenie:
pr=¢(B®y(1),c) =2

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Cebysevove najlepsie riesenie

Aplikacia - vyrobna linka - Priklad

Riesenie:
pr=¢(B®y(1),c) =2

Posunme €asy y(1) o polovicu tejto hodnoty, t. j. 1 &,j.

11 12
— ) =leyl=1o]| . |-=
Yul2) = 2@y )= 10 | 7| 11
4

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Cebysevove najlepsie riesenie

Aplikacia - vyrobna linka - Priklad

Riesenie:
pr=¢(B®y(1),c) =2

Posunme €asy y(1) o polovicu tejto hodnoty, t. j. 1 &,j.

11 12

) 7 38

== y,,(l) = 1®y(1): 1® i _ 0
4 5

30 31

] 28 29

= wB)=1ey®) =10 5 | =] 3
28 29

E(B®yu(l),c)=1

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Aproximacia pomocou riesenia problému slabej realizacie

Problém slabej realizacie

Formulacia

Predpokladajme, Ze boli sledovanim zistené prvé ¢leny vzostupného
orbitu x(1), x(2), x(3), ..., x(p+ 1), ktory je v skutoénosti dlhy, ale
dalsie ¢leny nevieme bezprostredne vypocitat, pretoze nepozname
jeho maticu prechodu. Ako odhadneme nasledujice ¢leny orbitu?

Problém

Hl'adame maticu X, ktora spliia

X@x(r)=x(r+1) r=1,2,...,p

Budeme to nazyvat problémom slabej realizacie.

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Aproximacia pomocou riesenia problému slabej realizacie

Riesenie problému slabej realizacie

Riesenie

Predpokladajme
@ matica G obsahuje stlpce x(1), x(2), ..., x(p)
@ matica H obsahuje stlpce x(2), x(3), ..., x(p + 1)

Podla principu stlpcového tcinku hladame maticu X, ktora je
rieSenim rovnice

X®G=H

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Aproximacia pomocou riesenia problému slabej realizacie

Zovseobecnenie vety o nutnej a postacujicej podmienke

Nech G € F(r,n) a H € F(m,n). Rovnica X ® G = H ma rieSenie
vtedy a len vtedy, ak X! = H®' G’ € F(m,r) je jej riesenim.
Navyse, ak X* je riesenim rovnice, tak je jej najvacsim riesenim.

D: Veta je dualizaciou vety o nutnej a postacujicej podmienke
existencie riesenia linearnej rovnice. Navyse vektor x je nahradeny
maticou X (princip stlpcového G&inku).

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Aproximacia pomocou riesenia problému slabej realizacie

Problém slabej realizacie - Priklad

Priklad:
Majme vzostupny stavovy orbit

x(1), x(2), x(3), x(4), x(5)

3 14 20 26 32
5 10 16 22 28
317 11 )’ 18 [ 24 |’ 30
6 12 18 24 30

Najdime maticu X, aby

X@x(r)y=x(r+1) r=1,2,3

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Aproximacia pomocou riesenia problému slabej realizacie

Problém slabej realizacie - Priklad

Riesenie
3 14 20 14 20 26
5 10 16 10 16 22
G= 3 11 18 il = 11 18 24
6 12 18 12 18 24
14 20 26

=3 =5 =8 =6

Xt = H® G = 1016 22 ® | =14 —-10 —-11 -12 | =
i ~20 —-16 —18 -—18
12 18 24
6 9 8 8
- 2 5 4 4
- 4 6 6 5
4 7 6 6

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Aproximacia pomocou riesenia problému slabej realizacie

Problém slabej realizacie - Priklad

6 9 8 8 26 32
2 5 4 4 2 28
jj ) — = —
XE @ x(4) 7665 |9 2 30 | =>®)
4 7 6 6 24 30

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Existencia kritickych stavov

Formulacia problému

Formulacia problému

Majme DDS s maticou prechodu A a (p + 1)-stavovy projekt.
Existuje v kazdej etape projektu kriticky stav?
Ina¢ formulované:

Existuje v kazdej etape projektu aspon jeden stroj, na ktorom sa
xi(r) najskorsi ¢as ukonéenia r-tého pracovného tkonu rovna y;(r)
najneskorsiemu €asu ukonéenia r-tého pracovného tkonu?

Monika Molnarova Max-plus algebra



Kritické stavy
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Existencia kritickych stavov

Zakladna veta minimax algebry

Nech B € F(m,n), x € F(n). Potom plati

x<c B ® (B®x)

D: Ukazeme, ze x' @' [B'® (B®x)] =0
Oznaécme w = B®x
w@w = (Bex)® (B®x)=
(X/ Q' B/) g (B ®X) _

X/®/B/®/(B®X):
= X®'[B& (Bex)]=0

Monika Molnarova Max-plus algebra
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Existencia kritickych stavov

Existencia kritickych stavov - prva etapa

Riesenie problému prva etapa

Uvazujme najskér prvi etapu pre 5-etapovy projekt. Polozme
x = x(1), B = A* v predchadzajicej vete

x(1) <c (A &' (A* @ x(1)) = (A)H &' (A* ® x(1))

kedze A*@x(1) = x(5)=y(5)
(A y(5) = y(1)

== x(1) < y(1)

Interpretacia: Aspon v jednom riadku nastava rovnost, t.j kriticky
stav nastane v prvej etape aspoi na jednom stroji.
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Existencia kritickych stavov - zovseobecnenie

Riesenie problému

Uvazujme (p + 1)-stavovy orbit zalozeny na vektore x(1) a matici
prechodu A. Polozme x(p + 1) = y(p + 1). Zvolme v
predchadzajicej vete x = x(r+1)a B=AP " pre 0 <r <p

x(r+1) <. B & (Bex(r+1))
= B & (AP "@x(r+1))
— B/®/(Ap r®Ar®X( ))
= B'& (AP ®x(1))
= B & x(p+1)

(APr) @' x(p+1)
(AP=T & x(p+ 1)
(AP y(p+1)

Monika Molnarova Max-plus algebra
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kedze M y(p+1) = y(p+1-5)
pres=p—r (A')[p_r] @'y(p+1) = y(r+1)
x(r4+1) <. (AP x(p+1)

— x(r+1) <. y(r+1)

Interpretacia: Aspon v jednom riadku nastava rovnost, t.j kriticky
stav nastane v kazdej etape (medzi prvou a poslednou etapou)
aspon na jednom stroji.

Monika Molnarova Max-plus algebra



Dakujem za pozornost.
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