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Periodickost matic splnajicich podmienku cyklov

Periodické spravanie sa matice - Priklad 1
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Periodickost matic splnajicich podmienku cyklov

Periodické spravanie sa matice - Priklad 2
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Periodickost matic splnajicich podmienku cyklov

Periodické spravanie sa matice - Priklad 3
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Periodickost matic splnajicich podmienku cyklov

Periodické matice - Definicia

Definicia
Nech A € R*(n, n). Hovorime, ze A je takmer periodicka, ak pre

5 L o C (), :
vsetky i,/ je periodickd postupnost aj = (a;;°; r € NT), t. ]

(3p € N*)(3R; € N) (vr > Ry) 2™ =40,

Najmensie p s touto vlastnostou nazyvame periédou a;;- a

oznacujeme per(aZ—). Cislo Rjj nazyvame defektom af; a oznacujeme
def(aj). Periéda matice A je definovana ako

per(A) = nsn{ per(aj); i,j € N }. (1)

Cislo def(A) = max{R;; i,j € N} nazyvame defektom matice A.
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Periodickost matic splnajicich podmienku cyklov

Periodické spravanie sa matice - Priklady
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Periodickost matic splnajicich podmienku cyklov

Podmienka cyklov

Nech A € R*(n, n). Hovorime, Ze matica A splia podmienku cyklov,
ak vaha kazdého cyklu v digrafe G(A) je rovna 0, t. j. w(c) = 0.
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Periodickost matic splnajicich podmienku cyklov

Podmienka cyklov
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Periodickost matic splnajicich podmienku cyklov

Periéda silne savislého komponentu - Definicia

Definicia

Nech A € R*(n, n). SCC*(G(A)) oznatme mnozinu vsetkych
netrivialnych silne savislych komponentov G(A) a SCC(G(A))
mnozinu vsetkych silne stvislych komponentov. Pre kazdy

komponent K € SCC(G(A)) oznacme A(K) maximalnu priemernd
vahu cyklu v IC. Periédu silne stavislého komponentu definujeme ako

per(KC) = nsd{|c|; cjecyklusv K, |c| >0}. (2)

Ak K je trivialny, tak per(K) = 0.

=2

=1

Monika Molnarova Max-plus algebra

Al = per(K1) = ged{2,3} =1

= mn O
M = M



Periodické vlastnosti matic
000000008000000

Periodickost matic splnajicich podmienku cyklov

Peridoda silne stavislého komponentu - Balcerov-Veinottov algoritmus

Vytvarame tri postupnosti. Postupnost digrafov (G,; r=1,2,...),
postupnost podmnozin (I, C N; r =1,2,...) a postupnost réznych
vrcholov (jr € Iy; r=1,2,...).

@ Algoritmus startuje s hodnotami G =G, h = {1} a j; = 1.

@ Mnozina b je mnozina tych vrcholov, do ktorych vedie hrana
z vrchola j; v digrafe G;. Digraf G, vznikne kondenzaciou
vrcholov mnoziny , do jedného vrchola, pricom tento vrchol
prebera vsetky hrany, ktoré viedli z pévodnych vrcholov
do nejakého vrchola.

@ Vseobecne pre r > 0 je I, mnozina terminalnych vrcholov tych
hran, ktoré veda z vrchola j,_1 v digrafe G, 1. Vrchol j,
vyberame z I, (napr. minimalnu hodnotu) a G, je kondenzacia
Gr—1, kde vrcholy z mnoziny /, sa kondenzuja do vrchola j;.

o Digraf Go,_» je cyklus a jeho dlzka predstavuje periédu
povodného digrafu G.
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Periodickost matic splnajicich podmienku cyklov

Balcerov-Veinottov algoritmus - Priklad
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Periodickost matic splnajicich podmienku cyklov

Postacujica podmienka periodickosti matice

Nech A € R*(n, n) splha podmienku cyklov. Nech d € N. Potom sii
nasledujice podmienky ekvivalentné

(i) per(A)|d,
(i) (VK € SCC*(G)) per(K)|d.

Nech A € R*(n, n) splha podmienku cyklov. Potom

per(A) = nsn { per(K); K € SCC*(G) }
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Periodickost matic splnajicich podmienku cyklov

Algoritmus overenia postacujicej podmienky periodickosti matice

Nech A € R*(n, n). Podmienka cyklov sa da overit v ¢ase O(n?).

@ najdeme A(A)

@ overime 6;; < 0 pre vsetky i

© najdeme A(A’) (konjugovanej matice)
Q overime ¢ < 0 pre vsetky i

0<min<max<0 =— platia rovnosti
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Periodickost matic splnajicich podmienku cyklov

Algoritmus vypoctu periédy matice

Nech A € R*(n, n) splia podmienku cyklov. Periéda matice per(A)
sa da vypocitat v case O(n3).

@ najdeme silne savislé komponenty v Ease O(n®) pomocou
A(A) (9 aj dji konecné)

@ vypocitame periédu kazdého netrivialneho sil. siv. komponentu
v case O(n?) pomocou Balcerovho-Veinottovho algoritmu

© vypocitame per(A) v ¢ase O(nlog n) ako najmensi spolocny
nasobok periéd vsetkych netrivialnych silne savislych
komponentov s pouzitim Euclidovho algoritmu na vypocet
najvacsieho spolocného delitela nsd{a, b}
ab

nsd{a, b}
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Periodickost matic splnajicich podmienku cyklov

Periéda matice - Priklad

Priklad: Overme podmienku cyklov a v kladnom pripade
vypocitajme periédu matice.
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Riesenie:
Ki ={1,2,3} per(1) = nsd{2,3} =1
K> = {4,5} per(K2) = nsd{2} =2

per(A) = nsn{ per(K); £ € SCC*(G) } =nsn{2,1} =2
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Periodickost matic splnajicich podmienku cyklov

Periéda matice - Priklad
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Nutné a postacujiica podmienka periodickosti matice

Periéda vysoko siavislého komponentu - Definicia

Definicia

Nech A € R*(n, n). Hovorime, ze dva vrcholy i,j € G(A) st
vysoko-spojené, zapisujeme i =, j, ak i a j lezia na spolo¢nom
cykle ¢ s priemernou vahou w(c) = A(A). Poddigrafy generované
triedami ekvivalencie reflexivneho uzaveru =, nazyvame vysoko
stvislé komponenty G(A). Mnozinu vsetkych vysoko savislych
komponentov G(A) oznaéme HCC(G(A)). K € HCC(G(A)) sa
nazyva trividlnym, ak K neobsahuje cyklus kladnej dlzky

s priemernou vahou rovnou A(A). Mnozinu vSetkych netrivialnych
vysoko savislych komponentov oznacujeme HCC*(G(A)). Pre kazdy
K € HCC(G(A)) definujme vysoki periédu K ako

hper(KC) = ged{| c|; cjecyklusv IC, | ¢ |> 0, w(c) = A(A) }.
Ak K je trivialny, tak hper(K) = 0.
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Nutné a postacujiica podmienka periodickosti matice

Vysoko sivislé komponenty
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Nutné a postacujiica podmienka periodickosti matice

Vysoko sivislé komponenty

G(A2)
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Nutné a postacujiica podmienka periodickosti matice

Nutna a postacujica podmienka periodickosti matice

Nech A € R*(n, n). Potom s nasledujice podmienky ekvivalentné
(i) A je takmer periodicka,
(i) (VK € SCC*(G(A))) MK) = 0.

Nech A € R*(n, n) je takmer periodicka. Potom

per(A) = nsn { hper(K); K € HCC*(G(A)) }
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Nutné a postacujiica podmienka periodickosti matice

Algoritmus overenia periodickosti a vypoctu periédy matice

Nech A € R*(n, n). Periodickost matice sa da overit a periéda
per(A) sa da vypocitat v case O(n).

@ najdeme netrivialne silne savislé komponenty v éase O(n%)
pomocou A(A) (d; aj dj;i konecné)

@ vypocitame A\(K) kazdého netrividlneho silne stvislého
komponentu v &ase O(n%) pomocou Karpovho algoritmu

© najdeme netriviadlne vysoko savislé komponenty a vypocitame
ich vysoké periédy v ¢ase O(n3) pomocou Gavalcovho
algoritmu
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Nutné a postacujiica podmienka periodickosti matice

Algoritmus overenia periodickosti a vypoctu periédy matice

Q vypocitame per(A) v ¢ase O(nlog n) ako najmensi spolocny
nasobok vysokych periéd vsetkych netrivialnych vysoko
savislych komponentov s pouzitim Euclidovho algoritmu
na vypocet najvicsieho spolocného delitela nsd{a, b} a

ab

nsn{a, b} = nsd{a.b]
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Nutné a postacujiica podmienka periodickosti matice

Gavalcov algoritmus najdenia HCC* a vysokych periéd

Nech A € R*(n, n). Nech K € HCC*(G(A)). Ak hrana e € E(K)
nie je v ziadnom cykle vahy nula, tak hper(K) = hper(KC — e).

Nech A € R*(n, n). Nech K € HCC*(G(A)). Ak kazda hrana
e € E(K) je v nejakom cykle vahy nula, tak priemerna vaha
kazdého cyklu je nula a hper(K) = per(K).

D:aj+0;; <0
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Nutné a postacujiica podmienka periodickosti matice

Gavalcov algoritmus najdenia HCC* a vysokych periéd

Monika Molnarova Max-plus algebra



Periodické vlastnosti matic
000000008000

Nutné a postacujiica podmienka periodickosti matice

Periéda matice - Priklad 1

Priklad 1: Overme podmienku periodickosti a v kladnom pripade
vypocitajme periédu matice.

e =2 € E € €

2 € 3 € € €

€ € € 0 ¢ ¢
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Riesenie:

Ki={L,2} hper(K1) = 2
KZ — {34*5} hper(lC2) =3

per(A) = nsn { hper(K); £ € HCC*(G(A)) } =nsn{2,3} =6
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Nutna a postacujica podmienka periodickosti matice

Periéda matice - Priklad 1
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Nutné a postacujiica podmienka periodickosti matice

Periéda matice - Priklad 2

Priklad 2: Overme podmienku periodickosti matice.
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Nutné a postacujiica podmienka periodickosti matice

Periéda matice - Priklad 2
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Linearne periodické matice

Linearne periodické matice - Definicia

Definicia
Nech A € R*(n, n). Hovorime, ze A je takmer linearne periodicka,
ak pre vsetky i, je linedrne periodicka postupnost

aj = (a,(-jr); re Nt), t.j.

(3p > 0) (3R; € N) (3qy € R*) (vr > Ry) &\ ™" = al) 4+ px gy
Najmensie p s touto vlastnostou nazyvame linedrnou periédou a; a
;fJ‘.
oznacujeme |fac(a};-). Cislo Rjj nazyvame linearnym defektom aj a
oznacujeme Idef(aj;). Linedrna peridéda A je definovana ako
Iper(A) = nsn{Iper(aj); i,j € N }.
Maticu Ifac(A) = Q s qj; = Ifac(aj;) nazyvame maticou linearnych
faktorov matice A. Cislo Idef(A) = max{Rj; i,j € N} nazyvame
linedrnym defektom matice A.
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oznacujeme Iper(aZ-). Cislo gjj nazyvame linearnym faktorom a}; a
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Linearne periodické matice
Linearne periodické matice s konstantnou maticou linearnych
faktorov

Nech A € R*(n, n) je takmer periodicka matica s periédou per(A).
Potom A je takmer linearne periodicka a plati

Q lIper(A) = per(A),

Q Ifac(A) = Qs qj=0prei,jeN.
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Linearne periodické matice

Linearne periodické matice s konstantnou maticou linearnych

faktorov

Nech A € R*(n, n). Potom s nasledujice podmienky ekvivalentné
(i) A je takmer linearne periodicka a Ifac(A) = Q s g = A(A)
pre i,j € N,
(i) Ax=A"1® A je takmer periodicka.

Navyse v kladnom pripade per(Ay) = Iper(A).

Nech A € R*(n, n). Potom si nasledujice podmienky ekvivalentné
(i) A je takmer linearne periodicka a Ifac(A) = Q s gjj = A(A)
pre i,j € N,
(ii) (VI e SCC*(G(A))) AMK) = A(A).

Monika Molnarova Max-plus algebra



Periodické vlastnosti matic
000000

Linearne periodické matice

Linearne periodické matice s konstantnou maticou linearnych

faktorov

Nech A € R*(n, n) je takmer linearne periodicka a Ifac(A) = Q
s gj = A(A) pre i,j € N. Potom

Iper(A) = nsn { hper(K); K € HCC*(G(A)) }.

Nech A € R*(n, n). Linearna periodickost matice s konstantnou
maticou linearnych faktorov sa da overit a linearna periéda Iper(A)
sa da vypocitat v case O(n%).
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Linearne periodické matice

Linearna periéda matice - Priklad
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Linearne periodické matice

Linearna periéda matice - Priklad

Riesenie:

€ € e € €
2 € 3 e € ¢
€ € 3 0 £ ¢

AA=2TeA=-20A=
A © & € e| —1 e 1 0
€ e| —1 E € €
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@ A, je takmer periodicka s periédou per(A)) = 6
@ A je takmer linedrne periodicka

» Iper(A) = per(Ay) =6

> lfac(A) = Qs qgj=ANA)=2prei,jeN

Monika Molnarova Max-plus algebra



Dakujem za pozornost.
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