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Diskrétne dynamické systémy

Diskrétne dynamické systémy

Systémy

Q spojité
e stavy sa menia spojite v zavislosti na Case
e vystupy v tvare spojitej funkcie

x = x(t) t spojitd premenna Casu

@ diskrétne (DDS)

e stavy sa menia diskrétne, t.j. z "pripadu"na "pripad"
e vystupy v tvare diskrétnej funkcie

x = x(r) r diskrétna premenna udalosti (pripadu)
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Diskrétne dynamické systémy

Diskrétne dynamické systémy v praxi - priklady

Priklady DDS
@ dopravné systémy

@ signalne sustavy

@ vyrobné procesy
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Diskrétne dynamické systémy

Modelovy systém - vyrobna linka - popis

Popis systému:

Vyrobna linka pozostava z viacerych strojov, ktorych praca je
navzajom ovplyvnena. Okrem poctu strojov je preto systém uréeny
dvoma druhmi parametrov. V prvom rade je pre kazdy stroj dana
Casova hodnota, kedy zaéne pracovat. Druha skupina parametrov
udava, kol'ko a &i vébec musia jednotlivé stroje ¢akat na seba,
pokym zaéna dalsi pracovny akon.
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Diskrétne dynamické systémy

Modelovy systém - vyrobna linka - ilustracia

@ c praca pre 1. stroj

4 @ 1. stroj pracuje 3 jednotky
Casu, t.j. Caka "na seba"3j
@ casu

@ 2. stroj 4j Casu

xi(r) cas, kedy najskoér moze na-

stat r-ta udalost na j-tom stroji,

t.j. dokoncenie r-tého pracovného
r+1 Gkonu

@
@ 4. stroj 8j casu
® ®
@
r

x1(r +1) = max{x1(r) + 3, x2(r) + 4, xa(r) + 8}
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Diskrétne dynamické systémy

Diskrétne dynamické systémy v praxi - otazky

Otazky

@ Akou najvacsou rychlostou méze systém bezat?

@ Kedy musia jednotlivé stroje zacat pracovat, aby sa systém
ustalil, t. j. aby sa nezacali hromadit vyrobné komponenty
pri niektorom zo strojov?

@ Ak pozname vysku zakazky a ¢as dodania zakaznikovi, aky je
najneskorsi termin spustenia vyroby?
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Diskrétne dynamické systémy

Diskrétne dynamické systémy - ciel

Ciel’:

o formalizovat zapis [ubovolného DDS pomocou vektorov a
matic

@ definovat "vhodna algebru", v ktorej klasické operacie
nasobenia a scitania budi nahradené operaciou scitania a
maxima, ale operacie s vektormi a maticami budi formalne
definované, ako v klasickej algebre

o hladat odpovede na polozené otazky
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Diskrétne dynamické systémy

Formalizacia zapisu - predstavenie prvku e

x1(r +1) = max{xy(r) + 3, xo(r) + 4, xa(r) + 8}
formalne

x1(r+1) = max{xy(r) + a11, x2(r) + a1z, xa(r) + a1a}

max{x1(r) + a11, x2(r) + a12, x3(r) + a13, xa(r) + a1a} =
nech a;3 = —oc0 —

= max{xi(r) + a1, x2(r) + a1z, x3(r) + (—o0), xa(r) + a1a} =
= max{xl(r)—l—all, X2(r)—|-312, —00, X4(r)+al4} =
= max{xi(r) + a1, x2(r) + a1z, xa(r) + a1a} =

= Xl(l’—l— 1)

Zapis: —o0 = ¢
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Diskrétne dynamické systémy

Formalizacia zapisu - rekurzivny popis DDS

Rekurzivny popis systému pozostavajici z n strojov:

xi(r +1) = max{x1(r) + aj1, x2(r) + ai2, ..., xa(r) + ain}

@ /-ty stroj

@ (r + 1)-va udalost (pracovny akon)
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Max-plus algebra

Definicia max-plus algebry ako priklad extremalnej algebry

Nech R je mnozina realnych &isel. Nech R* = RU {—oc0}. Nech
a®b=max{a, b} aa® b= a+ b, pre lubovolné a, b € R*.
Usporiadand trojicu (R*, @, ®) budeme nazyvat max-plus algebra.

Priklad:

QO 3R4=3+4=7

Q@ 403=4+3=7

© 538 =max{5,8} =38

O 845 =max{8,5} =8

Q@20 (4®6)=2+max{4,6} =2+6=28
Q2040206 =max{2+4,2+6} =max{6, 8} =8
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Max-plus algebra

Niektoré vlastnosti operacii ® a @ pre skalary |.

Nech a, b, ¢ € R*. Plati
adb = bda komutativnost &
a®(bdc) = (a®b)@c  asociativnost &
a®b = bRa komutativnost ®
a®(b®c) = (a®@b)®c  asociativnost ®
a®(bdc) = a®bdaxc distributivnost ® vzhladom na &
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Max-plus algebra

Niektoré vlastnosti operacii ® a & pre skalary II.

Nech a € R*. Plati
ade = e®a = a ¢ neutralny prvok vzhladom na @
aRe = e®a = ¢ ¢ absorbujtci vzhladom na ®
a®0 = 0®a = a 0 neutralny prvok vzhladom na ®
Priklad:

O 3be=cd3=max{3,e} =3
Q@ 4Qc=c®R4=c+4=c¢
©O530=005=0+4+5=5
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Max-plus algebra

Definicia mocniny

Definicia

Nech a € R*. Nech p € NT. p-tou mocninou &isla a nazyvame
vyraz
¥ =a®a®R---®a
p krat

Q=0

Poznamka: a» = p x a

Priklad:
0 3°=33®303®3=5x3=15

@ c’=cRec=2xc=¢
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Max-plus algebra

Binomicka veta

Veta (Binomicka veta)

Nech a, b € R*. Nech p € N. Plati

(2@ b)P = 3P @ bP

Priklad:

(495)°=3x(435) =3x4®3x5=43@53
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Max-plus algebra

Princip umocnovania

Vztah plati pre [ubovolny koneény pocet séitancov.

Veta (Princip umochovania)

Nech a; € R*, pre i = 1,2,..., n. Plati

(") ="

i i
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Max-plus algebra

Rozdiely oproti klasickej algebre

Nech a, b € R*. Plati

ada = a idempotentnost &

ad®b

Y
L

majoritnost &

Priklad:

Q@ 7d7=max{7,7} =7
Q@ 79 (—4)=max{7, -4} >7
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Max-plus algebra

Rozdiely oproti klasickej algebre

Vztah plati pre [ubovolny koneény pocet séitancov.

Veta (Princip majority)

Nech a; € R*, pre i = 1,2,...,n. Plati

& .
E aj > aj, /:1,2,...,n
i

ako ktorakolvek z uvazovanych hodnét.
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Max-plus algebra

Struktara (R*, @, ®)

Q (R,®(+)) je linearne usporiadana (<) komutativna grupa
uzavreta vzhladom na ®

asociativna

s neutralnym prvkom 0

s inverznym prvkom —a ku prvku a (konecny!)
komutativna

b

navyse kazda rovnica n x x = b ma rieSenie v tvare x = .

Q@ (R*, @ (max)) splha
uzavreta vzhladom na @
asociativna

s neutralnym prvkom ¢
1

komutativna
© ¢ absorbujici vzhladom na ®
Q distributivnost ® vzhladom na @&
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Operécie s vektormi a maticami

Vektory a matice v max-plus algebre

Nech m, n € N. Mnozinu vsetkych n-rozmernych vektorov nad R*
budeme oznacovat R*(n), mnozinu vsetkych matic typu m x n
budeme oznacovat R*(m, n).

Operacie sucinu skalara a matice, stétu matic a st€inu matic
definujeme formalne rovnako ako v klasickej algebre zohladnujic
pritom operacie @ a ®.
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Operécie s vektormi a maticami

Nasobenie matice skalarom

Definicia (nasobenie matice skalarom)

Nech A € R*(m, n) a a € R*. a-nasobkom matice A nazyvame
maticu C € R*(m, n), C = (cjj), pre ktort ¢jj = a ® ajj, pre
i=1,2,....m j=12...n

Zapis: C=a® A

Priklad:

=

A=

w
w NN O

4
0 oa=2
€

(6]

1 0 4 24+1 240 2414
aRA=2® 3 2 0 |=| 2+3 2+2 2+0 |=
5 3 ¢ 2+5 243 2+¢
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Operécie s vektormi a maticami

Sicet matic

Nech A € R*(m, n) a B € R*(m, n). Sictom matic Aa B
nazyvame maticu C € R*(m, n), C = (cjj), pre ktort ¢; = aj; @ bj;,
prei =12 ....m,j=1,2 ... n.

Zapis: C=Aa B

Priklad:
1 0 4 0 ¢ 6
A= 3 20 B = -1 0 4
5 3 ¢ 1 2

max{1l, 0} max{0, e} max{4, 6} 1
A®B = [ max{3, -1} max{2, 0} max{0,4} | =1 3
max{5, 1} max{3, 2} max{e, ¢} 5
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Operécie s vektormi a maticami

Vlastnosti scitania matic

Nech A € R*(m, n), B € R*(m,n) a C € R*(m, n). Plati

AeB = BaA komutativnost &
Ae(BeC) = (AeB)aC asociativnost @

a®(AdB) = a®Ada®B

a®(BRA) = (aRB)A
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Operécie s vektormi a maticami

Sacin matic

Definicia
Nech A € R*(m,r) a B € R*(r, n). Sa¢inom matic A a B
nazyvame maticu C € R*(m, n), C = (cj), pre ktora

®
Cij=ai1®blj@ai2®b2j€9---@air®brjZZ ajk @ by, pre

=12 ....m j=12...,n. ‘ )
Zapis: C=A® B

Priklad:

aoe=(32 7)o 12 a)-(2 = 2)

0 2 3
2=240003®(-1)®2=max{2+4,0+3, -1+2} =6
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Operécie s vektormi a maticami

Princip stipcového acinku

Poznamka:

Nech C = A® B. Kazdy stlpec vyslednej matice C vznikol
pbsobenim matice A na zodpovedajici stlpec matice B. Tuto
stvislost budeme v dalsom pouzivat a oznacovat ako princip
stlpcového Géinku.

Priklad:
5 4 1
2 0 -1 7 6 3
ARQ B = < > X 1 3 -1 = ( )
3 2 0 0 9 3 8 7 4
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Operécie s vektormi a maticami

Vlastnosti ndsobenia matic

Nech A, B a C st matice vhodnych rozmerov nad R*. Plati

AR(B®C) = (A®B)® C  asociativnost ®

AR(B&C) = AB®A® C distributivnost ®
vzhladom na @

a®(A®B) = A®(a® B)

Poznamka:

Horeuvedené vztahy platia aj pre stlpcové vektory (matice s jednym
stlpcom). Posledna rovnost méze mat v takom pripade pre
ubovolni maticu A a vektor x podobu

a® (AR x)=AR (a® x).
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Operécie s vektormi a maticami

Specialne typy stvorcovych matic

Definicia

Stvorcovti maticu D € R*(n, n), D = (d;;) nazyvame diagonalnou
maticou, ak pre i,j =1,2,...,n

dij_{s pre [ #j

[ubovolné pre =

Zapis: D = diag(d11, da2, ..., dnn)

Priklad:
€ €
D=| ¢ ¢ ¢ | =diag(3,¢,1)
e € 1
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Operécie s vektormi a maticami

Specialne typy stvorcovych matic

Stvorcovti maticu ® € R*(n, n), ® = (p;;) nazyvame nulovou
maticou, ak ;i =€, pre i,j =1,2,...,n.

Priklad:
€ € €
b= | e e e | =diag(e,¢,¢)
€ € €
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Operécie s vektormi a maticami

Sicet s nulovou maticou

Nech ® € R*(n, n) je nulova matica. Pre [ubovolnt maticu
A € R*(n, n) plati
Apd=0pA=A

Poznamka: Nulova matica ® je neutralnym prvkom vzhladom na
s¢itavanie matic.

Priklad:
5 4 1 € € € 5 4 1
AP = 1 3 -1 @ € € € = 1 3 -1
0 2 3 € € € 0 2
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Operécie s vektormi a maticami

Specialne typy stvorcovych matic

Definicia

Stvorcovti maticu £ € R*(n, n), E = (e;) nazyvame jednotkovou
maticou, ak pre i,j =1,2,...,n

_{s pre £

€ 0 pre =y
Priklad:
0 ¢ ¢
E=| ¢ 0 ¢ | =diag(0,0,0)
e ¢ 0
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Operécie s vektormi a maticami

Nasobenie jednotkovou maticou

Nech E € R*(n, n) je jednotkova matica. Pre [ubovolna maticu
A € R*(n, n) plati
ARQE=E®RA=A

Poznamka: Jednotkova matica E je neutradlnym prvkom vzhladom
na nasobenie matic.

Priklad:
5 4 1 0 £ ¢ 5 4 1
AR E = 1 3 -1 |®]| ¢ 0 ¢ = 1 3 -1
0 2 e ¢ 0 0 2 3
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Operécie s vektormi a maticami

Inverznd matica

Inverznou maticou ku tvorcovej matici A nazyvame maticu A~!,
pre ktorii plati AQ Al = A 1@ A=E.

Kazdi Stvorcovi maticu, ktord mézeme dostat konecnym poctom
permutacii riadkov a stlpcov jednotkovej matice E (diagonalne;
matice) nazyvame permutacnou maticou (zovseobecnenou
permutacnou maticou).
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Operécie s vektormi a maticami

Vypocet inverznej matice

Ak A € R*(n, n) je zovseobecnena permutacna matica a
B € R*(n, n) je k nej inverzna matica, tak plati

by — { E—aj,- pre aj; konecné (1)

pre aji = €.

Specialne pre diagonalnu maticu A = diag(di1, d22, . .., dnn) plati

A7Y = diag(dit, dyyt, - ooy dpnt).

» = nn
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Operécie s vektormi a maticami

Mocnina matice

Nech A € R*(n, n). Nech p € N. p-tou mocninou matice A
nazyvame maticu AP

T E p=20
AQAP L p=12 ...

Zapis: AP = (a,(jp))

Priklad:
2 3\ (2 -3 o2 -3 °
e 4 N e 4)°\e 4) —
_ (2 3\ (4 1)_(6 5
o e 4 )"\ e 8) \e 12
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Operécie s vektormi a maticami

Diagonalne prvky mocnin matice

Nech A € R*(n,n). Nech p € NT.

(p) P -
a;’ >a; prei=12..n

Dékaz: a,(,-z):a,-1®alf€B---@aii®aii@“'@ain®8niZa,%'

Poznamka: Diagonalne prvky mocnin matice podstatnym spdsobom
svisia s otazkou maximalnej rychlosti, akou méze DDS bezat.

Monika Molnarova Max-plus algebra



Max-plus algebra
0000000000000000e0

Operécie s vektormi a maticami

Idempotentnost a binomicka veta pre matice

Nech A € R*(m, n). Plati

A® A=A idempotentnost @ pre matice

Idempotentnost scitavania matic zjednodusuje binomickd vetu pre
matice.

Nech A € R*(n,n), E € R*(n, n). Nech p € N*. Plati

(EQAP=EQADA’D--- D A

D: matematickou indukciou s vyuzitim idempotentnosti
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Operécie s vektormi a maticami

Aplikacia binomickej vety pre matice

Aplikacia:

Nech A € R*(n, n) je [ubovolna matica. Nech E € R*(n, n) je
jednotkova matica. Oznacme I, stcet jednotkovej matice a po sebe
idacich mocnin matice A po mocninu p € N

,=EQADA’D - -©AP
Pouzijac binomickd vetu pre matice dostavame
M, =(E®A)P

S touto dblezitou maticou sa budeme neskér stretavat.
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Vypoctova zlozitost

Umocnovanie matic

Priklad:

Pre dand maticu A vypocitajme efektivne

° A16
° A15

Riesenie:

o A6 — (((A2)2)2)2 _ A24
° A15 — A1+2+4+8 —A® A2 ®A4 ®A8
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Vypoctova zlozitost

Vypoctova zlozitost mocnin matice |

Pre maticu A € R*(n, n) sa d4 mocnina AP vypocitat s vypoctovou
zlozitostou O(n3In p).

D:
Q p=2k
A2 A% Ak - krat mocnina matice

mocnina matice  n3 operacii

k mocnin matice k x n® operacii

p=2¢k=k=Inp= kn®=n3Inp
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Vypoctova zlozitost

Vypoctova zlozitost mocnin matice Il

Q@ p#2-
A2, A% A1 najhorsi pripad
ALGORITMUS:
A B=A
A2 B =B A2
A4 B=BA*
A2 B =B A

k - krat nasobenie matic k - krat nasobenie matic

= kn® + kn3 = 2kn> = n3Inp

Monika Molnarova Max-plus algebra



Dakujem za pozornost.
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