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Uvod

Ucebnica Stabilita diskrétnych dynamickych systémov je urcena Studentom
magisterského studia odboru Pocitacové modelovanie na Fakulte elektrotech-
niky a informatiky Technickej univerzity v Kosiciach. Venuje sa problematike
skimania vlastnosti a modelovania stabilnych systémov pomocou extremal-
nych algebier, menovite max-plus algebry a k nej dudlnej min-plus algebry.
Problematika je prezentovana aplikaciami v oblasti riadenia vyrobnych a do-
pravnych procesov.

Ucebnica obsahuje devit kapitol, ktoré st ¢lenené do podkapitol. Kazda
kapitola zacina podkapitolou, ktora formuluje ciel danej kapitoly, a pokracuje
podkapitolou, v ktorej je prehlad kapitoly vo forme otazok z danej proble-
matiky. Prehlad teoretickych poznatkov, postupy riesenia nastolenych prob-
lémov so zodpovedajicimi algoritmami spolu s riesenymi tlohami, pripadne
vizualizaciou predstavenych algoritmov, tvoria jadro kapitoly. Zaver obsahuje
neriesené ulohy doplnené o vysledky.

V prvej kapitole je prezentovany nastroj, pomocou ktorého sa bude nasto-
lené problematika riesit a sice max-plus algebra. Predstavené su jej vlastnosti
a zakonitosti pri praci s maticami a vektormi. Kvoli ulahceniu studia su uve-
dené paralely medzi max-plus algebrou na jednej strane a klasickou linearnou
algebrou.

Druhé kapitola predstavuje koncepciu modelovania diskrétneho dynamic-
kého systému (v skratke DDS) v max-plus algebre na priklade vyrobnej linky.
Prezentovana je reprezentacia DDS pomocou matice prechodu. Predstavena
je definicia vzostupného orbitu a jeho vyuzitie pri urceni najskorsieho moz-
ného c¢asu ukoncenia projektu pre uvazovany DDS.

V tretej kapitole je predstavena dualna algebra ku max-plus algebre a
sice min-plus algebra. Predstavena je definicia zostupného orbitu a jeho vy-
uzitie pri urceni najneskorsieho mozného ¢asu ukoncenia projektu pre uvazo-
vany DDS. Pouzitim oboch algebier sa da skonstruovat tzv. kriticky diagram,
ktory umoznuje riadif dany DDS. Samostatné vyuzitie min-plus algebry je
prezentované na dopravnom systéme.

Vo stvrtej kapitole st uvedené relevantné casti tedrie grafov a ich su-
vis s modelovanim procesov DDS. Definované si tranzitivne uzavery matic
a prezentované su efektivne algoritmy na ich vypocet vratane Floydovho-
Warshallovho algoritmu. Popisana je koncepcia ireducibilnych a reducibil-
nych matic, vratane algoritmu na transformaciu reducibilnej matice do hor-
nej blokovo trojuholnikovej matice s vyuzitim permutacnej a k nej inverznej
matice v max-plus algebre.

Piata kapitola je venovana systémom rovnic a nerovnic v max-plus al-
gebre. Uvedené st nutné a postacujice podmienky existencie rieSenia systému
rovnic, rovnako aj nutna a postacujuca podmienka jednoznacnosti riesenia.
Popisany je algoritmus riesenia systému rovnic. Uvedena je aplikacia systému



6 Uvod

rovnic na riesenie tloh sivisiacich s ukonc¢enim projektu DDS v ¢asovom li-
mite, navySe na konci kapitoly je definovand CebySevova aproximéicia a jej
vyznam pre priblizné riesenie tychto tloh.

V Siestej kapitole je predstaveny problém stability DDS, kedy systém pra-
cuje v ustdlenom rytme, t. j. dizka trvania jednotlivich etdp je konstantna.
Je ukazané, Ze riesenie tejto tlohy suvisi s rieSenim vlastnej tlohy pre max-
plus maticu. St popisané algoritmy na vypocet vlastnej hodnoty pomocou
Karpovho algoritmu a zodpovedajtcich vlastnych vektorov pre pripad iredu-
cibilnej matice.

V siedmej kapitole je predstavena spektralna teoéria, pomocou ktorej je
problém stability systému rieSeny vo vseobecnom pripade, teda ked je DDS
reprezentované reducibilnou maticou. Popisany je algoritmus na urcenie vset-
kych vlastnych priestorov, t. j. vSetkych vektorov, pomocou ktorych sa sys-
tém dostane do stabilného stavu. Uvedené si nutné a postacujice podmienky
na existenciu konecného riesenia vlastného problému.

V 6smej kapitole je predstavend koncepcia takmer periodickej matice a
takmer linearne periodickej matice v Specialnom pripade. Uvedené su nutné
a postacujice podmienky periodickosti ako aj zodpovedajice polynomialne
algoritmy na vypocet periddy v pozitivnom pripade. Tato kapitola pripravuje
podu pre riesenie zasadného problému stability DDS, menovite reprezenta-
cie systému maticou, ktorda nezavisle na vstupnom vektore dostane systém
do ustéleného stavu vzdy.

V deviatej kapitole je zavisend snaha o popisanie stabilnych DDS. Pred-
stavend je tzv. robustna matica, ktord zarucuje stabilitu systému za kaz-
dych okolnosti teda aj vtedy, ked vstupny vektor nie je vlastnym vektorom
uvazovanej matice. Postupne st uvedené nutné a postacujice podmienky ro-
bustnosti najskor ireducibilnej a potom reducibilnej matice, ktoré vyuzivaja
koncepty riesenia vlastnej tilohy a periodickych vlastnosti matice predstavené
v predchadzajicich kapitolach.

Autor dakuje recenzentom ucebnice prof. RNDr. Janovi Plavkovi, CSc. a
RNDr. Stefanovi Bereznému, PhD. za pomoc pri jej pisani.

Autor.



1 Max-plus algebra

1.1 Ciel kapitoly

Oboznamit sa s pojmom max-plus algebra, operaciami so skalarmi, vektormi
a maticami v max-plus algebre a vlastnostami tychto operacii.

1.2 Prehlad kapitoly v otazkach

e Definujte max-plus algebru.
e Uvedte zakladné vlastnosti operacii so skalarmi v max-plus algebre.

e Uvedte binomickt vetu pre skalare a dokazte ju pomocou definicie moc-
niny ¢isla.

e Definujte operacie s maticami: nasobenie skalarom, sicet a suc¢in matic.
e Uvedte zakladné vlastnosti operacii s maticami v max-plus algebre.

e Definujte inverznii maticu. Specifikujte triedu matic, pre ktoré existuje
inverzna matica a uvedte sposob jej vypoctu.

e Definujte mocninu matice a uvedte efektivny postup pri jej vypocte.

e Uvedte binomicku vetu pre matice a dokazte ju.

1.3 Pojem max-plus algebra

Predtym, ako sa obozndmime s pojmom max-plus algebry, je potrebné si uve-
domit, Ze tato algebra patri medzi tzv. extreméalne algebry. To s algebry, kde
aspon jedna z operacii medzi dvoma prvkami méa tu vlastnost, ze vysledkom
je niektory z danych dvoch prvkov (teda nie novy prvok). Tato vlastnost ma
dosledky, ktoré si pre max-plus algebru uvedieme v nasledujicich kapitolach,
a ktoré predurcuju extremdalne algebry k modelovaniu procesov v rdznych
oblastiach ako s vyrobné procesy, digitalna signalizacia, dopravné systémy
a pod.

V celej publikécii budeme mnozinu vsetkych konecnych redlnych ¢isel ozna-
c¢ovat R a mnozinu vSetkych kladnych prirodzenych ¢isel N.

Definicia 1.1 Nech R je mnozZina redlnych cisel. Nech R* = R U {—o0}.
Nech a®b = max{a, b} a a®b = a+0b, pre lubovolné a, b € R*. Usporiadani
trojicu (R*, ®, ®) budeme nazjval mazx-plus algebra.
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Poznamka 1.1 KedZe md operdcia maxima vlastnost spominani v tdvode
tohto odseku, teda maximum dvoch prvkov je niektory z dangch dvoch prv-
kov, jednd sa o extremdlnu algebru. Napriek tomu platia v max-plus algebre
pre operdcie so skaldrmi rovnaké zdakladné pravidla ako v linearnej algebre.

Veta 1.1 Nech a, b, c € R*. Plati

a®db = bPa komutativnost @,
a®(bdc) = (adb)Ddc asociativnost @,

a®b = bRa komutativnost ®,
a®(b®c) = (a®b)®c  asociativnost ®,

a®(bdc) = abda®c distributivnost ® vzhladom na @ .

Priklad 1.3.1 Vypocitajme

a) 3®4=3+4=17,
b) 43=4+4+3=7,
c) 5® 8 = max{5, 8} =38,
d) 8¢5 =max{8, 5} =8,
e) 2® (406) =2+ max{4,6} =2+6=38,
f) 204@2®6 =max{2+4, 2+ 6} = max{6, 8} = 8. Q
Specidlne postavenie prvkov v max-plus algebre maji prvky ¢ = —oco a 0.

Veta 1.2 Nech a € R*. Plati

adbe = cha = a e neutrdlny prvok vzhladom na @,
a®e = e®a = ¢ e absorbujici vzhladom na ®,

a®0 = 0®a = a 0 neutrdlny prvok vzhladom na & .
Priklad 1.3.2 Vypocitajme
a) 3de=e@3=max{3, ¢} =3,
b) Qe =e@4d=c+4=¢,
) 5@0=0®5=04+5=25. Q@
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Definicia 1.2 Nech a € R*. Nech p € N. p-tou mocninou cisla a nazy-
vame vyraz

Priklad 1.3.3 Vypocitajme
a) 33=323®3®3®3=5x3=15,
b) e?=e®e=2xe=c¢. Q

Veta 1.3 (Binomicka veta pre skalare) Nech a, b € R*. Nech p € N.
Plati
(a®b)P =aP &P, (1)

Priklad 1.3.4 Vypocitajme

(4057 =3x (405)=3x4®3x5=4"p5".

Vztah plati pre Iubovolny pocet s¢itancov.
Veta 1.4 (Princip umocnovania) Nech a, b € R*. Nech p € N. Plati
p
(Z7a) =@y,

V max-plus algebre platia dalSie vlastnosti operacie @, ktorymi sa lisi od li-
nearnej algebry:.

Veta 1.5 Nech a, b € R*. Plati

ada = a idempotentnost @,

a®b > a(b) magjoritnost @ .
Priklad 1.3.5 Vypocitajme
a) T®&7=max{7, 7} =7,
b) 7® (—4) = max{7, —4} > 7(—4).
Vztah majoritnosti plati pre lubovolny pocet s¢itancov.

Veta 1.6 Nech a; € R*, prei =1,2,...,n. Plati

o .
Z%Zai, 1=1,2,...,n.

i
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Poznamka 1.2 Pouzitim definicie algebrickej struktiry grupa mozZeme vlast-
nosti maz-plus algebry (R*, &, ®) zhrnit do nasledujicich bodov.

1. (R,®(+)) je linedrne usporiadand (<) komutativna grupa

e uzavretd vzhladom na ®,

e asociativna,

s neutralnym prvkom 0,
e s inverzngm prvkom —a ku prvku a (konecény),

komutativna.

NavysSe kaZdd rovnica n X x = b md riesenie v tvare x = %

2. (R*, ®(max)) splia

e uzavretd vzhladom na @,

e asociativna,

e s neutrdalnym prvkom e,

e - (inverzny prvok neexistuje),

e komutativna.
3. € absorbujuci vzhladom na ®

4. Distributivnost ® wvzhladom na .

1.4 Operacie s maticami v max-plus algebre

Ozna¢me mnozinu vSetkych n-rozmernych vektorov nad R* ako R*(n) a mno-
zinu v8etkych matic typu m x n ako R*(m, n) pre m, n € N. Operéacie stcinu
skalara a matice, si¢tu matic rovnakého typu a stuc¢inu matic vhodnych ty-
pov definujeme formalne rovnako ako v klasickej algebre zohladnujic pritom
operacie ¢ a ®.

Definicia 1.3 Nech A € R*(m,n) a a € R*. a-ndsobkom matice A
nazyvame maticu C € R*(m,n), C = (¢;), pre ktord ¢;; = o @ a;j,
pret=1,2....m,5=12...,n.

Zéapis: C = a® A.

Priklad 1.4.1 Pre danid maticu A a konstantu o vypocitajme o ® A, ak

1
5

w N O
N O W~
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RieSenie.
1 0 4 2+1 2+0 2+4 3 2 6
a®RA=2® | 3 2 0 |=| 243 242 240 |=| 5 4 2
5 3 ¢ 245 243 2+¢ 7 5 ¢

Definicia 1.4 Nech A € R*(m,n) a B € R*(m,n). Sictom matic A
a B nazgvame maticu C € R*(m,n), C = (c¢;;), pre ktord ¢;; = a;; ® bjj,
pret=1,2,....m,5=1,2,...,n.

Zapis: C = A® B.

Priklad 1.4.2 Pre dané matice A a B vypocitajme A ® B, ak
1 0 4 0 € 6
A=13 2 0 |, B=| -1 0 4
5 3 ¢ 1 2 ¢

RieSenie.
max{1, 0} max{0, ¢} max{4, 6}

1
A® B=| max{3, =1} max{2, 0} max{0,4} | =| 3
max{5, 1} max{3, 2} max{e, ¢} 5

Pre prave definované operacie s maticami plati nasledujica veta.
Veta 1.7 Nech A € R*(m,n), B € R*(m,n) a C € R*(m,n). Plati
A®B = BpA komutativnost @,
Ao (Bo(C) = (AeB)aC asociativnost @,
a®R(A®B) = a®@ADa® B,
a®(BeA) = (a®p)e® A.

Definicia 1.5 Nech A € R*(m,r) a B € R*(r,n). Sic¢inom matic A o B
nazyvame maticu C € R*(m,n), C = (c;;), pre ktord c;; = aq @ by; & aip ®
byj @ -+ D iy X by, :Z®aik®bkj, pret=1,2,....m,j=1,2,....,n.

k

Zapis: C = A® B
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Priklad 1.4.3 Pre dané matice A a B vypocitajme A @ B

5 4 1
A=<§ g_é>, B=|[13 -1
02 3
Riesenie.
54 1
2 0 —1 76 3
A®B:< >® 1 3 -1 :( )
32 0 0 o 3 8 7 4

Q

Poznamka 1.3 Nech C = A® B. Kazdy stlpec vyslednej matice C' vznikol
posobenim matice A na zodpovedajici stlpec matice B. Thito suvislost budeme
v dalsom pouzivat a oznacovat ako princip stlpcového ucinku.

Priklad 1.4.4 Overme stl})covy/ ucinok pre druhy stlpec matice B z prikladu
[L4.3

RieSenie.
4.
2 0 —1 . 6 .
sen-(20)e(3)-( )

Veta 1.8 Nech A, B a C si matice vhodnych rozmerov nad R*. Plati

A (Be(C) = (AeB)®C asociativnost ®,

A (BaC) = A®B®A®C distributivnost ®
vzhladom na &,
a®(A®B) = A®(a® B).

Poznamka 1.4 Horeuvedené vztahy platia aj pre stlpcové vektory (matice
s jedngm stlpcom). Poslednd rovnost méze mat v takom pripade pre lubovolni
maticu A a vektor x podobu

a®(ARr)=A® (a® ). (2)

Thito vlastnost budeme pouzivat v dalsich kapitolach, ak bude prdaca modelo-
vého systému prerusend na urcitu dobu.

Podobne ako v klasickej algebre aj v max-plus algebre existuje matica,
ktora je neutralna vzhladom na sc¢itavanie matic. Nasledujica definicia je
dosledkom faktu, ze neutralnym prvkom vzhladom na operaciu & je €.
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Definicia 1.6 Stvorcovii maticu ® € R*(n,n), ® = (p;;) nazgvame nulo-
vou maticou, ak p;; =€, pre i, j =1,2,...,n.

Priklad 1.4.5 Nulovd matica ® € R*(3,3)

b —

M M M
M M M
M M M

Nulova matica ® je neutralnym prvkom vzhladom na séitavanie matic.

Veta 1.9 Nech ® € R*(n,n) je nulovd matica. Pre lubovolni maticu A €
R*(n,n) plati
ApdP=00 A=A

Priklad 1.4.6

5 4 1 € € € 5 4 1
AedP=|1 3 -1 || e ¢ ¢ |=|1 3 -1
0 2 3 € € € 0 2 3

Definicia 1.7 Stvorcovii maticu D € R*(n,n), D = (d;;) nazjvame dia-

gondlnou maticou, ak prei,j =1,2,....,n
R pre i #j
Y lubovolné pre i =j.

Zapis: D = diag(dy1,dag, . . ., dun)-
Nulovd matica je v skutocnosti diagonalnou maticou ¢ = diag(e, e, ..., ¢).

Priklad 1.4.7

= diag(3,¢,1).

I
M o ow
M oo oo
— o o

Q©

Podobne ako v pripade nulovej matice mozeme definovat maticu neut-
ralnu vzhladom na nasobenie matic v max-plus algebre. Analogicky sa jedna
o dosledok faktu, ze neutralnym prvkom vzhladom na opericiu ® je 0.

Definicia 1.8 Stvorcovii maticu E € R*(n,n), E = (e;;) nazjvame jed-
notkovou maticou, ak pret,j =1,2,...,n

S pre i % j
Y10 pre 1=7.
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Priklad 1.4.8

= diag(0,0,0).

o O M
S M M

Q

Jednotkova matica E je neutralnym prvkom vzhladom na nasobenie matic.

Veta 1.10 Nech E € R*(n,n) je jednotkovd matica. Pre lubovolni maticu
A € R*(n,n) plati
AR E=E® A=A

Priklad 1.4.9

5 4 1 0 ¢ ¢ 5 4 1
AQE=(1 3 -1 |®| ¢ 0 ¢ |=]1 3 -1
0 2 3 e e 0 0 2 3

Definicia 1.9 KazZdu Stvorcovi maticu, ktori moézZeme dostat konecngm po-
ctom permutdcii riadkov a stlpcov jednotkovej matice E (diagondlnej ma-
tice) nazgvame permutacénou maticou (zovseobecnenou permutacénou
maticou).

Definicia 1.10 Inverznou maticou ku stvorcovej matici A € R*(n,n)
nazyvame maticu A~Y, pre ktori plati AQ A ' =A@ A=F.

Poznamka 1.5 Jedingmi maticami, ku ktorym existuji inverzné matice
v max-plus algebre su permutacné, resp. zovseobecnené permutacné matice.
Z definicie vyplgva, Ze ak A € R*(n,n) je zovSeobecnend permutacnd
matica a B € R*(n,n) je k nej inverznd matica, tak plati

b — —aj; pre aj; konecné (3)
" 3 pre aj; = €.

Specidlne v pripade diagondlnej matice A = diag(diy, daa, . . ., dny) je inverz-
nou maticou opdat diagondlna matica

ATV = diag(dy, doy s - d ).

r'mn

Priklad 1.4.10 Rozhodnime, ¢i pre matice A a B existuje inverznd matica
a ak ano, tak ju ndjdime

1 ¢ 2 € €
a) A=1| ¢ 3 ¢ |, by B=|3 ¢
e 4 ¢ e —4 ¢
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RieSenie.

a) Kedze prvy riadok matice obsahuje (rovnako ako druhy stlpec) viac
nez jeden konec¢ny prvok, matica A nie je zovseobecnenou permutacnou
maticou. Z toho vyplyva, inverzna matica ku matici A neexistuje.

b) Kazdy riadok a kazdy stipec matice B obsahuje prave jeden kone¢ny
prvok, matica B je teda zovSeobecnenou permutac¢nou maticou. Podla
poznamky inverzna matica ku matici B existuje a podla vztahu
ju vieme vypocitat

e —3 ¢
B! = € e 4
—2

Q©

Definicia 1.11 Nech A € R*(n,n). Nechp € N. p-tou mocninou matice
A nazyvame maticu AP

E
2 —
8 _{ A At p=

0
1,2,...

Zapis: AP = (a(p)).

ij

Priklad 1.4.11 Vypocitajme tretiu mocninu danej matice

RiesSenie.
2 -3\’ 2—3@2—32_
e 4 o e 4 e 4 )
(2 B\ (4 (6 5
e 4 e 8) \e 12 )

Ak chceme vypocitat konkrétnu mocninu matice, nie je nevyhnutné, aby
sme pocitali celil postupnost mocnin matice. Pozadovanii mocninu mozeme

najst aj efektivnym umocnovanim, ktoré popisujeme v nasledujicom pri-

klade.
Priklad 1.4.12 Vypocitajme efektivne 15. mocninu matice z prikladu|l.4.1]1).

Riesenie. [lubovolny mocnitel matice mdze byt vyjadreny ako sicet mocnin
¢isla 2. Mocninu matice dostaneme teda opakovanym umocnenim zadanej
matice, aby sme dostali postupnost mocnin A, A2, A* A% ... a naslednym
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vynasobenim potrebnych ¢lenov tejto postupnosti. KedZe 8 = 23 < 15 =
16 —1 = 2* — 1, je v nasom pripade potrebné vynasobit vietky mocniny
matice po AS.

9 _3 15_ 9 _3 8+442+1 B 9 _3 23422421420 B
e 4 o e 4 e 4 o
8 4 2
2 -3 2 -3 2 =3 2 =3
€ 4>®<5 4>®<5 4>®<5 4>_

Veta 1.11 Pre maticu A € R*(n,n) sa dd mocnina AP vypocital s vipocto-
vou zloZitostou O(n®In p).

Diagonalne prvky mocnin matice, ktora popisuje systém modelovany
v max-plus algebre (matica prechodu), podstatnym spésobom stvisia s otaz-
kou maximalnej rychlosti, akou mdze systém bezat. Je potrebné si uvedomit,
ze diagonalny prvok v p-tej mocnine matice nadobiida minimalne hodnotu,
ktora sa rovna p-tej mocnine prislusného diagonalneho prvku v matici A.

Veta 1.12 Nech A € R*(n,n). Nech p € N.

(p) >

p
i = @

a w o pret=1,2..n.

Matematickou indukciou a s vyuzitim nasledujicej vety o idempotentnosti
operacie & pre matice sa da dokazat binomicka veta pre matice.

Veta 1.13 Nech A € R*(m,n). Plati

AP A=A idempotentnost & pre matice.
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Pre jednotkovi maticu a lubovolni Stvorcovii maticu rovnakého typu plati
obdoba binomickej vety, ktord na prvy pohlad pripomina binomicku vetu
pre skalare v linearnej algebre, kazdopadne bez konstant. Dokaz sa da lahko
urobit matematickou indukciou prave vyuzitim idempotentnosti operacie &
pre matice.

Veta 1.14 (Binomicka veta pre matice) Nech A, E € R*(n,n). Nech
peN. Plati
(EoAP=E0AD A’ D - AP,

1.5 Ulohy

1.1 Vypocitajte
a) 204 @5, d) e®4 @ (—4), g) e®(192),
b) 3@ 4® (—2), e) ed(-2)®1, h) 0@ (1®e),
c) 0®2®1, f) 3@ (192), i) 2® (e ®3).

1.2 Vypocitajte A @ B pre dané matice, ak

A= 73) p=(31)
) 5=(725)

123 1 ¢ 3
) A=| 02 0 B=|30 ¢],
-1 0 2 e 5 —2
2 1 2 1
) A=| 1 0 B=| -1 0 |,
5 —4 3 4

N
8N
I
|
J
)
—
Sy
I
— M M
M M =
M = M
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1 2 3 1 ¢ ¢
g) A= 020 B=1|¢ 2 ¢ |.
-1 0 2 e ¢ 3
1.3 Vypocditajte a ® A pre matice z cviCenia ak
a) a =3, d) a=3, g) a=—3.
b) a =0, e) a=—1,
C) o = —27 f) a = 4,

1.4 Vypocitajte A ® B pre dané matice, ak

a=( 3 y) p=(3 1)
vas(22) e=(3)
94=(5 3 a=(1),
wa=(32) s (5 1)
ba-(23) e (3 2)
(4 33) ee(2)

0 ¢ —1 1 -1 2
or-(513) (0 )

1.5 Vypocitajte efektivne

252 256 6183
a)<53>, C)<53>’ e)(se?),
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1.5 Ulohy

W o010 W
<t D~ W W

AN W W A

W W<t
W< O M

N < N O

AN W b~ oo
010 M W

< W W W

1.6 Zistite, ¢i sa jedna o permutacni alebo o zovSeobecnene permutacni

maticu. Ak ano, najdite k nej inverzni maticu.

) |

- - \l/
W WA W
N W oW
M ow W N W W W oW W™
w wo
WA W w o w MW W W
W AN W
W W N W W _ wo W W
—~ —~ —~ —~
. p— o— k —
—
W oW W™ -
- ~ I I N ~
o W W W oW W _ WO W
w oW o wo W W W oW W Wi W
WO W MWW W w oW W Wt W
— o~ ~ —~
o S o0 =
—
- Q_u16 - -
—
— o = W—H W w oW e
_ o™ W
— W W WA W
N0 o D~ —
_ _ W W — — W W
/l\ /l\
Y Y Y Y
I~ o 3 =

Vysledky:

1.1
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N oM

AN AN O

— O <f

A — 10O

-2 -1 0
-3 -1 =3 1.
-4 -3 -1

|

)

-3
0 -1
4 =5

|

[2\IINeNe}

7 5
9 -1 )°

(
e)(
f)(

2 5
3 3



1.5 Ulohy
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31 33 37

h) | 20 31 35 |, )
30 32 36 ]
8 11 12 9

|5 14 15 14

Dl - 1011 |9
5 6 ¢ 8

1.6

a) nie je zovSeobecnene
permutacna,

b) nie je zovSeobecnene

permutacna,
€ e —1
c) A= -1 ¢ ¢
e —1 €
—1 € €
d) A7t = e -2 ¢
€ e =3
e 0 ¢
e) A= e ¢ 0 |,
0 ¢ ¢
-3 ¢ € €
£ Al e 0 € ¢
N e —5H ¢
€ 3

12

20
15
15
11

15
21
17
20

21
20
18
14

23
27
23
26

20
17
20
16

24
28
24
27

23
18
18
14

28
33

31

27
28
27
30

25
28
30
28

21
24
26
24

g) nie je zovseobecnene
permutacna,

h) nie je zovSseobecnene

permutacna,
e ¢ —1
i) A7l = e =2 & |,
-3 & ¢

j) nie je zovSeobecnene

permutacnd
€ 2 €
k) A7t = e e 0|,
-2 ¢ ¢



2 Aplikacia max-plus algebry

2.1 Ciel kapitoly

Oboznamit sa so spésobom modelovania vyrobnej linky v max-plus algebre,
konkrétne s reprezentaciou DDS maticou prechodu a technikami na urcenie
najkratsej doby trvania projektu pomocou orbitu.

2.2 Prehlad kapitoly v otazkach

e Popiste model vyrobnej linky v max-plus algebre.
e Definujte maticu prechodu DDS.

e Definujte (p + 1)-stavovy vzostupny orbit pre DDS dany maticou pre-
chodu A € R*(n,n) a zalozeny na danom vektore z € R*(n).

e Popiste vypocet ¢asu ukoncenia (p+ 1)-cyklového projektu na vyrobnej
linke danej maticou prechodu A € R*(n,n), ak st dané Startové casy
jednotlivych strojov.

e Popiste vypocet casu ukonéenia (p-+ 1)-cyklového projektu na vyrobnej
linke danej maticou prechodu A € R*(n,n), ak st dané Startové casy
jednotlivych strojov a ak po r-tom vyrobnom cykle doslo k preruseniu
vyroby na dobu dizky 4.

e Definujte rastici DDS a uvedte postacujicu podmienku, aby bol DDS
rastuci.

2.3 Model vyrobnej linky v max-plus algebre

V praxi sa stretavame so systémami, v ktorych sa stavy menia spojite v za-
vislosti na ¢ase a vystupy si potom reprezentované spojitou funkciou xz(t)
pre t € R (zavislost rychlosti na ¢ase a pod.) a na druhej strane so systé-
mami, v ktorych sa stavy menia diskrétne a vystupy su reprezentované v ta-
kom pripade diskrétnou funkciou x(r) pre r = 1,2, .. .. Diskrétne dynamické
systémy (skratkou DDS) sa vyskytuju napriklad pri modelovani dopravnych
systémov, signalnych ststav ¢i vyrobnych procesov. Ako si ukadzeme v tejto
kapitole, pracu s DDS ulahc¢uje prechod do max-plus algebry, ktort sme si
predstavili v predchadzajtcej kapitole.

Uvazujme teraz model DDS, ktory reprezentuje vyrobnu linku pozosta-
vajicu z viacerych strojov, ktorych praca je navzajom ovplyvnena. Okrem
poctu strojov je preto systém urcéeny dvoma druhmi parametrov. V prvom
rade je pre kazdy stroj znama casova hodnota, kedy zacne pracovat. Druha

22



2.3 Model vyrobnej linky v max-plus algebre 23

skupina parametrov udava, kolko a ¢i vObec musia jednotlivé stroje cakat
na seba, pokym zacnu dalsi pracovny tkon.

Nasledujuca schéma zobrazuje vyrobnu linku so Styrmi strojmi a vplyv
vSetkych strojov na pracu prvého stroja (teda obmedzenia prvého stroja).
Napriklad sipka od stroja 1 v druhom stipei ku stroju 4 v prvom stlpci zna-
mena, ze prvy stroj dostava pracu od stvrtého stroja (komponent findlneho
vyrobku). Navyse musi prvy stroj ¢akat po skonceni svojho r-tého pracovného
cyklu aspon 8 c¢asovych jednotiek, kym prikro¢i k r 4+ 1-vému pracovnému
cyklu.

Praca pre 1. stroj:

e 1. stroj pracuje 3 jednotky casu,
t. j. caka "na seba" 3 ¢. j.

@ e 1. stroj caka na 2. stroj 4 ¢. j.
o1
® ® (
1
@
r

. stroj mnecakd na 3. stroj

3. stroj mneovplyvinuje pracu
. stroja)
@ e 1. stroj caka na 4. stroj 8 ¢. j.

r+1

Ozna¢me z;(r) Cas, kedy najskor moze nastat r-té4 udalost na i-tom stroji, t. j.
dokoncenie r-tého pracovného ukonu (cyklu) na i-tom stroji. Potom nasledu-
juca udalost, teda ukoncenie dalsieho, r + 1-vého pracovného cyklu, nastane
najskor vtedy, ked vsetky stroje, ktoré ovplyvnuju pracu i-tého stroja, ukon-
¢ili svoj predchadzajuci pracovny cyklus a aj pracu pre -ty stroj v prebie-
hajicom cykle. Samozrejme maximéalna z tychto hodnét jednotlivych strojov
urcuje ¢as ukoncenia dalsieho vyrobného cyklu na i-tom stroji. Tito zavislost
pre nas modelovy systém mozeme pre prvy stroj formélne vyjadrit nasledu-
jucim spdsobom

z1(r+ 1) = max{xi(r) + 3, z2(r) + 4, x4(r) + 8}.

Po ¢iastocnom zovseobecneni, ked sme konkrétne hodnoty nahradili Tubovol-
nymi ale kone¢nymi hodnotami ayq, a2, a;4 dostavame

1’1(7’ + 1) = max{q:l(r) + anq, QZQ(T) + aia, 134(7’) + CL14}.

Kazdopadne tuplnému zovSeobecneniu modelu so Styrmi strojmi brani sku-
tocnost, Ze v rovnici chybaju udaje tretieho stroja. Tento nedostatok od-
stranime tak, ze dovolime, aby konstanty okrem konec¢nych redlnych hodnét,
mohli nadobtudat aj hodnotu € = —oo. Vzhladom na fakt, ze hodnota € nemé
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vzhladom na operaciu maxima vplyv na vysledok, mozeme polozit a;3 = —o0
a prepisat poslednii rovnicu do tvaru

zi(r + 1) = max{z(r) + a1, 22(r) + a1z, 3(r) + a13, 4(r) + a14}.

Ak tento postup zovseobecnime, zapis systému s poctom strojov n mozeme
rekurzivne pre -ty stroj, ¢ = 1, 2, ..., n, vyjadrit nasledovne

xi(r+1) = max{z1(r) + a1, v2(r) + @iz, ..., (1) + @i}

Kedze v rovnici vystupuju len operdcie maxima a sc¢itania, nika sa nam
moznost pouzit na modelovanie tohto DDS nie klasicku (linedrnu) algebru ale
prave max-plus algebru, ktort sme si predstavili v prvej kapitole. Rekurzivny
zapis horeuvedeného systému bude mat potom pre i =1, 2, ..., n tvar

ri(r+1)=a1 @x1(r) ®ap@xa(r)® ... apm @ x,(r). (4)

2.4 Reprezentacia vyrobnej linky orbitom

Casovii zavislost jednotlivych strojov v DDS navzajom moZzeme zapisat do ma-
tice, ktora bude reprezentovat tento DDS.

Definicia 2.1 Maticou prechodu diskrétneho dynamického systému
s n strojmi nazyvame stvorcovi maticu A = (a;;) € R*(n,n) radu n, v kto-
rej kazdy prvok a;;, pre i, = 1,2,...,n, reprezentuje velkost vplyvu j-tého
stroja na i-ty stroj, ak a;; je konecné, alebo nan nemd vplyv, ak a;; = €.

Pre modelovy systém z predchédzajicej casti moézeme zobraf napriklad
maticu, ktorej prvy riadok (reprezentuje vplyv jednotlivych strojov na prvy
stroj) obsahuje zndme hodnoty, ktoré sme uz pouzili

3 4 ¢ 8
2 5 2 ¢
A_4634
e 3 0 6

Ak vyuzijeme definiciu sti¢inu matic a vztah ([{)), vieme teraz rekurzivny popis
modelu vyrobnej linky vyjadrit v maticovom tvare

z(r+1)=A®xz(r) pre r € N. (5)

Priklad 2.4.1 Majme vyrobni linku so styrmi strojmi, danid maticou pre-

chodu

M =N W
W O O =~
S WM
S = ™ o
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Predpokladajme, Ze vsetky stroje zacni pracovat naraz v case 0. Vypocitajme,
kedy najskor skonci na jednotlivych strojoch a kedy na celej linke

a) prog viyrobny cyklus,
b) druhy vgrobny cyklus.
Riesenie.
a) Pri prvom vyrobnom cykle necakaju stroje na ukoncenie prace ostat-
nych strojov, len vykonaji svoj pracovny tikon. Preto st ¢asy ukoncenia
prvého vyrobného cyklu na jednotlivych strojoch reprezentované hod-

notami na hlavnej diagonale matice prechodu daného DDS. V nasom
pripade to je vektor

3
. 5
z(1l) = diag(A) = 5
6
Ak zoberieme maximalnu z tychto hodno6t, dostaneme ¢as ukoncenia pr-

vého vyrobného cyklu na celej linke, t. j. 6 casovych jednotiek od spus-
tenia vyroby.

b) Ak pozndme vektor reprezentujuci Casy ukonéenia prvého vyrobného
cyklu, vieme ¢asy ukoncenia druhého vyrobného cyklu vypocitat na za-
klade vztahu . Dostavame teda

34 8 3 14
25 2 ¢ 5 10
@ =Aer)=| 1 63 4|93 || 1
£ 306 6 12

Druhy vyrobny cyklus na uvazovanej vyrobnej linke skonci po uplynuti
14 casovych jednotiek.

@
Jednotlivé stroje mozu zacat pracu na projekte v roznych casoch. Tento
pripad ilustrujeme na modifikdcii prikladu [2.4.1}

Priklad 2.4.2 Majme vyrobni linku so styrmi strojmi, danid maticou pre-
chodu

A=

DN W

4 8
5 €
6 4

W DN M

e 3 06
Predpokladajme, Ze cas spustenia vyroby na jednotlivych strojoch je dany vek-
torom t = (2,3,4,1)". Vypocitajme, kedy najskor skonci na jednotlivijch stro-
joch a kedy na celej linke
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a) proy vyrobny cyklus,
b) druhy vgrobny cyklus.
Riesenie.

a) Podobne ako v prikladesfl casy ukoncenia prvého vyrobného cyklu
na jednotlivych strojoch reprezentované hodnotami na hlavnej diago-
nale matice prechodu daného DDS. Kazdopadne su tieto hodnoty po-
sunuté o zodpovedajucu hodnotu dani vektorom t. Dostavame

293 5
RECEAE
=1 493 [=]| 7
186 7

Ak zoberieme maximéalnu z tychto hodnot, dostaneme ¢as ukoncenia pr-
vého vyrobného cyklu na celej linke, t. j. 8 casovych jednotiek od spus-
tenia vyroby.

b) Casy ukoncenia druhého vyrobného cyklu vypoécitame opit pomocou
vztahu (p)). Dostavame teda

34 ¢ 8 5 15
25 2 ¢ 8 13
@) =A®s)=1, 63 49| 7|7 14
£ 30 6 7 13

Druhy vyrobny cyklus na uvazovanej vyrobnej linke skonci po uplynuti
15 casovych jednotiek od spustenia vyroby.

Q@
Stava sa, ze v priebehu projektu je potrebné vyrobnu linku zastavit. Do-
vodom moze byt vypadok elektrickej energie, nehoda, porucha stroja a pod.

Priklad 2.4.3 Majme vyrobni linku so Styrmi strojmi, dani maticou pre-

chodu

A:

M =N W
W O O =
S WM
D = O o

Predpokladajme, Ze vsetky stroje zacni pracovat naraz v case 0. Po prvom
vgrobnom cykle doslo k zdrZaniu 10 casovych jednotiek v dosledku vypadku
elektrickej energie. Vypocitajme, kedy najskor moze skoncit dvoj etapovy pro-
jekt.
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RieSenie. Vzhladom na poznamku a vysledok prikladu [2.4.1] m6zeme
bezprostredne vypocitat x(2)

14 24
10 20
r(2)=A®(0®z(l) =00(A®z(1) =i0x(2) = 10® 1 1= o1
12 22

Cas ukonéenia druhého vyrobného cyklu na uvazovanej vyrobnej linke je 24
casovych jednotiek po spusteni vyroby. @

Poznamka 2.1 Skalar § moézZeme interpretovat ako konstantny vektor t =
(6,0,0,6)" a vysledok prikladu mozeme dostat podobnym postupom ako
v priklade [2.4.9 Naopak to vSak neplati.

Definicia 2.2 Majme DDS so zaciatocnym stavom danym vektorom x €
R*(n) a maticou prechodu A € R*(n,n). Postupnost stavov x(1) = x, x(2) =
Az, 2(3)=A*®ux, ..., z(p+1) = AP @ x pre p € N* nazgvame (p+1)-
stavovy vzostupny orbit zaloZeny na vektore x generovany maticou A.

Pre modelovy systém z predchadzajiceho prikladu ma 5-stavovy vzostupny
orbit tvar:

3 14 20 2% 32
") — 5 10 16 922 28
wr) = 3|1 [0l s || 24 |7] 30
6 12 18 24 30

r = 1 9 3 4 5

Poznamka 2.2 Vzhladom na rovnicu mozeme orbit vytvorit nielen na zd-
klade definicie ale aj postupnym ndsobenim maticou prechodu

) pre r =10
$(r+1)_{A®x(r) pre r=1,2,.... (6)

Definicia 2.3 Nech m, n € N*. Mnozinu vsetkijch matic typu m x n, v kto-
rych Ziadny riadok ani Ziadny stlpec nepozostava vylucne z prvkov e, budeme
oznacovat F(m,n) C R*(m,n).

Vzhladom na definiciu F(m, 1) reprezentuje teda mnozinu vsetkych ko-
necnych m-rozmernych stlpcovych vektorov pre m € N*. V dalsom texte bu-
deme v pripade vektorov pouzivat oznacenie F'(m) namiesto F'(m, 1). Uzavre-
tost mnoziny F'(m, n) vzhladom na operéaciu ndsobenia vyjadruje nasledujica
veta.
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Veta 2.1 Nech m, n,r € N*. Nech A € F(m,r) a B € F(r,n). Potom
A® B=C¢€ F(m,n).

Definicia 2.4 DDS s postupnostou stavovych vektorov x(1), x(2), ... nazy-
vame rastucim, ak pret=1,2, ..., n je

ri(r+1)>xz;(r) pre r=1,2,....

V 5-stavovom vzostupnom orbite nasho modelového systému hodnoty v kaz-
dej sturadnici narastaju. Suvisi to s maticou prechodu uvazovaného DDS.
7 nasledujicej vety vyplyva, zZe systémy, ktorymi sa zaoberame, st rastice
nezavisle na vstupnom vektore z. Je to dosledok faktu, ze kazdy stroj vyko-
nava nejaky pracovny tkon a teda a;; > 0.

Veta 2.2 Nech A € R*(n,n) sa; >0, prei=1, 2, ..., n. Potom plati
(i) A€ F(n,n),
(i) DDS s maticou prechodu A je rastici.

Pre odhad dlzky trvania projektu s po¢tom vyrobnych cyklov r na vyrobnej
linke danej maticou prechodu A je dolezity dosledok tejto vety.

Désledok 2.1 Nech A € R*(n,n) s a; > 0, pre i = 1,2, ..., n. Nech
x € R*(n). Potom pre r > 1 plati

zi(r+1) > al; @ x;(1).

2.5 Ulohy
2.1 Zostrojte maticu prechodu pre nasledujice DDS
a)  — 1. stroj pracuje 3 ¢. j. a ¢akd na 3. stroj 7 ¢. j.
— 2. stroj pracuje 5 ¢. j. a ¢akd na 1. stroj 4 ¢. j.

— 3. stroj pracuje 6 ¢. j. a ¢aka na 2. stroj 2 ¢. j.,

b)  — 1. stroj pracuje 2 ¢. j. a ¢akd na 2. stroj 4 ¢. j. a na 4. stroj 6 ¢. j.
— 2. stroj pracuje 7 ¢. j. a ¢aka na 3. stroj 8 ¢. j. a na 4. stroj 3 ¢. j.
— 3. stroj pracuje 5 ¢. j. a ¢aka na 4. stroj 6 ¢. j.
— 4. stroj pracuje 3 ¢. j. a ¢aka na 1. stroj 2 ¢. j.,

c) — 1. stroj pracuje 4 ¢. j. a cakd na 2. stroj 5 ¢. j. a na 3. stroj 2 ¢. j.

— 2. stroj pracuje 5 ¢. j. a ¢aka na 4. stroj 10 ¢. j.
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3. stroj pracuje 7 €. j.

4. stroj pracuje 9 ¢. j.

1. stroj pracuje 3 ¢. j.

2. stroj pracuje 3 ¢. j.
a na 4. stroj 5 ¢. j.

3. stroj pracuje 5 ¢. j.

4. stroj pracuje 3 ¢. j.

1. stroj pracuje 4 ¢. j.
2. stroj pracuje 4 €. j.

3. stroj pracuje 6 ¢. j.
a na 4. stroj 2 ¢. j.

a caka na 2. stroj 3 ¢. j. a na 4.

a cakd na 3. stroj 8 ¢. j.,

a caka na 2. stroj 8 ¢. j. a na 3.

a caka na 1. stroj 2 ¢. j., na 3.

a caka na 2.

a caka na 3.

a caka na 2.

a caka na 1.

stroj 3 ¢. j. ana 4.
stroj 1 ¢. j.,
stroj 3 ¢. j.

stroj 9 ¢. j. a na 3.

a ¢aka na 1. stroj 3 ¢. j., na 2.

stroj 6 ¢. j.

stroj 2 ¢. j.
stroj 2 ¢. j.

stroj 2 ¢. j.

stroj 4 ¢. j.
stroj 3 ¢. j.

4. stroj pracuje 4 ¢. j. a cakd na 2. stroj 6 ¢. j. a na 3. stroj 3 ¢. j..

2.2 Vypoditajte orbit dizky p 4+ 1 pre DDS s danou maticou prechodu A,
Startovymi ¢asmi ¢t a poc¢tom cyklov p + 1

3 ¢ 7
4 5 ¢
2 6

™

(OISO
DN Ot
[S2BNOEEN

CIGINON
GO TN
M Ul oo M
w oW o

DM MmN
[GENOIIEN JITN
M Ot oo ™
WD W o

M M M

M W Ot Ot

O~ M N
D

M M N W
M W W oo
— Ot NN
W DN Ot M

t =

0
0
0

w o

o O OO DO DN DN DN o O OO

o O OO

p =3,
p=4,
p=4,
p=4,
p =9,
p=4,
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4 3 ¢ ¢ 0
9 4 4 ¢ 0

8 A= 336 2 =lo| =%
e 6 3 4 0
2 4 ¢ 6 )
e 7 8 3 0

h) A= e €5 6 =1 2 p=4
2 € ¢ 3 4
4 3 ¢ ¢ 2
9 4 4 ¢ 2

DA=13 356 2 =lo| P=°
e 6 3 4 2

2.3 Vypocitajte, kedy bude ukonc¢ena praca na projekte, ktory pozostava
z p+ 1 vyrobnych cyklov, je popisany maticou prechodu A a zacal

1.) na kazdom stroji v ¢ase nula

3
a) A=| 4
g
2
b) A=| ©
g
2
4
e
c) A= -
9
3
Q A=|2
3
g
4
e) A= g
S

3

DO Ot

M W W oo M W Ot Ot [QEENO RN BTSN

D W = W

7
€
6

M Ot 0o M

0~ M N

= Ot NN

LW D =M

W o WD

W N Ot M

= DN M ™

2.) v ¢ase danom vektorom ¢

0
p=6, t=|3 [,

6

3

1
p=2 t=1, |,

3

2

2
p—3, t_ 1 )

0

2

2
p_47 t_ 0 )

2

10

10
p=2>5H, t= 3

10

2.4 Vypocitajte, kedy bude ukonéend praca na projekte z cvicenia [2.3], ktory
pozostava z p+1 vyrobnych cyklov, ak bola po r-tom vyrobnom cykle vyroba

prerusend na dobu dizky 6 ¢. j..
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c) 6 =12

d) 6§ =20

e) § =16

Vysledky:

2.1

Wl ™M W WA <#
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MM AN W W O M W
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~ W O W oo 1O W AN W D~ o0

W 1O A

™M FH W

<t - W W

AN W W A

10 10 ™M W

< W W W

2.2
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™D N M
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0 o <t 0 © -
AN AN AN AN AN AN
Sy b= 00 N O
™ — AN AN AN
™MD O AN O O W0
— r— ™ r—
™ 10 O O 10O O
—~ —~
~ ~
~— ~—
8 8
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0 0 O O ~ O A AN
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oo — 1O ™ o M -0
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1116 1118
AN D~ 10 ™ <t O - 10
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4 10 24 33 42 o1
) 2 (r) - D 19 28 37 46 Hh)
L 15 || 24 33 || 42 || 51
9 18 27 36 45 o4
3 11 16 21 26
3 8 13 18 23
Da@st s 1] 10 || 15 20 || 25 |’
3 6 11 16 21
4 8 16 20 28 32
Ve | 13 17 25 29 37
& e |12 || 18 24 || 30 || 36
4 10 19 23 31 35
7 13 19 26 33
7 15 22 29 36
AR I B IST RN AT 23 || 28 |’
7 10 15 21 28
6 10 18 22 30 34
) 2(r) : 6 15 19 27 31 39
e || 12 || 18 24 [ 30 || 36
6 12 21 25 33 37
2.3
1.) a) x(7) = (43, 41, 42)T, praca skondi po 43 ¢. j.,
b) z(3) = (18, 21, 15, 13)T, prica skon& po 21 ¢. j.,
c) z(4) = (33, 37, 33, 36)", prica skonéi po 37 ¢. j.,
d) z(5) = (26, 23, 25, 21)", prica skonéi po 26 ¢. j.,
e) x(6) = (32, 37, 36, 35)", préica skonéi po 37 ¢. j..
2.) a) x(7) = (49, 47, 48)T, praca skondi po 49 ¢. j.,
b) z(3) = (19, 22, 17, 14)T, prica skon& po 22 ¢. j.,
c) z(4) = (33, 37, 33, 36)", prica skonéi po 37 ¢. j.,
d) z(5) = (28, 25, 25, 21)", préica skonéi po 28 ¢. j.,
e) x(6) = (42, 47, 44, 45)T, préca skonéi po 47 ¢. j..
24
1.) a) x(7) = (48, 46, 47) ", praca skonéi po 48 ¢. j.,

= (26, 29, 23, 21)7,

praca skonci po 29 ¢. j.,
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x(4
x(d
6

45, 49, 45, 48) 7, praca skonéi po 49 ¢. j.,
46, 43, 45, 41)7, praca skonéi po 46 ¢. j.,
48, 53, 52, 51)7, praca skonéf po 53 ¢. j..

c
d

¢}

T

[\
N
&

b

C

x(3 27, 30, 25, 22)T,  praca skon& po 30 ¢. j.,
x(4 45, 49, 45, 48) 7, praca skonéi po 49 &. j.,
x(5 48, 45, 45, 41)7,  praca skonéi po 48 ¢. j.,
)

) 2(4) = (

) 2(5) = (

) 2(6) = (

) x(7) = (54, 52, 53)T, praca skon&{ po 54 ¢. j.,

) 2(3) = (

) #(4) = (

) #(5) = (

) x(6) = (58, 63, 60, 61)7, praca skon&{ po 63 ¢. j..

e) x(6



3 Min-plus algebra a riadenie DDS

3.1 Ciel kapitoly

Oboznamit sa s pojmom min-plus algebra a operaciami so skalarmi, vektormi
a maticami v min-plus algebre a ich vyuzitim pri riadeni vyrobného procesu.

3.2 Prehlad kapitoly v otazkach

e Definujte min-plus algebru.
e Definujte sic¢in matic a mocninu matice v min-plus algebre.

e Definujte (p + 1)-stavovy zostupny orbit pre DDS danom maticou A €
R*(n,n) zalozeny na danom vektore y € F(n).

e Popiste pouzitie zostupného orbitu pri urceni casov spustenia vyroby
na jednotlivych strojoch, ak je vopred dany ¢as ukoncenia projektu.

e Definujte kriticky stav, kriticky spojené stavy a kriticky diagram pro-
jektu. Popiste vyznam kritického diagramu.

e Definujte konjugovani maticu a uvedte jej pouzitie pri riadeni vyrob-
ného procesu.

e Uvedte zdkladné vlastnosti konjugécie stictu a stucéinu skalarov.

e Uvedte zakladné vlastnosti konjugéacie sictu a stc¢inu matic a mocniny
matice.

3.3 Model vyrobnej linky z hladiska ukoncenia pro-
jektu

Uvazujme rovnaky model DDS, ktory sme si predstavili v predchadzajicej
kapitole. Vieme uz, ako vypocitame najskorsie casy ukoncenia nejakej etapy
vyrobného procesu, ktorda moéze reprezentovat ukoncenie celého vyrobného
procesu v ramci nejakého projektu. Ak sa zaviazeme, ze projekt ukoncime
v tomto Case, vyvstava otdzka, ¢i aj ¢asy spustenia vyrobného procesu na jed-
notlivych strojoch ostavaju bez zmeny. Inak povedané, aké st najneskorsie
casy ukoncenia predchadzajuceho vyrobného cyklu, aby ¢asy nasledujiceho
cyklu ostali dodrzané.

Nasledujuci diagram znazornuje vplyv prvého stroja na pracu ostatnych
strojov na vyrobnrj linke so Styroma strojmi, ktord uz pozname. Na rozdiel
od predchddzajicej kapitoly vietky §ipky z druhého stipca smerujt k prvému
stroju v prvom stipci.

34
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3 @ Praca 1. stroja pre linku, t.j. 1. stroj
musi ukonc¢it r-ty tikon nie neskor ako
2
e 3 C. j. pred svojim (r + 1)-vym
4 tukonom

e 2¢. j. pred (r + 1)-vym tkonom
2. stroja

e 4¢.j. pred (r + 1)-vym tkonom

@ 3. stroja

r+1 e 1. stroj neovplyvnuje 4. stroj

e ® @

Oznacme y;(r + 1) ¢as, kedy najneskor moze nastat (r 4+ 1)-va udalost na i-
tom stroji, t. j. dokoncenie (r + 1)-vého pracovného tkonu (cyklu) na i-
tom stroji. Z toho vyplyva, ze predchadzajica udalost, teda ukoncenie r-
tého pracovného cyklu na i-tom stroji nastane najneskor vtedy, ako je cas
ukoncenia (r+1)-vého cyklu na stroji j, ktory je zavisly na stroji ¢, zmenseny
o taky pocet ¢asovych jednotiek, ktory je potrebny pre stroj ¢ na vykonanie
prace pre stroj j. Miniméalna z tychto hodnot zo vsSetkych strojov, ktoré su
zavislé na stroji ¢, udava najneskorsi cas ukoncenia r-tého pracovného cyklu
na stroji 7. Tuto zavislost pre nas modelovy systém mozeme pre prvy stroj
formalne vyjadrit nasledujicim sposobom

y1(r) =min{y;(r + 1) = 3, yo(r + 1) — 2, yz(r + 1) — 4}.

Ak nahradime konkrétne cisla konec¢nymi hodnotami aiq, a2, a3, mozeme
pisat
y1(r) =min{y, (r+1)+a11, y2(r+1)+a2, y3(r+1)+ais},

ale uplnému zovseobecneniu brani opat skutoc¢nost, ze rovnica neobsahuje
vsetky hodnoty. Chybaju idaje Stvrtého stroja. Tento nedostatok odstranime
tak, ze dovolime, aby konstanty okrem konec¢nych redlnych hodnot, nadobi-
dali v tomto pripade aj hodnotu ¢ = oco. Ak polozime a4 = &', mdzeme
pisat

y1(r)=min{y; (r+1)+ay, y2(r+1)+ai2, ys(r+1)+ass, ya(r+1)+ais},

kedze z hladiska operacie minima hodnota &’ neovplyvni vysledok. Navyse
hodnoty a@;; pozname z matice prechodu DDS:

ap = —ai,
C:L12 = —asi, (7)
a3 = —asi,
ayy = —a41.
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Ak tento postup zovseobecnime, zapis systému s poc¢tom strojov n modzeme
rekurzivne pre -ty stroj vyjadrif nasledovne

yi(r) = min{y; (r+1)4+an, yo (r+1)+ase, . .., yn(r+1)+ain }.

Kedze v rovnici vystupuju len operacie minima a séitania, vyvstava otazka,
¢i neexistuje opat moznost pouzit na modelovanie tejto tlohy nie klasicku
(linearnu) algebru, ale int algebricka strukturu.

3.4 Min-plus algebra

V tejto casti si predstavime min-plus algebru, ktora je tzv. dudlnou algeb-
rou ku max-plus algebre. To ndm umozni pokracovat vo formalizacii zapisu
z predchadzajuicej casti a teda v modelovani procesov DDS.

Definicia 3.1 Nech R je mnoZina redlnych cisel. Nech R* = RU{co}. Nech
a® b =min{a, b} a a ® b = a+b, pre lubovolné a, b € R* . Usporiadani
trojicu (R*, @', ®') budeme nazjvat min-plus algebra.

Priklad 3.4.1 Vypocitajme
a) 3R 4=3+4=1,
b) 4'3=4+3=T1,

c) 5@ 8 = min{5, 8} =5,

e

)
)

d) 85 = min{8, 5} = 5,
) 2@ (4@ 6) =2+ min{4, 6} =2+4 =6,
)

f) 20 46 2® 6 = min{2 +4, 2+ 6} = min{6, 8} = 6. v

Poznamka 3.1 KazZdému vysledku v max-plus algebre zodpovedd analogicky
(vzhladom na nové operdcie) tzv. dudlny vysledok, ktory plati v min-plus al-
gebre. Tato skutocnost je dosledkom faktu, Ze vsetky principy pre obe operdcie
v maz-plus algebre (vid kapitola Maz-plus algebra) platia aj v dudlnej min-
plus algebre (vzhladom na operdcie minimum a sicet).

Kvoli Tahsej orientacii pri nasich ivahach uvedieme niektoré dualne defi-
nicie operacii s maticami v min-plus algebre.

Definicia 3.2 Nech A € R*(m,r) a B € R*(r,n). Stucinom matic A a B
nazyvame maticu C € R¥ (m n), C = (¢ij), pre ktortd ¢;j = a;; @' by & a0 @'

by @ @alr@)bmzz azk®bkj,pr62—12 omy,3=1,2....n
e
Zapis: C = AR’ B.
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Priklad 3.4.2 Pre dané matice A a B vypocitajme A Q" B.

Riesenie.
5 4 1
2 0 -1 -1 1 -1
A®’B:< )@’ 1 3 -1 :< )
32 0 02 3 02 1
@
Definicia 3.3 Stvorcovii maticu E' € R* (n,n), E' = (&) nazjvame jed-
notkovou maticou, ak pre i, =1,2,...,n
Y10 pre i=j.
Priklad 3.4.3
g ¢
E=|¢ 0 ¢
g e 0

Definicia 3.4 Nech A € R¥(n,n). Nech p € N. p-tou mocninou matice
A nazgvame maticu AP

E' =0

bl _ p

A _{ A A1 p=12 ...
Zapis: APl = (al%?]).

Priklad 3.4.4 Vypocitajme tretiuv mocninu danej matice.

RieSenie.

3.5 Kriticky diagram

Ak vyuzijeme definicie operdcii ® a @' z predchadzajicej casti, tak mo-
zeme rekurzivny zapis systému, teda najneskorsi ¢as ukoncenia r-tého cyklu
na ¢-tom stroji,

yi(r) = min{y; (r+1)+a;1, y2 (r+1)+ai, . . ., yn(r+1)+a;}
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prepisat do tvaru
yl(T) = yl(r—l—l)@)’dil EB/ y2<7"+1)®/C_Li2 @/ e EBI yn<T+1)®/C_Lm (8)

Hodnoty a;; st odvodené z hodnoét aj; matice prechodu A uvazovaného DDS
(vid vztahy ), menovite,

G = —aj;  pred, j=12,...,n

Ak pouzijeme tuto skutocnost, definiciu stucinu matic a vztah , rekur-
zivny zapis DDS vieme vyjadrit v maticovom tvare

y(r) =A@ y(r+1) = (-4)" & y(r+1). (9)

Priklad 3.5.1 Majme vyrobni linku so styrmi strojmi, danid maticou pre-

chodu

A:

M =N W
W O O =
S WM
DD = O oo

7

Predpokladajme, Ze vsetky stroje zacni
ukoncenia Sturtej a piatej etapy siu

racovat naraz v case 0. Nech casy

3

26 32
22 28
24 30

Aky vypadok pri jednotlivijch strojoch maézeme tolerovat po 4. pracovnom
ikone, aby sme dodrzali casy x(5) ukoncenia projektu?

Riesenie. KedZe casy ukoncenia projektu st zavizné, tak najneskorsi cas
musi byt rovny najskorsiemu ¢asu ukonéenia piatej etapy, t. j. y(5) = z(5).
Ak vyuzijeme tuto skutocnost, mdézeme najneskorsi cas ukoncenia Stvrtej
etapy urc¢it pomocou vztahu @

y(4) = A@'y(5)=(-4)" & y(5) =

3 9 4 ¢ 32 2%
a4 5 =6 3| 2] |23
=l e =2 3 0 |93 || 2

8 & -4 —6 30 24

Porovnanim najneskorsich ¢asov ukonéenia 4-tej etapy y(4) a najskorsich
¢asov ukoncenia 4-tej etapy x(4) zistime, ze
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e na 1. stroji je najskorsi a najneskorsi ¢as ukoncenia 4-ej etapy totozny,
t. j. ziaden sklz si nemdzeme na tomto stroji po stvrtej etape dovolit,

e na 2. stroji je najskorsi ¢as o 1 casovu jednotku mensi ako najneskorsi
cas ukoncenia 4-ej etapy, t. j. mézeme si dovolit sklz si 1 ¢asovu jed-
notku,

e na 3. stroji si mézeme dovolit sklz 2 ¢asové jednotky,

e na 4. stroji si ziaden sklz nemézeme dovolif.

Q©

Definicia 3.5 Majme DDS s maticou prechodu A € R*(n,n) a vektor y €
F(n). Postupnost stavov y(p+1) =y, y(p) = A"y, y(p—1) = (A &'y,
o y(1) = (AP @'y nazgvame (p+1)-stavovy zostupny orbit zaloZeny
na vektore y.

Projekt s piatimi etapami pre modelovy systém z prikladu |3.5.1] ma na-
sledujtci 5-stavovy zostupny orbit zaloZeny na vektore y = y(5) = z(5):

32\ (26 (21 16\ /11
1) — 28 | | 23| [ 18] | 13 8
e 30 |7 26 || 21|16 || 1

30/ \24/) \18/) \12 6
rooo= 5 4 3 2 1

Poznamka 3.2 Vzhladom na vztah @D moZe byt zostupny orbit urceny po-
stupnym ndasobenim maticou A’

|y for r=p+1
y(T)_{A/(X)’y(T"'l) for r=p,p—1,...,1. (10)

V priklade[3.5.1|sme urcili, aké zdrzanie je mozné po Stvrtej etape na jed-
notlivych strojoch, aby sme neohrozili ¢as, ku ktorému sme sa zaviazali pro-
jekt ukoncif. Pri tej prilezitosti sme zistili, Ze su stroje, pri ktorych Ziaden
sklz nie je mozny, inak povedané z hladiska ukoncenia projektu su kritické.

Definicia 3.6 Nech DDS je dany maticou prechodu A € R*(n,n). Nech
x(1), (2), ..., z(p) je p-stavovy vzostupny orbit zaloZeny na vektore x(1)
generovany maticou A a y(p), y(p — 1), ..., y(1) je zodpovedajici p-stavovy
zostupny orbit pre y(p) = z(p). Ak pre lubovolné i € {1,2,...,n} existuje
re€{1,2,...,p} také, Ze sa najskorsi cas ukoncenia cyklu z;(r) a najneskorsi
cas ukoncenia cyklu y;(r) rovnaji

i(r) = yi(r), (11)

tak z;(r) nazjvame kritickgm stavom.
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Priklad 3.5.2 Majme vyrobni linku so Styrmi strojmi z prikladu [3.5. 1
Urcme kritické stavy pre kazZdu etapu pdtetapového projektu, ktory zacal
na kazZdom stroji v case 0.

RieSenie. Najskor vypocitame patetapovy vzostupny orbit x(1), x(2), x(3),
z(4), x(5) zaloZeny na vektore r = z(1) = diag(A) pomocou vztahu (f]).
Polozime y(5) = x(5) a nasledne vypocitame patetapovy zostupny orbit y(5),
y(4), y(3), y(2), y(1) pomocou vztahu ([10]).

3 14 20 26 32
3 10 16 22 28
‘,'U(T) : ) Y ) Y 3
3 11 18 24 30
6 12 18 24 30
11 16 21 26 32
8 13 18 23 28
y(r) Y ) Y Y
11 16 21 26 30
6 12 18 24 30

Nakoniec porovnanim najskorsich a najneskorsich ¢asov ukoncenia jednotli-
vych etdp dostaneme kritické stavy pre jednotlivé etapy. V prvej, druhej a
tretej etape je kriticky len Stvrty stroj. V Stvrtej etape je kriticky prvy a
stvrty stroj. Pri nedodrzani kritickych ¢asov nedosiahneme c¢asy ukoncenia
projektu reprezentované vektorom z(5) = y(5). v
Kedze z(r +1) = A® x(r), z definicie nasobenia matic v max plus
algebre vyplyva, ze pre kazdu trojicu ¢, j, r musi nastat jeden z pripadov:

zi(r+1) > a;+z;(r)
= ay +;(r),

pricom pre kazdé i existuje aspon jedno j také, ze nastava rovnost([5]).
Definicia 3.7 Kritické stavy x;(r + 1) a x;(r), pre ktoré

zi(r +1) = ai; + x;(r), (12)
nazyvame kriticky spojené.

Priklad 3.5.3 Majme vgrobni linku so styrmi strojmi z prikladu [3.5.2.
Urc¢me kriticky spojené stavy pre sturti a piatu etapu patetapového projektu,
ktory zacal na kaZdom stroji v case 0.
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Riesenie. V sStvrtej etape st kritické dva stroje, t. j. ¢as ukoncenia piatej
etapy na kazdom stroji je zavisly od niektorého z tychto dvoch strojov:

ZE1(5) = a14+:p4(4) = 8+24 = 327
272(5) = (1214—271(4) = 2426 = 28,
IE3<5) = @31-'-.771(4) = 4426 = 30,
.134(5) = &444‘5(?4(4) = 6+24 = 30.
Kriticky spojené st stavy

1’1(5) - ‘7:4(4)7

ZCQ(5) — 271(4),

I3(5) — ZE1(4),

Tuto zavislost mozeme znazornit vo vzostupnom orbite graficky nasledovne

3 14 20 26 32
5 10 16 22 28
x(r) ) Y )
3 11 18 24 30
6 12 18 24 30

Q©

Definicia 3.8 Ak spojime vo vzostupnom orbite kaZdé dva kriticky spojené
kritické stavy, dostaneme kriticky diagram projektu.

Priklad 3.5.4 Zistime, ktoré kritické stavy z prikladu[3.5.3 si kriticky spo-
jené.

Riesenie. Pouzijeme postup z prikladu pre vSetky kritické stavy, spo-
jime kriticky spojené stavy a dostaneme kriticky diagram projektu:

3 14 20 26 32

5 10 16 22 28
x(r) : , ,

3 11 18 24 30

6 9 12 X 18 9 24 30
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3.6 Vizualizacia kritického diagramu v prostredi MAT-
LAB

Problém ndajdenia kritického diagramu je z hladiska urcenia neuralgickych
bodov DDS délezity. Manazéri, napr. vyrobnej linky, potrebuju prostriedok,
ktory im pomoze riadit vyrobny proces tak, aby boli dodrzané ¢asy ukoncenia
vyroby v stulade so zavazkami voci odberatelovi. Inymi slovami potrebuji do-
stupny sposob na identifikaciu tych strojov v jednotlivych etapach projektu,
ktoré sa nemoézu zdrzat. Takyto nastroj moézeme poskytnit vytvorenim prog-
ramu s grafickym vystupom, napr. v MATLABe, na zdklade algoritmu:

ALGORITMUS VYTVORENIA KRITICKEHO DIAGRAMU

(i) zostrojime n-rozmerny vektor z(1) na zaklade vstupnej matice pre-
chodu A radu n a vstupného n-rozmerného vektora ¢ ¢asov spustenia
vyroby na jednotlivych strojoch: z(1) = diag(A) + ¢,

(ii) zostrojime vzostupny orbit (1), #(2),.. ., z(p) dlzky p rovnej zadanému
poctu etap, podla vztahu x(r+1) = A®xz(r), prer =1,2,...,p — 1,
pricom uchovame informéciu, pre aké j vznikla hodnota z;(r+1) z hod-
noty x;(r), pre i = 1,2,...,n (ak z;(r + 1) a z;(r) su kritické stavy,
tak su kriticky spojené),

(iii) polozime y(p) = x(p) a zostrojime zostupny orbit y(p),..., y(2), y(1)
dlzky p podla vztahu y(r) = A’ @ y(r+ 1), prer=p—1,...,2,1,

(iv) porovname Casy z;(r) a y;(r) pre i = 1,2,...,n v danej etape, a ak sa
rovnajui, vyznac¢ime vo vzostupnom orbite tento kriticky stav, postup
opakujeme pre etapy r = 1,2,...,p,

(v) vo vzostupnom orbite spojime tseckou tie dva kritické stavy v dvoch
po sebe nasledujicich etapach, ktoré su kriticky spojené.

Uvadzame priklad, ktory sme vypocitali pomocou programu KritickyDia-
gramDDS vytvoreného v MATLABe.

Priklad 3.6.1 Pomocou programu KritickyDiagramDDS ndjdime pre ma-
ticu prechodu A, pocet etdp p = 4 a vektor casov spustenia vyroby na jednot-
livijch strojoch t = (2,0,3)" kriticky diagram daného DDS.
3 ¢ 7
A= 4 5 ¢
e 2 6

Riesenie. Spustime program KritickyDiagramDDS v MATLABe. Zadame
maticu prechodu daného DDS A, pocet etap p projektu a vektor spustenia
vyroby na jednotlivych strojoch ¢ v dialégovom okne (vid obr. .
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> dds

Zada] maticu:[3 —-inf 7; 4 5 —-inf; -inf 2 &]
Zadaj pocet etap:4

Zadaj wektor t:[2:;0:3]

Obr. 1: Vstupné data

Po zbehnuti programu sa ndm otvori okno, v ktorom je uvedeny vzostupny
a zostupny orbit, farebne odlisené kritické stavy a kriticky diagram uvazova-
ného DDS (vid obr. [2)).

NEES | AR DEL- @ 0E| a1

Link Plot

5 16 22 28 12 17 22 28
5 10 20 26 11 16 21 26
9 15 21 27 9 15 21 27

Obr. 2: Kriticky diagram
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3.7 Konjugacia

V tejto casti sa budeme venovat v sirsich suvislostiach operacii, ktorou vznikla
z matice A matica A’ pouzivand v predchddzajicej Casti.

Definicia 3.9 Nech A = (a;;) je Stvorcovd matica ridu n, kde a;; € R U
{—00,00}. Maticu A" = (a;;) nazgvame konjugovanou maticou k matici
A, akpret,j=1,2,....n

—aj; pre aj; konecné

a;; =19 € pre aj; =¢'
g’ pre aj =€
Operdciu “' 7 nazgyvame konjugdciou.
Skalar mozno povazovat za maticu radu 1, z ¢coho vyplyva a’ = —a. V dal-

sich vetach uvedieme niektoré vlastnosti konjugacie suctu a sucinu skalarov
a matic.

Veta 3.1 Nech Aj, Mg, ..., Ny € RU{—00,0}. Potom plati
. @, 1 @
W) [ =57,
J J
. o, 71 @
(i) [Z AJ} — 3N
J J

Priklad 3.7.1 Quverme pre Ay =2, Ay = =3, \3 =4, Ze
a) konjugdcia suctu (@) je rovnd sictu (&) konjugdcii,
b) konjugdcia sictu (&) je rovnd suctu (&) konjugdcii.

RieSenie.

a) [Z@)\j

!/

= 1=,
J
/ / @,
b) [X7] =3="
J J

Veta 3.2 Nech A € R. Nech x € F(m). Potom plati
(i) N@A=0,
(ii) [\l =A@ X,

(iii) ' @ x = 0.
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Veta 3.3 Nech A = (a;;), B = (bij) st matice rovnakého typu, kde a;j, b;; €
R U {—00,00}. Potom plati

(i) (A®B) = A& B,
(ii)) (A@' B)Y =A@ B
Veta 3.4 Nech A\, i € R. Potom plati
()\®ILL), — IU// ®l )\/.
Veta 3.5 Nech A € F(m,r), B € F(r,n). Potom plati
(A B =B " A'.

Pouzitim vety dostaneme nasledujuci vysledok, ktory uvddza vztah
medzi umocnovanim matice v max-plus a max-min algebre.

Veta 3.6 Nech A € F(n,n). Potom plati

(A%y = ().

Priklad 3.7.2 Majme vijrobni linku pozostavajicu zo 4 strojov. Nech A je
matica prechodu daného DDS a y(5) casy ukoncenia projektu:

34 ¢ 8 32
25 2 ¢ 28
A=1463 4| yB) =1 3
£ 30 6 30

Kedy najneskor musime spustit vyrobu na jednotlivych strojoch, aby sme do-
drzali casy y(5) ukoncenia projektu?

RieSenie. Mame najst vector y(1), ktory reprezentuje najneskorsie casy
ukoncenia prvej etapy. Nie je nevyhnutné najst tiplny zostupny orbit. Naj-
deme stvrti mocninu konjugovanej matice v min-plus algebre. Namiesto vy-
poc¢tu v min-plus algebre vypocitame ale Stvrtti mocninu matice A v max-
plus algebre a konjugujeme ju. Vysledna matica je podla vety [3.0] Stvrtou
mocninou konjugovanej matice v min-plus algebre. Nasledne touto maticou
vynasobime vektor y(5) a dostaneme pozadovany vektor y(1), ktory urcuje
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najneskorsie casy ukoncenia prvej etapy na jednotlivych strojoch.

y(1) = A (A e (Ae (A& y(0))) =

(AN @' y(5) = (A1) @ y(5) =

/

19 23 20 26 32
|20 17 2| 28|
= {1821 18 4| %30 |
17 21 18 24 30
~19 —17 —18 —17 32 11
| —23 —20 —21 2| | 2s | | s
= | —20 —17 —18 —18 || 30 |7 | 11
926 —22 —24 —24 30 6

Cas spustenia vyroby na jednotlivych strojoch bude

t =y(1) — diag(A) = (8,3,8,0)".

3.8 Dopravny systém

V tejto casti sa oboznamime s jednou z moznych aplikacii min-plus algebry.
Predstavme si kruhova dopravnti obsluhu mesta, ktora spaja jednotlivé
mestské casti Ny, No, ..., N,. Maticou dopravného systému s n spojmi na-
zyvame Stvorcovi maticu D = (d;;) rddu n, v ktorej kazdy prvok d;; je
bud konec¢né realne cislo, ktoré reprezentuje ¢as prepravy z dopravného uzla
j do dopravného uzla i alebo ¢islo rovné ¢/ = oo, ak z dopravného uzla j
do dopravného uzla ¢ priamy spoj nepreméava.
Predpokladajme, Ze autobusy sa vydaju na cestu v ¢asoch wuy, ug, us,
.., Up. Aké najskorsie mozu byt casy vq, vs, v3, ..., v,, kedy mdzeme na-
stupit na autobus v kazdej mestskej ¢asti? RieSenim moéze byt bud spoj,
ktory vychadza bezprostredne z danej mestskej casti, alebo spoj, ktory do-
siel z predchadzajicej mestskej casti

v; = min{u;, min{d;; + v;}}.
j

V maticovom zéapise v = u @ D ®' v. Opakovanou aplikaciou pravej strany
rovnice dostavame
v = ud DR (ud DR v) =
— U@ID@)IUEB/D[z] ®/U=

= u®DXued DA uae DB @ ua ...
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s nasledujiicou interpretaciou:
e u ... spoj vychadza z danej mestskej casti,
e D® u ... spoj doSiel po absolvovani jednej trasy,
e D @y ... spoj dosiel po absolvovani dvoch tras,
KedZe je n mestskych casti, je jasné, ze staci uvazovat n — 1 tras a preto

v = u® DRXuP DAQue D@ ud ... Dl u=
— (El @l _D @l D[Q} @/ D[3] @/ o @l D[n—l]) ®/ U =
= (F'a D)[n_” ® u

Priklad 3.8.1 Majme kruhovy dopravny systém v meste, ktory spdja Styri
mestské casti N1, No, N3 a Ny s nasledujicimi spojmi:

z mestskej casti Ny ide spoj do Ny a presun trvda 2 ¢.j.,

z mestskej casti Ny ide spoj do N3 a presun trvd 3 ¢.j.,

z mestskej casti N3 ide spoj do N4y a presun trvda 4 ¢.j.,

z mestskej casti Ny ide spoj do Ny a presun trvd 1 ¢.j.

Predpokladajme, Ze autobusy startuji z jednotliviich mestskiych casti nasle-
dovne

e 2 mestskej casti Ny v case 9,
e 2 mestskej casti Ny v case 0,
e 2 mestskej casti N3 v case 2,
e 2 mestskej casti Ny neide Ziaden autobus.

Aké najskorsie mozu byt casy vy, v9, v3 a vy, kedy moZeme nastupit na autobus
v kazdej mestskej casti?

Riesenie. Zostrojime maticu dopravného systému

/ / /

)
)
L ™
o=

[\
w O
m_ ™

m_ M

-
I

(“)\ )
m\
W
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a pomocou odvodeného vztahu pocitame

v — (E/@/D)B] ®/u:

0 & & 1 9 0 8 51 9
B N N I T I - 1 Y B
g 3 0 ¢ 2115306 2 |
g g 4 0 e 9 740 e
= (7,0,2,6)".
v
3.9 Ulohy
3.1 N4jdite konjugovani maticu A’ k matici A
2a=( 3 77) 9 4= (1234)

3 1 45 6
b) A=| -2 8 |, ) A=| 0 —2 .
6 —7 13 &

3.2 Vypocitajte siucin matic A ® B v min-plus algebre

2 1 3 -1 4
a>A:<0 —4) B:<2 7-2)’
3¢ 0
B={0 24|,
5 3 1

o Mo
s o
o Ot W
\_/

2 1 2 1 3
c) A= ¢ 5 4 B=|4 ¢ 0
2 ¢ 3 5 ¢ 6

3.3 Vypocitajte sicin matic (B’ ® A’)’ v max-plus algebre pre matice z cvi-
¢enia |3.2] a porovnajte vysledky.

3.4 Aky vypadok u jednotlivych strojov mozme tolerovat pri (p + 1)-vom
pracovnom tkone, aby sme dosiahli ¢asy z(p + 1), ak

3 e 7 19 25
a) A= 4 5 ¢ z(3)=| 17 x(4)=1 23 |,
e 2 6 18 24
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3.5 Najdite kritické stavy DDS s maticou prechodu A, vektorom z(1) a

poctom etap p
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4 5 2 ¢ 4
e 5 ¢ 10 )
e) A= - 37 6 z(l) = 7 p=>5.
e 8 9 9

3.6 Zostrojte kritické diagramy projektov z cvicenia [3.5]

3.7 Najdite kritické diagramy projektov z cvicenia [3.5) pomocou programu
KritickyDiagramDDS v MATLABe.

3.8 Zistite, kedy najneskor musime spustit vyrobu na jednotlivych strojoch,
aby sme dodrzali slibené Casy y(p + 1) ukoncenia projektu.

3
a) A= | 4
€
3
b) A=| 4
€
2
€
c) A= -
2
2
) A=| °
€
2
4
£
e) A= -
€
2
€
f) A= -
2

3

ot

N Ot

M W Ot Ot M M~ M M~

M M~

7
€
6

S M

M Ot 00 M M Ot 00 M

0 1 M N

M Ot 0 M

W o WD

W o WD

W o WD

25
23 |,
24

28
2% |,
27

25
28
20
20

27
30
22
22

18
21
15
13

3.9 Majme kruhovy dopravny systém v meste, ktory spaja styri mestské
casti N1, Ny, N3 a N4 s nasledujicimi spojmi:

e 7 mestskej casti N; ide spoj do N, a presun trva 2 ¢.j.

e 7 mestskej casti Ny ide spoj do N3 a presun trva 3 ¢.j.
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e 7 mestskej casti N3 ide spoj do Ny a presun trva 4 ¢.j.
e 7 mestskej casti Ny ide spoj do Nj a presun trva 1 ¢.j.

Aké najskorsie mozu byt casy vy, ve, vz a vy, kedy mozeme nastipit na
autobus v kazdej mestskej casti, ak je dany vektor startovacich casov z jed-
notlivych mestskych casti:

a) u=(3,3,33), d) u=(3,¢,¢,3)7,
b) u=(3,¢,¢,¢)7, e) u=(,2,3,5)7,
c) u=(3,¢,3,&)7, f) u=(4,¢,10,12)T?

3.10 Majme kruhovy dopravny systém v meste, ktory spaja styri mestské
casti N1, No, N3 a N4 s nasledujicimi spojmi:

e 7 mestskej casti N; ide spoj do Ny a presun trva 2 ¢.j.
e 7 mestskej casti Ny ide spoj do N3 a presun trva 2 ¢.j.
e 7 mestskej casti N3 ide spoj do Ny a presun trva 2 ¢.j.
e 7 mestskej casti N ide spoj do N; a presun trva 2 ¢.j.

Aké najskorsie moézu byt casy vy, vo, vs a vy, kedy moézeme nastupit na
autobus v kazdej mestskej casti, ak je dany vektor Startovacich casov z jed-
notlivych mestskych casti:

a) U = (1717171)T7 d) U = (1,6/,5/71)T,

b) u=(1,¢,¢,¢)7, ) u=(¢,3,4,2)7,

C) U= (LEI’ 1>€I)T7 f) u = (51,3,9, 1O)T?

Vysledky:
3.1

i 2 4 A= (-1,-2 -3 —4)
a) A = s C) ) ) 9 )
3 —1
4 ¢ -1
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3.2
: 31 -1 5 4 2
a)A®B:<—2 -1 —6>’ c) Ae'B=|9 ¢ 5
435
0 2 2
b) AR’ B=|4 6 6 |,
390

3.3 Vysledné matice sa rovnaju tym z predchadzajiceho prikladu.

19, 18, 18)", 1 & j. na druhom stroji,

22,21, 21)", 1 & j. na druhom stroji,

v

18, 21, 15, 14) ", 1 &. j. $tvrtom stroji,

) y(3) = (

) y(3) = (

) y(3) =(

d) y(3) = (20, 23, 17, 16) ", 1 &. j. Stvrtom stroji,
) y(4) = (
) y(5) = (

), 1
), 1

38, 37, 35, 36)T, 5 ¢. j. prvom a 2 ¢. j. na tretom stroji,
), 5

e) y(4) =
f) y(b) = (47, 46, 44, 45 T, ¢. j. prvom a 2 ¢. j. na tretom stroji.
3.5
3 13 19 25
a) x(r) 5 , 10 , 17 , 23 ;
6 12 18 24
9 14 19 25
y(r) s || 13 .| 18 |.,| 23 |[;
6 12 18 24
5 16 22 28
b) z(r) 5 , 10 , 20 , 26 ;
9 15 21 27
12 17 22 28
y(r) 11 , 16 ; 21 ; 26 ;
9 15 21 27
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27
30

o
o

27
30
22

2

20
23
17
15

20
23
17
16

13
16
12

14
16
12
11
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3.6
3 13 19 25
a) o(r): | 5 10 17 23 |
6 </ . 12 « 18 24
5 16 22 28
b) z(r): 5 10 20 26 ;
2 11 18 P 25
T < 14 < 21% 28
%) 2lr): 5 ¢ 10 < 15 « \ 20 |
3 6 13 20
4 13 20 P 27
9 < 16 < 23% 30
4) =lr): T < 12 « 17 < \ 22 |
5 8 15 22
4 10 24 33 42
5 19 28 37 46
e) a(r) : , ;
7 15 24 33 42
9 18 « 27 <— 36 &— 45
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95

3.7

NEde | h|RRODEL- 3|0 D

3 13 19 25 9 14 19 25
5 10 117 23 8 13 18 23
6 12 18 24 6 12 18 24

NEHe RV UDEL 0B 8O

5 16 22 28 12 17 22 28
5 10 20 26 11 16 21 26
9 15 21 27 8 15 21 27
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NEde | b RAODEL- Q| 0B 8D

3.8

a) y(1)=(9,8,6)", t=(6,3,0)",

b) y(1) =(12,11,9) ",  t=(9,6,3)",

¢) y(1)=(7,7,5, 4", t=(50,0,1)",

d) y(1)=(9,9,7,6)", t=(7,2,23)",

e) y(1) = (26, 16, 10, 9)", ¢ = (22, 11, 3,0)",

f) y(1)=(7,7,54", t=(5,001",

3.9
a) v=(3,3,33)", d) v=(3,583)7,
b) v =(3,58,12)", e) v=1(6,235)7,

¢) v=(3,537)", f) v=(4,6,9,12)".



58 3 Min-plus algebra a riadenie DDS

3.10
a) v= (1717171)T7 d) V= (1,3,5,1)T,
b) v = (1737 57 7)T7 e) v = (4,3,4,2)T,

) v=1(1,31,3)7, f) v =(9,3,5,7)T.



4 Digrafy a ich vyuzitie pre DDS

4.1 Ciel kapitoly

Oboznamit sa s pojmom digraf matice prechodu DDS, slaby a silny tranzi-
tivny uzaver matice. Oboznamit sa s technikami vypoc¢tu a vyuzitim tran-
zitivnych uzéverov matice. Oboznamit sa s pojmom reducibilnd a ireduci-
bilna matica. Oboznamit sa s pojmom horna blokovo-trojuholnikova matica
a transformaciou reducibilnej matice do tvaru hornej blokovo-trojuholnikovej
matice.

4.2 Prehlad kapitoly v otazkach

e Definujte digraf zodpovedajici matici prechodu DDS a pojem maxi-
malna priemerna vaha cyklu.

e Definujte slaby tranzitivny uzaver matice a interpretujte element na po-
zicii v i-tom riadku j-tom stlpci.

e Definujte p-regularnu maticu a uvedte postacujicu podmienku p-regu-
larnosti matice.

e Definujte silny tranzitivny uzaver matice. Uvedte vztahy na prevod
tranzitivnych uzaverov.

e Popiste FLOYDOV-WARSHALLOV ALGORITMUS.
e Definujte ireducibilné a reducibilné matice.

e Popiste algoritmus na overenie ireducibility matice s vyuzitim tranzi-
tivnych uzaverov.

e Popiste algoritmus na nédjdenie silne suvislych komponentov digrafu
reducibilnej matice s vyuzitim tranzitivnych uzaverov.

e Uvedte postup transforméacie reducibilnej matice na horni blokovo-
trojuholnikovii maticu pomocou permutacnej matice.

e Definujte definitni maticu a uvedte jej vlastnosti.

4.3 Digraf zodpovedajiici matici prechodu DDS

Vlastnosti matic v max-plus algebre (a teda aj dudlnej min-plus algebre) sa
daju skimat pomocou vlastnosti zodpovedajiceho digrafu. Kedze DDS st
reprezentované maticou prechodu, je namieste pytat sa, ak sa tato matica
chova. V tejto kapitole si predstavime niektoré casti tedrie digrafov spolu
so zodpovedajucimi algoritmami, ktoré suvisia s problematikou DDS.

39
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Definicia 4.1 Pre maticu A € R*(n,n) definujeme digraf G(A) = (V,E)
s mnozinou vrcholov V- ={1,2,...,n} a hranami (i,j) s konecnou vihou a;.
Ak usporiadanej dvojici (i,7) zodpovedd hodnota a;; = ¢, tak digraf G(A)
neobsahuje hranu z vrchola ¢ do vrchola j.

Definicia 4.2 Drdha v digrafe G(A) = (V, E) je takd postupnost vrcholov
p = (i1,09, ..y lps1) s 7T >0, Ze (ig,i041) € E pre kazdé t € {1,2,...,r}.
Cislo r nazjvame dizkou drdhy a oznacujeme |p|. Ak iy = iryq, tak p
nazyvame cyklom. Elementdrna draha je driha bez opakovani vrcholov.
Elementdrny cyklus je drdha, v ktorej sa vyskytuje jediné zopakovanie
vrchola iy = i,11. Vdhou drdhy (cyklu) nazgvame sumu vdh jej hrin a
oznacujeme w(p) (w(c)). Ak ¢ je cyklus s kladnou diZkou, tak podiel vihy cyklu
a dizky cyklu nazjvame priemernou vdhou cyklu a oznacujeme w(c).
Maximadlnu priemerni vdhu cyklu zo vsetkych elementarnych cyklov
v G(A) oznacujeme A\(A). Cyklus s priemernou vahou rovnou \(A) nazgvame
kritickgm cyklom.

Poznamka 4.1 Priemernd vdha cyklu nemoZe presiahnut hodnoty priemer-
nych vah elementdarnych cyklov, ktoré obsahuje. KedZe je v digrafe konecnyj
pocet elementdarnych cyklov, \(A) stdle existuje. Ak v digrafe nie je cyklus
s kladnou dizkou, tak M\(A) = e.

Ak A € F(n,n), tak matica neobsahuje riadok ani stlpec pozostévajici
vyluéne z hodnét e. Z toho vyplyva, ze sa z kazdého vrchola da pokracovat
do iného vrchola. Vzhladom na koneény pocet vrcholov sa musi niektory
vrchol zopakovat a vznika cyklus.

Veta 4.1 Nech A € F(n,n). Potom digraf G(A) obsahuje aspori jeden cyklus
konecnej vdahy.

Priklad 4.3.1 Ndjdime pre dani maticu A € F(n,n) pomocou zodpovedaji-
ceho digrafu maximdlnu priemernid vahu cyklu a zodpovedajice kritické cykly.

(30>

)
| < 2>,

Riesenie. Vzhladom na pozndmku staci uvazovat elementarne cykly
v G(A). Z digrafu G(A) je evidentné, ze maximalna priemerna vdha cyklu
matice A je priemernd véha jediného kritického cyklu ¢ = (1,2,3,1) s vé-
hou w(c) = 15 a dlzkou |¢| = 3. Maximalna priemerna véha je teda \(A) =

(o) = 2 _ s, v

o

I
o m =
OEN RN
w ot m

o

]
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4.4 Tranzitivne uzavery matice a Floydov-Warshallov
algoritmus

Vztah medzi mocninami danej matice A € R*(n,n) a vdhami dréah v zodpo-
vedajucom digrafe vyjadruje nasledujica veta.

Veta 4.2 Nech A € R*(n,n). Mazimdlna vdha zo vSetkijch drdh z vrchola i
(r)

do vrchola j diZky v, pre r =1, 2, ... je dand hodnotou a;’ -

Tento vysledok sa da vyuzit aj na vypocet maximalnej priemernej vahy cyklu
(r)

prechadzajuceho cez vrchol i dlzky r pomocou —— pre r =1, 2, ....
r

Definicia 4.3 Nech A € R*(n,n). Slabym tranzitivnym uzdverom ma-
tice A v max-plus algebre nazyjvame sumu jej mocnin

AA)=Ap A AP - (13)

Poznadmka 4.2 Ak A(A) = (0;5), tak 0;; reprezentuje mazimdlnu vihu drdhy
z vrchola i do vrchola j nezdvisle na dizke drdhy. Specidlne, ak i = j, tak dia-
gondlny prvok 6; predstavuje mazrimdlnu vihu cyklov prechadzajicich cez vr-
chol 7.

Vaha cyklov (obsahujicich vrcholy daného kritického cyklu), ktorych
diZka je rovnd nasobku dlzky kritického cyklu, je rovna zodpovedajticemu
nasobku vahy daného kritického cyklu. Inymi slovami, ak po rovnakom kri-
tickom cykle obehneme niekolkokrat, dostaneme opét kriticky cyklus.

Veta 4.3 Nech A € R*(n,n). Nech G(A) obsahuje kriticky cyklus dizky L
¢ = (i1, lg, ..., i, 11). Potom pre vsetky ndsobky q cisla L (prirodzengm
¢islom) plati

al? = (AA) Vs=1,2,..., L

1sls

[lustrujme tato vetu na nasledujicom priklade.

Priklad 4.4.1 Ndjdime pre dani maticu A pomocou zodpovedajiceho di-
grafu mazximalnu priemerni vihu cyklu, ndjdime kritické cykly a vypocitajme
vahu cyklov, ktoré vznikni pouZitim kritického cyklu dvakrdt, trikrat a styri-
krat.
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(3>

3 2

| L2y

RiesSenie. Z digrafu G(A) je evidentné, ze jedinym kritickym cyklom je slucka
¢ = (3,3) s vahou w(c) = 4. Jej dlzka je 1 a pre maximdalnu priemerni vahu
plati M(A) = w(c) = w(c). Pre vahu cyklov dlzky 2, 3 a 4, ktoré vznikni

opakovanym prechadzanim kritickej slucky, plati ag;) = (MA)F = 4% pre

MmN =
=N M

k=1, 2,...ako vidime na mocninach matice:
2 3 3 6 5 7 10 7 11
A’=|5 4 6|, A= 9 6 10 |, A'=[ 13 10 14
7 4 8 11 8 12 15 12 16

Q@

Ak hladdme odpoved na otazku, ¢i existuju v digrafe drahy maximalne;

(pripadne konecnej) vahy prechadzajuce cez jednotlivé vrcholy, je potrebné
definovat pojem p-regularnosti.

Definicia 4.4 Nech A € R*(n,n). Nech A, = AQA*DA*@---® AP. Maticu
A nazyvame p-reguldrnou v maz-plus algebre, ak

A(A) - Ap - Ap+1 - Ap+2 = ...

Znamena to, ze vztah ((13) z definicie pre vypocet slabého tranzitivneho
uzaveru matice ma pre p-regularnu maticu tvar

A(A)=Ap A2 A ...0 AP (14)

Pre p-regularnost matice mé rozhodujici vyznam maximalna priemerna vaha
cyklu A(A).

Veta 4.4 Nech A € R*(n,n). Potom plati
(i) Ak A(A) <0, tak existuje p < n, Ze je matica A p-requldrna.
(ii) Ak MN(A) > 0, tak neexistuje p, aby bola matica A p-requldrna.

Na zdklade poznidmky a vety vieme odpovedat, Ze v pripade, ak
A(A) <0, tak v digrafe prislichajicom matici A existuji drahy maximélne;j
vahy prechadzajice cez jednotlivé vrcholy a na najdenie tychto vah staci
uvazovat dréhy, ktorych dlzka nepresiahne hodnotu p. Uvedomme si, Ze ak
sa z vrchola ¢ nedd dosiahnut vrchol j, tak je d;; = €.
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Priklad 4.4.2 Ndjdime mazimdlnu vahu drdh nezdvisle na dl3ke, ktoré pre-
chddzaju cez jednotlivé vrcholy.

-3 -3 ¢
A= e =2 =2
-1 =« 0

RieSenie. Podobne ako v priklade je jedinym kritickym cyklom opéit
slucka ¢ = (3,3) s vahou w(c) = 0. Jej dlzka je 1 a pre maximalnu priemernt
vahu plati A(A) = w(c) = w(c) = 0. Kedze A\(A) < 0, vieme na zaklade
vety po vypocte konecného poctu mocnin matice urcit maximéalne vahy
drah. Kedze

—6 -5 =5 -6 -7 =5
A= -3 -4 =2 |, A= -3 —6 -2
-1 -4 0 -1 -4 0

a teda A% < A% stad polozit p = 2. Na zaklade definicie dostavame

-3 -3 -5
A(A)=ApA®=| -3 -2 -2
~1 -4 0

Podla poznamky [£.2]d;; reprezentuje maximalnu vahu drahy z vrchola i do vr-
chola j nezavisle na dlzke drahy. @

Definicia 4.5 Nech A € R*(n,n). Silngm tranzitivnym uzdverom ma-
tice A v max-plus algebre nazyvame sumu

FNA)=EcAaA’aAa. .. (15)

Poznamka 4.3 Zo slabého tranzitivneho uzdveru matice méozZeme jednodu-
chym sposobom dostat silny tranzitivny uzdver

T(A) = Ea® A(A). (16)

Rovnako jednoducho dostaneme naopak zo silného tranzitivneho uzaveru slaby
tranzitivny uzdver

A(A) = A® T(A). (17)

Na zéklade binomickej vety sa da podstatne zjednodusit vypocet silného
tranzitivneho uzaveru p-regularnej matice.
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Veta 4.5 Nech D € R*(n,n). Nech D je p-requldrna pre nejaké p > 1, tak
silng tranzitivny uzdver existuje a plati

(D) = (E ® D)P.

Pre maticu D s kone¢nou hodnotou A(D) < 0 plati, ze ak dizka dréhy p
dosiahne hodnotu n (pocet vrcholov), tak drdha musi obsahovat cyklus (ne-
kladnej vahy) a teda je vaha tejto drahy nanajvys rovna véhe tej elementarne;j
dréhy p’, ktora vznikne z drahy p’ po vynechani vsetkych cyklov.

Veta 4.6 Nech D € R*(n,n). Nech \(D) < 0. Potom plati
D"<E®A, 4.
Na zaklade tejto vety mozeme p-regularnost blizsie specifikovat.

Veta 4.7 Nech D € R*(n,n). Nech A\(D) < 0. Potom pre lubovolné p > n—1
plati
I'(D) = (E® D). (18)

Pri efektivnom umocnovani matic je vypoctova zlozitost vypoctu silného
tranzitivneho uzaveru podla Vety O(n*Inn). Rovnaki vypoctovii zlozitost
ma aj vypocet slabého tranzitivneho uzaveru, ak pouzijeme vztah . Kaz-
dopéadne toto nie je najefektivnejsi postup pri vypocte uzaverov matice. Vy-
poctovii zlozitost O(n?) dosiahneme, ak pouZijeme FLOYDOV-WARSHALLOV
ALGORITMUS.

Veta 4.8 (Floydov-Warshallov algoritmus) Nech D € R*(n,n). Nech
AND) < 0. Nech DWW =D, D12 .. DU je postupnost matic, pre ktori

{k} {k} {k} . .
d{k+1}:{dl~ ©dy @dy; pre i FkNJFE, (19)

& dijk} pre i1 =kVj=k,
pre k=1,2 ..., n. Potom
A(D) = Din+1}

Priklad 4.4.3 Vypocitajme pomocou Floydovho-Warshallovho algoritmu
pre maticu

o O M O
M O OO O
M 0 OO
o O 0 O

a) slaby tranzitivny uzdaver matice,

b) silng tranzitivny uzdver matice.
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RieSenie.

a) Polozime D = D a pomocou formuly pocitame druhy a po-
stupne dalSie ¢leny postupnosti

e 000
2 e ¢ 0 ¢
b 00 0 0|’
€ € € €
JU dZ?} D dfll} ® d‘l{;} pre i#1ANj#1,
Y dijl} pre i=1Vj=1,
e 00 0 00 0O
{3} _ e ¢ 0 ¢ {4y _ 00 00
b 000 0]’ b 0 00O
E € € € E € € ¢
Nakoniec ur¢ime slaby tranzitivny uzaver matice D
00 00
_pt_pw_| 0000
A(D)=D D 000 0
E € € €

b) Pomocou rovnice (16)) vypocitame silny tranzitivny uzaver matice D

00 0O
00 0O
N(D)=E®A(D) = 000 0
e € ¢ 0

4.5 Vizualizacia Floydovho-Warshallovho algoritmu
v prostredi MATLAB

Na zaklade vety vieme vytvorif program, ktory vypocita slaby tranzitivny
uzaver matice.

Uvadzame priklad, ktory sme vypocitali pomocou programu FloydWars-
hallAlgoritmu{] vytvoreného v MATLABe.

!Tento program (MATLABFloyd.zip) je vlozeny do PDF stiboru, ktory préve ¢itate.
Vzhladom na bezpecnostné obmedzenia prehliadaca Adobe Reader je potrebné pouzit
alternativny prehliada¢ PDF stborov, aby sme ho mohli otvorit, napr. SumatraPDF, Foxit
Reader, Okular.
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Priklad 4.5.1 Pomocou programu FloydWarshallAlgoritmus vypocitajme
slaby tranzitivny uzdver matice A s \(A) = 0.

€ 1 € €
e —1 e —1
-2 -2 -3 —4
-3 & 2 =2

A:

Riesenie. Spustime program FloydWarshallAlgoritmus v MATLABe. V dia-
logovom okne zaddme rozmer matice. Nasledne sa v dialogovom okne upravi
rozmer tabulky, do ktorej zaddvame maticu (—oo nahradza -Inf). Po stlaceni
tlac¢idla O. K. zbehne program a v pravej casti dialégového okna sa zobrazi
vysledok, t. j. slaby tranzitivny uzéver matice (vid obr. [3)).

Bty == =8 )|

VELKOST MATICE

4 -

i SLABY TRANZITIVNY UZAVER
VSTUPNA MATICA

1 2 3 4 1 2 3 4

-nf 1 -nf -Inf 1
-nf -1 -nf -1 2
- -2 3 -4 3
E -nf 2 d

ob ko
Moa =
o b Lo

ES RIS
da ta

Obr. 3: Slaby tranzitivny uzaver z Floydovho-Warshallovho algoritmu

Q

4.6 Ireducibilné a reducibilné matice

Matice v max-plus algebre mézeme rozdelit do dvoch tried. Nasledujica de-
finicia ndm umozni Specifikaciu tychto tried.

Definicia 4.6 Nech A € R*(n,n). Digraf G(A) nazjvame silne sivisly, ak
pre lubovolni dvojicu roznych vrcholov i, j existuje draha z vrchola i do vr-

chola j v G(A).
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Silna suvislost digrafu asociovaného s maticou vieme overit pomocou sla-
bého tranzitivneho uzaveru danej matice. Algoritmus je jednoduchy:

ALGORITMUS SILNA SUVISLOST
(i) ohodnotime kazdd hranu v digrafe G(A) vahou 0 (kazda koneéna hod-
nota sa v matici A zmeni na 0, dostaneme maticu D s A(D) < 0),
(ii) vypocitame A(D),

(iii) rozhodneme o suvislosti digrafu na zaklade prvkov A(D) (ak su vsetky
prvky A(D) konecéné, digraf G(A) je silne stvisly, v opatnom pripade
nie je suvisly).

Priklad 4.6.1 Overme pomocou Floydovho—Warshallovho algoritmu silni
suwvislost digrafu zodpovedajiceho matici

e 1 2 3
e € 6 ¢
A—4555
€ € € €

RieSenie. Vzhladom na ALGORITMUS SILNA SUVISLOST kazdi konecnu
hodnotu v matici A nahradime hodnotou 0 a dostaneme maticu D z pri-
kladu [1.4.3] Kedze A(D) obsahuje aj prvky —oo, digraf matice A nie je silne
suvisly. @
Definicia 4.7 Nech A € R*(n,n). Maticu A nazjvame ireducibilnou, ak
G(A) je silne suvisly. Maticu A, ktord nie je ireducibilnd, nazgvame reduci-
bilnou.

Matica A z prikladu bola reducibilnou maticou.

Veta 4.9 Nech A € R*(n,n). G(A) je silne stvisly prave vtedy, ak pre kazdé
dva rozne vrcholy existuje cyklus, ktory ich obsahuje.

Definicia 4.8 Nech G(A) = (V, E) je digraf. Poddigraf K = (K,E N K?)
generovany neprazdnou podmnoZinou K CV s vlastnostami

(i) pre kazdé dva rézne vrcholy existuje v KC cyklus, ktory ich obsahuge,

(i) K je mazimdlna podmnoZina s vlastnostou (i),

nazgvame silne sdvisly komponent G(A). Komponent, ktory obsahuje cyk-
lus kladnej diZky, nazgvame netrividlny. V opacnom pripade je komponent
trividlny. MnoZinu véetkiyjch netrividlnych silne stvislijch komponentov G(A)
oznacujeme SCC*(G(A)) a mnoZinu vsetkych silne siuvisljch komponentov

SCC(G(A)).

Slaby tranzitivny uzaver sa da vyuzit aj na najdenie silne suvislych kom-
ponentov digrafu v pripade, ak digraf nebol silne suvisly. Algoritmus je jed-
noduchy:
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ALGORITMUS SILNE SUVISLE KOMPONENTY
(i) ohodnotime kazdd hranu v digrafe G(A) vahou 0 a vypocitame A(D),

(ii) zvolime ¢ a najdeme v i-tom riadku A(D) vSetky koneéné hodnoty &;;,
pre ktoré aj d;; je konecné, teda vrchol 7 lezi v spolo¢nom silne stvislom
komponente s vrcholmi 7,

(iii) odstranime vSetky riadky a stlpce, ktoré zodpovedali vrcholom spolod-
ného silne suvislého komponentu néjdeného v kroku (i),

(iv) opakujeme kroky (i) a (ii), kym nie st vSetky vrcholy priradené niekto-
rému silne suvislému komponentu.

Poznamka 4.4 Podla rovnice (16) sa I'(D) a A(D) mozu lisit len na dia-
gondle (vid priklad [{.4.5). Ak 6y = e, digraf G(A) neobsahuje cyklus pre-
chadzajici vrcholom i, teda K = {i} generuje trividlny komponent K. A(D)
obsahuje konecné pruky vtedy a len vtedy, ak aj T'(D).

Priklad 4.6.2 Ndjdime pomocou Floydovho-Warshallovho algoritmu silne
suvislé komponenty digrafu zodpovedajiceho matici

o O M O
M O 0 O
M 0 OO
N O 0O O

RiesSenie. Z prikladu vieme, ze digraf G(D) nie je silne suvisly. Ak po-
uzijeme vypodcitany slaby tranzitivny uzdver a ALGORITMUS SILNE SUVISLE
KOMPONENTY, vidime, Ze z prvého vrchola sa d4 dostat do druhého aj tre-
tieho a rovnako sa z tychto vrcholov da dostat do prvého vrchola. Inak
povedané, spominané vrcholy lezia na spolo¢nom cykle. Mnozina vrcholov
K, = {1,2,3} generuje teda netrivialny silne stvisly komponent K;. Stvrty
vrchol nelezi na ziadnom cykle (044 = €), preto Ko = {4} tvori trividlny
komponent /Cy. @

4.7 Suvislé ¢islovanie

Matica moze byt po koneé¢nom pocte pernutacii riadkov a stipcov prepisand
do horného trojuholnikového, resp. horného blokovo-trojuholnikového tvaru.
Permutécie st spojené s precislovanim vrcholov zodpovedajticeho digrafu.

Definicia 4.9 Digraf, ktory neobsahuje okrem sluciek Ziadne cykly nazyvame
acyklicky.
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Definicia 4.10 Acyklicky digraf je suvisle ocislovany, ak pre kazdu
hranu (i, 7) plati i < j.

Veta 4.10 KaZdy acyklicky digraf je mozné suvisle ocislovat.
Uvidzame ALGORITMUS SUVISLE OCISLOVANIE ACYKLICKEHO DIGRAFU:
ALGORITMUS SUVISLE OCISLOVANIE ACYKLICKEHO DIGRAFU
(i) odstranime slucky,
(ii) priradime termindlnym vrcholom najvyssie ¢isla,

(iii) odstranime termindlne vrcholy (nevychddza ziadna hrana) aj s inci-
dentnymi hranami,

(iv) opakujeme body (ii) a (iii), kym nie st ocislované vSetky vrcholy.

Priklad 4.7.1 Suvisle ocislujme dany digraf

RieSenie. Vzhladom na ALGORITMUS SUVISLE OCISLOVANIE ACYKLICKEHO
DIGRAFU vytvorime postupnost digrafov so sivisle ocislovanym digrafom
na konci:

VANWASAY

O——® @

©

Definicia 4.11 Digraf reducibilnej matice je suvisle ocislovany, ak
pre kaZdi hranu (i, j) pre vrcholy i a j z roznych silne sivislych komponentov
plati i < 7.
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Poznamka 4.5 Reducibilnd matica stvisle ocislovaného acyklického digrafu
ma tvar hornej trojuholnikovej matice. Reducibilndg matica so sivisle ocislova-
nym digrafom, ktory nie je acyklicky, md tvar hornej blokovo-trojuholnikovej
matice. KaZdy diagondlny blok reprezentuje jeden silne suvisly komponent.
Pocet diagondalnych blokov udava teda pocet silne suvislych komponentov.

Vzhladom na priklad bol digraf reducibilnej matica A z prikladu [4.6.]]
suvisle ocislovany.

Suvislé ocislovanie digrafu reducibilnej matice dosiahneme pomocou na-
sledujiiceho algoritmu:

ALGORITMUS SUVISLE OCISLOVANIE DIGRAFU REDUCIBILNEJ MATICE
(i) ndjdeme silne suvislé komponenty,

(ii) vytvorime tzv. kondenzovany digraf, v ktorom kazdy vrchol reprezen-
tuje jeden silne suvisly komponent K; a hrana vedie z vrchola K; do vr-
chola K prave vtedy, ak vedie hrana z niektorého vrchola komponentu
K; do niektorého vrchola komponentu K,

(iii) kondenzovany digraf je acyklicky, suvisle ho ocislujeme 1, 2, ...,

(iv) ocislujeme vrcholy jednotlivych komponentov v stilade so sivislym o¢is-
lenim zodpovedajiceho kondenzovaného digrafu, pricom najnizsie hod-
noty dostant vrcholy, ktoré zodpovedaji komponentu s ¢islom 1 v kon-
denzovanom digrafe, nasleduju vrcholy komponentu 2 a v tomto po-
stupe pokracujeme, kym nie s o¢islované vrcholy vsetkych komponen-
tov.

Priklad 4.7.2 Suvisle ocislujme digraf reducibilnej matice

0

M O 0 O 0
M M 0 O M M
M mm O M ™ M
M M o O O M0
M M & M M

h O O, O

RieSenie. Pomocou ALGORITMUS SILNE SUVISLE KOMPONENTY ndjdeme
silne stuvislé komponenty. Vypocitame slaby tranzitivny uzaver matice pomo-
cou Floydovho-Warshallovho algoritmu

A(D) =

n OO o OO
M o OO OO0
M o OO OO0
M 0 OO OO0
nh O O o O O
o O O o O O
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a urc¢ime silne suvislé komponenty K; generovany vrcholmi K; = {1,5},
Ko generovany vrcholmi K, = {2,3,4} a K3 generovany vrcholmi K3 =
{6}. Potom vytvorime zodpovedajici kondenzovany digraf, ktory nésledne
suvisle ocislujeme. KedZe je kondenzovany digraf digrafom z prikladu
Ky zodpovedd vrcholu 2, K5 vrcholu 1 a K3 vrcholu 3. Nakoniec oéislujeme
vrcholy jednotlivych komponentov. Vrcholy komponentu &y ako prvé, potom
vrcholy komponentu K; a nakoniec vrcholy komponentu IC3. Teda

LETEL]

@

V ramci jedného silne suvislého komponentu na poradi ¢islovania vrcho-

lov nezalezi. Z toho vyplyva, ze suvislé ocislovanie vrcholov digrafu, zodpo-

vedajuceho reducibilnej matici, nie je jednoznacné. Kazdému precislovaniu
vrcholov digrafu zodpoveda permutéacia jej vrcholov

ktoru reprezentuje permutacna matica P. Tato matica mé v kazdom riadku
prave jednu hodnotu 0 a sice v i-tom riadku v stipci 7 (7). Transformaciu redu-
cibilnej matice D do horného blokovo-trojuholnikového tvaru D, dosiahneme
pomocou vztahu

D,=P'®D®P (20)

Priklad 4.7.3 Transformujme reducibilni maticu D pomocou permutdcie

(123456
T™\l4123756

N O, 0O O M
M M O O O, M
MmO M OO O, O™
M M h 0O O M
M M M O 0O O
O O mhh O M, M

na horni blokovo-trojuholnikovi maticu.

RiesSenie. Zostrojime permutac¢ni maticu P a pomocou formuly aj in-
verznd maticu P~'. Pouzijeme vztah na vypocet hornej blokovo-troju-
holnikovej matice.
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D, =P'@DeP=

e 0 e € ¢ ¢ e € e ¢ 0 ¢ e € ¢ 0 ¢ ¢
c e 0 € ¢ ¢ 0 ¢ ¢ 0 ¢ ¢ 0 ¢ ¢ € ¢ ¢
e € € 0 ¢ ¢ e 0 e e ¢ 0 e 0 ¢ ¢ ¢ ¢
— ® ® —
0 ¢ € € ¢ ¢ e e 0 ¢ ¢ ¢ e € 0 € ¢ ¢
e € e ¢ 0 ¢ 0 e e e ¢ 0 e € e ¢ 0 ¢
e € e ¢ ¢ 0 € € € € € € e € e ¢ ¢ 0
e € 0|0 €€
0 e ele |0
D11 | D12 | D3
e 0 e|le ¢
= =| € | Da| Dy
€ € €|le 0|¢ D
e | €
e e |0 |0 33
€ € €le €le¢

@
Matice v priklade [£.7.2] a priklade [£.7.3] st rovnaké a permutécia 7 v pri-
klade je stvislym ocislovanim z prikladu [4.7.2] Teda digraf reducibilne;
matice D v predchadzajicom priklade obsahuje tri silne stvislé komponenty
generované vrcholmi K; = {1,5}, Ky = {2,3,4} a K3 = {6}. Kedze po-
¢et vrcholov v komponentoch Iy a Ky je vacsi ako 1 je cislovanie vrcholov
v priklade [.7.3] len jednou z moznosti stvislého ¢islovania digrafu zodpove-
dajiceho danej matici D.

Veta 4.11 Nech T(n,n) je trieda matic v hornom blokovo-trojuholnikovom
tvare. Potom T'(n,n) je uzavretd vzhladom na operdicie ® a ®, t. j. pre A, B €
T(n,n) plati

(i) A® B € T(n,n),
(ii)) A® B € T(n,n).

Vzhladom na predchadzajicu vetu tranzitivne uzavery matice v hornom tro-
juholnikovom tvare budu opédf matice v hornom trojuholnikovom tvare a
tranzitivne uzavery matice v hornom blokovo-trojuholnikovom tvare budu
opat matice v hornom blokovo-trojuholnikovom tvare.

Priklad 4.7.4 Ndjdime silny tranzitivny uzdver hornej blokovo-trojuholniko-
vej matice

MM M O M
M OO M M
MM M O O
MO Mg 0 O
M| O M O™
MDD O OO O M
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Riesenie. Pouzitim Floydovho-Warshallovho algoritmu dostaneme

00 0j0 00

M| | DO
M| | O
M| | O
Mo OO O
MO oD O
MO oD O

4.8 Definitné matice

Predtym ako zhrnieme podstatné vysledky pre doélezity pripad ireducibilnej
matice uvedieme nasledujice definicie.

Definicia 4.12 Nech D € R*(n,n). Vrchol j, ktory lezi na kritickom cykle
v G(D) nazgvame vlastny vrchol.

Definicia 4.13 Nech D € R*(n,n). Maticu D nazjvame definitnou, ak
(1) A(D) =0,
(i) G(D) je silne suvisly.

Nasledujica veta sumarizuje vlastnosti definitnej matice.

Veta 4.12 Nech D € R*(n,n) je definitnd s digrafom G(D). Potom plati

(i) D € F(n,n), A(D) existuje a je konecnd (akn > 1) a é;; pre i # j
reprezentuje nejaki drdhu mazimdlnej vihy z vrchola i do vrchola j
dlzky nepresahujicej n — 1,

(7i) kazdy diagondlny prvok 6; reprezentuje nejaky cyklus mazimdlnej vihy
zo wvsetkych cyklov obsahujicich vrchol © diZky nepresahujicej n,

(7ii) G(D) obsahuje aspori jeden elementdrny cyklus vihy 0 a Ziaden s klad-
nou vdhou,

(iv) G(D) obsahuje aspori jeden vlastny vrchol, pre kazdy vlastny vrchol j je
d;; = 0, pre kaZdy ingy vrchol k je oy < 0.

Priklad 4.8.1 Zistime, ¢i je dand matica definitnd

€ e 6 4

—1 € € €

A= e =5 ¢ ¢
€ e 2 ¢
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RieSenie. Vzhladom na ALGORITMUS SILNA SUVISLOST pouzitim Floydovho-
Warshallovho algoritmu a vztahu dostaneme

0
I'(D) = (E® D)* = i

o o OO
n O O M
o O, O
o]
]
]
(e
(aw]

Podla poznadmky A(D) = T(D), teda G(A) je silne stvisly. Mdme najst
maximélnu priemerni vadhu cyklu A(A). Vypocitame postupnost mocnin ma-
tice A po Stvrti a pouzijeme hodnoty na diagondle, aby sme urcili A(A).

€ 6 4 € 1 6 ¢

| -1 e € ¢ 9 e €53
A= e =5 ¢ ¢ |’ A= —6 € € ¢ |’

€ e 2 ¢ e —3 € ¢

01 ¢ € 0 e 6 4

3 e 05 =« 4 | -1 0 e ¢
A% = e e 0 =2 | A= e =5 0 ¢ |’

—4 ¢ ¢ 15 15 e 2 0

KedZe najvyssia hodnota na diagonalach je 0, je maximélna priemerna vaha
cyklu A(A) = 0. Teda matica A je definitna.

Q

Poznamka 4.6 Overenie silnej suvislosti digrafu moZeme aj z jeho diagramu:

o

Digraf zodpovedajici matici z predchadzajiceho prikladu obsahuje cyklus pre-
chddzajici vsetkymi vrcholmi ¢ = (1,4,3,2,1). Teda je silne sivisly.

Pre vypocet tranzitivnych uzaverov matice prechodu rasticeho DDS (vid
definicia [2.4)) platia uzito¢né vztahy.

Veta 4.13 Nech D € R*(n,n). DES s maticou prechodu D je rastici vtedy

a len vtedy ak D > E a potom D € F(n,n). Ak D je definitnd a DES je
rastici, tak

(Z)d“:() i:1,2,...,n,
(ii) T(D) = D" ' = A(D) a D ® A(D) = A(D).



4.9 Ulohy 75

4.9 Ulohy

4.1 Pre dant maticu A nakreslite digraf G(A), najdite vsetky elementérne
cykly, vypocitajte ich priemerni vahu a maximdalnu priemernt vahu A(A).
Urcte kritické cykly.

€ b ¢ e 6 ¢ ¢
a) A=1|1 2 1, e 4 ¢4
1 € 3 d) A= 33 211}’
2 ¢ 7 3
3 4 5 € 1 € €
b) A=] ¢ 4 6 |, B e -1 & -1
2 2 2 ) A=1 5 o 3 4|
-3 € 2 =2
4 3 ¢ 1 -1 =2 e —4
e € 4 ¢ 15 e —1 €
)A=|g5535 | HA=1 o o 2 o
6 6 ¢ ¢ 1 1 € €

4.2 Vypoditajte maximalnu vahu drah dizky [ z vrchola i do ostatnych vr-
cholov

e b ¢ 1=1 4 3 ¢ 1 1=3
a) [ 1 2 2 [ = 2, resp. ) e e 4 ¢ [ = 2, resp.
1 ¢ 3 =3, 5 5 3 5 [ =3, resp.
6 6 ¢ ¢ [ =4,
e 6 € ¢ 1=4
3 4 5 1=2 d) e 4 € 4 [ =2, resp.
b) | ¢ 4 6 [ =2, resp. 3321 [ = 3, resp.
2 2 2 =3, 2 7 3 l=4.

4.3 Pomocou vhodnych mocnin matice A vypocitajte maximalnu priemernt
vahu cyklu A(A) pre matice z cvicenia 4.2]

4.4 Pre matice z cvicenia [{4.1| rozhodnite, ¢i st p-regularne.

4.5 Ak existuje silny a slaby tranzitivny uzaver matice A, tak ho vypocitajte
metodou postupného umocnovania pre matice z cvicenia {4. 1

4.6 Pomocou slabého tranzitivneho uzaveru vhodnej matice zistite, ¢i je
digraf G(A) matice A silne stvisly. Ak nie, najdite silne stivislé komponenty
digrafu, digraf suvisle o¢islujte. Suvisle oc¢islovany digraf nakreslite a napiste
jeho maticu.
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4 ¢ ¢ e 5

a) A= 5 3 1|, e 1

e 2 ¢ c) A= 3 2

£ €

3 5

3 € ¢ ¢ e €

e e e 2 d) A= 2 ¢

b) A= 314 2|’ 4 ¢

1 3 ¢ 4 £ €
Vysledky:

4.1

M M = M

O ™ ™ M

a) A(A) = 3, kritické cykly: ¢ = (3,3), c2 = (1,2, 1);

=W M N

Mm M WM M
N — = ™ M

b) A(A) = 4, kritické cykly: ¢, = (2,2), co =(2,3,2), c5 = (1,2,3,1);

c) A(A) =5, kriticky cyklus: ¢ = (2, 3,4, 2);
d) A(A) =5, kriticky cyklus: ¢ = (1,2,4,3,1);
e) MA) =0, kriticky cyklus: ¢ = (1,2,4,3,1);

f) AM(A) = 0, kriticky cyklus: ¢ = (2, 3,4, 2).

a) Maximalnu vahu zo vSetkych dréah z vrchola i
najdeme v prvom riadku matice A2, resp. A3

6 7 7 g8 11 10
A2=|3 6 5|, A>=|7 8 8];
4 6 6 79 9

b) Maximélnu vdhu zo vSetkych drdh z vrchola i
najdeme v druhom riadku matice A2, resp. A3

7 8 10 12 12 14
A= 8 8 10 |, A*=]| 12 12 14 |;

5 6 8 10 10 12

1 diiky 2, resp. 3

2 diiky 2, resp. 3



4.9 Ulohy 77

¢) Maximéalnu vdhu zo vSetkych dréh z vrchola i = 3 dizky 2, 3, resp. 4
najdeme v tretom riadku matice A%, A3 resp. A*

8 7 75 12 12 11 12
e | 99 709 | 1515 13 12
11 11 9 8 |’ 15 14 15 14
10 9 10 7 15 15 13 15
18 18 16 16
| 1918 19 18 |
~ 120 20 18 20 |°
21 21 19 18

d) Maximéalnu vdhu zo vSetkych dréh z vrchola i = 4 diiky 2, 3, resp. 4
najdeme v §tvrtom riadku matice A%, A3, resp. A*

e 10 & 10 12 14 17 14
g | 6 8L S| s 14141512
5 9 8 7 11 13 14 13
10 10 10 8 13 16 15 14
20 20 21 18
| 18 20 19 18
“ | 17 17 20 17
18 20 21 20

4.3

a) Maximélnu vahu zo vsetkych cyklov dizky 1, 2, resp. 3 najdeme na
hlavnej diagonale matice A, A% resp. A%, A\(A) = 3.

b) Maximélnu vdhu zo vSetkych cyklov dlzky 1, 2, resp. 3 ndjdeme na
hlavnej diagonale matice A, A% resp. A°. A\(A) = 4.

¢) Maximalnu véhu zo vsetkych cyklov dizky 1, 2, 3, resp. 4 najdeme na
hlavnej diagonale matice A, A% A3 resp. A*. A\(A) = 5.

d) Maximalnu véhu zo vsetkych cyklov dizky 1, 2, 3, resp. 4 najdeme na
hlavnej diagonale matice A, A% A3 resp. A*. A\(A) = 5.
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4.4
a) nie, c) nie, e) éno,
b) nie, d) nie, f) éano.
4.5
a) neexistuju, ¢) neexistuj,
b) neexistuji, d) neexistuju,
0O 12 0
-1 1 -1
— 3 _
0o 12 0
0O 12 0
—1 01 —1
AA)=AxTI(A) = o 1 0 -2 |’
0O 1 2 0
0 -2 -3 =3
0O 0 -1 -1
— 3 _
f) T(A) = (F@ A)° = L1 0 ol
1 10 0
-1 -2 -3 =3
0 0 -1 -1
AA)=AxT(A) = 1 1 0 0
1 10 0
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|

napr. m

K = {1}
K, = {2,4}
K3 = {3}

4.9 Ulohy
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5 Linearne max-plus systémy

5.1 Ciel kapitoly

Oboznamit sa s pojmom ststava nerovnic, sustava rovnic, hlavné rieSenie.
Oboznamit sa so sposobom riesenia stustavy rovnic pomocou nutnych a po-
stacujucich podmienok existencie riesenia a jednoznacnosti riesenia. Obozna-
mit sa s vyuzitim rieSenia ststav rovnic pre riesenie problémov suvisiacich
s riadenim DDS. Oboznamit sa s pojmom Cebysevova vzdialenost a Ceby-

sevove najlepsie riesenie. Oboznamit sa s vyuzitim Cebysevovej vzdialenosti
pre aproximéaciu riesenia problémov suvisiacich s riadenim DDS.

5.2 Prehlad kapitoly v otazkach

e Definujte stistavu nerovnic a jej riesenie.

e Uvedte nutni a postacujicu podmienku, aby vektor x bol riesenim
sustavy nerovnic.

e Definujte hlavné rieSenie ststavy nerovnic.
e Definujte sustavu rovnic a jej riesenie.
e Uvedte vSetky moznosti riesitelnosti stustavy.

e Uvedte nutna a postacujicu podmienku existencie riesenia stistavy rov-
nic.

e Uvedte nutni a postacujicu podmienku jednoznacnosti riesenia su-
stavy rovnic.

e Uvedte algoritmus riesenia sustavy rovnic.

e Popiste vyuzitie rieSenia stustav rovnic pre riesenie problému dosazitel-
nosti vopred danych casov ukoncenia projektu.

e Definujte Cebysevovu vzdialenost.

e Uvedte postup aproximacie riesenia problému dosazitelnosti vopred da-
nych ¢asov ukoncenia projektu pomocou Cebysevovho najlepsieho rie-
Senia.

80
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5.3 Sustavy nerovnic

Riesitelnost stustavy rovnic v max-plus algebre stuvisi s riesitelnostou stustavy
nerovnic. Z tohto dévodu sa budeme v tejto kapitole venovat najskor stusta-
vam nerovnic.

Definicia 5.1 Nech A, B € R*(m,n).

A<B < a;<b; prei=12,...,m,
A<B <= a;<b; prei=12,....m

Definicia 5.2 Nech Sy, Sa, ..., S, T st podmnoziny mnoziny RU{—o0, c0}.
Nech f je zobrazenie

fﬁ 81X52X...X8t—>T.

Zobrazenie f nazyvame izotonnym, ak zachovdva nerovnost <, t. j. ak
pre X = (z1, T2, ..., 2¢) @Y = (y1, a2, -, ye) plati

X<Y = [f(X)<[f(Y)
Izotémnost operacii @, @ a ® formuluje nasledujtica veta.

Veta 5.1 Nech x1, x2, 11, y2 € RU {—00,00}. Nech x1 < y; a xo9 < yo.
Potom plati

(i) 71 © 72 <Y1 D Yo,
(i) x1 @& 22 < y1 & yo,
(iii) 21 @ 22 < 11 @ yo.

Poznamka 5.1 Vsetky sicty a nasobenia skaldrov a matic a kombindcie
tychto operdacii si v oboch algebrdach, maz-plus a min-plus, izotonne.

Vzhladom na pouzitie v dalsom texte uvadzame izotonnost pre operaciu na-
sobenia matic.

Veta 5.2 Nech A, B € R*(m,r), C, D € R*(r,n). Nech A< B aC < D.
Potom plat?
A C<B®D.

Dosledkom tejto vety je nasledujice tvrdenie.
Veta 5.3 Nech A € R*(n,n), A> E. Potom plati
(i) A€ F(n,n),

(i) DDS s maticou prechodu A je rastici.
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Definicia 5.3 Nech B € R*(m,n) a ¢ € R*(m). Nerovnicu
Bex<c (21)

nazgvame sustavou merovnic v maz-plus algebre. Vektor a € R*(n),
pre ktory A ® a < ¢, nazgvame rieSenim siustavy nerovnic (21)).

Pre formulaciu nutnej a postacujicej podmienky riesitelnosti ststavy nerov-
nic v max-plus algebre potrebujeme dualnu, t. j. min-plus algebru.

Veta 5.4 Nech B € F(m,n), x € F(n) a c € F(m). Potom plati
Br<c < z<B&ec

Dékaz: Ak x € F(n), tak B ® x je konetny vektor, pre ktory plati

Br<c & Z®bij®$jgci Vi

j

= bij ®z; < ¢ Vi, Vj
& x; <t Vi, Vj
& x; <min(b; +¢;) Vi

s < B ®c

¢

Definicia 5.4 Nech B € F(m,n) a ¢ € F(m). Hlavngm rieSenim si-
stavy nerovnic B ® x < ¢ nazjvame vektor 2* = B' @' ¢ € F(n).

Vetu [5.4) mozeme preformulovat do nasledujiceho tvaru.

Veta 5.5 Nech B € F(m,n), z € F(n) a c € F(m). Potom 2* je najuicsim
riesenim nerovnice B @ x < c.

5.4 Siustavy rovnic

Definicia 5.5 Nech B € R*(m,n) a ¢ € R*(m). Rovnicu
B®z=c (22)

nazgvame sdstavou rovnic v maz-plus algebre. Vektor o € R*(n), pre ktory
B ® a = ¢, nazgvame riesenim sustavy rovnic (22)). MnozZinu vsetkych
riesent sustavy (22) oznacime

S(B,c) ={x € R*(n); B&x = c}. (23)

Rovnako ako v linearnej algebre, aj v max-plus algebre moze ststava
nemaf ziadne riesenie, mat prave jedno riesenie, resp. mat nekonecne vela
rieSeni. Na ilustraciu réznych pripadov riesitelnosti ststav rovnic uvadzame
nasledujice priklady.



5.4 Stustavy rovnic 83

Priklad 5.4.1 Riesme sistavu rovnic

1 2 ® T o 0
3 4 xo ) \ 0 )7
Riesenie. Rovnice m6zeme prepisat do tvaru

max{l+z1,2+ 22} =0 <= 1< -1 A 29 <=2
max{3+x1,44+ 22} =0 <= 21 < -3 A 2y < —4.

Riesenim moze byt len vektor x = (xl,wg)T, pre ktory x; < —3 a stcasne
r9 < —4. Z toho vyplyva, ze prva rovnica nebude nikdy splnend. Ststava
rovnic nema riesenie. S(B,c) = (. @

Priklad 5.4.2 Riesme sustavu rovnic
3 2 1\ (0
Riesenie. Rovnice mozeme prepisat do tvaru

max{3+z1,2+ 22} =0 <= 11 < -3 AN 29 <=2,
max{l+ 2z, 4+ 22} =0 <= 17 < -1 A 29 < —4,

RiesSenfm moze byt len vektor = (z1,25)", pre ktory z; < —3 a stcasne

Ty < —4. 7 toho vyplyva, ze ak zvolime x; = —3 a stcasne o = —4,
budi splnené obe rovnice. x = (=3, —4)" je jedinym rieenim danej stistavy.
S(B7C) = {(_37 _4)T} ©

Priklad 5.4.3 Riesme sustavu rovnic

0 2 o T )= 0

0 4 ro )\ 0 )7
Riesenie. Rovnice mozeme prepisat do tvaru

max{x1,2+xg}:0 <— 11 <0 A 29
maX{x1,4+$2}:O <— 1 <0 A 29

S _27
< —4.
RieSenim moze byt len vektor © = (x1,22)', pre ktory z; < 0 a stéasne
ro < —4. 7 toho vyplyva, ze ak zvolime x; = 0, tak x5 moze byt Tubovolné,
ak spliia z, < —4. Dand stistava ma preto nekoneéne vela rieseni. S(B, ¢) =
(0, 25) " ; 2y < —4}. Q

Riesit sustavy spdsobom, aky sme pouzili v predchadzajicich jednodu-
chych prikladoch, moze byt pri va¢Som rozmere sustavy komplikované. Na-
vyse podstatnou tlohou zostava, aby sme mohli jednoznac¢ne zodpovedat dve
kardinalne otazky, a sice, ¢i sustava ma riesenie a ak ano, ¢i je jediné. Najskor
vyriesime dva Specialne pripady:
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1. vektor pravych stran ¢ = ¢,

2. matica stustavy B = .

Pripad 1. Ak vektor pravych stran pozostava vylucéne z prvkov e (c =€) a
J-ty stlpec matice B oznac¢ime Bj, tak pre jednotlivé siradnice riesenia plati

e ak B, # ¢, tak x; = ¢,
e ak B; = ¢, tak z; je Iubovolné
a mnozinu vSetkych rieSeni moézeme vyjadrif v tvare

S(B,c) ={zx € R*(n); z; =¢, ak B; #¢,j € N}.

Priklad 5.4.4 Ndjdime vsetky riesenia sustavy rovnic

e 2
€ € T €
Riesenie. Z prepisu rovnic

max{e + x1, 2+ x2} = ¢,
max{e + 1, € + 12} =€

je zrejmé, ze xo musi mat hodnotu e, kedze druhy stlpec matice sustavy
By # ¢, a x1 mdze byt Tubovolné, kedze prvy stlpec matice siustavy By = ¢.
Stustava ma teda nekonecne vela rieseni

S(B,c) = {(x1,¢)"; z; € R*}.

Q@
Pripad 2. Ak celd matica B pozostava z prvkov ¢, teda B = ¢, tak mozu
nastaf dva pripady

o ak ¢ = ¢, tak S(B,c) = R*(n),
e ak ¢ # ¢, tak S(B,c) = 0.

V dalsom texte mozeme teda uvazovat sustavu, ktorej matica B ani vektor
pravych stran ¢ nepozostavaju vyluéne z prvkov €. Napriek tomu sa moze
staf, Ze niektora suradnica vektora pravych stran nie je konecna. Ak existuje
i€ M={1,2,...,m} také, ze ¢; = ¢, tak rozliSujeme dva pripady:

1. bj; =€ prevsetky j € N ={1,2,...,n},

2. bjj # e pre aspon jedno j € N ={1,2,...,n}.
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Pripad 1. Ak pre vSetky j € N = {1,2,...,n} je b;; = ¢, tak vynechame
1-t0 rovnicu sustavy. Nemé vplyv na rieSenie.

Pripad 2. Pre vsetky j € N = {1,2,...,n}, pre ktoré b;; # ¢, polozime
x; = €. 1-t0 rovnicu sustavy vynechame, rovnako ako tie stlpce j matice
sustavy, kde b;; # € a prislusné siradnice vektora z.

Dostaneme sustavu, ktorej vektor pravych stran je uz koneény.

Priklad 5.4.5 Ndjdime vsetky riesenia sustavy rovnic

1 ¢ 3 . €

2 4 ¢ ! 0

c1 0%l o0
€3

E £ € E

Riesenie. Kedze ¢, = ¢ a aj cely stvrty riadok matice ststavy pozostava
z prvkov g, Stvrta rovnica neovplyvni riesenie stuistavy, a preto ju vynechame.
Zaroven c; = ¢, tak overime prvy riadok

bi1 7é€ — I =€,
b2 = ¢,
b137é€ — I3 =E¢€.

Vynechame prva rovnicu, a kedze x, a x3 sme uz urcili, vynechame aj prvy a
treti stlpec matice B a prvi a tretiu sturadnicu vektora x. Dostaneme ststavu
s konec¢nym vektorom pravych stran

(1)ee1=(2).

ktora vedie k rovniciam 4 + z9 = 0 a 1 + x5 = 0. Stustava teda nema rieSenie.

@

Ak vektor pravych stran je konetny a matica ststavy B obsahuje -stipec
B;, tak prislusné x; je lubovolné, z; € R*.

Priklad 5.4.6 Ndjdime vsetky riesenia sustavy rovnic

2 ¢ =3 Ty 0
2 € el 20 | =1 0
€ € 0 T3 0

Riesenie. Kedze ¢ je konetné (¢ € F(n)) a By = ¢, tak x5 je Iubovolné
(z9 € R*) a ststavu mdzeme prepisat do tvaru
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Z rovnic vypocitame zvysné suradnice riesenia

max{2 + 1, =3+ x3} =0,
max{2+xz, e} =0 = 1 =2,
max{e, x3} =0 — 3 =0.

Vzhladom na jednoznacnost riesenia, ktora vyplyva z druhej a tretej rovnice,
staci overit, ¢i riesenie vyhovuje prvej rovnici. Vyhovuje a teda mnozina rie-
seni je
S(B,c) = {(=2, 25, 0)7; x5 € R*}.
Q@
Ak matica ststavy B obsahuje e-riadok pre i € M = {1,2,...,m} a
prislusna stradnica vektora pravych stran c; je konecna, tak ststava nema
rieSenie.

Priklad 5.4.7 Ndjdime vsetky riesenia sustavy rovnic

2 ¢ =3 T 0
€ € el ®] 20 | =1 0
€ € 0 T3 0

Riesenie. KedZe druhy riadok matice ststavy pozostava z hodndt € a ¢y je
konecné, tak z druhej rovnice stustavy

max{e + x1, € + 29, e+ 23} =0

vyplyva, Ze riesenie neexistuje. Q@

Pri overovani riesitelnosti stistavy rovnic zohrava podstatni tlohu hlavné
riesenie prislusnej sustavy nerovnic. Pre j € N mdzeme j-tu suradnicu hlav-
ného rieSenia sustavy nerovnic z definicie prepisat do tvaru

-1
t -1 _
T; = (T}g\%bij@%) =
= min{¢; ® b, i € M, b; € R}. (24)

Pre 7 € N ozna¢me M, (B, c) mnozinu indexov tych rovnic, ktoré si splnené
J ’ )
j-tou stradnicou hlavného rieSenia z¥, ¢ize

M;(B,c) = {i € M; 2% = ¢; ® b;'}. (25)

Hlavné riesenie stistavy nerovnic je jeho najvacsim riesenim. Kazdé riesenie
systému je nanajvys rovné hlavnému rieSeniu a kazda rovnica systému musi
byt splnena niektorou z tych siradnic riesenia, ktora sa rovna prislusne;
suradnici hlavného riesenia.
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Veta 5.6 Nech B € F(m,n) a c € F(m). Pre sistavu B ® x = ¢ plati
(i) x < af, pre vSetky riesenia v € S(B, ¢),
(i) x € S(B,c) vtedy a len vtedy, ak v < z* a

U M;=M,

ol
Jiwj=w;

(iii) (B ® xﬁ) = ¢;, pre aspor jedno i € M.

7

Priklad 5.4.8 Rozhodnime pomocou vety[5.6, ¢i je vektor x rieSenim sustavy

1 ¢ 3 Al 0
2 4 ¢ &® To = 0
e 4 0 T3 0

a) T = (_37 _47 _3)T;
b) = (-2,-5,-3)".
Riesenie. Prepiseme ststavu

max{l+ zy,e,3+ 23} = 0
max{2 + x1,4 + x9,e} 0
max{e,4 + xq, x3} = 0.

Néjdeme hlavné rieSenie 2* = (=2, —4, —3) " a ku kazdej stiradnici prislusni
mnozinu indexov podla vztahu :

My =12}, My={23), M,={1}.

a) Stradnice vektora x = (—3,—4,—3)" st rovnaké ako stradnice hlav-
ného riesenia pre j =2 a j = 3. Kedze z < z* a

U M= MyU M= M,

S
Jizj=w;

tak podla vety |5.6| (ii) je = riesenim ststavy.

b) Stradnice vektora x = (—2, 5, —3)" st rovnaké ako stradnice hlav-
ného riesenia pre 7 =1 a j = 3. Kedze

U MJIM1UM3:{1,2}7£M,

PN
Jiaj=u;

tak podla vety [5.6] (i) z = (=2, =5, —3)" nie je rieSenfm ststavy.
Q@
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Nutnou a postacujicou podmienkou existencie rieSenie sustavy rovnic je,
aby postupnost mnozin M;, pre j € N, pokryvala celd mnozinu M, resp. aby
hlavné riesenie bolo riesenim stustavy rovnic.

Veta 5.7 Nech B € F(m,n) a ¢ € F(m). Pre sistavu B ® x = ¢ si nasle-
dugjiice podmienky ekvivalentné

(i) S(B,c) #0,
(i) x* € S(B,c),

(iii) |JM; =M.

jEN
Kedze pre predosly priklad plati U M; = M, tak ststava ma riesenie. Inak
jeN
povedané, z* je rieSenim ststavy. Malou modifikdciou matice ststavy dosta-
neme v nasledujucom priklade rozdielny vysledok z hladiska rieSitelnosti.

Priklad 5.4.9 Zistime, ¢i sustava md riesenie

1 ¢ 3 Ty 0
2 4 19 & i) = 0
e 3 0 T3 0

Riesenie. Ndjdeme hlavné riesenie 2¥ = (=2, —4, —3) " a ku kazdej stiradnici
podla vztahu prislusni mnozinu indexov:

M, = {2}, M, = {2}, M; = {1}.

Postupujeme podla vety a overime, Ci U M; = M:

JEN

UM]:M1UM2UM3:{1,2}#M

jEN
Ststava nemé rieSenie. Q

Poznamka 5.2 Riesitelnost sustavy z predchddzajiceho prikladu sme mohli
overit aj tak, Ze overime, ci je hlavné riesenie riesenim danej sustavy:

1 ¢ 3 —2 0 0
24 ecle| -4l=| o|£]|o0
e 30 -3 ~1 0
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Nutnou a postacujicou podmienkou jednoznacnosti rieSenia sustavy je,
aby bez ziadnej sturadnice hlavného riesenia neboli splnené vsetky rovnice.

Veta 5.8 Nech B € F(m,n) a ¢ € F(m). Pre sistavu B ® © = ¢ plati
S(B,c) = {2*} vtedy a len vtedy, ak platia nasledujice podmienky

(1) \JM; =M,

jEN
(i) | J M; # M, pre Ziadne N' C N, N' # N.
jEN

Kazda sustava A ® x = ¢, kde ¢ je konecny vektor, sa da transformovat
na sustavu B ® x = 0 a tym zjednodusit riesenie.

Priklad 5.4.10 Ndjdime vsetky riesenia sustavy rovnic

-3 1 1 2
-6 —4 -3 T -3
€ € 2 1] 29 | = 0
—4 —4 1 T3 -1
0 3 € 4

Riesenie. Kvdli zjednoduseniu vypocétu transformujeme ststavu rovnic na st-
stavu, v ktorej je vektor pravych stran nulovy. Najdeme maticu sustavy, kto-
rej prvky zodpovedaju hodnotam b;; = a;; ® ¢; ! Dostaneme ststavu

-5 -1 -1 0
-3 -1 0 1 0

€ € 2 1 ®| 29 | =1 0
-3 -3 2 T3 0
—4 -1 € 0

Jednotlivé stradnice hlavného rieSenia ndjdeme podla rovnice ako ma-
ximum prislu$ného stipca tejto matice a naslednou zmenou znamienka, t. j.
2% = (3,1,-2)7. Zistime, ktoré rovnice st ,pokryté* jednotlivymi stradni-
cami hlavného riesenia:
M, = {2,4}, M,y ={1,2,5}, M; = {3,4}.
Kedze M; U My U M3y = M, podla vety je z* rieSenim sistavy a teda
sustava mé aspon jedno rieSenie. Navyse existuje takd podmnozina indexov
N'={2,3} C N, ze My U M3 = M, ¢ize na splnenie vSetkych rovnic sistavy
staci druha a tretia siradnica hlavného riesenia. Z toho vyplyva, ze prva
suradnica riesenia je Iubovolna hodnota x; < 3 (vid veta (i)). Mnozina
rieSeni je
S(B,¢) = {(x1,1,—-2)T; 2y <af} =
= {(z1,1,-2)"; 2, < 3}.
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Na zaver uvddzame zhrnutie najdolezitejsich vysledkov. Vetu[5.7] mozeme
formulovat ako dve nutné a postacujice podmienky existencie rieSenia su-
stavy rovnic.

Veta 5.9 Nech B € F(m,n) a ¢ € F(m). Siustava B ® x = ¢ md riesenie

vtedy a len vtedy, ak U M; =M.
JEN

Veta 5.10 Nech B € F(m,n) a c € F(m). Sistava B ® x = ¢ md riesenie
vtedy o len vtedy, ak x* je jej riesenim. Navyse, ak x* je rieSenim sustavy,
tak je jej najvdacsim rieSenim.

Vetu B.8 moézeme formulovat nasledovne.

Veta 5.11 Nech B € F(m,n) a ¢ € F(m). Sustava B ® x = ¢ md prdve
jedno riesenie vtedy a len vtedy, ak U M; =M a U M; # M, pre Ziadne
JEN JEN

N'C N, N #N.

ALGORITMUS RIESENIA SUSTAVY ROVNIC

(i) Ak c=¢c a B =¢, tak S(B,c) = R*(n).

(ii) Ak ¢ = e a B # ¢, tak pre stipce B; # ¢ matice B je x; = €, ostatné
sturadnice st lubovolné.

(iii) Ak ¢ # € a ¢; # ¢, také Ze i-ty riadok B obsahuje len hodnoty ¢, tak
S(B,c) = 0.

(iv) Ak ¢ # ¢, tak

(a) ak existuje riadok, pre ktory ¢; = ¢, tak
® pre by #¢
— polozime z; = ¢,
— vynechdme j-té stlpce B a j-té stradnice vektora z,
e vynechame i-t1 rovnicu,
(b) ak existuje stipec B; = ¢, tak
e polozime z; € R*,
e vynechdme j-té stlpce matice ststavy a j-té siradnice vektora
‘IJ
(¢) néjdeme hlavné riesenie 2* novej stistavy,

(d) ndjdeme mnoziny indexov M; podla vztahu (25)),
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(e) overime, ¢i plati | J M; = M, ak nie, tak S(B,c) = 0, ak éno,
JEN

overime, ¢i plati | J M; # M, pre ziadne N' C N, N' # N. Ak
JEN

&no, S(B, c) = {«*}, ak nie, tak stistava ma nekonecne vela riesent

apre N' C N také, ze U M; = M polozime x; < m? prel € N\N'

jEN

ax; =al prel e N

5.5 Ukoncenie projektu v casovom limite

Majme DDS s maticou prechodu A. Namiesto casov, kedy sa spusta vyroba
na jednotlivych strojoch, je tu poziadavka, aby (p+1)-etapovy projekt skonéil
na jednotlivych strojoch vo vopred urcéenom case, ktory je dany vektorom c.
Vznika teda tiloha najst taky vektor x ukoncenia prvej etapy, aby bola splnena
rovnica

AP @x=c. (26)

Ak ozna¢ime B = AP, tak rieSime sistavu rovnic B ® x = c. Podla vety
m4 ststava rieSenie vtedy, ak je rieSenim hlavné rieSenie z* = B’ ®' ¢, resp.
2* = (AP) @ c. Kedze 2* je najvadsim rieSenim nerovnice B ® z < ¢, tak
reprezentuje najneskorsie ¢asy ukoncenia prvej etapy projektu

y(1) =2 = (A7) &' c, (27)

za podmienky, aby neboli prekrocené ¢asy ukoncenia projektu reprezentované
vektorom c. Podla vety je bud z* = (AP)' @' ¢ rieSenim stistavy AP @z = ¢
alebo riesenie neexistuje.

Priklad 5.5.1 Majme vyrobni linku pozostavajucu zo 4 strojov. Nech A je
matica prechodu daného DDS. Nech c je vektor reprezentujici predpisané casy
ukoncenia 5-etapového projektu

34 ¢ 8 30
25 2 ¢ 30
A=1463 4| “= 1 30
£ 30 6 30

St stanovené casy ukoncenia projektu dosiahnutelné?

S
b
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RieSenie. Ndjdeme pomocou (27) (1) = z* hlavné riefenie stistavy nerovnic
A* ® x < ¢ a overime, ¢ je rieSenim ststavy rovnic A* ® ¢ = ¢

W(1) = o= (A& c=

19 —17 —18 —17 30 1
I R T 1 ) IV I O
= | —20 —17 —18 —18 30 | = | 10
96 —92 24 94 30 4
19 23 20 26 11 30
\ 1720 17 2 7| ]
A@y) = | 13 91 18 24 |®| 10 |=| 29 | =YO)
17 21 18 24 4 28

Kedze y(5) # ¢, hlavné riesenie nie je riesenim sistavy rovnic a preto su
stanovené ¢asy nedosiahnutelné. Q

5.6 CebysSevova aproximacia

V tedrii aproximacii je dolezité merat vzdialenost dvoch vektorov. Bezne sa
pouziva tzv. Cebysevova vzdialenost.

Definicia 5.6 Nech x, y € F(n). Cebysevovou vzdialenostou vektorov
x ay nazyvame cislo

§(z,y) :m?X|xz'—yi|- (28)

Ak pouzijeme definiciu absoltitnej hodnoty, mozeme prepisat CebySevovu
vzdialenost nasledovne

£(z,y) = max{max{z; —y;}, max{y; —x;}} =
—  max{max{r; — yi}, max{y — z;}

a pomocou konjugacie na tvar

fz,y)=1r'Qyoy @ (29)

Poznamka 5.3 V pripade, Ze y > x, tak £(x,y) =2’ Q.

Pomocou Cebysevovej vzdialenosti sa d4 odhadniit pre dany DDS s maticou
prechodu A ¢as potrebny na uskutoCnenie p etap projektu, t. j. Cas prace
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stroja, ktory pracuje najpomalejsie a teda najdlhsie. Ak pouzijeme dosledok
je pre i-ty stroj doba prace minimélne ak;:

§(zi(1),zi(p+1)) = m:(1) @zi(p +1) 2 (1) @ af; @ 7:(1) = aj;.

Cebysevova vzdialenost vektorov (1) a z(p+1) udéva ¢as potrebny na usku-
toCnenie p-etapového projektu:

Ex(l),z(p+1)) = z()@z(p+1)=
= Y () @np+1) >

%
p
= ()
7

7

v

Priklad 5.6.1 Majme vyrobni linku pozostdvajicu zo 4 strojov. Odhadnime
cas potrebny mna uskutocnenie 5 etap projektu pomocou matice prechodu da-

ného DDS.

3 4 ¢ 8
2 5 2 ¢
A=1463 4
e 306
S p
Riesenie. ¢(z(1),z(p +1)) > <Z a) = 6° = 30. Q

Definicia 5.7 Nech [ je zobrazenie z mnoZiny S do mnoziny F(m). Nech
c € F(m). Kazdé riesenie x € S 1lohy typu

minimalizujme hodnotu — £(f(x), c)
budeme nazjvat CebySevove najlepie riesenie.
Cebysevove najlepsie rieSenie nie je jednoznacéné. Mozeme hladat
e najvicsie Cebysevove najlepsie rieSenie,
e najmensie Cebysevove najlepsie riesenie.

Veta 5.12 Nech B € F(m,n) a ¢ € F(m). Nech 2* je hlavné riesenie ne-
rovnice B @ v < ¢. Nech S<(B,c) = {x € R*(n); B® x < c}. Potom
z* je Cebysevove najlepsie riesenie vzhladom na vSetky riesSenia nerovnice
Bx<ec:
§(B® b, c) = Irelén E(B®x,c).
zES<
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Priklad 5.6.2 Pre projekt z prikladu[5.5.1) za predpokladu, Ze stanovené casy
nemozZeme prekrocit, urcme

a) Aké je Cebysevove najlepsie riesenie?
b) Akd je hodnota funkcie &2
Riesenie.

a) CebySevove najlepsie riesenie je y(1) = 2% = (A') ® ¢ = (11,7,10,4) ",
prostrednictvom ktorého dosiahneme najneskorsie ¢asy ukoncenia pro-
jektu y(5) = A* ® y(1) = (30,28,29,28)" za predpokladu, Ze neprek-
roC¢ime predpisané casy.

b) Uréime presnost rieSenia, vypocitame
(A* ®@y(1), ¢) = max{(30—30), (30—28), (30—29), (30—28)} = 2.
Q@
Ak budeme riesit podobnu tlohu ako v priklade[5.6.2], ale nebudeme poza-

dovat, aby vopred stanovené ¢asy nesmeli byt prekrocené, ale aby ,rozptyl“
okolo tychto ¢asov bol minimalny, pomdze nam nasledujica veta.

Veta 5.13 Nech B € F(m,n) a ¢ € F(m). Nech 2* je hlavné riesenie ne-
rovnice B ® x < c. Nech pi? = £(B® 2°,¢) a Yy =p® z*. Potom plati

B = mi B .
§(B & yu, c) xg}%l(rgl)ﬁ( ®x,c)
Priklad 5.6.3 Pre projekt z prikladulb.5. 1 za predpokladu, Ze stanovené casy
mozeme prekrocit, uréme Cebysevove najlepsie riesenie.

RieSenie. Postupujeme podla vety [5.13] Néjdeme Cebysevovu vzdialenost
1= (B ® b, o)
p?=¢Boyl),c) =2

a posunieme ¢asy y(1) o polovicu tejto hodnoty, t. j. o 1 ¢asovi jednotku

11 12
7 8
4 5)

Ak vypocitame ¢asy ukoncenia celého projektu, ktoré dosiahneme vektorom
y'(1), vidime, Ze prvy stroj prekro¢i stanoveny ¢as o jednu jednotku

30 31
28 29

28 29
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Cebysevova vzdialenost vektora ¢asov ukoncenia projektu od vektora stano-
venych ¢asov ukoncenia je polovica z hodnoty, ktori sme dostali, ak riesime
ulohu s nepovolenym prekrocenim stanovenych casov ukoncenia projektu

§(B@yu(l),c) =1

5.7 Ulohy

5.1 Odhadnite dobu trvania p etap projektu pre dani maticu a dany pocet
vyrobnych cyklov

5 ¢ 3 ¢ 7 6
a) A= 3 4 ¢ p = 10, 3 4 ¢ ¢ B
289 A=y g7 .| P=6
1 3 ¢ 8
6 1 ¢ ¢ 2 8 5 4
e 7 4 3 33 €9
b)A=1y 53 .| p=8 A= _, 4y .| =5
e € 8 2 e 6 6 7
5.2 Najdite hlavné rieSenie nerovnice B ® x < ¢
3 ¢ ¢ 10 2 1 ¢ 10
a) | ¢ 4 ¢ |®z<| 10 [, c)[ 15 3 |z | 10|,
€ € 5 10 3 ¢ 4 10
1 2 ¢ ¢ 0 4 5 2 ¢ 15
e 2 3 ¢ 0 e b ¢ 10 15
<
Dl cgal®=|ol V|37 6% 15
1 ¢ ¢ 4 0 e g 8 9 15

5.3 Rozhodnite, ¢i ma riesenie rovnica B ® x = ¢ zodpovedajica nerovnici
7 cvicenia 5.2

5.4 Zistite, ¢i ma sustava rieSenie. Ak ano, zistite, ¢i ma jediné riesenie.

6 5 7 2 7T 8 7 )
s 9s|er=[3] oll561]|es=]|3]
3 5 9 2 4 9 6 6
5 3 7 3 9 6 2 0
b)| 1 5 3 |®x=]|0 [, d) |89 7 |®x=]|4
6 1 3 2 6 8 4 2
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5.9 Pomocou vety rozhodnite o riesitelnosti rovnice B ® x = ¢ a ndjdite
vSetky jej riesenia

6 5 7 2 6 5 7 0

9 10 9 4 9 10 9 4
a) | b 7 11 [®@z= 4, ¢ 5 711 |®@x= 4 |,

3 5 6 —1 3 5 6 -1

6 4 11 4 6 4 11 4

6 5 7 1 7 6 5 4

9 10 9 4 3 o5 1 1
b5 711 |ee=| 4|, 4|53 3|cc=]|2

3 5 6 -1 140 0

6 4 11 4 3 6 5 3

5.10 Zistite, ¢i st dosiahnutelné ¢asy ukoncenia ¢ projektu pre DDS s danou
maticou prechodu A a danym poctom etap

3 e 7 28

a) A= 4 5 ¢ c=1] 28 p+1=4,
e 2 6 28
3 ¢ 30

b) A= 5 ¢ c=1 30 p+1=4,
e 2 6 30
2 4 ¢ 6 21
e 7 8 3 21

c) A= S c=1 o p+1=3,
2 ¢ ¢ 3 21
2 4 ¢ 6 24
e 7 8 3 24

d) A= J c=1 o4 p+1=3,
2 ¢ ¢ 3 24
4 5 2 ¢ 50
e b ¢ 10 50

A=l _g57 6| || PHI=H
e € 8 9 50
4 5 2 ¢ 44
e 5 ¢ 10 48

f) A= I c=1 4 p+1=>5.
e ¢ 8 9 47
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5.11 N&jdite Cebysevove najlepsie rieSenie rovnice B ® = = ¢, pre B = AP
a (p+1)-stavovy projekt z cvicenia [5.10]

Vysledky:
5.1

a) &(x(1),z(p+1)) > 90,

b) &(z(1),z(p+1)) = 56,
5.2

a) of = (7,6,5),

b) Iﬁ = <_17 _27 _37 _4)T7

5.3
a) ano,

b) ano,

5.4

a) nema riesenie
ot = (=5, =6, —=7)"
b) ma jediné riesenie
ot = (=4, =5, —4)"

¢) ma nekonecne vela rieSeni

Ml — {172}7 M2 - {17273}7 M3 = {1}7

ot = (=2, =3, =2)"

d) mé& nekonecne vela rieseni

M, = {1}, M, = {1,3}, M; = {2}.

ot = (=9, =6, =3)"

c¢) &(x(1),z(p+ 1)) > 48,
d) &(x(1),z(p+1)) > 50.

¢) * =(7,5,6),
d) «f = (11, 10, 7,5)".

c) nie,

d) nie.

My =A{2}, My =A{2}, Ms= {3},

M, = {3}, My = {2}, M;={1},

e) S(B,c) =0,

f) S<B7C) = {(.131, 67 m?))T; xq S 77
€3 S 5}7

g) S(B,c) ={(x1,3,2)"; z; <4}
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5.6
a) S(B.c)={(e,e, —-1)"}, c) S(B,c) =10,
b) S(B,c) =0, d) S(B,c) ={(=5,¢ ¢}
5.7
a) S(B,c) =0,
b) S(B,c) = {(—4, & =5, —4) '},
¢) S(B,c) = {(x1, =3, &, x4)" ;11 < =2, 74 < =2},
d) S(B,c) = {(e, x9, =6, —=3) " ; 25 < —9}
5.8
a) S(B,c) =10,
b) S(B,c) =10,
) S(B,c) = {(z1, =3, x3) ;21 < —2, 23 € R*},
d) S(B,¢) = {(x1, =6, =3)"; 2; € R*}
5.9
a) S(B,c) =0,
b) S(B,c) = {(=5, x3, —=7) " ; 23 < —6},
¢) S(B,c) = {(x1, =6, =7)"; 21 < —6},
d) S(B,c) = {(=3, =4, —=2)"}.
5.10

a) y(1) =2f = (14,13, 9)"
y(4) = (28, 28, 27)"
nie su dosiahnutelné,

b) y(1) = z* = (16, 15, 11)"
y(4) = (30, 30, 29)"

nie su dosiahnutelné,
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¢) y(1) =af =(13,7,6,7)"
y(3) = (21, 21, 21, 18) "
nie su dosiahnutelné,

d) y(1) = 2* = (16, 10, 9, 10)"
y(3) = (24, 24, 24, 21)"
nie su dosiahnutelné,

e) y(1) = 2f = (34, 20, 14, 13)"
y(5) = (50, 50, 46, 49)"
nie su dosiahnutelné,

f) y(1) = 2% = (28, 18, 12, 11)"
y(5) = (44, 48, 44, 47)7

su dosiahnutelné.

5.11
a) £ =1
yu(1) = ; ®y(1) = (14,5; 13,5: 9,5) ',
b) £ =

1
yu(1) = 5 @y(1) = (16,5 15,5, 11,5)",

3 T
yu(1) = 5 @ y(1) = (14,5; 8,5: 7,5 8,5)

3
ua(1) = 5 ®y(1) = (17,5 11,5; 10,5; 11,5)",

e) =4
y,(1) =2 @ y(1) = (36, 22, 16, 15) ",
f) £€=0

yu (1) =y(1) = (28, 18, 12, 11) " .



6 Ustaleny stav DDS a vlastny priestor ire-
ducibilnej matice

6.1 Ciel kapitoly

Oboznamit sa s pojmom ustéleny stav DDS, vlastny problém max-plus ma-
tice, konecné riesenie vlastného problému ireducibilnej matice. Oboznamit sa
so suvislostou ustaleného stavu s rieSenim vlastného problému matice pre-
chodu daného DDS.

6.2 Prehlad kapitoly v otazkach
e Definujte ustaleny stav DDS.

e Definujte vlastny problém pre max-plus maticu.

e Popiste vypocet maximéalnej priemernej vahy cyklu matice pomocou
Karpovho algoritmu.

e Popiste algoritmus na riesenie vlastného problému pre definitni maticu.

e Popiste algoritmus na riesenie vlastného problému pre ireducibilni ma-
ticu.

e Definujte fundamentélne vlastné vektory a ekvivalentné vlastné vek-
tory. Uvedte nutnu a postacujicu podmienku ekvivalentnosti vlastnych
vektorov.

e Definujte bazu vlastného priestoru ireducibilnej matice a popiste vlastny

priestor pomocou bazy.

6.3 Ustaleny stav a vlastny problém

Snahou manazérov DDS je dosiahnut stav, aby systém bezal sposobom, ze
medzi ukon¢enim dvoch po sebe idudcich etdp je konstantny interval dizky
A, t. j. ak zoberieme napr. vyrobnu linku, chceme, aby pre vsetky stroje i a
vsetky vyrobné cykly r platil vztah

i(r+1) = X4 z(r).
Ak to vyjadrime v max-plus algebre, tak aby platilo

ri(r+1) =A@ xz(r).

101
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Definicia 6.1 Hovorime, Ze DDS je v ustdlenom stave, ak ezistuje také
A€ R, Ze pre kazdé r € N

z(r+1) =A@ x(r). (30)

Z definicie 2.2 vieme, ze z(r + 1) = A ® x(r). Zaroveii m4 platit vztah (30)).
Teraz teda modzeme formulovat algebricky problém, ktorého riesenie vedie
k vyrieseniu problému formulovaného v tvode tejto Casti, t. j. kedy sa DDS
dostane do ustaleného stavu.

Definicia 6.2 Nech A € R*(n,n). Riesit rovnicu
ARr=A®c (31)

t. j. hladat vektor x € R*(n) a skaldir A € R* také, Ze ucinok matice A
na vektor x je rovnaky ako ucinok konstanty A\ na vektor x, nazyvame riesit
vlastny problém pre maticu A. Hodnotu \ nazijvame vlastnou hodnotou
a prislusny vektor x vlastnym vektorom matice A.

Definicia 6.3 Nech A € R*(n,n). Hovorime, Ze vlastny problém md ko-
necné riesenie, ak existuje konecnd hodnota X\ a konecny vektor x také, Ze
ARr=A® .

6.4 Vlastnad hodnota a Karpov algoritmus

Pre ireducibilnii maticu je maximélna priemerna vaha cyklu A(A) v zodpo-
vedajucom digrafe jedinou vlastnou hodnotou.

Veta 6.1 Nech A € R*(n,n) je ireducibilng matica. Potom plati, Ze A(A) je
jedind vlastnd hodnota matice A. Navyse ak n > 1, tak mad vlastny problém
konecné riesenie.

Poznamka 6.1 V pripade akn =1 a A = (¢), je matica A ireducibilnd, ale
AA) =e.

Vlastni hodnotu mozeme vypocitat z postupnosti prvych n mocnin matice
A. Diagonalne prvky reprezentuji postupne maximdalne véhy cyklov dizky
r=1,2, ..., n Predelime vahy cyklov ich dlzkou a dostaneme priemerné
vahy cyklov. Vyberieme maximalnu hodnotu, ktord je maximéalnou priemer-
nou véahou cyklu A(A). Pri efektivnom umocnovani je vypoctova zlozitost
tohto postupu O(n*). KARPOV ALGORITMUS pre ireducibilné matice, ktory
uvadzame, ma vypoctovi zlozitost O(n?).
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Veta 6.2 (Karpov algoritmus) Nech A € R*(n,n) je ireducibilnd ma-
tica. Nech a je prvok v i-tom riadku a prvom stlpci matice A* pre k =
1,2,...,n+ 1. Potom plati

(aMt =gk
AA) = max {mkln {m}} (32)

pre konecné hodnoty a*' a a¥.

Priklad 6.4.1 Pre dani ireducibilni maticu A vypocitajme vlastni hodnotu
A(A) pomocou Karpovho algoritmu.

A=

S O
— W M
[\CREQEETEN

RieSenie. Potrebujeme len prvé stipce mocenin matice A, t. j. na zéklade
stlpcového principu vlastne orbit pre vektor (1) rovny prvému stlpcu matice
Aprer=1,2,...,n+ 1

4 10 14 20
z(r): | 5|, 9 |, 15 |,] 19
6 10 16 20

Pomocou tohto orbitu a vztahu(32)) po¢itame postupne po stradniciach po-
zadované hodnoty a nakoniec ndjdeme minimalnu z nich:

e ;=1

4 10 14 <« 20
5 , 9 , 15 , 19 ;
6 10 16 20
4 10 < = 20
5 , 9 , 15 , 19 ;
6 10 16 20
4 19 = 20
) ) 9 , 15 , 19
6 10 16 20

, {20—14 20 — 10 20—4} -
min = 9.
' 1 2 3
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o | —2
4 10 14 20
5 , 9 , 15 <15 19 ;
6 10 16 20
4 10 14 20
5 , 9 1= 15 5 19 ;
6 10 16 20
4 10 14 20
5 1= 9 - 15 > 19
6 10 16 20
. {19—15 19—-9 19—5}
min , , = 4.
1 2 3
e ;. —3
4 10 14 20
5 , 9 , 15 , 19 ;
6 10 16 < 20
4 10 14 20
5 , 9 , 15 , 19 ;
6 10 < 16 20
4 10 14 20
5 Y 9 bl ]-5 9 19
6 16 16 20

) {20—16 20 — 10 20—6}
min , , =4.
1 2 3
Maximéalna z tychto hodnét je hladana maximéalna priemerna vaha cyklu
AMA) =max {5,4,4} = 5. V)
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6.5 Fundamentalne vlastné vektory a baza vlastného
priestoru

Pomocou KARPOVHO ALGORITMU vieme najst vlastnti hodnotu ireducibilnej
matice. Aby sme vyriesili vlastny problém tplne, potrebujeme najst aj zod-
povedajuce vlastné vektory. Najskor predstavime postup, pomocou ktorého
najdeme vlastné vektory pre definitni maticu D (vid definiciu . Pri-
pominame slaby tranzitivny uzaver matice (vid definiciu a FLoypov—
WARSHALLOV ALGORITMUS (vid vetu , resp. vypocet pomocou vety
a vztahu , ktoré sme predstavili v predchadzajtcej kapitole. Kedze je
A(D) = 0, je matica p-regularna a podla vety slaby tranzitivny uzaver
A(D) existuje.

Veta 6.3 Nech D € R*(n,n) je definitnd. Nech j je vlastng vrchol. Nech d
je j-ty stlpec A(D). Potom d je konecny vlastng vektor matice D (s vlastnou
hodnotou A\(D) = 0).

Definicia 6.4 Nech D € R*(n,n) je definitnd. Stlpce slabého tranzitivneho
uzaveru A(D) zodpovedajice vlastnym vrcholom nazgjvame fundamentdlne
vlastné vektory matice D.

Priklad 6.5.1 Pre dani definitni maticu D ndjdime fundamentalne vlastné
vektory
-1 e -1
D= 0 -2 =«
1 -4 =3

Riesenie. Pomocou Floydovho-Warshallovho algoritmu (vid vetu naj-
deme slaby tranzitivny uzaver matice

0 -5 —1
AD)=|0 —2 —1
1 —4 0

Podla vety (iv) nulovym diagonalnym prvkom d1; = 0 a d33 = 0 zodpo-
vedaju fundamentélne vlastné vektory:

0 —1
AI = 0 s A3: —1
1 0

@
Zovseobecnime opisany postup pre fubovolnu ireducibilni maticu. Ak je
uvazovand matica A € R*(n,n) ireducibilnd, tak matica D, pre ktord plati
A= XA ®D,t.j D=MNA""® A, je definitna. Ak d je vlastny vektor
matice D, t. j.
D®d=XD)®d=d,
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tak plati
Ad = MA)®D®d=
= MNA) ®d.
To znamena, ze d je vlastny vektor aj matice A. Z tychto dvah vyplyva
nasledujuca veta.

Veta 6.4 Nech A € R*(n,n) je ireducibilnd matica. Potom md vlastny prob-
lém pre maticu A konecné riesenie, ktoré sa dd ndjst v case O(n?).

ALGORITMUS PRE RIESENIE VLASTNEHO PROBLEMU IREDUCIBILNEJ MA-
TICE

(i) vypocitame pomocou Karpovho algoritmu vlastni hodnotu A(A),
(ii) vytvorime definitnti maticu D pomocou D = A\(A) ™' @ A,
(iii) vypocitame A(D) jednym zo spdsobov

e pomocou Floyd-Warshallovho algoritmu,
e I'(D)=(E®D)"'aA(D)=D®I(D),

(iv) néjdeme fundamentélne vlastné vektory pre maticu D (stipce A(D)
s 0;; = 0) prislichajice vlastnej hodnote A\(D) = 0,

(v) fundamentélne vlastné vektory matice D si fundamentdlnymi vlast-
nymi vektormi matice A prislichajicimi vlastnej hodnote A(A).

Kvdli jednoznacnosti budeme v nasich dalsich tvahach definitnt maticu,
ktora zodpoveda ireducibilnej matici A oznacovat Ay. Teda Ay = M\(A) '®A.

Priklad 6.5.2 Pre ireducibilnid maticu A z prikladu [6.4.1) ndjdime riesenie
vlastného problému.

RiesSenie. Vlastnt hodnotu matice A\(A) = 5 sme vypocitali v priklade [6.4.1}
Pomocou transformécie Ay = A(A)™' ® A dostaneme definitnti maticu z pri-
kladu [6.5.1} Jej vlastné vektory su aj vlastnymi vektormi matice A. Q

Definicia 6.5 Duvojicu vlastngch vrcholov (vilastngch indexov, vlastnijch vek-
torov) nazyvame ekvivalentnymsi vlastngmi vrcholmi (vlastnymsi in-
dexmi, vlastnymi vektormi), ok existuje spolocny kriticky cyklus, ktory
ich obsahuje.

Zapis: i = j, resp. A; = A,
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Veta 6.5 Nech A € R*(n,n) s \(A) > e. Nech D = \(A)' ® A. Nechi a
J st vlastné indexy a A; a A; si zodpovedajice stlpce A(D). Potom existuje
konecné o také, Ze A; = a @ A; vtedy a len vtedy, ak i ~ j.

Priklad 6.5.3 Zistime, ¢i su ekvivalentné vlastné vektory matice A z pri-

kladu [6.5.2.

Riesenie. KedZe pre vrcholy 1 a 3 existuje spolocny cyklus s vahou 0, tak si
podla definicie [6.5] prislusné vlastné vektory ekvivalentné A; =~ Ajz. NavySe
A1 =1 ® Ag, takze vlastné vektory A; a Ag st ekvivalentné aj na zaklade

vety [6.5] Q

Definicia 6.6 MnoZinu vsetkych vlastnijch vektorov matice A € R*(n,n)
nazyvame vlastnym priestorom a oznacujeme V(A). MnozZinu vsetkych
vlastnijch vektorov matice A € R*(n,n) prislichajicich vlastnej hodnote X
oznacujeme V (A, N).

Pre ireducibilnt maticu vzhladom na jednoznacnost vlastnej hodnoty (vid

vetu plati
V(A) =V(AN).

Definicia 6.7 Bdzou B vlastného priestoru V(A) danej ireducibilnej
matice A € R*(n,n) nazgvame maximdlnu mnozZinu neekvivalentnijch funda-
mentalnych vlastnych vektorov.

Veta 6.6 Nech A € R*(n,n) je ireducibilng matica. Potom pre z, y € V(A)
a o € R plati

(i) z @y € V(A),
(i) a @z € V(A).
Vyuzijic vetu[6.6]a definiciu [6.7] mézeme vlastny priestor ireducibilnej matice

popisat nasledujicim spésobom

V(A) = { ZEBCW X Ai; a; € R*, Az eB } (33)

Priklad 6.5.4 Ndjdime bazu a popisme vlastny priestor matice A z prikladu
[6.5.2.

Riesenie. Kedze je dvojica fundamentalnych vektorov Ay a As ekvivalentna,
pozostéava baza len z jedného vektora. Zvolme napr. B = {A3}. Vlastny pries-
tor obsahuje vSetky vektory, ktoré st linedArnou kombinéciou prvkov bazy. V
nasom pripade teda V(A4) = {a ® Asz; o € R*}. Q
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6.6 CebysSevova aproximacia a ustaleny stav

Pri riadeni vyrobnej linky je ziaduce, aby linka pracovala v rezime ustaleného
stavu hned od zaciatku. Ak pre dané casy spustenia prace na jednotlivych
strojoch ustaleny stav nedosiahneme, znamend to, ze vektor reprezentujuici
casy ukoncenia prvého vyrobného cyklu nie je vlastnym vektorom matice
prechodu daného DDS.

Priklad 6.6.1 Majme 5-stavovy projekt na vyrobnej linke danej ireducibil-
nou maticou prechodu A za predpokladu, Ze vsetky stroje zacni pracovat v case
0

A:

M M W
M =~ =~ O
N O W W
= W O M

Zistime, ¢i sa systém dostane do ustaleného stavu hned na zaciatku.

Riesenie. Staci overit, ¢i plati rovnost A ® z(1) = A ® z(1)

13 4 10
10 4 10
Az(l) =2(2) = 12 ZARz(l) =6® 6 | =1 12
8 4 10
systém sa do ustaleného stavu na zaciatku nedostane. Q

Priklad 6.6.2 Nahradme vektor x(1) v priklade Cebysevovou najlep-
Sou aproximdciou z priestoru V (A) a ndjdime zodpovedajici vektor startovijch
casov.

Riesenie. Najskor urc¢ime vlastny priestor matice A. Pomocou Karpovho al-
goritmu vypocitame vlastni hodnotu A(A) = 6. Vytvorime definitnii maticu
D = \A)"'® A a vypocitame jej slaby tranzitivny uzéver

0 3 0 3
-3 0 -3 0
A(D) = -5 —2 0 -2
9 —6 —4 -2

Na zéklade nil na hlavnej diagonale ur¢ime fundamentalne vlastné vektory
A = (0,-3,-5,-9)" Ay = (3,0,-2,—6)" a Az = (0,—3,0,—4)". KedZe
Ay = 3® Ay, plati Ay &= Ay a baza bude obsahovat len dva vektory. Zvolme
B ={A;, As}. Vlastny priestor je

V<A) = {LU =01 ®A; D a3 ® Ag, a1, 3 € R*}
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V druhej ¢asti budeme hladat taky vektor, ktory by bol z vlastného priestoru,
teda budeme riesit rovnicu oy @ Ay @ a3 @ Az = x(1) (i ked vieme, Ze vektor
x(1) nie je vlastnym vektorom matice vektor A a teda tato rovnica nema
riesenie). Po prepise do maticového tvaru

0 0 4
-3 =3 ap \ | 4
5 0 |®\as )T 6
9 —4 4

najdeme hlavné riesenie prislusnej nerovnice, ¢ize hodnoty koeficientov a; a

ag
4
a1_0359®,4_4
as /] V0 3 0 4 6 | \ 4
4

Napokon dostaneme vektor

0 0 4

To= 4QA P40 A, = 4® Slese| 22|t
-5 0 4 |
-9 —4 0

ktory je vlastnym vektorom a je to najvacsi vlastny vektor mensi ako z(1).
V rieseni pokrac¢ujeme vypoc¢tom Cebysevovej vzdialenosti vektorov x,, a (1)

E(zy, (1)) = max{0,3,2,4} =4 =p* = pu=2
Hladané riesenie x(1)" ndjdeme posunutim vektora z(1) o hodnotu p

4

(1) =201, =2® =

6
3
6
2

(e TS

Zodpovedajuci vektor startovych casov dostaneme, ak od c¢asov ukoncenia
prvého cyklu (1) odrdtame casy trvania jedného cyklu na jednotlivych stro-
joch
4 2
p 4 -1
t=z(1) —z(1) = | 6 0
4

-2

NS WD

Q©

Poznamka 6.2 Dosiahnuté startové casy zarucuji minimdlny rozptyl okolo
hodnat 0.
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6.7 Ulohy

6.1 Pre danu ireducibilni maticu A vypocitajte pomocou Karpovho algo-

ritmu A(A).

2 e 2 e 1 ¢
a) A= 3 1 ¢ |, h)y A=]5 ¢ 1],
4 -1 0 7 ¢ 1
€ 3 —1
b) A=|1 -1 €|, 43 ¢ 1
2 e e . . e e 4 ¢
DA=|5 535 |
e 3 ¢ 6 6 ¢ ¢
c) A=10 2 3 |,
6 ¢ 0
e 6 ¢ ¢
4 7 ¢ e 4 ¢ 4
A A=| ¢ 3 4|, NA=133 91|
4 ¢ 2 2 ¢ 7 3
1 0 ¢
e) A=|e 2 5|, € 2 ¢ ¢
4 1 ¢ 16 ¢ 3 ¢
k) A= e e e T |’
e 2 ¢ 3 ¢ 1 ¢
f)y A=14 ¢ 2|,
8
e 2 -1 ¢
2 —1 ¢ e € 1 ¢
g) A= e 1 4|, ) A= 6 ¢ ¢ 0
3 0 ¢ 2 ¢ e 3

6.2 Transformujte matice A z cvicenia [6.1] na definitné matice A,.
6.3 Najdite fundamentalne vlastné vektory pre matice Ay z cvicenia [6.2]

6.4 Nijdite vlastni hodnotu a fundamentalne vlastné vektory pre matice
A z cvicenia [6.11

6.5 Pomocou definicie rozhodnite, ktoré z vlastnych vektorov z cvicenia |6.4
st ekvivalentné.

6.6 Na zaklade nutnej a postacujicej podmienky rozhodnite, ktoré z vlast-
nych vektorov z cvicenia [6.4] st ekvivalentné.

6.7 Pre nasledujice ireducibilné matice najdite bazu vlastného priestoru a
vlastny priestor popiste.
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6.8 Zistite, ¢i sa DDS s maticou prechodu z cvicenia [6.7] dostant do ustéle-
ného stavu hned na zaciatku 5-stavového projektu, ak vsetky stroje zacinaju
pracovat v case 0.

6.9 Zistite, ¢i sa DDS s maticou prechodu z cvic¢enia dostanu do usta-
leného stavu hned na zaciatku 5-stavového projektu, ak jednotlivé stroje za-
¢inaju pracovat v ¢ase danom vektorom t.

a) t=(0,1,0)", g) t=1(0,1,4,5)",
b) t=(0,0,2)", h) t=(0,0,1,2)",
c) t=(1,3,0)", i) t=1(0,3,0,2)",
d) t=(0,3,6)", i) t=(0,2,50T,
e) t=(0,2,0)", k) t=(4,1,2,0)7,
f) t=(0,3,4)", 1) t=(1,2,0,3)".
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6.10 Nahradte x(1) CebySevovou najlepsou aproximéciou z priestoru V (A)
pre tie systémy z cvicenia [6.8] ktoré sa nedostali do ustaleného stavu hned
na zaciatku a najdite zodpovedajici vektor startovych casov.

Vysledky:

6.1

€ 3 12 14

c) z(r) 01,19 [,] 11 |, 13 [ AA)=4;
6 6 9 18

8 15 19

a@) e | 8], 2].]16]|ra)=5
4 8 12 19
1 2 9 11

e) x(r) e [, 9|, 11 |, 15 | AMA) =3;
4 5 10 13
€ 6 12 14

Hoary: | a |, 10|, 12].] 16| =4
8 10 14 20
2 4 6 8

g) x(r) e, 7, 9|, 11 | AMA) =2
3 ) 7 9
€ 6 9 12

h) x(r) 51,1 8 |, 11 |, 14 | MA) =3;
7 8 13 16

—
~—
8
—~
=
~—
Sy Ot M
-
—_
-
ot
[\)
[a)
[\)
D
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B

Ay =

~1
~1

0
-3
—4
-3
—2
~1

0
—4
—2

0
—4
—2

0

0 -5
0 -2
1 —4
01
-1 0
01
0 -1
1 0
2 1
0 —2
2 0
4 2
3
0 -2
2 0
4 2

-3
—1

Az = Ay = 0 )
0

AN O

-

—2 -3 -3
0 -1 —1
1 0 0
1 0 0

-1
0
1
1

—2

6 Ustaleny stav DDS a vlastny priestor ireducibilnej matice

a) A(Ay) =
b) A(AA> =
) A(Ay) =
h) A(4)) =

6.3

114
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SO AN AN

S N MmO

S

O —= ™M -

-

-1 -3 -6
0 -2 =5
2 0 =3

-2 -4 0

0
1
3
—1
-3 G
—2 -5
As=| Tyl A= 5|
—4 0

6.4

Vlastné vektory st rovnaké ako pre matice Ay z cvicenia [6.3]

6.5

a’) C:<173’1):>A1%A37

b) c=(1,2,1) = A; = Ay,

C) C:<1,2,3,1):>A1%A2%A3,

d) C:(1,2,3,1):>A1%A2%A3,

e) C:(1,2,3,1):>A1%A2%A3,

f) c=(1,2,3,1) = A} =~ Ay &= Ag,
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g) c=(1,2,3,1) = A; = Ay = Ag,

h) c=(1,2,3,1) = Ay = Ay = Ag,

i) c=(2,3,4,2) = Ag = Az = Ay,

j) c=1(1,2,4,3,1) = A) = Ay =~ Az = Ay,

k) c=(1,2,1) = Ay = Ay,

c=1(3,4,3) = Az = Ay,
) ce=(1,2,3,1) = A; = Ay = Ag,
c=(4,4) = Ay.

6.6

a) A =10 A3 = Ay =~ Ag,

b) A} =—-1® Ay = A = Ay,

) A =10 A NA =1R A3 = Ay = Ay = Ag,
d) A1 =208 NAs =1R A3 = A} = Ay~ Ag,
e) A =3R A NAy = 2R A3 = A = Ay = Ag,
f) A1 =20 80NN =20 A3 = A} = Ay = Ag,
g) A1 =3 M NNy = 2R A3 = A; = Ay x Ag,
h) Aj =20 A AN Ay =20 Az = A} = Ay = Ag,
) Ao =1RA3NA3=Ay = Ay~ Az = Ay,

) A1 =—10 M N A =—-1R@ A3 N A=Ay = A = Ay = Ay = Ay,
k) A1 =20 Ay = A = Ay,

A3:—3®A4:>A3%A4,

1) Al:1®A2/\A2:2®A3:>A1%A2%A3,
Ay.

2 1 0
V(A) ={a®(0,1,2)"T; a € R*},

0 -1 -2
a) A(A)) = ( 1 0 -1 ), Ay, resp. Ag, resp. Ag
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0 2 1
b) A(AN) =] —2 0 —1 |, Ay, resp. Ay, resp. Az
-1 1 0
V(4) ={a®(2,0,1)"; a eR*},
0 -3 -1
c) A(A) =13 0 2|, Ay resp. Ay, resp. Ag
1 -2 0
V(4) ={a®(0,3,1)"; a eR*},
0 -2 —4
d) A(A) =12 0 =2 |, Ay, resp. Ay, resp. Az
4 2 0
V(A)={a®(0,2,4)"; a € R},
0 -2 0
e) A(A) =12 0 2 |, Ay, resp. Ag, resp. Ag
0 -2 0
V(A)={a®(0,2,0)"; a € R},
0 -2 —4
f) A(Ay) =12 0 —2 |, Ay, resp. Ag, resp. Ay
4 2 0
V(A)={a®(0,2,4)"; a € R},
1 -2 -3 -3
0O 0 -1 -1
g) A(Ay) = L1 0 ol Ay, resp. Az, resp. Ay

10 0

0 12 0
1 01 —1
9 10 —2 |’ Ay, resp. Ag, resp. Az, resp. Ay
0
(

12 0

Aq a As, resp. Ay a Ay, resp. Ay a As, resp. Ay a Ay
V(A) ={a®(0,2,2,-1)T © F®(0,2,3,0)"; a, f € R},
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0 -1 -3 —6
. 1 0 -2 =5
-1 -2 —4 0

Ay a Ay, resp. As a Ay, resp. Az a Ay
V(A> = {Oé ® (07 17 37 _1)T D ﬁ ® (_67 _57 _37 O)Ta a, ﬁ € R*}a

0 3 0 3
-3 0 =3 0

k) A(A)) = 5 9 0 -9 | Ay a As, resp. Ay a Ag
-9 -6 —4 -2

V(A) ={a®(3,0,-2,-6)" ® ®(0,-3,0,—4)"; o, € R*},

0O -3 -5 -9
3 0 —2 -6

1) A(Ay) = 0 -3 0 -4 | Ay a Az, resp. Ay a Az
3 0 -2 =2

V(A) ={a®(0,3,0,3)" ® B (=5,-2,0,-2)"; o, B € R*}.

6.8
5 2
a) Az(l) ==x(2) = 7)7&)\(A)®m(1)4®(2),
8 4
10 4
b) Az(l)=2(2)=| 6 )#A(A)@x(l)S@(S),
8 2
2 1
C)A®x(1)x(2)(8)7&>\(A)®x(1)3®(2>,
6 3
8 4
d) Az(l)=2(2)=| 8 )#A(A)@x(l)éléb(?)),
12 2
4
e) Avx(l) =2(2) = 6)7&)\(A)®x(1)2®(1),
4 2
6 3
f) Awxz(l)=2(2)=| 8 )%A(A)@x(l)3®(2),
1
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#FAMA)@z(1)=5®

£MA)@z(1) =6

8 4
10))\(A)®m(1)4®(6),
12 8
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4 2
e) Avx(l) =2(2) = 6)7&)\(14)@:1:(1)2@(3)
4 2
6 3
f) Az(l)=2(2)=| 8 )#A(A)@x(l)3®(5>,
10 5
9 4
o) A®a(l) = 2(2) = E)A(A)@x(l)5®($),
12 7
10 5
9 4
h) A x(l) =z(2) = g )A(A)@x(1)5®(3),
10 5
4
10)#Aun®an4®(§),
3

6.10

a) a@A;=xz(1) = a=A]® z(1) =1,
T, =1®A; =(1,2,3)",

€ a1) =1 = =3,
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b) a®A =2(1) = a=3 = 2,=(3,1,2)",
E(xy, z(1)) =2 = pu=1,
w(1) =(4,2,3)",t=(0,-1,1)T;

#(1)'=(1,3,5)",t=(-3,0,3)";
e) a®A=2(1) = a=-1=z,=(-1,1,-1)7,

€l a(1) =3 = p =5,

1 5 1\" 33 3\'
13(1)/:(, 7) 7t:(_7 7_)7
2°2° 2 272 2
fawgA =2(1) = a=-3 = z,= (-3, -1, 1)7,

E(xy, (1)) =6 = pu =3,
(1) =(0,2,4)",t=(-3,0,3)";

g) a®@Ay=z(1) = a=1=2,=(-1,1,2,2)",
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o @A @az® Az =x(1) = (a1,a3)" = (A, A3) @ 2(1) = (0,2) ",

T, =00 A, ®2®As=(0,2,2, 1),
{(xy, 2(1)) =4 = p=2,

(1) =2@x, = (2,4,4,1)7,
t=a2(1) —2(1)=(-2,1,2,0)";

J) a1 X Al Das® A4 = 23'(1) = (011,044)T = (—2,3)T =
Ty = (_27 _17 17 3)T7

k) ai®@A1®a30A3 = x(1) = (Oél,Oég)T = (3,3)T = T, =

E(en, 2(1) =4 = p=2,
l’(l)/ = (57 2a 57 1)Ta = (27 _17 07 —2 )T;
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7.1

Vlastny priestor reducibilnej matice

Ciel kapitoly

Oboznamit sa s postupom rieSenia vlastného problému reducibilnej max-plus
matice na zaklade spektralnej vety. Oboznamit sa s podmienkami existencie
konec¢ného riesenia vlastného problému reducibilnej matice.

7.2

7.3

Prehlad kapitoly v otazkach

Definujte vlastny priestor prislichajuici vlastnej hodnote, mnozinu vset-
kych vlastnych hodnét a mnozinu vsetkych vlastnych vektorov max-
plus matice.

Definujte hlavni vlastnii hodnotu matice, hlavny vlastny vektor a hlavny
vlastny priestor matice.

Sformulujte tvrdenie, na zaklade ktorého najdeme hlavny vlastny pries-
tor matice.

Sformulujte tvrdenie, na zédklade ktorého najdeme bazu hlavného vlast-
ného priestoru.

Sformulujte nutnu a postacujicu podmienku existencie konec¢ného vlast-
ného vektora.

Definujte triedy matice vo Frobeniovom normalnom tvare, definujte
zaCiatocné a koncové triedy matice.

Sformulujte spektralnu vetu a definujte spektralnu triedu matice.

Sformulujte tvrdenie, na zdklade ktorého nadjdeme bazu vlastného pries-
toru pre vlastni hodnotu matice.

Popiste postup na urcenie vlastného priestoru pre vlastni hodnotu ma-
tice.

Popiste algoritmus na riesenie vlastného problému pre reducibilnii ma-
ticu.

Hlavny vlastny priestor

V tejto kapitole sa budeme venovat rieseniu vlastného problému pre redu-
cibilné matice. Rozsirime teda nas zdujem dostat DDS do ustalené¢ho stavu
na vseobecny pripad, ak matica prechodu nie je ireducibilna, ako tomu bolo
v predchadzajtcej kapitole.

123
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Definicia 7.1 Nech A € R*(n,n) a A € R*. MnoZinu vsetkych vlastnijch vek-
torov matice A prislhichajicich hodnote A rozsireni o € nazveme vlastnym
priestorom matice A prislichajicim vlastnej hodnote )\ a oznacime
V(AN

V(AN ={zeR*(n); Ax=A®x}. (34)

MnoZinu vsetkijch vlastnych hodndt matice A oznacime A(A)
AA) ={r e R V(A N) # {e}}. (35)
MnoZinu vsetkych vlastnych vektorov matice A rozsirent o € oznacime V(A)

V(A)= [J V(4N). (36)

AEA(A)

Pre lubovolni maticu je maximélna priemerna vaha cyklu vlastnou hodnotou
s prislusnymi vlastnymi vektormi, ako sme ich popisali v predchidzajicej
kapitole pre ireducibilné matice.

Veta 7.1 Nech A € R*(n,n). Potom A (A) je jej vlastnou hodnotou. Ak je
A(A) konecné, tak je kaZdy stlpcovy vektor slabého tranzitivneho uzdveru ma-
tice Ay = \"H(A) ® A zodpovedajiici nulovej hodnote na diagondle vlastnym
vektorom matice A prislichajicim vlastnej hodnote A(A).

Definicia 7.2 Nech A € R*(n,n). Viastni hodnotu A\(A) nazveme hlavnou
vlastnou hodnotou matice A.

Veta 7.2 Nech A € R*(n,n). Nech A\(A) je koneiné a Ay, N,..., A, sii stlp-
cové vektory slabého tranzitivneho uzdveru matice Ay = \"*(A) ® A. Potom
pre vlastny priestor matice A prislichajici vlastnej hodnote A(A) plati

V(A N(A)) = { S o @Ak ap €RY ke NC*(A)} (37)

kENZ(A)

kde N(A) je mazimdlna mnoZina neekvivalentnijch vlastnijch vrcholov matice

A.

Definicia 7.3 Nech A € R*(n,n). Viastng vektor prislichajici hlavnej vlast-
nej hodnote A(A) nazveme hlavngm vlastngm vektorom matice A. Zod-
povedajici priestor vlastnijch vektorov V (A, A(A)) nazveme hlavngm vlast-
nym priestorom matice A.

Definicia 7.4 Nech A € R*(n,n). Dimenziu hlavného vlastného priestoru
matice A nazveme hlavnou dimenziou matice A a oznacime pd (A).
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Hlavnt dimenziu matice uré¢ime pomocou definicie ekvivalentnosti vlastnych
vrcholov zodpovedajiceho digrafu, podla ktorej ak dva vrcholy lezia na spo-
lo¢nom kritickom cykle, tak st ekvivalentné. Na zaklade toho zavedieme naj-
skor pojem vysoko stuvislého komponentu.

Definicia 7.5 Nech A € R*(n,n). Hovorime, Ze dva vrcholy i,j € G(A) su
vysoko-spojené, zapisujeme i =5 j, ak i a j leZia na spolocnom cykle c
s priemernou vihou w(c) = A(A). Poddigrafy generované triedami ekvivalen-
cie reflexivneho uzdveru =, nazjvame vysoko suvislé komponenty G(A).
Mnozinu vsetkych vysoko suvislych komponentov G(A) oznacme HCC(G(A)).
K € HCC(G(A)) sa nazjva trividlnym, ok K neobsahuje cyklus kladnej dizky
s priemernou vahou rovnou A(A). Mnozinu vsetkijch netrividlnych vysoko si-
vislijch komponentov oznacujeme HCC*(G(A)). Poddigraf, ktory obsahuje len
kritické cykly, nazgvame kritickgm digrafom a oznacujeme G.(A).

7 definicie vyplyva, ze pocet netrividlnych vysoko stvislych komponentov
(kritickych komponentov) je rovny mohutnosti mnoziny N (A) z vety ¢o
je hlavna dimenzia uvazovanej matice.

Pripomenme si, ze sme v kapitole Digrafy a ich vyuzitie pre DDS uviedli
postup, ktorym vieme Iubovolni reducibilnii maticu upravit do blokovo-
trojuholnikového tvaru.

Priklad 7.3.1 Pre dant reducibilni maticu A v hornom blokovo-trojuholni-
kovom tvare uréme hlavnid dimenziu

e —2 € € € €

2 € 3 E € €

A—(AH A12>_ e €| ¢ 0 ¢ ¢
£ AQQ g el —1 e 1 0

e ¢e|—1 € € €

€ € e —1 ¢ ¢

Riesenie. Digraf G(A) zodpovedajici matici je na obrazku (vid obr. .

Obr. 4: Digraf G(A)

Obsahuje dva silne suvislé komponenty K a Ko generované mnozinami vr-
cholov K71 = {1,2} a Ky = {3,4,5,6}. Prvy z nich je aj vysoko suvisly
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komponent, pretoze vrcholy 1 a 2 lezia na spolo¢nom kritickom cykle. V
pripade Cy to neplati, vrcholy 3, 4 a 5 lezia na spolo¢nom kritickom cykle
(tvoria vysoko sivisly komponent), ale vrchol 6 nelezi na ziadnom kritickom
cykle, tvori teda trividlny vysoko stuvisly komponent (vid obr. . Kedze pocet
netrividlnych vysoko stvislych komponentov je 2, tak pd (A) = 2. Q

Obr. 5: Kriticky digraf G.(A)

Veta 7.3 Nech A € R*(n,n). Nech A\(A) je konecné a Ay, Ao,..., A, si
stlpcové vektory slabého tranzitivneho uzdveru matice Ay = A™1(A) ® A. Po-
tom bazu hlavného vlastného priestoru matice V (A, A\(A)) dostaneme, ak pre
kazdy netrividlny vysoko suvisly komponent zvolime prdve jeden vektor A;
prisluchajici danému vysoko suvislému komponentu.

Priklad 7.3.2 Ndjdime bdzu hlavného vlastného priestoru reducibilnej ma-
tice v hornom blokovo-trojuholnikovom tvare

4 1
Ay | Ay | Asg c
A - 14 P | e[3 610
c e | Ass ele |2

Riesenie. Vypocitame maximalnu priemernti vahu cyklov kazdého silne si-
vislého komponentu. Kedze A(A;1) = A(Az) = 4 a A(As3) = 2, maximélna
priemernd véha cyklov celej matice je A(A) = 4. Na zdklade vety vytvo-

rime maticu Ay = —4 ® A a vypocitame jej slaby tranzitivny uzaver
0|-5 —-3|-9
el 0 2|4
AA=1cl2 0 -6
el € €|-2

Nuly na hlavnej diagonale reprezentuju fundamentalny systém vlastnych
vektorov. Na zéklade netrividlnych kritickych komponentov K3 = {1} a
Ko = {2, 3} (pd (A) = 2) zvolime napriklad N} (A) = {1, 2} a ur¢ime bazu
-5

0
-2

< Q@

Alz ; AQZ

M o, O O
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7.4 Konecné vlastné vektory

7 hladiska aplikéacii, t. j. ndjdenia ustaleného stavu pre konkrétny DDS ako
je napr. vyrobna linka, je dolezité, aby mal vlastny problém pre maticu pre-
chodu konec¢né riesenie.

Definicia 7.6 Nech A € R*(n,n) a A € R*. MnoZinu vsetkych konecnych
vlastnijch vektorov matice A prishichajicich hodnote A oznacime V7 (A, \)

VT(AN) = V(AN NR(n).
MnoZinu vietkych konecnych vlastnijch vektorov matice A oznacime V7' (A)
VT (A) =V (A) NR(n).

Ak ma vlastny problém pre danti maticu konecné riesenie, tak vsetky konecné
vlastné vektory zodpovedaji hlavnej vlastnej hodnote A\(A).

Veta 7.4 Nech A € R*(n,n). Ak A#¢e a VT(A) #0, tak je A\(A) konecné
a vsetky konecné vlastné vektory matice prislichaji vlastnej hodnote A(A)

Arz=NA)®zx Vo € VT(A).

Existencia konec¢ného vlastného vektora zavisi od fundamentalnych vlastnych
vektorov prislichajucich hlavnej vlastnej hodnote.

Veta 7.5 Nech A € R*(n,n). Nech A\(A) je konecné a Ay, Ns,..., A, si
stlpcové vektory slabého tranzitivneho uzdveru matice Ay = A" (A) ® A. Po-
tom je mnoZina konecnyjch vlastngjch vektorov V™ (A) neprdzdna prdave vtedy,
ak Z ®Ak je konecny vektor, kde N.(A) je mnoZina vlastnych vrcholov

kEN.(A)
matice A.

Priklad 7.4.1 Rozhodnime o existencii konecného vlastného vektora matice

z prikladu

Riesenie. Podla vety staci uvazovat vlastné vektory prislichajtice hlav-
nej vlastnej hodnote A(A). Rozhodneme potom na zdklade vety [7.5] V pri-
klade sme nasli slaby tranzitivny uzéver matice Ay = \"1(A) ® A =
—4® A, ktorého tri prvé stipce obsahuji fundamentélny systém vlastnych
vektorov zodpovedajicich hlavnej vlastnej hodnote A(A) = 4. Vektor

0 —5 -3 0

® € 0 2 2

> M=o l=| e L@ ,|=],
kEN:(A) - B - -

nie je konec¢ny a preto konec¢ny vlastny vektor pre dant maticu neexistuje.
@

Priestor koneénych vlastnych vektorov matice (ak je neprazdny) popiSeme

pomocou neekvivalentnych vlastnych vektorov (nemusia byt konecné).
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Veta 7.6 Nech A € R*(n,n). Nech A\(A) je konecné a Ay, Ao,..., A, si
stlpcové vektory slabého tranzitivneho uzdveru matice Ay = \"1(A) @ A. Ak
je mnozina konecnych vlastnijch vektorov VY (A) neprdazdna, tak

V+(A):{ S Ta® A OékGRakGN:(A)}7 kde
K

eN(4)
N (A) je maximdlna mnoZina neekvivalentnych vlastnyjch vrcholov matice A.

Vlastny priestor matice po odobrati vektora pozostavajuceho vylucne
z hodnét € obsahuje len konecéné vektory iba v pripade ireducibilnej matice.

Veta 7.7 Nech A € R*(n,n) a X € A(A). Potom V(A)—{e} = VT (A) vtedy

a len vtedy, ak A je ireducibilnd.

7.5 Spektralna veta

V tejto casti kapitoly uvedieme najdodlezitejsi vysledok vedici k tplnému
vyrieseniu vlastného problému pre Iubovolni reducibilni maticu. Jedna sa
o tzv. spektralnu vetu, na zaklade ktorej vieme najst vsetky vlastné hodnoty
matice a nésledne aj vsetky vlastné priestory zodpovedajice jednotlivym
vlastnym hodnotdam (vid [4]).

Definicia 7.7 Nech A € R*(n,n). Hovorime, Ze matica je vo Frobeniovom
normdlnom tvare (skritene FNT), ak je v tvare

Al e | ... ] €
A= Agy | Ago €
A | A | ... | An
kde A1, Aga, ..., Ay st ireducibilné stvorcové matice.
Maticiam Aqq, Ao, ..., Ay zodpovedaju silne suvislé komponenty v digrafe
s vrcholovymi mnozinami Ny, No, ..., N;. Zodpovedajici kondenzovany digraf

s vrcholmi Ny, Na, ..., N, spliia podmienku: Ak vedie hrana z vrchola N
do vrchola Nj, tak 7 > j.

Definicia 7.8 Nech A € R*(n,n) je vo Frobeniovom normdlnom tvare. Nech
Aqq, Aga, ..., Ay st vsetky diagondlne bloky matice A a N1, Na, ..., Ny zodpo-
vedajice vrcholové mnoziny v digrafe. Triedami matice A budeme nazjvat
mnoziny N1, Na, ..., N;. Zaciatocnymi triedami matice A budeme na-
zyvat tie triedy matice A, do ktorych v kondenzovanom digrafe nevchddza
Ziadne hrana. Koncovymsi triedami matice A budeme nazyvat tie triedy
matice A, z ktorych v kondenzovanom digrafe nevychddza Ziadna hrana.



7.5 Spektralna veta 129

Priklad 7.5.1 Uré¢me zaciatocné a koncové triedy matice

A | .
A22 .
. x | Az | . ) ) )
A= . ) x | Ay | . ) ) ,
* * .| Ass |
A66 .
* A77

v ktorej blok oznaceny symbolicky bodkou pozostava viyjlucne z hodnot ¢ a blok
oznaceny symbolicky hviezdickou pozostava z lubovolnich hodnot.

Riesenie. Matica je vo Frobeniovom norméalnom tvare a preto mézme bez-
prostredne nakreslit prislusny kondenzovany digraf (vid obr. @ Na zaklade

& By

Obr. 6: Kondenzovany digraf

definicie [7.§ urc¢ime, 7Ze zaiatocnymi triedami sa triedy Ny, Ny, N5 a N7 a
koncovymi triedami st triedy Ny, No, Ng.

Q©

Poznamka 7.1 Jednotlivé triedy matice mozZu reprezentovat netrividlny silne
suwvisly komponent, teda obsahovat cyklus. Kvoli prehladnosti nebudeme tito
skutocnost zndzornovat sluckou ani v dalsich castiach kapitoly.

Veta 7.8 (Spektralna veta) Nech A € R*(n,n) je matica vo FNT

AH g c. 9
A= A21 A22 . S
Ap | A | .. | Au

Potom pre mnozinu vsetkych vlastnych hodnot matice A plati

A(A) = {A(Aj5); M(Aj;) = max A(Aq)}.

N,L‘*)Nj
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Definicia 7.9 Nech A € R*(n,n) je vo Frobeniovom normdlnom tvare. Ak

)\(Ajj) = Inax )\(Au)

Ni—>Nj
tak N; budeme nazyvat spektrdlnou triedou matice A.

Jednd sa o tie triedy matice, do ktorych nevchadza hrana z tried s vyssou
hodnotou A. NavysSe, ak trieda NN; je spektralna, tak maximalna priemernd
vaha cyklu prislusného komponentu je vlastnou hodnotou matice A, t. j.

A(Aj;) € A(A).

Priklad 7.5.2 Urcéme spektrilne triedy matice A z prikladu ak su dané
mazimdlne priemerné vahy cyklov jednotlivijch silne suvislych komponentov
AMA11) =5, MAg) =4, MAsz) =7, MAg) =5, MAs5) = 6, MAgs) = 5,
AA77) = 5.

Riesenie. Kedze Ny, N3, Ny, N5, Ng a N7 su tie triedy, do ktorych nevchadza

hrana z triedy s vysSou hodnotou A (vid obr. , tak sa jedna o spektralne
triedy.

6 5 )

& %

5 )

Obr. 7: Spektréalne triedy matice
Q@

Priklad 7.5.3 Uréme mnozinu vsetkjch vlastnych hodnot matice A z pri-
kladu [7.5.2.

Riesenie. Maximéalne priemerné vahy cyklov tych komponentov, ktoré zod-
povedaju spektralnym triedam su vlastné hodnoty matice A.

A(A) = {M(An), A(Asz), A(Aag), A(Ass), A(Aes), A(A7r)} =

= {5,7,6).
{ } o

Jednoduchym dosledkom definicie zaciatocnej triedy je nasledujica veta.

Veta 7.9 Nech A € R*(n,n). Potom vsetky zaciatocné triedy matice A si
spektrdlne.
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Hlavna vlastna hodnota je najvac¢sim prvkom mnoziny vsetkych vlastnych
hodno6t matice A.

Veta 7.10 Nech A € R*(n,n). Pre hlavni vlastni hodnotu matice A plati
AMA) = maxA(A)
= max{\; (Jr e R*(n), x #¢) A®xr=A®x}.

Nutnou a postacujicou podmienkou, aby bola hlavna vlastna hodnota je-
dinou vlastnou hodnotou matice A je, aby vsSetky zaciatocné triedy mali
maximélnu priemernt vdhu cyklu rovnd hodnote A(A).

Veta 7.11 Nech A € R*(n,n). Potom st nasledujice tvrdenia ekvivalentné
(i) V(A) = V(A,A(A))

(ii) vsetky zaciatocné triedy maji vlastni hodnotu \(A).

Poznamka 7.2 Pocet vlastnych hodndt matice je ohraniceny poctom silne
suwvislych komponentov prislusného digrafu a nemaoze teda prekrocit pocet jeho
vrcholov: 1 < |[A(A)| < n.

Skor ako popiseme algoritmus na najdenie vlastného priestoru pre vlastni
hodnotu reducibilnej matice na zaklade spektralnej vety, uvedieme nasledu-
jucu lemu, bez ktorej by to nebolo mozné.

Lema 7.1 Nech A € R*(n,n) a A\ € A(A). Nechx € V(A \) = V(AN a

nepozostdva vijlucne z €. Potom n > 1 a matica A sa dd napisat v tvare

A | ¢
<A21 A22 >7

pricom A = MN(A®?).

Uvazujme, zZe matica A € R*(n,n) je vo Frobeniovom normalnom tvare. Nech
Ny, N, ..., Ny st triedy matice A prislichajtce silne stvislym komponentom
Ay, Asg, ..., Ay so zodpovedajucimi maximalnymi priemernymi vahami cyk-
lov A(A11), AM(A22), ..., A(As). Pre zvolend vlastni hodnotu A(4;;) € A(A)

(N; je spektralna trieda) rozdelime triedy matice do dvoch mnozin

M2 = UN’H
1€ES2
M = UN,

i€S]
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podla toho, ¢i z triedy N; vedie hrana do uvaZovanej spektralnej triedy N;
alebo nie, comu zodpovedaji mnoziny indexov

S = {1,2,....t}— S,

Na zéklade lemy vieme maticu A prepisat do tvaru

A= ()

kde blok oznaceny symbolicky ako e pozostava vyluéne z hodnot € a blok
oznaceny symbolicky ako * pozostava z Iubovolnych hodnot, pricom uvazo-
vand vlastnd hodnota A(A;;) zodpovedd matici A[Ms]: A(A;;) = MA[Ms)).
Navyse vlastny vektor matice A mé tiez blokovy tvar o = (z[My], z[Ma))",
kde

o z[M,] je konecny vlastny vektor A[Ms] zodpovedajici A(4;;),
e z[M;| = ¢ (pozostava vyluéne z hodnét €).

Analogicky ako pri ireducibilnej matici popiseme zodpovedajuci vlastny pries-
tor pomocou bazy. Pre Iubovolné A € A(A) oznacime

IN) ={ie{1,2,...,t}; M(Aiu) = A\, N; je spektrélny} (38)

a mnozinu vlastnych vrcholov prislichajicich hodnote A

N.) = | No(4y) = {jEN; 6;=0,5¢ | NZ},

i€I(N\) ieI(\)

kde §;; je diagonalny prvok slabého tranzitivneho uzaveru matice Ay = \™'®
A. Hovorime, ze vrcholy i a j su A-ekvivalentné, ak lezia na spolocnom cykle
s priemernou vahou A. Oznacujeme ¢ ~) j.

Veta 7.12 Nech A € R*(n,n) a A € A(A) je konecné. Nech Ay, Ay, ...,
A, st stl}?ce slabého tranzitivneho uzdveru matice Ay = A\~' @ A. Potom
A; € R*(n) (teda neobsahuji +oo) pre vsetky j € N.(N\) a bazu prislus-
ného vlastného priestoru V (A, \) dostaneme, ak zoberieme jeden vektor A;
pre kazZdiu triedu ekvivalencie ~y.

Predchadzajice tivahy nam teraz pomdzu popisat algoritmus na najdenie
vlastnych vektorov prislichajucich konecnej vlastnej hodnote matice A €
R*(n,n) vo Frobeniovom normélnom tvare a urcenie zodpovedajiceho vlast-
ného priestoru na zéklade vety Pre A € A(A) uréime podla vztahu
mnozinu indexov I (\) vSetkych tried, ktoré maji uvazovani vlastni hodnotu.
Mozu nastat dva pripady
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o Ak I(A\) = {j}, teda existuje jedind trieda s danou vlastnou hodnotou,
vytvorime mnoziny
M2 = U Nz a M1 =N — MQ (39)
Ni—>N]‘
a najdeme bazové vlastné vektory. Ich stradnice zodpovedajice mno-
zine M; majui hodnoty € a suradnice zodpovedajice mnozine M, st
konefné vlastné vektory matice A[Ms]. Tie niajdeme podla vety
pomocou slabého tranzitivneho uzdveru matice Ay[M,] = A1 @ A[M,).
Pomocou bazovych vlastnych vektorov uréime vlastny priestor

V(A,N) = {z = (a[M], 2[Ma])"; 2[M] = e, x[Mo] € VF(A[M])}.

e Ak |[I(N)] > 1, teda existuje viac tried s danou vlastnou hodnotou,
pre kazdd nepréazdnu podmnozinu indexov J C I(\) vytvorime zodpo-
vedajicu mnozinu tried S = UNj. Nésledne rozdelime vsetky triedy

jeJ
matice na zaklade vztahu ku mnozine S
MQZ U Nl a MlZN_MQ (40)
NZ’A)S
a najdeme postupne bazové vlastné vektory, ako sme popisali v pred-
chadzajicom pripade. Pomocou bazovych vlastnych vektorov urc¢ime
vlastny priestor.

ALGORITMUS PRE RIESENIE VLASTNEHO PROBLEMU REDUCIBILNEJ MA-
TICE VO FNT

(i) vypocitame pomocou Karpovho algoritmu hodnoty A(Aj), pre i =
1,2,...,,

(ii) najdeme spektralne triedy,
(iii) uréime A(A)
A(A) = {\(Ay); N; je spektrélna}l,
(iv) ndjdeme vlastné priestory V (A, \) pre A € A(A).
Priklad 7.5.4 Pre danid maticu A vo FNT riesme vlastny problém

7 4
2 7.
7.
47
A= 7T 2. .
. 410 5
3 7.
10 2 4
2 2
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Riesenie. Podla hore uvedeného algoritmu uré¢ime najskor maximalne prie-
merné vahy cyklov matic, ktoré tvoria diagondlne bloky: A(Aj1) = A(Ag) =
AAszz) = AM(Agq) = 7 a A(As5) = 3. Diagonalnym blokom zodpovedaju triedy
matice N1 = {1, 2}, NQ = {3}, N3 = {4,5}, N4 = {6, 7}, N5 = {8,9} Na za-
klade definicie a kondenzovaného digrafu (vid obr. |8) rozhodneme, ktoré
z nich sa spektralne.

& &y
7

7

Obr. 8: Vlastny problém

Kedze vsetky triedy su spektralne, mnozina vSetkych vlastnych hodnot ma-
tice A je A(A) = {)\(All), )\(AQQ), )\(Agg), )\(A44), )\(A55)} = {7,3} Nako-
niec najdeme vlastny priestor pre kazdu vlastni hodnotu.

Pre A = 7 ur¢ime podla vztahu (38) mnozinu indexov tych tried, ktoré maju
vlastni hodnotu 7: I(A\) = I(7) = {1,2,3,4}. Postupne zoberieme tie ne-
prazdne podmnoziny J C I()), ktoré pokryji vSetky moznosti, a k nim
vytvorime zodpovedajice mnoziny tried S = U N;.

jeJ

e Nech J = {1}, potom S = {N;} a podla vztahu urobime rozklad
vsetkych tried matice do mnozin

M, = U N; = {N1,N5} a My =N — M,y = {N2,N37N4}-

Vlastné vektory budeme hladat v tvare x = (z[My], z[M,])", kde
z[Mi] = ¢ a x[My] € V1 (A[M,]). Potrebujeme teda urcit konecné
vlastné vektory matice

7 4
7
0
€

€
€
2
2

[ Au] e ) _
AWQ]_(AMA%)_

oM =N
DN = ™

Podla vety uréime tieto vlastné vektory (z[Ms]) pomocou slabého
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tranzitivneho uzaveru matice Ay[M,] = A1 @ A[M,] = 771 @ A[M,]

0 -3 ¢ 15

-5 0 € €
AMM]) = | ——g——
—-11 —-12| -5 -5

na zaklade ndl na hlavnej diagondle. V nasom pripade su vektory dva
a kedZe st linedrne nezavislé, jedna sa o prvky bazy: (0, —5, —6, —11)"
a (—3,0,-7, —12)T. Po doplneni hodno6t € na miesta siradnic, ktoré
zodpovedaju triedam mnoziny M, dostavame vlastné vektory matice
A, ktoré zodpovedaji mnozine indexov J = {1}

(0,=5,¢,¢,6,6,6,—6,—11)" a (=3,0,,6,¢,6,¢,—7,—12)".

e Nech J = {3,4}, potom S = {N3, N4} a podla vztahu (40) urobime
rozklad vsetkych tried matice do mnozin

M2: U Ni:{Ng,N4} a MlzN—MQZ{Nl,NQ,Ng)}.

Ni—)S

Vlastné vektory budeme opét hladat v tvare x = (z[My], [M,])", kde
r[My] = ¢ a x[My] € VT(A[M;]). Potrebujeme teda urcit konecéné
vlastné vektory matice

= (5 -

Pomocou slabého tranzitivneho uzéveru matice Ay[M,] = A\~ @ A[M,]

0 0 € €
0 0 € €
-7 =7|—-4 0

ur¢ime vlastné vektory (x[Mz]) matice A[Ms]. V tomto pripade dosta-
neme dva konecné vektory, ktoré si ale linearne zavislé, preto vybe-
rieme jeden z nich: (0,0, -3, —7)". Ako ,vedlajsi produkt vypoctu®
dostédvame aj dalsi prvok béazy, ktory zodpoveda volbe J = {4} a preto
nie je koneény: (g,¢, —2, O)T. Po doplneni hodnot € na miesta sturadnic,
ktoré zodpovedaju triedam mnoziny M;, dostavame vlastné vektory
matice A, ktoré zodpovedaji mnozine indexov J = {3,4}

T T
(6,6,6,0,0,=3,=T7,¢,¢) a (g¢,6,¢6,6 —2,0,6,¢6)" .
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e Nech J = {2}, potom S = {N>} a podla vztahu urobime rozklad
vSetkych tried matice do mnozin

M, = |J N;={N-} a My = N — My = {Ni1, N3, Ny, N5 }.

Vlastné vektory budeme opit hladat v tvare z = (2[My], 2[M])", kde
z[Mi] = ¢ a x[My] € V*(A[M,]). Potrebujeme teda urcit konecné
vlastné vektory matice

A[Mz] = (A22) = (7>

V tomto jednoduchom pripade je pre maticu Ay[M,] = A7t @ A[Ms,)]
slaby tranzitivny uzaver priamo rovny matici

AN[Ma] = (0) = A(AN[M]).

Prvok bazy je vektor: (0)" a po doplneni hodnét € na miesta strad-
nic, ktoré zodpovedaju triedam mnoziny M, dostavame vlastny vektor
matice A, ktory zodpovedd mnozine indexov J = {2}

(,6,0,e,¢,6,¢,6,€)".

Pomocou bazy, ktorej prvky sme postupne vypocitali,

B = {(0,-5,¢6,¢6,¢,6¢ —6,—11)",
(=3,0,e,¢,6,6,6,—7,—12) 7,
(,6,6,0,0,-3,-7,¢,¢)",
(e,6,6,6,6,-2,0,6,¢) ",
(g,€,0,¢,6,6,6,6,€) " }

popiseme vlastny priestor zodpovedajici vlastnej hodnote A =7

V(A7) = {a®(0,-5,¢,¢ ¢, —6,—11)" @
B®(=3,0,e,e,6,6,6,—7,—12)T®
7® (g,¢,6,0,0,-3,—7,6,6) @
§® (e,¢,6,6,6,—2,0,6,¢) @
w® (e,6,0,e,6,6,6,6,¢), a, B,7,0,w € R*}.

Pre A\ = 3 postupujeme analogicky. Rozdiel je v tom, ze ttto vlastni hodnotu
ma jedind trieda a teda I(A\) = I(3) = {5}. Podla vztahu (39) urobime
rozklad vsetkych tried matice do mnozin

M2: U Nl:{Ng,} a MlzN—MQZ{Nl,NQ,Ng,N4}.
Ni—hg
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Vlastné vektory budeme opét hladat v tvare x = (z[Mi], z[Ms])", kde
z[Mi] = ¢ a z[My] € VT (A[M,]). Potrebujeme teda urcit vlastné vektory
matice

A[Mp) = (Ass) = @ g)

Podla vety urcime tieto vlastné vektory (z[Ms]) pomocou slabého tran-
zitivneho uzaveru matice Ay[My] = A1 @ A[M,)]

s =( )

na zaklade nidl na hlavnej diagonale. V nasom pripade st vektory dva a kedze
st linedrne zévislé, vyberdame jeden prvok bazy: (0, —1)". Po doplneni hodnét
€ na miesta suradnic, ktoré zodpovedaju triedam mnoziny M, dostavame
vlastny vektor matice A

(e,€,6,6,6,6,6,0,—1)7.

Bazou priestoru je
B = {(ee,6¢c,6¢6,¢,0—-1)"}
a vlastny priestor zodpovedajuci vlastnej hodnote A = 3

V(A,3) = {a®(ee,e66:6,60 -1, ac R}
v

Poznamka 7.3 Pri rieseni predchadzajiceho prikladu sme namiesto pod-
mnoziny J = {3,4} mohli zvolit podmnoZinu J = {3}, co by viedlo k rovna-
kému rozkladu tried na My = {N3, Ny} a My = {Ny, No, N5} a teda k rovna-
kému vysledku. Naopak volba J = {4} je uZ zbytocnd, pretoze je uz zahrnutd
vo vybere J = {3,4}, resp. J = {3}.

Na zaver mozeme na zaklade spektralnej vety uviest nutni a postacujicu
podmienku existencie konecného vlastného vektora matice (vid [5]).

Veta 7.13 V1 (A) # 0 vtedy a len vtedy ak vlastnd hodnota vsetkijch konco-
vych tried je rovnd A(A).

Na zéaklade trividlneho faktu, ze hlavnd vlastnd hodnota A(A) je maximal-
nou z vlastnych hodndt, mézeme nutni a postacujicu podmienku existencie
kone¢ného vlastného vektora matice formulovat aj inak.

Veta 7.14 V*1(A) = 0 vtedy a len vtedy ak vlastnd hodnota niektorej konco-
vej triedy je mensia ako A\(A).
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Priklad 7.5.5 Pre maticu A z prikladu(7.5.4 rozhodnime na zdklade vety[7.13,

ci existuje konecny vlastny vektor.

RieSenie. Kedze vsetky koncové triedy maju vlastni hodnotu A\(A) = 7,
konecné riesenie vlastného problému existuje.

Q

7.6 Ulohy

7.1 Urcte pomocou kritického digrafu hlavni dimenziu ireducibilnych matic
z cvicenia [7.2

7.2 Pre nasledujuce ireducibilné matice najdite bazu hlavného vlastného
priestoru a popiste ho.

e b ¢ 4 3 ¢ 1

a) A=[12 2|, e e 4 ¢
1 ¢ 3 )A=1553 5|

6 6 ¢ ¢

e 6 ¢ ¢

345 e 4 ¢ 4

b) A= ¢ 4 6 |, d) A= 33 21

2 2 2 2 ¢ 7 3

7.3 Urcte pomocou kritického digrafu hlavni dimenziu reducibilnych matic
7 cvicenia [7.4]

7.4 Pre danu reducibilni maticu A vypocitajte A(A

2 3e 3 0|5 ¢
a) A=[1 1|5 [, 2 3| 6
e |2 e €12 3|’
e €13 1
3 69
by A=| 4 4/10 9}, 4 2| 5
e eld 1 2|c 6
416 5 6813’
) A=|<[1 3| e |5 2
el3 4
3 4|14 ¢
3le 7 8 213 ¢
d) A= ¢c[2 3], e |6 2|’
el3d3 1 e |1 5
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7.6 Pre nasledujice reducibilné matice najdite bazu hlavného vlastného

priestoru a popiste ho.
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2 3¢ 3 4le ¢

a) A=[1 1|e |, | 8 2)e ¢
6 5|4 f) A= 4 (4 2|’

3 |1 2

41e ¢ 3 0le ¢

b) A= 62 3 |, 1 2 3|e ¢
501 1 g A=l57136 |

2 614 4

2 3¢ 3 6le ¢

c) A= 3 1|e |, | 4 4)e €
e 712 h) A= 5 113 0 |’

2 6|12 3

2le ¢ 3 2|e ¢

d) A= ¢e|2 3 |, 6 2)e ¢
713 1 DA=1T7T6 2|

5 |1 6

3 4|le ¢

2 2|¢e ¢

1 |4 4

7.7 Zistite, ¢i existuje konecény vlastny vektor zodpovedajici hlavnej vlast-
nej hodnote pre matice z cvicenia[7.2] Ak dno, néjdite vSetky konecné vlastné
vektory a popiste priestor konecénych rieseni. Rozhodnite, ¢i existuje baza
tohto priestoru.

7.8 Zistite, ¢i existuje konecény vlastny vektor zodpovedajici hlavnej vlast-
nej hodnote pre matice z cvienia[7.5] Ak dno, néjdite vSetky kone¢né vlastné
vektory a popiste priestor koneénych rieseni. Rozhodnite, ¢i existuje baza
tohto priestoru.

7.9 Zistite, ¢i existuje konecény vlastny vektor zodpovedajici hlavnej vlast-
nej hodnote pre matice z cvi¢enia[7.6 Ak dno, najdite vSetky konecné vlastné
vektory a popiste priestor konecénych rieseni. Rozhodnite, ¢i existuje baza
tohto priestoru.

7.10 Urcéte mnozinu vsetkych konecnych vlastnych hodnot matic z cvice-
nia [7.6

7.11 Popiste vSetky vlastné priestory matic z cvicenia [7.6]

7.12 Urcte triedy matice. Na zaklade kondenzovaného digrafu najdite vSetky
zaCiatocné, koncové a spektralne triedy matice.
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7.13 Urcéte mnozinu vsetkych konecnych vlastnych hodnot matic z cvice-
nia [(. 12

7.14 Popiste vsetky vlastné priestory matic z cvicenia [7.12]

Vysledky:
7.1
a) pd(4) =2, c) pd(4) =1,
b) pd(A) =1, d) pd(A4) =1.
7.2

02 1
a) A=| -2 0 -1
—2 0 0

V(Aa 3) = {Oé ® (07 _27 _2)T D 6 ® (17 _170)T; «, 6 € R*}a

0 0 2
b)A=| 0 0 2
—2 -2 0

V(A 4) ={a® (0,0, —Q)T; a € R*},

1 —2 -3 -3
0 0 —1 —1
) A= 1 1 0 0
1 1 0 0

V(A5) ={a®(-3,-1,0,0)"; a € R*},

0 12 0

1 0 1 -1

d) &A= 2 -1 0 -2
0 12 0

7.3
a) pd(A) =2, d) pd(4) =2,
b) pd(A4) =2, e) pd(A) =3,
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k) pd(A) =1,

g) pd(4) =2,

h) pd(A) =3,

1) pd(4) =1,

i) pd(4) =3,

m) pd(A) = 1.

j) pd(A) =4,

T T T 9 < <
— — ~— ~— ~—

~~ ~~

M — ~— o ~— ~— ~—

~~ Y~ N N

{a®(0,-1,2,2)" ® ®(-3,0,3,3)" ®7® (¢,£,0,0);

a75776R*}7

V(A,3)

{CK ® (07 _37 _27 _1)T D 5 ® (5757 _17 0)T7 a, 5 € R*}7

0

€
€
0 -1
1

0 -2
1
2

—3 -2
—2
~1

V(A,4)

g
€

{O{ & (_2’ 07 _4a _5)T % 5 X (6757 07 _5)T7 «, 5 S R*}7

0 -2

2

0

V(A,6)
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0 € € € €
—1 0 —2 € €
d) A= 1 2 0| ¢ =«
—-2|-1 -3 0 —4
-7/—-6 —-8|-5 -1
V(A,6)={a®(0,-1,1,-2,-71)" ®B®(s,—-2,0,-3,-8)" @
7® (57878707 _S)Ta a, 67 7 € R*}a
0 -2 € ele
-3 -2 € ele
e) A= 0 -2 0 —-1]e
1 -1 1 0e
-1 -3[-1 =210
V(A,4)={a®(0,-3,0,1,-1)T @ B8® (c,6,-1,0,-2)" &
Y& (e.6,6,6,0)"; a, 7 € R},
0 -3 € ele €
—1 0 € cle €
2 3 0 0]e¢ €
f) A= 2 3| 0 O0le ¢
2 11-2 =20 -1
3 21 —-1 —111 0
V(A,3) ={a® (0, 12,2,2, 3)" @/3@( 3,0,3,3,1,2)" @
Y ® (¢,¢,0,0, 2—1) Bo® (c,6,6,6,—-1,0)7; o, B, 7, 6 € R}
7.6
-2 -1 ¢
a) A= -3 =3 ¢
2 10
V(A 4) ={a®(ce0)"; a c R*},
0 € €
by A= 2 -2 -1
1 -3 -3
V(A 4) ={a®(0,2,1)"; a € R*},
00 €
c) A=10 0 ¢
4 4 -1
V(A 3)={a®(0,0,4)"; a € R*},
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V(A,6)={a®(se0,2)"; a € R},

€
€
—4
—4

—2 €

0 €
—4 -2
-5 =5

0
2
-2
-3

A : (
V(A,6) = {a®(0,2,-2,-3)"; a € R*},

f)

V(A,5) ={a® (60 -1)"; a € R},

V(A,5) = {a®(0,-1,0,0)"; a € R"},

V (A4, 6)

{a ® (675707 _5)T S2) 6 ® (5757 _47 O)T; a, ﬁ € R*},

€
€
2
0

0 ¢
-2 €
-3 0
-3 0

-1
-2
-3
-3

A : (
V(A4) ={a® (560,00 @8R (s,6,-2,0)"; o, B € R*}.

)
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7.7
a) VT(A,3)={a®(0,-2,-2)" ®8®(1,-1,0)"; a, B € R},
b) VT(A,4) = {a®(0,0,-2)"; a € R},
¢) VT(A,5) ={a®(-3,-1,0,0)"; a € R},
d) VT(A,5) ={a®(0,-1,-2,0)"; a € R}.
7.8
a) VH(A,3) ={a®(0,-1,2,2) @ 3®(-3,0,3,3)" @y ® (5,6,0,0)";
a, B, v € R},
b) VH(A,4) ={a®(0,-3,-2,-1)" ®3® (c,5,-1,0); a, B € R},
¢) VI(A4,6)={a®(-2,0,—4,-5)" ®B3® (c,¢0,-5"; a, 3 € R},
d) V*(A,6) = {a@(O, N ®B®(,-2,0,-3,-8)" @

7®(5,5,€,0,—5) a, 6 fyeR},

e) VI(A,4)={a®(0,-3,0,1,-1) ® @ (g,6,-1,0,-2)" &
YR (e,6,6,60)"; a, B, v € R},

f) VT(A,3) = {a®(0,-1,2,2,2,3) ' ® B®(—3,0,3,3,1,2)" &
7®(£,6,0,0,-2,—1) @5 @ (e,e,6,6,-1,0)"; o, B, 7, § € R}.

7.9
a) V(A 4) =0,
b) V(A 4)={a®(0,2,1)"; a € R},
c) VH(A,3) ={a®(0,0,4)"; a € R},
d) V*(A,3) =0,
e) VT(A,6) =0,
f) VT(A,6) ={a®(0,2,-2,-3)"; a € R},
g) V(A 5) =0,
h) V*(A,5) = {a®(0,-1,0,0)"; a € R},
i) VT(A,6) =0,
i) VF(A,4) = 0.

7.10
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a) A(A) = {4}, f) A(4) = {4, 6},

b) A(A) = {2, 4}, g) A(A) = {5},

c) A4) ={2, 3}, h) A(4) ={3, 5},

d) A(4) ={3}, i) A(A) = {6},

e) A(4) = {6}, ) A(A) = {4}.

7.11

a) V(A,4) ={a®(c,e,0); a e R}

b) V(4,2) ={a®(5,0,-1)7; a € R*},
V(A,4)={a®(0,2,1)7; a € R*};

¢) V(A,2) = {a® (60 ; a € R},
V(A,3)={a®(0,0,4)7; a € R*};

d) V(A4,3)={a®(£,0,0)"; a € R*};

e) V(A,6) ={a® (s60,2); a € R}

f) V(A,4) ={a® (,¢60,-3)"; a € R*},
V(A,6) ={a®(0,2,-2,-3)"; a € R*};

g) V(4,5) ={a®(s,60,-1)"; a € R},

h) V(4,3) ={a®(,6,0,-1) & 8® (c,6,-3,0)"; a, B € R*},
V(A,5) ={a®(0,-1,0,0)"; a € R*};

i) V(A,6) = {a® (0, -5 ©B® (c,¢,-4,0)"; a, B € R*};

i) V(A,4) ={a®(5,60,0) @B ®(c,6,-2,0)"; a, B € R*}.

7.12

a) Nl = {1}, N2 = {2,3}, N3 = {4, 5}, N4 = {6}, N5 = {7, 8}
zaciatocné: No, Ny, Ns; koncové: Ny, No, Ns; spektralne: No, N3, Ny,
N57

b) N1 - {1}, N2 - {273}, N3 - {4, 5}, N4 - {6}, N5 - {7, 8}
zaciatocné: Ny, N5; koncové: Ny, Ny; spektralne: Ny, Ns,

¢) Ni={1}, No ={2,3}, N3 = {4,5}, N, = {6}, N5 = {7,8}
zaciatocné: Na, Ny, N5; koncové: Ny, No, Nj; spektralne: Ny, Ny, N5,
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d) N1 == {1}, N2 == {2,3}, N3 = {4,5}, N4 == {6}, N5 = {7,8}
zaciatocné: No, N4, Ns; koncové: N1, No, Ns; spektralne: Ny, Ny, Ng,

N47 N5a
e) Ni = {1}, No={2,3}, N3 = {4,5}, Ny = {6}, N5 = {7,8}
zac1atocne Nj5; koncové: Ny, Ns; spektralne: Ns.
7.13
2) A(4) = {2, 4,3, 6}, d) A(4) = {5},
b) A(A) = {3, 6},
c) A(A) = {6}, e) A(A) = {6}.
7.14
a) V(4,2) ={a®(,0,—1,¢,¢,¢,¢ 6) ;€ R*}
V(A,3) ={a® (e¢,¢e,e,e,0,¢ 5) aeR*},
V(A 4) ={«a ®(€,6,6,0, 1, 3,6,8) ToB®(e,e,6,-1,0,-2,6,6) " a, B €
R*},

V(A,6) ={a®(cce0e.660,-2)"; aeRY;
b) V(A,3) ={a® (¢¢¢6,¢6¢6,0¢c,:6); a € RY,
V(A,6)={a® (s¢¢¢0¢¢0,-2)"; a R}
¢) V(4,6) = {a ® (g,6,¢,6,6,0,6,6) @ B® (£,0,0,¢,6,6,6,6)" &7y ®

(e,e,6,6,6,6,0,— );046, ER*};

d) V(A,5) ={a®(c,e,6,0,-2,-5,£,) ®B® (g,6,¢,-2,0,-3,¢,¢) @
1®(€,0,0,¢,¢,¢,6,) T ®IR(0,¢,¢,¢,6, —4, —4, —5) BwR (e, €,€,¢,¢,0,6,¢) T D
P ® (e,6,6,6,6¢0-1);a, 8,7, 6w ¢ cRY;

e) V(A4,6) = {a® (g,e,¢,6,6,,0,-2)"; a € R*}.



8 Periodické vlastnosti max-plus matic

8.1 Ciel kapitoly

Oboznamit sa s pojmom periodickost max-plus matice a linedrna periodic-
kost max-plus matice. Oboznamif sa s nutnymi a postacujicimi podmien-
kami periodickosti a efektivnymi algoritmami na overenie, resp. vypocet peri-
ody a Specialnej linedrnej peridody s konstantnou maticou linearnych faktorov
v kladnom pripade.

8.2 Prehlad kapitoly v otazkach

e Definujte takmer periodickt maticu v max-plus algebre a periédu ma-
tice.

e Definujte silne suvisly komponent digrafu a peridédu silne stvislého kom-
ponentu.

e Popiste BALCEROV-VEINOTTOV KONDENZACNY ALGORITMUS pre vy-
pocet periédy digrafu.

e Sformulujte postacujicu podmienku periodickosti matice a popiste al-
goritmus na jej overenie a vypocet periody v kladnom pripade.

e Sformulujte nutni a postacujicu podmienku periodickosti matice a po-
piste algoritmus na jej overenie a vypocet periédy v kladnom pripade.

e Definujte takmer linearne periodickti maticu v max-plus algebre a line-
arnu periodu matice.

e Sformulujte nutni a postacujucu podmienku linearnej periodickosti
matice s konStantnou maticou linearnych faktorov a popiste algorit-
mus na jej overenie a vypocet linearnej periody v kladnom pripade.

8.3 Pojem periodickosti matice v max-plus algebre

Operacia maxima v max-plus algebre moze sposobit, ze, na rozdiel od line-
arnej algebry, sa v max-plus algebre za¢nti matice s urcitou pravidelnostou
v postupnosti mocnin danej matice opakovat. Kvoli jednoduchosti zapisu
oznac¢me pre n € N mnozinu N = {1,2,...,n}. Pojem najmensi spolo¢ny
nasobok budeme oznacovat skratkou nsn a najvacsi spolo¢ny delitel skratkou
nsd.

149
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Definicia 8.1 Nech A € R*(n,n). Hovorime, Ze A je takmer periodickd,

ak pre vsetky i,j € N je periodickd postupnost aj; = (ag-); reN*t), tj.
(Ip € N*) (3R, € N) (Vr > Ryy) ai"? =all).

Najmensie p s touto vlastnostou nazgvame periédou a;; a oznacujeme

per(aj;). Cislo Ri; nazjvame defektom aj; a oznacujeme def(ay;). Peri-

6da matice A je definovand ako

per(A) = nsn{ per(a;;); i,j € N }. (41)
Cislo def(A) = max{R,;; i,j € N } nazjvame defektom matice A.

Priklad 8.3.1 Zistime, ¢i je matica A periodickd. Ak dno, ndjdime periodu
a defekt matice

1
A= ¢
2

N O M

2
3
€

Riesenie. Po vypocte prvych styroch mocnin matice pozorujeme, ze hodnoty
neustale narastaju:

4 4 3 55 7 9 9 8
A’=|55 3|, A>=|658 |, A*=|10 10 8
325 775 8 7 10

Neda sa teda ocakavat, ze matice sa v postupnosti mocnin skiimanej matice
zacnu opakovat. Matica A zrejme nie je takmer periodicka. @

Priklad 8.3.2 Zistime, ¢i je matica A periodickd. Ak dno, ndjdime periédu
a defekt matice

e —2 ¢
A=| ¢ €
1 € €

Riesenie. Po vypocte prvych siestich mocnin matice sme zistili, ze platia
rovnosti

e —2 ¢
A= ¢ ¢ 1 = A3k
1 € €
€ e —1
AQ — 2 c c _ A5+3k
—1 €
0 ¢ ¢
A= ¢ 0 ¢ = ASH3
e 0
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Kazdd postupnost a;; = (a,(;); r € N1) pre Iubovolné i, j je periodicka

s peribdou 3, to znamend, ze matica A je takmer periodicka a podla vztahu
(41) je periéda matice per(A) = 3. Toto periodické sprévanie sa matice sa
navyse prejavuje od zaciatku a preto je defekt matice def(A) = 0. @

Priklad 8.3.3 Zistime, ¢i je matica A periodickd. Ak dno, ndjdime periodu
a defekt matice

e —1 ¢
A= € e 1
-3 -1

Riesenie. Po vypocte prvych 6smych mocnin matice sme zistili, ze postup-
nost prvych styroch mocnin nevykazuje periodické spravanie sa:

15 e 0 -3 -1 € e —4 0
A2=| =2 0 ¢ |, A= e =3 1 |,A*=| -2 0 -2
e —4 0 -3 -1 -3 -6 —4 0

Tento neperiodicky tsek urcuje defekt matice def(A) = 4. Poc¢nic piatou
mocninou sa matice opakuju s periédou per(A) = 2

-3 -1 -3

A= -5 =3 1| = A
-3 -1 -3
-6 —4 0

A= =2 0 —2 | = A
-6 —4 0

@
Perioda matice rovnako ako neperiodicka cast mozu byt v pripade Iubo-
volnej periodickej matice velké a overovanie periodickosti testovanim mocnin
matice neefektivne. Preto sa v dalsom texte zameriame na hladanie postacu-
jucich, resp. nutnych a postacujicich podmienok periodickosti matice, ktoré
by umoznili konstrukciu efektivnych (polynomidlnych) algoritmov na ove-
renie, resp. vypocet periédy matice v pozitivnom pripade. Budeme pritom
vyuzivat digraf zodpovedajici matici ako sme si ho definovali, spolu s dalSimi
pojmami, v kapitole Digrafy a ich vyuzitie pre DDS.

Definicia 8.2 Nech A € R*(n,n). SCC*(G(A)) oznacme mnoZinu vsetkych
netrivialnych silne suvislych komponentov G(A) a SCC(G(A)) mnozinu vset-
kych silne suvislych komponentov. Pre kazdy komponent K € SCC(G(A))
oznacme A(KC) mazimdlnu priemernid vihu cyklu v K. Periédu silne si-
vislého komponentu definujeme ako

per(K) = nsd{|c|; ¢ je cyklus v K, |c| > 0}. (42)
Ak K je trividlny, tak per(K) = 0.
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BALCEROV-VEINOTTOV KONDENZACNY ALGORITMUS je uréeny na vy-
pocet peridédy silne suvislého digrafu. Mozeme ho teda pouzit aj na vypocet
periédy silne suvislého komponentu v pripade, ak digraf pozostava z viac
ako jedného komponentu. Algoritmus pracuje metédou kondenzacie vrcho-
lov a jeho vypoctova zlozitost je O(n?). Uvadzame jeho struény popis.

BALCEROV-VEINOTTOV KONDENZACNY ALCGCORITMUS

Predpokladajme, ze G = (N, E) je silne suvisly digraf s vrcholovou mnozi-
nou N = {1,2,...,n} a hranovou mnozinou E. Vytvarame tri postupnosti.
Postupnost digrafov (G,; r = 1,2,...), postupnost podmnozin (/. C N; r =
1,2,...) a postupnost rdznych vrcholov (j, € I; r = 1,2,...). Algoritmus
startuje s hodnotami G; = G, I} = {1} a j; = 1. Mnozina I, je mnozina
tych vrcholov, do ktorych vedie hrana z vrchola j; v digrafe G;. Digraf G,
vznikne kondenzaciou vrcholov mnoziny Is do jedného vrchola, pricom tento
vrchol prebera vsetky hrany, ktoré viedli z pévodnych vrcholov do nejakého
vrchola. VSeobecne pre Iubovolné r > 0 je [, mnozina terminédlnych vrcho-
lov tych hran, ktoré vedd z vrchola j,._; v digrafe G,_;. Vrchol j, vyberame
z I, (mdZe to byt minimalna hodnota) a G, je kondenzécia G,_1, kde vrcholy
z mnoziny I, sa kondenzuju do vrchola j,. Digraf Go,_s je cyklus a jeho dizka
predstavuje periédu povodného digrafu G.

Definicia 8.3 Nech A € R*(n,n). Hovorime, Ze matica A spliia podmienku
cyklov, ak viha kazdého cyklu v digrafe G(A) je rovnd 0, t. j. w(c) = 0.

Matica spliajtica podmienku cyklov je takmer periodické (vid [I1]).

Veta 8.1 Nech A € R*(n,n) spliia podmienku cyklov. Nech d € N. Potom
st nasledujice podmienky ekvivalentné

(i) per(A)|d,
(i) (VK € SCC*(G(A))) per(K)|d.

Na zaklade predoslej vety mozeme zostrojit formulu pre vypocet peridédy
matice splinajicej podmienku cyklov.

Veta 8.2 Nech A € R*(n,n) splia podmienku cyklov. Potom
per(A) = nsn { per(K); K € SCC*(G(A)) }. (43)

Vypoctova zlozitost nasledujticeho algoritmu na overenie postacujicej pod-
mienky periodickosti je O(n?).
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ALGORITMUS NA OVERENIE PODMIENKY CYKLOV
(i) najdeme A(A) pomocou Floydovho-Warshallovho algoritmu,
(ii) overime d;; < 0 pre vsetky ¢,

(iii) najdeme A(A’) (konjugovanej matice) pomocou Floydovho-Warshallovho
algoritmu,

(iv) overime ¢;; < 0 pre vSetky i.

V pripade, ak algoritmus da kladnt odpoved, nasledujici algoritmus vypocita
periédu matice v dase O(n).

ALGORITMUS NA VYPOCET PERIODY MATICE S PODMIENKOU CYKLOV

(i) ndjdeme silne suvislé komponenty pomocou A(A),

(ii) vypocitame periédu kazdého netrivialneho silne stvislého komponentu
pomocou Balcerovho-Veinottovho algoritmu,

(iii) vypocitame per(A) podla formuly s pouzitim Euclidovho algoritmu
na vypocet najvacsieho spolo¢ného delitela nsd{a, b}
ab

nsn{a, b} = M

Priklad 8.3.4 Overme podmienku cyklov a v kladnom pripade vypocitajme
periodu, matice.

e —2 ¢ € €le¢

€ e 1 € €le¢

1 -1 ¢ 5 €le
A=

€ g € e 2e¢

15 el —2 €|8

15 € € €le

Riesenie. Dana reducibilnd matica je v tvare hornej blokovo-trojuholnikove;j
matice a teda na zéklade diagondlnych blokov uréime silne stvislé kompo-
nenty. Komponenty K; a Ko generované mnozinami vrcholov K; = {1, 2, 3}
a Ky = {4,5} st netrividlne, obsahuji len cykly, ktorych véha je rovnd nule.
Komponent K3 generovany mnozinou K3 = {6} neobsahuje cyklus, je teda
trivialny. Matica spliia podmienku cyklov, z ¢oho vyplyva, ze je takmer pe-
riodicka. Jej periédu uré¢ime na zaklade periédy netrivialnych komponentov.
Na zéklade je per(Ky) = nsd{2,3} =1 aper(Ky) = nsd{2} = 2.
Pomocou vztahu ur¢ime periodu matice

per(A) = nsn { per(K); £ € SCC*(G(A)) } =nsn{2,1} =2.
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8.4 Periodické matice

V tejto casti sa budeme zaoberat periodickostou lubovolnej max-plus matice
vo vSeobecnosti. Pre vypocet periody matice je nevyhnutny pojem vysoké
periéda vysoko stuvislého komponentu. Kvoli zrozumitelnosti uvadzame jeho
definiciu spolu s definiciou vysoko stvislého komponentu z predchéadzajice;j
kapitoly (vid definiciu |7.5]).

Definicia 8.4 Nech A € R*(n,n). Hovorime, Ze dva vrcholy i,j € G(A) su
vysoko-spojené, zapisujeme i =, j, ak i a j leZia na spolocnom cykle c
s priemernou vahou w(c) = A(A). Poddigrafy generované triedami ekvivalen-
cie reflexivneho uzdveru =5, nazgvame vysoko sidvislé komponenty G(A).
Mnozinu vsetkijch vysoko suvislych komponentov G(A) oznacme HCC(G(A)).
K € HCC(G(A)) sa nazjva trividlnym, ak K neobsahuje cyklus kladnej dlzky
s priemernou vahou rovnou A(A). MnoZinu vsetkijch netrivialnych vysoko si-
vislych komponentov oznacujeme HCC*(G(A)). Pre kazdy K € HCC(G(A))
definujme vysoku periddu K ako

hper(K) = nsd{|c|; ¢ je cyklus v IC, |c| > 0, w(c) = A(A) }. (44)
Ak K je trividlny, tak hper(K) = 0.

Priklad 8.4.1 Ndjdime vysokosuvislé komponenty digrafu zodpovedajiceho
matict

e —2 € € € €

2 € 3 E € €

€ € € 0 ¢ ¢
A=

€ el —1 e 1 0

€ | —1 € € ¢

€ € e —1 ¢ ¢

Riesenie. Digraf G(A) zodpovedajici matici je na obrézku (vid obr. [9)).

Obr. 9: Digraf G(A)

Na zaklade prikladu vieme, ze digraf obsahuje tri vysoko sivislé kom-
ponenty. Komponenty Ky a Ky generované mnozinami vrcholov K; = {1,2}
a Ky = {3,4,5} obsahuju kriticky cyklus, st teda netrividlne. Komponent
K3 generovany mmnozinou vrcholov K3 = {6} neobsahuje kriticky cyklus, je
teda trivialny. Q
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Uvazujme teraz vSeobecny pripad reducibilnej matice, ktorej digraf ob-
sahuje cykly roznej vahy. Nasledujtica veta formuluje nutni a postacujicu
podmienku periodickosti matice v max-plus algebre (vid [14]).

Veta 8.3 Nech A € R*(n,n). Potom si nasledujice podmienky ekvivalentné
(i) A je takmer periodickd,
(it) (VK € SCC*(G(A))) A(K) = 0.

Len dizky kritickych cyklov maji vplyv na velkost periédy. Periéda matice
sa preto vypocita na zaklade peridéd vysoko suvislych komponentov zodpo-
vedajuceho digrafu.

Veta 8.4 Nech A € R*(n,n) je takmer periodickd. Potom
per(A) = nsn { hper(K); K € HCC*(G(A)) }. (45)

Priklad 8.4.2 Overme periodickost matice z prikladu[8.4.1] a v kladnom pri-
pade vypocitajme periodu matice.

Riesenie. Digraf obsahuje dva silne sivislé komponenty. Oba st netrivialne
a ich maximalna priemerna vaha cyklov je rovna 0. Matica je teda podla
vety [8.3] takmer periodickd. Vypocitame vysoké peridédy netrividlnych vysoko
suvislych komponentov podla vztahu . Pre komponent Ky = {1,2} je
hper(K;) = 2 a pre komponent Ky = {3,4,5} je hper(Ky) = 3. Nakoniec
vypocitame periédu matice podla vztahu (45])

per(A) = nsn { hper(K); £ € HCC*(G(A)) } =nsn{2,3} = 6.
Q©

Nasledujuci algoritmus na overenie nutnej a postacujicej podmienky peri-
odickosti a vypocet periody matice v kladnom pripade je zaloZeny na vete 8.3
a vete 8.4/ a m4 vypoctovii zlozitost O(n?).

ALGORITMUS NA OVERENIE PERIODICKOSTI A VYPOCET PERIODY MATICE

(i) pouzijeme ALGORITMUS SILNE SUVISLE KOMPONENTY na najdenie
silne suvislych komponentov pomocou Floydovho-Warshallovho algo-
ritmu,

(ii) vypocitame A(K) kazdého netrividlneho silne stvislého komponentu
pomocou Karpovho algoritmu a overime, ¢i A(K) = 0,

(iii) ndjdeme netrividlne vysoko stvislé komponenty a vypocitame ich vy-
soké periédy pomocou Gavalcovho algoritmu (vid poznamku [8.1)),
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(iv) vypocitame per(A) podla formuly ako najmensi spolo¢ny nasobok
vysokych peridd vsetkych netrividlnych vysoko stuvislych komponentov
s pouzitim Euclidovho algoritmu na vypocet najvacsieho spolo¢ného
delitela nsd{a, b} a
ab

nsn{a, b} = m

Poznamka 8.1 Gavalcov algoritmus je zaloZeny na dvoch tvrdeniach. Prvé
z nich hovort, Ze vysoka perioda vysoko suvislého komponentu nie je ovplyv-
nend hranami, ktoré neleZia na Ziadnom kritickom cykle (cykle vdhy 0).
Druhé tvrdenie hovori, Ze ak kazdd hrana vysoko suvislého komponentu leZi
na kritickom cykle, tak sa vysokd perioda komponentu rovnd periode kompo-
nentu. Z toho vyplyva, Ze vysoku periodu vysoko suvislého komponentu vypo-
citame tak, Ze vylucime hrany, ktoré neleZia na kritickom cykle a pomocou
Balcerovho- Veinottovho algoritmu vypocitame periodu takto vzniknutého di-

grafu.

8.5 Linearne periodické matice

Zovseobecnenim pojmu periodickosti matice, ktorej sme sa venovali v pred-
chadzajucich castiach kapitoly, je linearna periodickost matice v max-plus
algebre. Je to druh periodickosti, pri ktorom sa hodnoty v postupnosti opa-
kuji s urc¢itym pravidelnym prirastkom.

Definicia 8.5 Nech A € R*(n,n). Hovorime, zZe A je takmer linedrne
periodickd matica, ak pre vietky i, j je linedrne periodickd postupnost a;; =
(al(-;); reN"), ¢

(Ip € N*) (3R, € N) 3qi; € R*) (Vr > Ryy) a7 = all) + p x gy,
Najmensie p s touto vlastnostou nazgvame linedrnou periédou a;; a ozna-
cujeme lper(afj). Cislo qi; nazgvame linedrnym faktorom a;; a oznacu-
jeme lfac(a;;). Cislo R;j nazgvame linedrnym defektom a;; a oznacujeme
ldef(a;;). Linedrna periéda matice A je definovand ako

Iper(A) = nsn{Iper(a;;); 4,7 € N }.

Maticu lfac(A) = Q s q;; = lfac(aj;) nazjvame maticou linedrnych fak-
torov matice A. Cislo 1def(A) = max{R;;; i,j € N} nazjvame linedrnym
defektom matice A.

Periodickost je specialnym pripadom linearnej periodickosti. Vztah me-
dzi periodickostou matice na jednej strane a linearnou periodickostou matice
na strane druhej popisuje nasledujtca veta.
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Veta 8.5 Nech A € R*(n,n) je takmer periodickd matica s periédou per(A).
Potom A je takmer linedrne periodickd a plati

(i) lper(A) = per(A),
(77) tfac(A) =Q s q;; =0 prei,j € N.

Uvazujme v dalSom texte Specidlny pripad linearnej periodickosti, ked je
matica linearnych faktorov konstantna.

Veta 8.6 Nech A € R*(n,n). Potom si nasledujice podmienky ekvivalentné
(i) A je takmer linedrne periodickd alfac(A) = Q s ¢;; = AM(A) prei,j € N,
(ii) Ay = MA)™' ® A je takmer periodickd.

Navyse v kladnom pripade per(A,) = lper(A).

Ako dosledok vety [8.6) a vety [8.3] moZeme sformulovat nasledujicu nutni a
postacujucu podmienku linearnej periodickosti matice s konstantnou maticou
linedarnych faktorov.

Veta 8.7 Nech A € R*(n,n). Potom si nasledujice podmienky ekvivalentné
(i) A je takmer linedrne periodickd alfac(A) = Q s ¢;j = MA) prei,j € N,
(i7) (VKK € SCC*(G(A))) AMK) = A(A).

Ak matica A spliia podmienku z vety , ze maximélna priemerna vaha cyklu
kazdého netrivialneho silne stivislého komponentu je rovnd maximalnej prie-
mernej vahe cyklu matice A(A), tak A je takmer linedrne periodicka s kon-
stantnou maticou linearnych faktorov. Mozeme ju transformovat na maticu
Ay = VM1 (A) ® A. Vyslednd matica Ay je podla vety takmer periodicka
s periddou per(A,). Teda Iper(A) = per(A,).

Vypoctova zlozitost nasledujiceho algoritmu na overenie nutnej a posta-
Cujucej podmienky linedrnej periodickosti s konstatnou maticou linearnych
faktorov a na vypocet linedrnej periédy matice v kladnom pripade je O(n?).

ALGORITMUS NA OVERENIE LINEARNEJ PERIODICKOSTI A VYPOCET LINE-
ARNEJ PERIODY MATICE

(i) pouzijeme ALGORITMUS SILNE SUVISLE KOMPONENTY na najdenie
silne stvislych komponentov pomocou Floydovho-Warshallovho algo-
ritmu,

(ii) vypocitame A(K) kazdého netrividlneho silne sivislého komponentu
pomocou Karpovho algoritmu a overime, ¢i A(K) = A(A),
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(iii) transformujeme maticu Ay = \"'(A) ® A,

(iv) ndjdeme netrividlne vysoko sivislé komponenty G(A,) a vypocitame
ich vysoké periédy pomocou Gavalcovho algoritmu,

(v) vypocitame per(A,) podla formuly ako najmensi spolo¢ny nasobok
vysokych period vsetkych netrividlnych vysoko stuvislych komponentov
s pouzitim Euclidovho algoritmu na vypocet najvacsieho spolocného
delitela nsd{a, b} a
ab

nsn{a, b} = nsd{a, b}’
(vi) lper(A) = per(A,).

Priklad 8.5.1 Overme linedrnu periodickost s konstantnou maticou linedr-
nych faktorov matice A a v kladnom pripade vypocitajme linedrnu periodu
matice

e 0le € ¢ ¢

4 |5 € ¢ ¢

€ €le 2 ¢ ¢
A=

e €1 ¢ 3 2

e €|l € € ¢

e €le 1 e ¢

RieSenie. Podla prikladu digraf G(A) zodpovedajici matici obsahuje
dva netrividlne silne sivislé komponenty (vid obr.[10). Maximélna priemernd

~—~

4 1
O G2
S~ N~

Obr. 10: Digraf G(A)

vaha cyklov tychto silne suvislych komponentov je A(A) = 2. Matica je teda
takmer linedrne periodicka s konStantnou maticou linearnych faktorov ) =
(¢ij), ¢:; = 2. Transformujeme maticu na Ay = A\7'(4) ® A a dostdvame
takmer periodicktl maticu

e =2 € € € ¢
2 15 3 € € €
€ € € 0 ¢ ¢
Ay = e e|l=1 10
€ el —1 € € €
€ € e —1 ¢ ¢

z prikladu s per(A,) = 6. Podla vety [8.6 je Iper(A) = per(A4,) =6. Q



159

8.6 Ulohy

-

8.6 Ulohy

8.1 Pre nasledujice ireducibilné matice rozhodnite, ¢i je zodpovedajica ma-

tica Ay periodicka. Ak ano, najdite jej periodu.

8.2 Pre nasledujtce reducibilné matice rozhodnite, ¢i je zodpovedajica ma-

A(A) periodickd. Ak ano, ndjdite jej periodu.

tica Ay pre A
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4 21e ¢ 5 6|le ¢
4 41e ¢ 4 41¢ ¢
KA=\97—3 1| m) A=\ =135 |
1 €2 2 2 6|12 3
4 2le ¢ 5 6|le ¢
4 41e ¢ 4 41¢e ¢
)y A= e |3 4 | n) A= e €130
e |2 2 e €12 3

8.3 Pre reducibilné matice z cvifenia rozhodnite, ¢i si linedrne peri-
odické s konstantnou maticou linedrnych faktorov. Ak ano, najdite ich line-
arnu periodu a linearny faktor.

8.4 Pre nasledujiice reducibilné matice rozhodnite, ¢i je zodpovedajica ma-
tica Ay pre A = A\(A) periodickd. Ak dno, najdite jej peridédu.

3 4 5|¢ ¢ 1 6| ¢ ¢
€ 4 6|¢e ¢ 0 2l ¢ ¢
a) A=12 2 2|e ¢ |, e) A= ¢ 02 4 4 [,
1 ¢ €12 6 e ¢|/0 1 3
e 0 12 3 0 €12 € O
1 6l ¢ ¢
3 4 5le ¢ 0 3le & ¢
¢4 6le ¢ f)A=|102 4 3 |,
b) A= 2 2 2|e ¢ |, 1 0lo 1 3
1L e g4 3 e €|12 ¢ 0
e 0 (2 4
1 6|ele ¢ ¢
3 4 5le ¢ 0 2|e|e € ¢
c 4 6le & o) A= 513555’
c) A=12 2 2|e ¢ |, e ele|2 44
15546 e €/0]0 1 3
c 0 |2 4 e €le|2 ¢ 0
1 6 ele ¢ ¢
3 4 5le ¢ 0 2 4|e ¢ ¢
e 3 6l¢e ¢ e 1 3|e e ¢
d) A=]21 2|e e |, h) A= e e e|l 32|
e € 1|2 6 e € 0le 1 4
€ € |2 3 e € €12 0 1
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8.6 Ulohy
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8.5 Pre reducibilné matice z cvicenia rozhodnite, ¢i st linedrne peri-

odické s konstantnou maticou linearnych faktorov. Ak ano, najdite ich line-

arnu periodu a linearny faktor.

o
I
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d) per(A,) = 4.

b) per(A,) =1,

e) per(A,) =2,

a) per(A,) =2,

8.2

f) per(Ay) =2,

b) per(Ay) =2,

g) nie,

c) per(A,) =2,

h) nie,

d) per(A,) =2,
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1) nie,

i) nie,

m) nie,

j) nie,

n) nie.

k) nie,

8.3

qij = 3; h) nie;

2, lfac(A) :

a) Iper(A)

i) nie;

qij = 4;

= 2, lfac(A) :

b) lper(A)

j) nie;

¢ij = 6;

2, lfac(A) :

c) lper(A)

¢;; = 6; k) nie;

=2, lfac(A) :

d) Iper(A)

1) nie;

Gij =4

2, lfac(A) :

e) lper(A)

¢ij =3; m) nie;

= 2, lfac(A) :

f) lper(A)

n) nie.

g) nie;

8.4

g) per(Ay) =2,

a) per(A,) =2,

h) per(A,) =6,

b) per(A,) =1,

i) per(A4,) = 6,
.]) per(A,\) =1,
k) per(4,) =6,

c) per(Ay) =1,

d) per(A,) =6,

e) per(4,) = 2,

1) per(A,) =2.

f) per(Ay) =3,

8.5

qi; = 3,

2, lfac(A) :
3, lfac(A) :
6, lfac(A) :
1, lfac(A) :

g) Iper(A)
h) Iper(A)

=4,

2, lfac(A) : ¢

a) Iper(A)
b) Iper(A)
c) Iper(A)
d) Iper(A)

Gij = 3,

a5 =4,

1, lfac(A) :
1, lfac(A) :
6, lfac(A) :
2, lfac(A) :
3, lfac(A) :

qij = 3,

i) Iper(A)
j) lper(A)
k) lper(A)

qij = 4,

Qij = 9,

qij = 4,

6, lfac(A) : ¢;; =2,

2, lfac(A) :

qij = 3,

e) lper(A)
f) Iper(A)

¢ij = 2.

1) Iper(A)

qij = 3,



9 Robustné matice

9.1 Ciel kapitoly

Oboznamit sa s pojmom robustnost max-plus matice. Oboznamit sa s nut-
nymi a postacujucimi podmienkami robustnosti ireducibilnej aj reducibilnej
matice a efektivnymi algoritmami na overenie robustnosti.

9.2 Prehlad kapitoly v otazkach

e Definujte robustni maticu v max-plus algebre.

e Sformulujte nutni a postacujicu podmienku robustnosti ireducibilne;
matice a popiste algoritmus na jej overenie.

e Sformulujte nutni a postacujicu podmienku robustnosti reducibilne;j
matice a popiste algoritmus na jej overenie.

9.3 Pojem robustnosti matice v max-plus algebre

Pojem robustnosti matice je tizko spéaty s ustdlenym stavom diskrétneho dy-
namického systému a teda aj s pojmami vlastny vektor a periodickost matice
(vid predchadzajica kapitola). Pripomenme si, Ze systém je v ustdlenom
stave, ak existuje vektor x a hodnota A také, Ze je splnena rovnost

ARr=A®@x (46)

Definicia 9.1 Nech A € R*(n,n). Hovorime, Ze A je robustnd, ak pre kazdyj
vektor x € R*(n) existuje k € N také, Ze AF @ & je vlastngm vektorom matice
A, t. j. plati

A (A1) = @ (A*®2) (47)

Je teda zrejmé, ze diskrétne dynamické systémy reprezentované maticou
prechodu, ktora je robustna, maju tu vlastnost, Ze sa vzdy dostand skor ¢i
neskor do ustéleného stavu a to nezavisle na dlzke trvania jedného cyklu
na jednotlivych strojoch a c¢asu ich spustenia do prevadzky.

Priklad 9.3.1 Zistime, ¢i pre maticu A a vektor x sa systém dostane do ustd-
leného stavu

e 1 € 1
A= e e =1 |, z=1] 2
01 ¢ 3
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Riesenie. Jednd sa o ireducibilni maticu. Navyse hodnota A(A) = 0. Teda
ide o periodickti maticu. Kedze najvacsi spoloény delitel dlzok cyklov v kri-
tickom digrafe je rovny 1, periéda matice per(A) = 1. Po vypocte prvych
siestich mocnin matice zistime, Ze sa hodnoty stabilizovali:

01 0
A=A=] -1 0 -1
01 0

Overme, ¢i plati rovnost pre k = 5.

3
A (Aez)=| 2 | =)MA4) ® (A° ®@ ).

Cize nasli sme pre dany vektor = konstantu k = 5 takd, ze A*®@x je vlastnym
vektorom matice A. V)

Samozrejme nemdzeme bez uvedenia dalSich suvislosti na zdklade toho,
ze sa systém pri konkrétnom vektore dostal do ustaleného stavu, tvrdit, ze
dana matica je robustna. V dalsich castiach kapitoly sa zameriame postupne
na riesenie problematiky robustnosti matic a to najskor pre ireducibilné a
nasledne reducibilné matice.

9.4 Robustnost ireducibilnych matic

V tejto casti sa budeme zaoberat robustnostou ireducibilnej max-plus matice
(v1d Definicia . Uvazujme netrivialny pripad matice, ktora ma v kazdom
stlpei asportt Jednu kone¢ntt hodnotu. Takdto maticu budeme nazjvat stip-
covo - konecnd matica. Dosledkom toho je existencia konecénej maximélne;
priemernej vahy cyklu A(A).

Na zaklade vety [8.3] vety a faktu, ze periodickost matice je Special-
nym pripadom linearnej periodickosti matice v max-plus algebre je zrejmé,
7e kazd4 ireducibilng stlpcovo - koneéna matica je linedrne periodicka s kon-
Stantnou maticou linedrnych faktorov @ = (¢i;), ¢i; = A(A) a s linearnou
periédou Iper(A) = per(4,), kde Ay = A\(A) ' ® A.

Uvadzame nutnu a postacujicu podmienku robustnosti ireducibilnej ma-
tice (prispdsobent nasej terminolégii), ktort dokazal profesor Butkovic v [4].

Veta 9.1 Nech A € R*(n,n) je stlpcovo - konecnd ireducibilnd matica. A je
robustnd vtedy a len vtedy, ak lper(A) = 1.

Na zaklade tejto vety mézeme doplnif zaver prikladu [9.3.1] o tvrdenie,
ze dand matica je robustnd, t. j. nezalezi na volbe vektora x, aby sa systém
dostal do ustaleného stavu. Inymi slovami staci overit, Ze ireducibilnd matica
A je stlpcovo - konené a periéda matice Ay = A(A)™! ® A je rovné 1.
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Priklad 9.4.1 Zistime, ¢i ireducibilnd matica A je robustnd

A:

N O ™
w M W
oM = M

Riesenie. Jedna sa o ireducibilnt stlpcovo - konecéni maticu. Maximalna
priemerna vdaha cyklu je A(A) = 2. Upravou zadanej matice dostaneme ma-
ticu

e 3 ¢ e 1 ¢
A= NA)"'@A=2""'® e e 1 |=]¢e ¢ —1|,
2 3 ¢ 01 e
ktord je totoznd s maticou v priklade [0.3.1] Na zéklade vety zadand
matica je robustné. @

Priklad 9.4.2 Zistime, ¢i ireducibilndg matica A je robustnd

e 1 €
A=| e ¢ -1
0 0 €

RieSenie. Jednd sa o ireducibilnd stipcovo - kone¢ni maticu. Maximdalna
priemerna vaha cyklu je A(A) = 0. Teda ide o periodicki maticu. Zodpo-
vedajuci kriticky digraf obsahuje jediny elementarny cyklus dizky 3. Z toho
vyplyva, Ze peribda matice per(A) = 3. Na zdklade vety zadand matica
nie je robustna. @

9.5 Robustnost reducibilnych matic

Problematika robustnosti reducibilnych matic je rovnako ako problematika
vlastného problému reducibilnych matic zlozitejsia v porovnani s ireducibil-
nymi maticami. V kapitole Vlastny priestor reducibilnej matice sme sa veno-
vali spektréalnej teérii. Predstavili sme Frobeniov normélny tvar matice (vid
Deﬁnicia a zodpovedajuce triedy matice (vid Deﬁnicia. Specialnu po-
zornost sme venovali spektralnym triedam matice (vid Definicia . Pripo-
miname oznacenie T' = {1, 2, ..., t}. Ozna¢me dalej T; = {j € T'; N; — N;}.

V pripade ireducibilnych matic si autormi nutnej a postacujucej pod-
mienky robustnosti reducibilnych matic, ktori uvddzame (vid [4]), profesori
P. Butkovi¢, S. Gaubert a R. A. Cunningham-Green.

Veta 9.2 Nech A € R*(n,n) je stlpcovo - konecnd reducibilnd matica vo Fro-
beniovom mnormdlnom tvare. Nech Ny, Ns, ..., N; su triedy matice A. A je
robustna vtedy a len vtedy, ak platia nasledujice podmienky

(i) vsetky netrividlne triedy Ny, Na, ..., N; su spektrdlne,
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(it) ak pre i, j € T si N; a N; netrividlne triedy a t ¢ T; a j ¢ T;, tak
A(Aii) = MAjj),

(ii7) lper(A;;) =1 pre vsetky j € T.

Je potrebné uviest, Ze poslednd podmienka v horeuvedenej vete je vlastne
podmienkou z vety [9.1] kedZe blokové matice A;; reprezentuju silne sivislé
komponenty digrafu matice A a teda sa ireducibilné.

Priklad 9.5.1 Zistime, ¢i je dand matica A robustnd

3 0le ele ¢
2 3le ele ¢
5 €12 3|e ¢
A_€631€€
5 €le |1 2
e 412 1|4 2

Riesenie. Jedna sa o maticu vo Frobeniovom normalnom tvare. Kedze plati
AMA11) = MAg) = M(As3) = 3, tak je zrejmé, 7e st vietky triedy spektrilne.
Navyse je automaticky splnend aj druhd podmienka vety Teda v ta-
komto pripade staci overovat tretiu podmienku. Vzhladom na to, ze kritické
digrafy matic As, resp. Ass, obsahujt len jeden cyklus dizky 2, dostdvame
Iper(Ass) = Iper(Ass) = 2. Matica A nie je robustna. Q

V dalsich prikladoch sa budeme venovat vseobecnejsim pripadom redu-
cibilnych matic, menovite pripadom, ked ma matica viac ako jednu vlastnui
hodnotu.

Priklad 9.5.2 Zistime, ¢i je dand matica A robustnd

7 4
2 7.
7). .
4 7
A= 7T 2. .
410 5
S S T A I
1 0j.|. .. .2 4
2 2

Riesenie. Jedna sa o maticu vo Frobeniovom norméalnom tvare z prikladu
[7.5.4l Tam sme ukézali, ze vSetky triedy st netrividlne a spektrdlne. Z kon-
denzovaného digrafu (vid obr. je zrejmé, ze druha podmienka robust-
nosti splnend nie je. Plati totiz, ze 2 ¢ Ty = () a zéroveni 5 ¢ Ty = (), ale
AMAsz) = 7 # A(As5) = 3. Na zdklade vety [9.2)zadand matica nie je robustna.
@
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& &y
7

7 7

Obr. 11: Kondenzovany digraf

Priklad 9.5.3 Zistime, ¢i je dand matica A robustnd

7 4
2 7].
7.
47
A= S| T2 .
0 0. 4]0 4
T T s
1 0(0(0 .. .2 4
2 2

Riesenie. Modifikovali sme maticu z predchadzajiceho prikladu. Zmenili
sme hodnoty v matici As; a pridali hrany ag;, ags, ags a ags. Nadalej vSak
plati, Ze vSetky triedy st netrividlne a spektralne (vid obr. . Navyse dalsie
spojenia medzi triedami zabezpecili, Zze druha podmienka robustnosti splnena
tentokrat je. Kedze lper(Ass) = 2 ako aj lper(Ass) = 2 (kritické digrafy ob-
sahuju len cykly dizky dva), tak tretia podmienka splnend nie je. Na zaklade
vety zadand matica nie je robustna. @

3
&y

>
&

7

Obr. 12: Kondenzovany digraf

Staci mala modifikacia predchadzajiuceho prikladu a vysledok bude pozi-
tivny.
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Priklad 9.5.4 Zistime, ¢i je dand matica A robustnd

7 4
2 7.
7.
77
A= T2
0 .10 410 4
S O P I s T
1 0/0{0 .|. .]2 4
2 3

Riesenie. Zmenili sme hodnoty a4y a agy oproti predchadzajucemu pri-
kladu. Matica ostala vo Frobeniovom normélnom tvare. Zmeny neovplyv-
nili platnost prvej a druhej podmienky (kondenzovany digraf je rovnaky ako
v predchadzajicom priklade). Kedze ale v oboch kritickych digrafoch pri-
budli slucky, lper(A;;) = 1 pre vSetky i = 1, 2, ..., 5. Teda tretia podmienka
splnena tentokrat je. Na zaklade vety zadana matica je robustna. Q@

9.6 Ulohy
9.1 Zistite, ¢i su dané ireducibilné matice robustné.
—1 e —1 e 2 ¢
a) A= 0 -2 ¢ |, fy A= 4 ¢ 2|,
1 -4 -3 8 ¢ 2
2 -1 ¢
e 3 -1
A=[1 -1 &, g A=< L4,
3 0 ¢
2 € €
e 1 ¢
e -1 ¢ h) A= 5 ¢ 1|,
e 1

€ 1 € €

-2 =3 ¢ . e —1 e —1
e —1 2 |, -2 -2 -3 -4
1 -2 ¢ -3 € 2 =2
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9.4 Zistite, ¢i si dané reducibilné matice robustné.
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Vysledky:

9.1

¢) nie je robustna,

a) nie je robustnd,

d) nie je robustna,

b) nie je robustna,
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e) je robustnd, i) je robustna,

f) nie je robustna, j) nie je robustna,

g) je robustna, k) nie je robustn4,

h) je robustnd, 1) nie je robustna.
9.2

a) nie je robustna, g) nie je robustna,

b) je robustna, h) nie je robustna,

¢) je robustna, i) nie je robustna,

d) nie je robustn4, j) je robustnd,

e) nie je robustna, k) nie je robustn4,

f) nie je robustna, 1) nie je robustna.
9.3

nie je robustna, h) nie je robustna,

je robustnd, i) je robustna,

nie je robustni, o )

j) je robustna,
. ) k) nie je robustna,
nie je robustna,

nie je robustna,

)
)
)

d) nie je robustna,
)
) je robustné, )
)

g) je robustna, m) nie je robustna.

nie je robustna, e) je robustna,

) )

b) nie je robustna, f) je robustna,
) nie je robustna, g) je robustna,
) )

nie je robustna, h) je robustna.
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clear all;

close all;

%vstupne hodnoty

A = input(’Zadaj maticu:’);

p = input(’Zadaj pocet etap:’);
Ad = input(’Zadaj t vektor:’);
n = length(A);

x=diag(A);

x=x+Ad;

[m,r]=size(A);

[s]l=length(x);

p=p-1;
X=[x];

C(m,m,p) = zeros;

D = inf(m,1);
J%vypocet vzostupneho orbitu X + zapamatanie co z coho vzniklo
for h=1:p
for i=1:s
B (i,1) = [-inf];
end
for i=1:m
1=1;
for k=1:r
if(1>1)
if(DA-D<(AE, k) +x(k,1)))
c(i,1,h) = 0;
1=1-1;
end
end

if(B(i,1)<(A(d,k)+x(k,1)))
C(i,1,h) = k;

end

if(B(i,1) == -inf)
B(i,1)= -1000;

end

if(B(i,1)==(A(i,k)+x(k,1)))
D(1) = B(i,1);
1 = 1+1;
C(i,1,h) = k;

end

B(i,1)= max(B(i,1),A(i,k)+x(k,1));

end
end
x=B;
X = [X,x];
end

%vypocet zostupneho orbitu Y
H=-A’;

y=x;





Y=[x];

for h=1:p
for i=1:m
for j=1:r
for k=1:r
B(i,k)=min(H(i,k)+x(k,1));
end
end
end
x(1:1)=min(B, [1,2) ;
Y = [x,Y];
end

%vypocet kritickych stavov
Z=Y-X;

%vykreslenie orbitov X a Y
dlzka = 400/ (p+1);
subplot(2,2,1);
title(’Vzostupny orbit’);
for i = 0:p
for j = 0:n-1
text (40+(dlzka/2+d1lzka*i) ,40+(dlzka/2+dlzka*j) ,num2str(X(n-j,i+1)), ’FontSize’,50/(p+1));
end;
end;
axis ([0 500 0 500]);
set(gca, ’xtick’, [1, ’ytick’, [1);
set(gca, ’xcolor’, ’w’, ’ycolor’, ’w’);
subplot(2,2,2);
title(’Zostupny orbit’);
for i = 0:p
for j = 0:n-1
text (40+(dlzka/2+d1lzka*i) ,40+(dlzka/2+dlzka*j) ,num2str(Y(n-j,i+1)), ’FontSize’,50/(p+1));
end;
end;
axis ([0 500 0 500]);
set(gca, ’xtick’, [1, ’ytick’, [1);
set(gca, ’xcolor’, ’w’, ’ycolor’, ’w’);
subplot(2,2,3:4);
title(’Kriticky diagram’);
for i = 0:p
for j = 0:n-1
if (X(n-j,i+1)== Y(n-j,i+1))
text (50+(dlzka/2+d1lzka*i) ,50+(dlzka/2+d1lzka*j) ,num2str (X(n-j,i+1)), ’FontSize’,50/p, ’Color’,’r’);
else
text (50+(dlzka/2+dlzka*i) ,50+(d1lzka/2+dlzka*j) ,num2str(X(n-j,i+1)),’FontSize’,50/p);
end;
end;
end;

%vykreslenie useciek v kritickom diagrame
for i=p:-1:1
for j=1:m
if(Z(j,i+1) == 0)





for k=1:m
if(C(j,k,1i)"=0)
sipka([75+(d1lzka/2+dlzka*(i-1)) 50+(dlzka/2+dlzka*(m-C(j,k,i)))],
[45+(dlzka/2+d1lzka*i) 50+(dlzka/2+dlzkax(m-j))]1);
end
end
end
end
end
axis ([0 500 0 500]);
set(gca, ’xtick’, [1, ’ytick’, [1);
set(gca, ’xcolor’, ’w’, ’ycolor’, ’w’);








dds.m

clear all;

close all;

%vstupne hodnoty

A = input('Zadaj maticu:');

p = input('Zadaj pocet etap:');

Ad = input('Zadaj t vektor:');

n = length(A);

x=diag(A);

x=x+Ad;

[m,r]=size(A);

[s]=length(x);



p=p-1;

X=[x];



C(m,m,p) = zeros;



D = inf(m,1);

%vypocet vzostupneho orbitu X + zapamatanie co z coho vzniklo

for h=1:p

    for i=1:s

    B (i,1) = [-inf];

    end

    for i=1:m

            l = 1;

           for k=1:r

               if(l>1)

                   if(D(l-1)<(A(i,k)+x(k,1)))

                       C(i,l,h) = 0;

                       l = l-1;

                   end

               end

               if(B(i,1)<(A(i,k)+x(k,1)))

                  C(i,l,h) = k;

               end

               if(B(i,1) == -inf)

                   B(i,1)= -1000;

               end

               if(B(i,1)==(A(i,k)+x(k,1)))

                     D(l) = B(i,1);

                     l = l+1;

                     C(i,l,h) = k;

               end



              B(i,1)= max(B(i,1),A(i,k)+x(k,1));

              

             

           end

    end

         x=B;

         

    X = [X,x];

end



%vypocet zostupneho orbitu Y

H=-A';

y=x;

Y=[x];



for h=1:p

        for i=1:m

            for j=1:r

                for k=1:r

                    B(i,k)=min(H(i,k)+x(k,1));

                end

            end

        end

        x(1:i)=min(B,[],2) ; 

        Y = [x,Y];

end



%vypocet kritickych stavov

Z=Y-X;



%vykreslenie orbitov X a Y

dlzka = 400/(p+1);

subplot(2,2,1);

title('Vzostupny orbit');

for i = 0:p

    for j = 0:n-1

text(40+(dlzka/2+dlzka*i),40+(dlzka/2+dlzka*j),num2str(X(n-j,i+1)),'FontSize',50/(p+1));

    end;

end;

axis([0 500 0 500]);

set(gca, 'xtick', [], 'ytick', []);

set(gca, 'xcolor', 'w', 'ycolor', 'w');

subplot(2,2,2);

title('Zostupny orbit');

for i = 0:p

    for j = 0:n-1

text(40+(dlzka/2+dlzka*i),40+(dlzka/2+dlzka*j),num2str(Y(n-j,i+1)),'FontSize',50/(p+1));

    end;

end;

axis([0 500 0 500]);

set(gca, 'xtick', [], 'ytick', []);

set(gca, 'xcolor', 'w', 'ycolor', 'w');

subplot(2,2,3:4);

title('Kriticky diagram');

for i = 0:p

    for j = 0:n-1

        if(X(n-j,i+1)== Y(n-j,i+1))

text(50+(dlzka/2+dlzka*i),50+(dlzka/2+dlzka*j),num2str(X(n-j,i+1)),'FontSize',50/p,'Color','r');

        else

text(50+(dlzka/2+dlzka*i),50+(dlzka/2+dlzka*j),num2str(X(n-j,i+1)),'FontSize',50/p);

        end;

    end;

end;







%vykreslenie useciek v kritickom diagrame

for i=p:-1:1

    for j=1:m

        if(Z(j,i+1) == 0)

            for k=1:m

                if(C(j,k,i)~=0)

                sipka([75+(dlzka/2+dlzka*(i-1)) 50+(dlzka/2+dlzka*(m-C(j,k,i)))],

                      [45+(dlzka/2+dlzka*i) 50+(dlzka/2+dlzka*(m-j))]);

                end

            end

        end

    end

end

axis([0 500 0 500]);

set(gca, 'xtick', [], 'ytick', []);

set(gca, 'xcolor', 'w', 'ycolor', 'w');






floyd_warshall.m

function [D]=floyd_warshall(A);

m=size(A,1);

for k=1:m;

    for i=1:m;

        for j=1:m;

            if (i==k) || (j==k)

                D(i,j)=A(i,j);

            else

                D(i,j)=max(A(i,j),A(i,k)+A(k,j));

                A(i,j)=D(i,j);

           end;

        end;

        

    end;    

end;

end

















FW.m

function [ delta ] = Floyd( matrix )

D1=matrix;
n=max(size(matrix));
for k=1:n
    for i=1:n
        for j=1:n
            if i==k | j==k
                D2(i,j)=D1(i,j);
            else
                D2(i,j)=max(D1(i,j),(D1(i,k)+D1(k,j)));
            end
        end
    end
    D1=D2;
    D2=[];
end
delta=D1;
end







HCC.m

deltaD=FW(D);

mat2=deltaD;



vyhovuje=[];

vrcholy=[];

komp_Hi=0;

poz_vyhovuje=1;



rozmer_m2=max(size(mat2));

q=1;

vortexes=1:rozmer_m2;   %zoznam vrcholov matice



while rozmer_m2>0 && q<=rozmer_m2

    for j=1:max(size(mat2))

        if mat2(q,j) + mat2(j,q)==0

            vyhovuje(poz_vyhovuje)=j;   %vrcholy vyhovujuce podmienke

            poz_vyhovuje=poz_vyhovuje+1;

        end

    end

    

    if length(vyhovuje)>=1

        HCCflag=1;

        komp_Hi=komp_Hi+1;

        vyhovuje=sort(vyhovuje);

        odstranit=sort(vyhovuje,'descend');   

    

        for i=1:length(vyhovuje)        %zoznam vrcholov komponentu

            vrcholy(i)=vortexes(vyhovuje(i));

        end

              

        for i=1:length(odstranit)       %mazanie vrcholov komponentu zo zoznamu vrcholov matice

            vortexes(odstranit(i))=[];

        end

        

        H=D([vrcholy],[vrcholy]);

        HD=deltaD([vrcholy],[vrcholy]);

        HA=A([vrcholy],[vrcholy]);

        

        for k=1:length(odstranit)          %mazanie stlpcov a riadkov

            z=odstranit(k);

            mat2(:,z)=[];

            mat2(z,:)=[];

        end

        

        rozmer_H=size(H);

        Wi=mat2cell(vrcholy,1,length(vrcholy));

        cW{1,komp_Hi}=Wi;

        Hi=mat2cell(H,rozmer_H(1),rozmer_H(2));

        cHCC{1,komp_Hi}=Hi;    

        Hi=[];

        

        rozmer_HD=size(HD);

        HDi=mat2cell(HD,rozmer_HD(1),rozmer_HD(2));

        cHCCD{1,komp_Hi}=HDi;     

        HDi=[];

        

        rozmer_HA=size(HA);

        HAi=mat2cell(HA,rozmer_HA(1),rozmer_HA(2));

        cHCCA{1,komp_Hi}=HAi;     

        HAi=[];

        

        q=1;

    else

        q=q+1;

    end

    poz_vyhovuje=1;

    vyhovuje=[];

    odstranit=[];

    vrcholy=[];

    rozmer_m2=max(size(mat2));   

end








hper.m

function [ per_H ] = Balcer( VSK, HD )

%odstranenie hran, ktore nie su obsiahnute v kritickom cykle
H=VSK;
for i=1:max(size(HD))
   for j=1:max(size(HD))
       if VSK(i,j)-HD(i,j)<0
           H(i,j)=-inf;
       end
   end
end
        
vrchol=1;    
w=0;     
counter=0;
poz_r=1;
poz_c1=1;
slucka=0;
per_H=0;

%tvorba matice H0
H0=H;    
for i=1:max(size(H))
    for j=1:max(size(H))
        if H(i,j) ~= -inf
           H0(i,j)=0;
        end
    end
end

while vrchol~=w && slucka~=1 && counter < max(size(H0))
    riadok=[];
   
    for k=1:max(size(H))   
        if H0(k,k)==0
           slucka=1;
        end
    end
                
    if slucka==1        %kontrola sluciek v digrafe
        break
    end
    
    for k=1:max(size(H))    
        if H0(vrchol,k)==0
           riadok(poz_r)=k;
           poz_r=poz_r+1;
        end
    end


if length(riadok)>1    %ak dochadza k zlepeniu
    min_r=min(riadok);     
    w=vrchol;
    ciel1=[];
        
    
    
  
    for i=1:length(riadok)      %do ktorych vrcholov sa viem dostat z vrcholov v "riadku"
        for j=1:max(size(H))
            if H0(riadok(i),j)==0
                ciel1(poz_c1)=j;
                poz_c1=poz_c1+1;
            end
        end
    end
    
    
    for i=1:length(riadok)     
        for j=1:length(ciel1)
            if riadok(i)==ciel1(j)
                H0(min_r,min_r)=0;
            end
        end
    end
        
    for i=1:length(ciel1)       
        H0(min_r,ciel1(i))=0;
    end

                            %z ktorych vrcholov sa viem dostat do vrcholov v "riadok"
    for i=2:length(riadok)
        for j=1:max(size(H0))
            if H0(j,riadok(i))==0
                H0(j,min_r)=0;
            end
        end
    end
    
    
    for i=2:length(riadok)      %mazanie stlpcov a riadkov
        riadok(i);
        H0(riadok(i),:)=-inf;
        H0(:,riadok(i))=-inf;
    end
    H0
    vrchol=min_r;
    poz_r=1;
    poz_c1=1;
    counter=0;
    
else        
        
    vrchol=vrchol+1;
    riadok=[];
    poz_r=1;
    poz_c1=1;
    counter=counter+1;
    
end

if vrchol==max(size(H0))    %presli sme vsetky vrcholy matice
   vrchol=1;
end

end

for i=1:max(size(H0))
    for j=1:max(size(H0))
        if H0(i,j)==0
            per_H=per_H+1;
        end
    end
end

if slucka==1
    per_H=1;
end
            

end







karpov.m

function [ Lambda_K ] = karpov( K )

poz_x=1;
poz_y=1;
x=[];
p=max(size(K));
K1=K(:,1);
Karp=K1;

for i=1:p
    for j=1:p
        stlpec(j)=max(K(j,:)+K1');
    end
    K1=stlpec';
    Karp=[Karp K1];
end


n=min(size(Karp));

for i=1:n
    for j=1:n
        if Karp(i,n+1) ~= -inf && Karp(i,j) ~= -inf
            x(poz_x)=(Karp(i,n+1)-Karp(i,j))/(n+1-j);
            poz_x=poz_x+1;
        end
        
    end
            
    EX=isempty(x);   
    if EX==0
       y(poz_y)=min(x);
       poz_y=poz_y+1;
    end
    x=[];
    poz_x=1;
end

Lambda_K=max(y);

end







lper.fig





lper.m

function varargout = lper(varargin)
% LPER M-file for lper.fig
%      LPER, by itself, creates a new LPER or raises the existing
%      singleton*.
%
%      H = LPER returns the handle to a new LPER or the handle to
%      the existing singleton*.
%
%      LPER('CALLBACK',hObject,eventData,handles,...) calls the local
%      function named CALLBACK in LPER.M with the given input arguments.
%
%      LPER('Property','Value',...) creates a new LPER or raises the
%      existing singleton*.  Starting from the left, property value pairs are
%      applied to the LPER before lper_OpeningFcn gets called.  An
%      unrecognized property name or invalid value makes property application
%      stop.  All inputs are passed to lper_OpeningFcn via varargin.
%
%      *See LPER Options on GUIDE's Tools menu.  Choose "LPER allows only one
%      instance to run (singleton)".
%
% See also: GUIDE, GUIDATA, GUIHANDLES

% Edit the above text to modify the response to help lper

% Last Modified by GUIDE v2.5 25-Feb-2014 10:02:03

% Begin initialization code - DO NOT EDIT
gui_Singleton = 1;
gui_State = struct('gui_Name',       mfilename, ...
                   'gui_Singleton',  gui_Singleton, ...
                   'gui_OpeningFcn', @lper_OpeningFcn, ...
                   'gui_OutputFcn',  @lper_OutputFcn, ...
                   'gui_LayoutFcn',  [] , ...
                   'gui_Callback',   []);
if nargin && ischar(varargin{1})
    gui_State.gui_Callback = str2func(varargin{1});
end

if nargout
    [varargout{1:nargout}] = gui_mainfcn(gui_State, varargin{:});
else
    gui_mainfcn(gui_State, varargin{:});
end
% End initialization code - DO NOT EDIT


% --- Executes just before lper is made visible.
function lper_OpeningFcn(hObject, eventdata, handles, varargin)
% This function has no output args, see OutputFcn.
% hObject    handle to figure
% eventdata  reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles    structure with handles and user data (see GUIDATA)
% varargin   command line arguments to lper (see VARARGIN)

% Choose default command line output for lper
handles.output = hObject;

% Update handles structure
guidata(hObject, handles);

% UIWAIT makes lper wait for user response (see UIRESUME)
% uiwait(handles.figure1);


% --- Outputs from this function are returned to the command line.
function varargout = lper_OutputFcn(hObject, eventdata, handles) 
% varargout  cell array for returning output args (see VARARGOUT);
% hObject    handle to figure
% eventdata  reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles    structure with handles and user data (see GUIDATA)

% Get default command line output from handles structure
varargout{1} = handles.output;



function vstup_Callback(hObject, eventdata, handles)
% hObject    handle to vstup (see GCBO)
% eventdata  reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles    structure with handles and user data (see GUIDATA)

% Hints: get(hObject,'String') returns contents of vstup as text
%        str2double(get(hObject,'String')) returns contents of vstup as a double


% --- Executes during object creation, after setting all properties.
function vstup_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)
% hObject    handle to vstup (see GCBO)
% eventdata  reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles    empty - handles not created until after all CreateFcns called

% Hint: edit controls usually have a white background on Windows.
%       See ISPC and COMPUTER.
if ispc && isequal(get(hObject,'BackgroundColor'), get(0,'defaultUicontrolBackgroundColor'))
    set(hObject,'BackgroundColor','white');
end

clear all
clc


% --- Executes on button press in push_scc.
function push_scc_Callback(hObject, eventdata, handles)

clc
handles = guidata(hObject);


SCCflag=0;
errormat=[];
inf_test=0;
A=[];
set(handles.uitable1,'Data', errormat);
set(handles.pushbutton5,'Enable','off');

A=get(handles.vstup, 'String'); %Vstup a prevod
A=str2num(A);

if size(A,1)==size(A,2)
for i=1:max(size(A))
    for j=1:max(size(A))
        if A(i,j)==inf
            inf_test=1;
        end
    end
end
end

if max(size(A))==0 | length(unique(size(A)))~=1 | inf_test==1 | size(A,1)~=size(A,2) 
    set(handles.text6,'String','Chyba - Skontrolujte zadanú maticu!');
    set(handles.text4,'String', '');
    set(handles.uitable1,'Data', errormat);
    set(handles.pushbutton5,'Enable','off');
      
else
    set(handles.pushbutton5,'Enable','on');
    handles.A=A;
    set(handles.text6,'String','');
    
SCCflag=0;      %SCC zaciatok

A0=A;                  %tvorba matice A0
for i=1:max(size(A))            
    for j=1:max(size(A))
        if A(i,j) ~= -Inf
            A0(i,j)=0;
        else
        end
    end  
end

deltaA0=FW(A0);       %Floyd-Warshallov algoritmus pre A0

mat1=deltaA0;  
vyhovuje=[];   
vrcholy=[];
komp_Ki=0;     %index kompoentu
poz_vyhovuje=1;
rozmer_m1=max(size(mat1));
q=1;
vortexes=1:rozmer_m1;   %zoznam vrcholov matice

while rozmer_m1>0 && q<=rozmer_m1
    
    for j=1:rozmer_m1    
        if mat1(q,j)==0 && mat1(j,q)==0
            vyhovuje(poz_vyhovuje)=j;           %vrcholy vyhovujuce podmienke
            poz_vyhovuje=poz_vyhovuje+1;
        end
    end
    
    if length(vyhovuje)>=1   
        SCCflag=1;
        komp_Ki=komp_Ki+1;
        
        vyhovuje=sort(vyhovuje);
        odstranit=sort(vyhovuje,'descend');   
                   
        for i=1:length(vyhovuje)        %zoznam vrcholov komponentu
            vrcholy(i)=vortexes(vyhovuje(i));
        end
              
        for i=1:length(odstranit)       %zmazanie vrcholov komonentu zo zoznamu vrcholov matice
            vortexes(odstranit(i))=[];
        end
               
        K=A([vrcholy],[vrcholy]);   %tvorba matice K
        
        for k=1:length(odstranit)      %mazanie stlpcov a riadkov
            z=odstranit(k);
            mat1(:,z)=[];
            mat1(z,:)=[];
        end
        
        rozmer_K=size(K);
        Vi=mat2cell(vrcholy,1,length(vrcholy));
        cV{1,komp_Ki}=Vi;
        Ki=mat2cell(K,rozmer_K(1),rozmer_K(2));
        cSCC{1,komp_Ki}=Ki;     
        Ki=[];
        q=1;
    else
        q=q+1;
    end
    poz_vyhovuje=1;
    vyhovuje=[];
    odstranit=[];
    vrcholy=[];
    rozmer_m1=max(size(mat1));
end

%SCC koniec

if SCCflag==1
    set(handles.pushbutton5,'Enable','on');
    set(handles.uitable1,'Data', cell2mat(cSCC{1,1}), 'ColumnWidth', {50});
    
    v_Ki=cell2mat(cV{1,1});
    ii=num2str(v_Ki(1));
    jj=num2str(v_Ki);
    set(handles.uitable1,'Data', cell2mat(cSCC{1,1}), 'ColumnWidth', {50});
    set(handles.text4,'String', ['Silne súvislý komponent K',ii]);
    vypis=['Komponent K',ii,' pozostáva z vrcholov: '];
    for i=1:length(v_Ki)
        vypis=[vypis,num2str(v_Ki(i)),',',' '];
    end
    set(handles.text6,'String',vypis);
                 
    handles.pocet_K=komp_Ki;
    handles.cSCC=cSCC;
    handles.cV=cV;
    handles.flag2=1;
    handles.switch=2;
else
    set(handles.pushbutton5,'Enable','off');
    set(handles.text6,'String','Digraf asociovaný so zadanou maticou neobsahuje netriviálne silne súvislé komponenty');
    set(handles.text4,'String', 'Zadaná matica');
    set(handles.uitable1,'Data', handles.A, 'ColumnWidth', {50});
end


guidata(hObject, handles);
end

% hObject    handle to push_scc (see GCBO)
% eventdata  reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles    structure with handles and user data (see GUIDATA)


% --- Executes on button press in push_hcc.
function push_hcc_Callback(hObject, eventdata, handles)

clc
handles = guidata(hObject);

SCCflag=0;
HCCflag=0;
errormat=[];
inf_test=0;
A=[];
set(handles.uitable1,'Data', errormat);
set(handles.pushbutton5,'Enable','off');

A=get(handles.vstup, 'String'); %Vstup a prevod
A=str2num(A);

if size(A,1)==size(A,2)
for i=1:max(size(A))
    for j=1:max(size(A))
        if A(i,j)==inf
            inf_test=1;
        end
    end
end
end

if max(size(A))==0 | length(unique(size(A)))~=1 | inf_test==1 | size(A,1)~=size(A,2) 
    set(handles.text6,'String','Chyba - Skontrolujte zadanú maticu!');
    set(handles.text4,'String', '');
    set(handles.uitable1,'Data', errormat);
    set(handles.pushbutton5,'Enable','off');
    

else
    set(handles.pushbutton5,'Enable','on');
    handles.A=A;
    set(handles.text6,'String','');
    
%HCC zaciatok
SCC;

if SCCflag==1
   Lambdy=[];
   %Karpov algoritmus
   poz_lam=1;      
   for i=1:komp_Ki
      SSK=cell2mat(cSCC{1,i});
      Lambda_K=karpov(SSK); 
      Lambdy(poz_lam)=Lambda_K;
      poz_lam=poz_lam+1;
   end
     
     Lambda_A=max(Lambdy);
     for i=1:max(size(A))
        for j=1:max(size(A))
            D(i,j)=A(i,j)-Lambda_A;
        end
     end
     
     HCC;
     
     if HCCflag==1
         set(handles.pushbutton5,'Enable','on');
         set(handles.uitable1,'Data', cell2mat(cHCCA{1,1}), 'ColumnWidth', {50});
    
         v_Hi=cell2mat(cW{1,1});
         ii=num2str(v_Hi(1));
         jj=num2str(v_Hi);
         set(handles.uitable1,'Data', cell2mat(cHCCA{1,1}), 'ColumnWidth', {50});
         vypis=['Komponent K',ii,' pozostáva z vrcholov: '];
            for i=1:length(v_Hi)
                vypis=[vypis,num2str(v_Hi(i)),',',' '];
            end
         set(handles.text4,'String', ['Vysoko súvislý komponent K',ii]);
         set(handles.text6,'String',vypis);
    
            
         handles.pocet_H=komp_Hi;
         handles.cHCCA=cHCCA;
         handles.cW=cW;
         handles.flag2=2;
         handles.switch=2;
      else
         set(handles.pushbutton5,'Enable','off');
         set(handles.text6,'String','Digraf asociovaný so zadanou maticou neobsahuje netriviálne vysoko súvislé komponenty');
         set(handles.text4,'String', 'Zadaná matica');
         set(handles.uitable1,'Data', handles.A, 'ColumnWidth', {50});
      end
   
else
   set(handles.pushbutton5,'Enable','off');
   set(handles.text6,'String','Digraf asociovaný so zadanou maticou neobsahuje netriviálne vysoko súvislé komponenty');
   set(handles.text4,'String', 'Zadaná matica');
   set(handles.uitable1,'Data', handles.A, 'ColumnWidth', {50});
end

guidata(hObject, handles);

end

% hObject    handle to push_hcc (see GCBO)
% eventdata  reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles    structure with handles and user data (see GUIDATA)


% --- Executes on button press in pushbutton5.
function pushbutton5_Callback(hObject, eventdata, handles)


        
        if handles.flag2==1
            if handles.switch>handles.pocet_K
                set(handles.text4,'String', 'Zadaná matica');
                set(handles.uitable1,'Data', handles.A, 'ColumnWidth', {50}); 
                set(handles.text6,'String','');
                handles.switch=1;
            else
            
                v_Ki=cell2mat(handles.cV{1,handles.switch});
                ii=num2str(v_Ki(1));
                jj=num2str(v_Ki);
                set(handles.uitable1,'Data', cell2mat(handles.cSCC{1,handles.switch}), 'ColumnWidth', {50});
                set(handles.text4,'String', ['Silne súvislý komponent K',ii]);
                vypis=['Komponent K',ii,' pozostáva z vrcholov: '];
                    for i=1:length(v_Ki)
                        vypis=[vypis,num2str(v_Ki(i)),',',' '];
                    end
                set(handles.text6,'String',vypis);
                handles.switch=handles.switch+1;
            end
            
        else if handles.flag2==2
            if handles.switch>handles.pocet_H
                set(handles.text4,'String', 'Zadaná matica');
                set(handles.uitable1,'Data', handles.A, 'ColumnWidth', {50}); 
                set(handles.text6,'String','');
                handles.switch=1;
            else
            
                v_Hi=cell2mat(handles.cW{1,handles.switch});
                ii=num2str(v_Hi(1));
                jj=num2str(v_Hi);
                set(handles.uitable1,'Data', cell2mat(handles.cHCCA{1,handles.switch}), 'ColumnWidth', {50});
                set(handles.text4,'String', ['Vysoko súvislý komponent K',ii]);
                vypis=['Komponent K',ii,' pozostáva z vrcholov: '];
                    for i=1:length(v_Hi)
                        vypis=[vypis,num2str(v_Hi(i)),',',' '];
                    end
                set(handles.text6,'String',vypis);
                handles.switch=handles.switch+1;
            end
            else if handles.flag2==3
                    if handles.mA==1
                        set(handles.text4,'String', 'Zadaná matica');
                        set(handles.uitable1,'Data', handles.A, 'ColumnWidth', {50}); 
                        set(handles.text6,'String', handles.vystup);
                        %set(handles.text6,'String','');
                        handles.switchH=inf;
                        handles.switchK=inf;
                        handles.mA=0;
                    end
                    if handles.SCCflag==1
                        if handles.HCCflag==1
                            if handles.switchK~=inf
                                if handles.switchK>handles.pocet_K
                                    v_Hi=cell2mat(handles.cW{1,handles.switchH});
                                    ii=num2str(v_Hi(1));
                                    jj=num2str(v_Hi);
                                    pp=num2str(handles.periody(handles.switchH));
                                    set(handles.uitable1,'Data', cell2mat(handles.cHCCA{1,handles.switchH}), 'ColumnWidth', {50});
                                    vypis=['Komponent K',ii,' pozostáva z vrcholov: '];
                                    for i=1:length(v_Hi)
                                        vypis=[vypis,num2str(v_Hi(i)),',',' '];
                                    end
                                    set(handles.text4,'String', ['Vysoko súvislý komponent K',ii]);
                                    set(handles.text6,'String',{vypis;['vysoká perióda komponentu je: ',pp]});
                                    handles.switchH=handles.switchH+1;
                                                                    
                                    if handles.switchH>handles.pocet_H
                                        handles.mA=1;
                                    end
            
                                else
                                    v_Ki=cell2mat(handles.cV{1,handles.switchK});
                                    ii=num2str(v_Ki(1));
                                    jj=num2str(v_Ki);
                                    ll=num2str(handles.Lambdy(handles.switchK));
                                    set(handles.uitable1,'Data', cell2mat(handles.cSCC{1,handles.switchK}), 'ColumnWidth', {50});
                                    vypis=['Komponent K',ii,' pozostáva z vrcholov: '];
                                    for i=1:length(v_Ki)
                                        vypis=[vypis,num2str(v_Ki(i)),',',' '];
                                    end
                                    set(handles.text4,'String', ['Silne súvislý komponent K',ii]);
                                    set(handles.text6,'String',{vypis;['maximálna priemerná váha cyklov v komponente je: ',ll]});
                                    handles.switchK=handles.switchK+1;
                                end
                            end
                        else
                            if handles.switchK>handles.pocet_K
                                set(handles.text4,'String', 'Zadaná matica');
                                set(handles.uitable1,'Data', handles.A, 'ColumnWidth', {50}); 
                                set(handles.text6,'String', handles.vystup);
                                %set(handles.text6,'String','');
                                handles.switchK=1;
                            else
                                v_Ki=cell2mat(handles.cV{1,handles.switchK});
                                ii=num2str(v_Ki(1));
                                jj=num2str(v_Ki);
                                ll=num2str(handles.Lambdy(handles.switchK))
                                set(handles.uitable1,'Data', cell2mat(handles.cSCC{1,handles.switchK}), 'ColumnWidth', {50});
                                vypis=['Komponent K',ii,' pozostáva z vrcholov: '];
                                for i=1:length(v_Ki)
                                    vypis=[vypis,num2str(v_Ki(i)),',',' '];
                                end
                                set(handles.text4,'String', ['Silne súvislý komponent K',ii]);
                                set(handles.text6,'String',{vypis;['maximálna priemerná váha cyklov v komponente je: ',ll]});
                                handles.switchK=handles.switchK+1;
                            end
                        end
                        %set(handles.text4,'String', 'Zadaná matica');
                        %set(handles.uitable1,'Data', handles.A, 'ColumnWidth', {50}); 
                        %set(handles.text6,'String','');
                        %handles.switch=1;
                    end
                    
                    if handles.switchK==inf
                        handles.switchK=1;
                        handles.switchH=1;
                    end
                end
            end
        end

guidata(hObject, handles);
% hObject    handle to pushbutton5 (see GCBO)
% eventdata  reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles    structure with handles and user data (see GUIDATA)


% --- Executes on button press in push_per.
function push_per_Callback(hObject, eventdata, handles)
clc

handles = guidata(hObject);
errormat=[];
inf_test=0;
A=[];
A=get(handles.vstup, 'String'); %Vstup a prevod
A=str2num(A);

if size(A,1)==size(A,2)
for i=1:max(size(A))
    for j=1:max(size(A))
        if A(i,j)==inf
            inf_test=1;
        end
    end
end
end

if max(size(A))==0 | length(unique(size(A)))~=1 | inf_test==1 | size(A,1)~=size(A,2) 
    set(handles.text6,'String','Chyba - Skontrolujte zadanú maticu!');
    set(handles.text4,'String', '');
    set(handles.uitable1,'Data', errormat);
    set(handles.pushbutton5,'Enable','off');
else
    set(handles.pushbutton5,'Enable','on');
    handles.A=A;
    set(handles.text6,'String','');
   
    SCCflag=0;
    handles.SCCflag=0;
    HCCflag=0;
    handles.HCCflag=0;
          
    SCC;

    if SCCflag==1
        handles.SCCflag=1;
        handles.pocet_K=komp_Ki;
        handles.cSCC=cSCC;
        handles.cV=cV;
        
        Lambdy=[];
        %Karpov algoritmus
        poz_lam=1;      
        for i=1:komp_Ki
            SSK=cell2mat(cSCC{1,i});
            Lambda_K=karpov(SSK); 
            Lambdy(poz_lam)=Lambda_K;
            poz_lam=poz_lam+1;
        end
        
        handles.Lambdy=Lambdy;
        handles.pocet_K=komp_Ki;
        handles.cSCC=cSCC;
        handles.cV=cV;
        handles.flag2=3;
        handles.switch=1;
        
    else    % Digraf matice A neobsahuje netrivialne silne suvisle komponenty
        set(handles.text4,'String', 'Zadaná matica');
        set(handles.text6,'String','Zadaná matica nie je periodická');
        set(handles.uitable1,'Data', handles.A);
        handles.vystup='Zadaná matica nie je periodická';
        set(handles.pushbutton5,'Enable','off');
        return
    end
    
    test2=unique(Lambdy);   
    
    if length(test2)==1
        if all(Lambdy == 0)    %vsetky Lambda_K = 0 ?
            typ=1;  
            D=A;
        
        else
            typ=2;  %linearna
            Lambda_A=Lambdy(1);
            for i=1:max(size(A))
                for j=1:max(size(A))
                D(i,j)=A(i,j)-Lambda_A;
                end
            end
        end
        

        HCC
    
        if HCCflag==1
            handles.HCCflag=1;
            handles.pocet_H=komp_Hi;
            handles.cHCCA=cHCCA;
            handles.cW=cW;
            %vypocet vysokej periody
            poz_per=1;      
            for i=1:komp_Hi
                VSK=cell2mat(cHCC{1,i});
                HD=cell2mat(cHCCD{1,i});
                per_Hi=hper(VSK,HD); 
                periody(poz_per)=per_Hi;
                poz_per=poz_per+1;
            end
            %vypocet periody
            handles.periody=periody;
            perA=per(periody);
            pp=num2str(perA);
            
            if typ==1
                set(handles.text4,'String', 'Zadaná matica');
                set(handles.text6,'String',['Zadaná matica je takmer periodická s periódou per(A)= ',pp]);
                set(handles.uitable1,'Data', handles.A);
                handles.vystup=['Zadaná matica je takmer periodická s periódou per(A)= ',pp];
                handles.switchK=1;
                handles.switchH=1;
            else
                set(handles.text4,'String', 'Zadaná matica');
                set(handles.text6,'String',['Zadaná matica je takmer lineárne periodická s lineárnou periódou lper(A)= ',pp]);
                set(handles.uitable1,'Data', handles.A);
                handles.vystup=['Zadaná matica je takmer lineárne periodická s lineárnou periódou lper(A)= ',pp];
                handles.switchK=1;
                handles.switchH=1;
            end
        else
            set(handles.text4,'String', 'Zadaná matica');
            set(handles.text6,'String','Zadaná matica nie je periodická');
            set(handles.uitable1,'Data', handles.A);
            handles.vystup='Zadaná matica nie je periodická';
            handles.switchK=1;
            handles.switchH=1;
            return
        end
    else
        set(handles.text4,'String', 'Zadaná matica');
        set(handles.text6,'String','Zadaná matica nie je periodická');
        set(handles.uitable1,'Data', handles.A);
        handles.vystup='Zadaná matica nie je periodická';
        handles.switchK=1;
        handles.switchH=1;
    end
end
handles.mA=0;
guidata(hObject, handles);

% hObject    handle to push_per (see GCBO)
% eventdata  reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles    structure with handles and user data (see GUIDATA)


% --- Executes on button press in load.
function load_Callback(hObject, eventdata, handles)
clc

matica;
handles.A=A;
row= A; 
row(:)' ;
vstup=mat2str(row);
set(handles.vstup, 'String', vstup);
guidata(hObject, handles);

% hObject    handle to load (see GCBO)
% eventdata  reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles    structure with handles and user data (see GUIDATA)







matica.m

A=[-inf,-inf,-inf,3,-inf,-inf,-inf,-inf,-inf;-5,-inf,-8,-inf,-inf,-inf,-inf,-inf,-inf;-inf,-inf,-inf,-inf,-inf,-3,-inf,-inf,-inf;-inf,-inf,-inf,-inf,-6,-inf,-inf,-inf,-inf;-inf,-inf,-inf,-inf,-inf,-inf,-inf,-inf,1;-inf,-inf,-inf,-inf,-inf,-inf,2,-inf,-inf;-inf,-inf,1,-inf,-4,-5,-inf,-3,-inf;-inf,-1,-inf,-inf,-inf,-inf,-inf,-inf,-inf;2,-inf,-inf,-inf,-inf,-inf,-inf,-inf,-inf];







per.m

function [ N_S_N ] = per( cisla )

l=length(cisla);
b=[];
if l>1
    while l>1
    for i=1:l-1
        b(i)=lcm(cisla(1),cisla(i+1));
    end
    cisla=b;
    b=[];
    l=length(cisla);
    end
    N_S_N=cisla;
else
    N_S_N=cisla;
end

end







SCC.m

%tvorba matice A0

A0=A;                  

for i=1:max(size(A))            

    for j=1:max(size(A))

        if A(i,j) ~= -Inf

            A0(i,j)=0;

        else

        end

    end  

end



deltaA0=FW(A0);       %Floyd-Warshallov algoritmus pre A0



mat1=deltaA0;  

vyhovuje=[];   

vrcholy=[];

komp_Ki=0;     %index kompoentu

poz_vyhovuje=1;

rozmer_m1=max(size(mat1));

q=1;

vortexes=1:rozmer_m1;   %zoznam vrcholov matice



while rozmer_m1>0 && q<=rozmer_m1

    

    for j=1:rozmer_m1    

        if mat1(q,j)==0 && mat1(j,q)==0

            vyhovuje(poz_vyhovuje)=j;           %vrcholy vyhovujuce podmienke

            poz_vyhovuje=poz_vyhovuje+1;

        end

    end

    

    if length(vyhovuje)>0   

        SCCflag=1;

        komp_Ki=komp_Ki+1;

        vyhovuje=sort(vyhovuje);

        odstranit=sort(vyhovuje,'descend');   

                   

        for i=1:length(vyhovuje)        %zoznam vrcholov komponentu

            vrcholy(i)=vortexes(vyhovuje(i));

        end

              

        for i=1:length(odstranit)       %zmazanie vrcholov komponentu zo zoznamu vrcholov matice

            vortexes(odstranit(i))=[];

        end

               

        K=A([vrcholy],[vrcholy]);   %tvorba matice A(K)

        

        for k=1:length(odstranit)      %mazanie stlpcov a riadkov

            z=odstranit(k);

            mat1(:,z)=[];

            mat1(z,:)=[];

        end

        

        rozmer_K=size(K);

        Vi=mat2cell(vrcholy,1,length(vrcholy));

        cV{1,komp_Ki}=Vi;

        Ki=mat2cell(K,rozmer_K(1),rozmer_K(2));

        cSCC{1,komp_Ki}=Ki;     

        Ki=[];

        q=1;

    else

        q=q+1;

    end

    poz_vyhovuje=1;

    vyhovuje=[];

    odstranit=[];

    vrcholy=[];

    rozmer_m1=max(size(mat1));

end






