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Uvod

Tato vysokoskolskd ucebnica je zbierkou riesenych a neriesenych prikladov a st ur-
¢ené predovsetkym Studentom prvého rocnika bakalarského stidia Fakulty elektro-
techniky a informatiky Technickej univerzity v Kosiciach. M4 sluzit ako pomocka
pri studiu predmetu Diskrétna matematika.

Ucebnica si rozdelend do siestich kapitol. Prva sa venuje binarnym relaciam,
druhé c¢iastocne usporiadanym mnozinam a zvézom, tretia booleovskym funkciam,
stvrtd algebraickym Struktiram, piata teérii grafov a poslednéd digrafom. Kazda
z nich mé niekolko podkapitol. Preberané ucivo je ilustrované na riesenych prikla-
doch. Na konci kazdej podkapitoly si uvedené tlohy na samostatné riesenie spolu
s ich vysledkami.

Podakovanie patri RNDr. Stefanovi Schrétterovi, CSc. a Doc. RNDr. Helene
Myskovej, PhD. za cenné pripomienky, ktoré prispeli k skvalitneniu textu.

Autor



Kapitola 1

Binarne relacie

1.1 Zakladné vlastnosti

Binarna relacia z mnoziny A do mnoziny B je lubovolnd podmnozina R
kartezidnského stc¢inu A x B. Ak A = B, teda R C A x A, hovorime, ze R je
binirna reldcia na mnozine A.

Ak (a,b) € R, hovorime, ze prvok a je v relacii R s prvkom b. Zapisujeme aRb.

Analogicky namiesto (a,b) ¢ R piseme aRb.

Binarna relacia R na mnozine M sa nazyva

reflexivna prive vtedy, ked (Vx € M) xRz

symetricka prave vtedy, ked (Vz,y € M) (zRy = yRx)
antisymetricka prave vtedy, ked (Vaz,y € M) (zRy AyRz) =z =1y
tranzitivna prave vtedy, ked (Vz,y,z € M) (xRy ANyRz) = 2Rz

Reldcia R na mnozine M sa nazyva ekvivalencia prive vtedy, ked je refle-
xivna, symetrickd a tranzitivna.

Priklad 1.1.1 Na mnozine M = {1,2,3,4,5} je dand reldcia R = {(1,2), (2, 3),
(4,4),(5,5)}. UrCme, ¢i relicia R je reflexivna, symetrickd, antisymetrickd alebo
tranzitivna. Néjdime najmensiu ekvivalenciu € na mnozine M, ktord obsahuje
reliciu R a urcte rozklad mnoziny M urceny ekvivalenciou €, ozn. M |e.

RiesSenie. Relicia R nie je reflexivna, lebo napr. pre 1 € M je (1,1) ¢ R.
Reldcia nie je ani symetrickd, kedze (1,2) € R, ale (2,1) ¢ R.
Pretoze podmienka (z,y) € R a (y,z) € R nie je splnend pre ziadne z,y € M,
implikdcia (z,y) € R A (y,x2) € R = x = y plati pre lubovolné z,y € M, takze
relacia je antisymetricka.
Nakoniec, reldcia nie je ani tranzitivna, lebo (1,2) € R aj (2,3) € R, ale (1,3) ¢ R.
Relacia R nie je ekvivalencia, lebo nie je reflexivna, symetrickd ani tranzitivna.
Najmensiu ekvivalenciu € ndjdeme pridanim miniméalneho pocétu usporiadanych
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dvojic tak, aby vzniknuta relacia mala vlastnosti ekvivalencie. Relacia R bude ref-
lexivna, ak do R priddme usporiadané dvojice (1, 1), (2,2), (3, 3). Po pridani dvojic
(2,1),(3,2) bude vzniknut4 reldcia aj symetrickd. A nakoniec pridanim usporiada-
nej dvojice (1, 3) (a potom nutne je nutné pridat aj (3,1)) je reldcia aj tranzitivna.
Teda reldcia e = R U {(1,1),(2,2),(3,3),(2,1),(3,2),(1,3),(3,1)} je reflexivna,
symetrickd a tranzitivna a navyse je to najmensia relacia s tymito vlastnostami
obsahujtca relaciu R.

Nakoniec ndjdeme triedy rozkladu mnoziny M podla ekvivalencie €. Triedu roz-
kladu [1]. prislichajicu prvku 1 tvoria vSetky prvky mnoziny M, ktoré st s prvkom
1 v reldcii. Teda [1]. = {1,2,3} = [2] = [3]. KedZe prvok 4 je v reldcii iba sdm
so sebou a to isté plati aj o prvku 5, [4]. = {4}, [5]c = {5}. Rozklad mnoziny M
urceny ekvivalenciou ¢ je M |e = {{1,2,3}, {4}, {5}}. "

Priklad 1.1.2 Majme reliciu R na mnozine M = {1,2,3,4,5} definovani nasle-
dovne: 2Ry < |z — y| = 3. Vymenujme prvky relicie R a uréme, ¢i je reflexivna,
symetrickd, antisymetrickd, tranzitivna.

RieSenie. Prvkami mnoziny R si nasledujtce usporiadané dvojice: R = {(1,4),

(1,5),(2,5),(5,2),(5,1),(4,1)}. Kedze ziaden prvok z mnoZiny M nie je v relé-
cii sdm so sebou, dand relacia nie je reflexivna. Relacia je symetricka, pretoze ak
(a,b) € R, tak aj (b,a) € R. Relacia nie je antisymetrickd, lebo (1,4) € R aj
(4,1) € R, ale 1 # 4. R nie je ani tranzitivna, lebo (1,5) € R aj (5,2) € R, ale
(1,2) ¢ R. n

Priklad 1.1.3 Nech A = {0,1,2,3,4}. Reldcia R na mnozine A je definovana
takto: 2Ry < y = 2x. Vymenujme prvky relicie R a ur¢me, ¢i je reflexivna,
symetrickd, antisymetricka, tranzitivna. Jedna sa o ekvivalenciu? Ak nie, uréme
najmensiu ekvivalenciu £ na mnozine A, ktorej podmnozinou je relacia R a uréme
rozklad mnoziny A urceny ekvivalenciou &.

RieSenie: Lahko vieme uréit, Ze prvkami mnoziny R st usporiadané dvojice (0,0),
(1.2) a (2,4), teda R = {(0,0),(1,2), (2,4)}.

Kedze napriklad (1,1) ¢ R, relicia R nie je reflexivna. Reldcia R nie je ani sy-
metrickd, pretoze (1,2) € R, ale (2,1) ¢ R. Je antisymetrick4, pretoze predpoklad
(a,b) € R azaroven (b,a) € R plati iba pre a = b = 0. Reldcia R nie je tranzitivna,
lebo (1,2) € R a tiez (2,4) € R, ale (1,4) ¢ R. Reldcia R nie je ekvivalencia, lebo
nie je reflexivna ani tranzitivna.

Najmensiu ekvivalenciu £ ndjdeme pridanim minimalneho poc¢tu usporiada-
nych dvojic tak, aby vzniknutd reldcia mala vlastnosti ekvivalencie. Aby relacia
€ bola reflexivna, musime reldciu R rozsirit o usporiadané dvojice (1,1), (2,2),
(3,3), (4,4). Pridanim usporiadanych dvojic (2,1), (4,2) vzniknutd reldcia bude aj
symetrickd. A aby bola aj tranzitivna, priddme usporiadané dvojice (1,4) a (4,1).
Teda relacia € = R U {(1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (1,4), (2,1), (4,2), (4,1)} je refle-
xivna, symetrickd a tranzitivna. Jednéd sa o najmensiu reldciu obsahujicu reladciu
R, ktord je ekvivalenciou.



Teraz najdeme rozklad mnoziny A podla ekvivalencie £. Trieda rozkladu [1]¢
prislichajica prvku 1 obsahuje vsetky prvky mnoziny A, ktoré su v relacii s prv-
kom 1, teda [1]¢ = {1,2,4}. Pre prvky 2 a 4 plat{ [2]¢ = [4]¢ = [1]s. Prvok 0 je v re-
14cii iba sém so sebou a podobne to plati aj pre prvok 3, teda [0]s = {0}, [3]¢ = {3}.
Rozklad mnoziny A podla ekvivalencie € je mnozina {{0}, {3}, {1,2,4}}. n

Priklad 1.1.4 Urcme, ¢i relacia R na mnozine Z, definovand zRy < z +y < 1,
je reflexivna, symetricka, antisymetricka, tranzitivna.

RieSenie: Nech x € Z. Relacia R nie je reflexivna, lebo napr. pre z = 3 3R3, keby
3R3, tak by 3+ 3 < 1.

Nech xz,y € Z. Ak x +y < 1, tak aj y + « < 1 kedze sc¢itanie je komutativne.
Relacia R je symetricka. Ak z+y < 1 a zaroven y + = < 1, tak nemusi byt z = y.

Staci zobrat © = —7 a y = —9. Teda relicia R nie je antisymetricka.
Nech z,y,z € Z. Ak x+y < 1 a zaroven y+ z < 1, tak z toho nemusi vyplyvat,
ze x +z < 1. Staci vziat x = 2, y = —11, z = 8. Teda relacia R nie je tranzitivna.m

Priklad 1.1.5 Zistime, ¢i bindrna relacia R je ekvivalencia na danej mnozine. Ak
ano, najdime triedy rozkladu mnoziny podla ekvivalencie

a) naZ: xRy < x = y(mod 4)

b) naZ:ny@a:H,H

Riesenie. Relicia sa nazyva ekvivalencia prave vtedy, ked je reflexivna, symetricka
a tranzitivna. Ak reldcia nemd niektoru z tychto vlastnosti, nie je ekvivalencia.

a) Dve celé ¢isla x a y st v reldcii R préve vtedy, ked = a y maji rovnaky
zvysSok po deleni ¢islom 4.
Relacia R je reflexivna, lebo pre kazdé celé ¢islo = plati, ze x a = maju
rovnaky zvysSok po deleni ¢islom 4.
Relécia R je symetricka, lebo pre Iubovolné dve celé cisla x,y plati, ze ak
x aj y maju rovnaky zvysok po deleni ¢islom 4, tak aj y a x maji rovnaky
zvysok po deleni ¢islom 4.
Relacia R je tranzitivna, lebo pre vsetky celé ¢isla x,y, z plati, ze ak x a y
majui rovnaky zvysok po deleni ¢islom 4 a zaroven y a z maji rovnaky zvysok
po deleni ¢islom 4, tak aj x a z maju rovnaky zvysSok po deleni ¢islom 4.

Ked7ze dand relacia je ekvivalenciou, tak uré¢ime rozklad mnoziny Z urceny
touto reldciou. Najprv napiSeme triedu ekvivalencie [k]r pre nejaké k € Z.

klr ={x € Z; 2Rk} ={z € Z; x = k( mod 4)}.

L] je relacia delitemosti celych &isel. Celé é&islo = deli celé &islo y (x|y) prave vtedy, ked
existuje Cislo k € Z také, ze y = kx.



V tejto mnozine s teda vsetky celé ¢isla, ktoré maji rovnaky zvysok po
deleni 4 ako ¢islo k. Teda [klr = {...,k—12, k—8, k—4, k, k+4, k+8, k+
+12,...}. Oznaéme tito mnozinu k. Dosadme za k konkrétne éisla.
Or ={...,—12,-8,-4,0,4,8,12,...} ={4l; L € Z} = 0.
Mr={..,-11,-7,-3,1,5,9,13,...} ={4l+1; | € Z} = 1.

I ={...,—10,—6,-2,2,6,10,14,...} = {4l + 2; | € Z} = 2.

]

Mnoziny 0, 1, 2, 3 tvoria rozklad mnoZiny Z. Ozna¢me mnoZinu tried ek-
vivalencie Zy = { 0, 1, 2, 3}. Mnozina Z4 sa nazyva mnozinou vsetkych
zvyskovych tried mnoziny Z podla modulu 4.

b) reldcia nie je ekvivalencia, lebo nie je symetrickd (napr. 1 deli 2, ale 2 nedeli
1). ]

Vo vSeobecnosti, ak m € N, tak mnozina Z,, = { 0, 1, 2, ..., m — 1}, kde
E={.,kE—=3mk—-2m,k—m,k k+m,k+ 2m, k—|—3m,...} sa nazyva
mnozina vsetkych zvyskovych tried mnoziny Z podla modulu m.

Ulohy
1.1 Nech A = {1,2} a B = {-1,0,1}. Najdite prvky reldcie R z mnoziny A do
mnoziny B, ktora je definovand aRb < a = b+ 1.

1.2 Majme mnoziny A={z: 2 € Z,—-1 <2 <3},B={y:y €N,y <5} Ndjdite
reldciu R z mnoziny A do mnoziny B, ktord je definovand 2Ry < x +y < 2.

1.3 Majme reldciu R na mnozine {1,2,3,4,5,6,7} definovani:
a) (z,y) € R < 4|(x—y),
b) (z,9) ER < x+y=>5.

Vypiste prvky relacie R.

1.4 Su relacie R z predchédzajicej dlohy reflexivne, symetrické, antisymetrické
alebo tranzitivne?

1.5 Nech A = {1, 2, 3,4}. Zistite, ¢irelacia R = {(x,y) € AxA : x|y} jereflexivna,
symetrickd, alebo tranzitivna.

1.6 Zistite, i existuje mnozina M a binarna reldcia R na mnozine M, ktord je
stcasne symetrickd aj antisymetricka.

1.7 Urcte, ¢i dand relécia je ekvivalencia na mnozine {1, 2, 3,4, 5}. Ak dno, ndjdite
triedy rozkladu.

2Pre m; a ma (m1 # ma) a pre konkrétne k plati, Ze v mnozindch Zm,, a Zm, s mnoziny k
rozne.



a) {(1’ 1)7 (2’ 2)7 (37 3)’ (47 4)7 (5’ 5)7 (17 3)’ (3’ 1)}7
b) 2Ry < 2| (z —y).

1.8 Na mnozine M = {1,2,3,4} st dané reldcie Ry, Ra, R3. Uréte, ktoré z nich
su reflexivne, symetrické, antisymetrické alebo tranzitivne. Najdite najmensiu
ekvivalenciu ¢; na mnozine M, ktord obsahuje relaciu R; pre : = 1,2, 3.

a) Ri= {(1’1)7(132)7(272)3(373)7(4a4)}a
b) Rz ={(1,1),(1,2),(2,1),(2,3).(3,1),(3,2)},
C) Rs = {(172)7 (2’3)}

1.9 Zistite, ¢i nasledujice binarne relacie su reflexivne, symetrické, antisymetrické

alebo tranzitivne. Rozhodnite, ktoré z relacii R st ekvivalencie a najdite pri-
slusné triedy. rozkladu.

1) R naN:zRy < nsd(z,y) =1,

m) RnaZ:zRy < |z —y| 21,

a) R ={(z,y) e NxN:az|y},
b) R={(z,y) e NxN:z|yVyla},
&) R={(x,y) €ZLXZ:y=z+3),
d) R={(z,y) €EZxZ:y=a?},
e) R={(z,y) €ZxZ; x =y (mod 4)},
) R={(z,9) €ZXxZ:z-y=1 (mod 2)},
g) R={(x,y) eRxR:z+y = 2000},
h) R ={(z,y) e RxR:z+ 3y < 10},
i) R={(z,y) € ZxZ:x+y je parne},
i) R={(z,y) € NxN: 2z +y je neparne},
k) R={(z,y) €ZxZ: 4z =y (mod 3)},
)
)
)

n) RnaR:zRy < |z —y| = 1.

1.10 Zistite, ¢i reldcie R na mnozine N su ekvivalencie. Ak dno, néjdite prislusny
rozklad mnoziny N uréeny touto relaciou.

a) 2Ry & x <y,
b) 2Ry & x = y?,
c) 2Ry < 3| (z +y),



d) 2Ry & z =y (mod 5),
e) TRy < x — y je parne,

f) 2Ry & x| (y + 3).

Vysledky

1.1 R = {(1,-1),(1,0), (2, —1),(2,0), (2, 1)}.
1.2 R = {(~1,1),(~1,2), (~1,3),(0,1),(0,2), (1,1)}.

1.3 a) R=1{(1,1),(1,6),(2,2),(2,7),(6,1),(7,2),(3,3), (4,4),(5,5), (6,6),(7,7)},
2 )

3)1.

1.4 a) Je reflexivna, symetrickd aj tranzitivna, nie je antisymetricka.

b) Je symetrickd a tranzitivna, nie je reflexivna ani antisymetricka.
1.5 Je reflexivna aj tranzitivna, nie je symetricka.
1.6 M =R, 2Ry &z =y.

1.7 a) ano, {{1,3}, {2}, {4}, {5}},
b) 4no, {{1,3,5},{2,4}}.

1.8 a) je reflexivne, antisymetrickd aj tranzitivna, nie je symetricka,
e1 =R1U{(2,1)},
b) nie je ani reflexivna ani symetrickd ani antisymetrickd ani tranzitivna,
e2 = R2U{(2,2),(3,3),(4,4),(1,3)},
b) nie je ani reflexivna ani symetrickd ani tranzitivna, je iba antisymetricka,
e3 =R3U{(1,3),(2,1),(3,2),(3,1),(1,1),(2,2),(3,3), (4,4) }.
10



=
©

a) je reflexivna, nie je symetrickd, je antisymetrickd, je tranzitivna,

b) je reflexivna, je symetrickd, je antisymetrickd, je tranzitivna,

¢) nie je reflexivna, nie je symetrickd, nie je antisymetrickd, nie je tranzitivna,

d) nie je reflexivna, nie je symetrickd, je antisymetrickd, nie je tranzitivna,

e) je reflexivna, je symetrickd, nie je antisymetrickd, je tranzitivna,

f) nie je reflexivna, je symetrickd, nie je antisymetrickd, je tranzitivna,

g) nie je reflexivna, je symetrickd, nie je antisymetrickd, nie je tranzitivna,

h) nie je reflexivna, nie je symetrickd, nie je antisymetrickd, nie je tranzitivna,
i) je reflexivna, je symetrickd, nie je antisymetrickd, je tranzitivna,

j) nie je reflexivna, je symetrickd, nie je antisymetrickd, nie je tranzitivna,

k) je reflexivna, je symetrickd, nie je antisymetrickd, je tranzitivna,
)
)
)

1

m) je reflexivna, je symetrickd, nie je antisymetrickd, nie je tranzitivna,

nie je reflexivna, je symetrickd, nie je antisymetrickd, nie je tranzitivna,

n) je reflexivna, je symetrickd, nie je antisymetrickd, nie je tranzitivna.

1.10 a) nie je ekvivalencia,

b) nie je ekvivalencia,

¢) nie je ekvivalencia,

d) je ekvivalencia, N = |J;_ {2k + i,k € N},

e) je ekvivalencia, N = {2k, k € N} U {2k + 1,k € N},
)

f) nie je ekvivalencia.
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Kapitola 2

Ciastocne usporiadané
mnoziny a zvazy

2.1 Ciastoc¢ne usporiadané mnoziny

Bindrna relacia R na mnozine A, ktora je reflexivna, antisymetrickd a tranzitivna,
sa nazyva ¢iastoCnym usporiadanim na mnozine A. Potom usporiadand dvojica
(A, R) sa nazyva ¢iasto¢ne usporiadand mnozina.

Nech (A4, R) je ¢iastoCne usporiadand mnozina.

Prvok a € A sa nazyva najmensi prvok v (4, R) prave vtedy, ked pre Tubo-
volny prvok x € A plati, ze aRzx.

Prvok a € A sa nazyva najvacsi prvok v (A4, R) préve vtedy, ked pre lubovolny
prvok x € A plati, ze aRx.

Prvok a € A sa nazyva minimalny prvok v (4, R) prave vtedy, ked neexistuje
prvok a # x € A taky, ze xRa.

Prvok a € A sa nazyva maximalny prvok v (A, R) prave vtedy, ked neexistuje
prvok a # x € A taky, ze aRx.

Majme () # M C A.

Mnozinou hornych ohrani¢eni mnoziny M nazyvame mnozinu h(M) =
={ac A;(Vz e M : zRa)}.

Mnozinou dolnych ohrani¢eni mnoziny M nazyvame mnozinu d(M) =
={acA;(Vxe M : aRz)}.

Najmensi prvok mmnoziny h(M) sa nazyva supremum mnoziny M. Ozn.
sup M.

Najvacssi prvok mnoziny d(M) sa nazyva infimum mnoziny M. Ozn. inf M.

Priklad 2.1.1 Je dana mnozina D,, vsetkych nezdpornych delitelov prirodzeného
¢isla n,n > 1. Nech R je binarna reldcia na mnozine D,, definovana predpisom:
2Ry < z|y. Uréme, ¢i relicia R je reldciou ¢iasto¢ného usporiadania na mno-
zine D,,. Ak ano, zndzornime Hasseho diagram pre n=40 a nijdime maximalny,
miniméalny, najvac¢si a nejmensi prvkok pre (Dyg, R).
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RieSenie. Ak mame zistit, ¢i relacia R je relaciou ¢iastoéného usporiadania, mu-
sime overit, Ci je reflexivna, antisymetrickd a tranzitivna.

Reflexivna: Va € D,, : x|z, ¢o plati, relacia | na D,, je reflexivna.
Antisymetrickd: Vz,y € D, : x|y Ay|z =z =y.

Z predpokladov vyplyva, Ze existuju prirodzené cisla k, [l také, zey = k-xax = [-y.
Dostédvame y = k -1 - y. To plati prave vtedy, ked k-1 = 1. A z toho dostédvame
k=1=1, teda z = y. Reldcia | na D, je antisymetrické.

Tranzitivna: Va,y,z € Dy : x|y Ay |z = x| 2.

Z predpokladov vyplyva, Ze existuju prirodzené ¢isla k, [ také, zey = k-xaz =1[-y.
Dostévame z = k -1 - x. Teda x| z. Reldcia | na D,, je tranzitivna.

KedZe reldcia | na D, m4 vSetky poZadované vlastnosti, je reldciou ¢iastoéného
uspororiadania. To znamend, Ze (D,, |) je ¢iastoCne usporiadand mnozina.

Teraz uré¢me delitele ¢isla 40 z mnoziny prirodzenych éisel. Dyy = {1,2,4,5,8,
10,20, 40}. Hladany Hasseho diagram je na obrézku.

40

7 tohto diagramu urcime najvacsi, najmensi, maximélny aj minimalny prvok.
Vidime, Ze najvacsi prvok je rovnaky ako maximalny prvok, je to 40, najmensi
prvok je ten isty ako minimalny prvok, je nim prvok 1. Ciasto¢ne usporiadand
mnozina (D, | ) mé vzdy jediny maximélny prvok (je to ¢islo n), ktory je zdroven
najvacsi prvok tejto ¢iastocne usporiadanej mnoziny. A tiez, (Dy, |) mé jediny
minimédlny prvok (je to ¢islo 1), ktory je aj najmensim prvokom (D, |). m

Priklad 2.1.2 Znédzornime Hasseho diagram mnoziny (M, g)ﬂ kde M = {{1},{2},
{1,2},12,3,4},{1,2,3},{2,3,4,5},{1,2, 3,4} andjdime jej maximalny, minimdalny,
najvacsi a nejmensi prvkok. Jednd sa o Ciastoéne usporiadant mnozinu?

Riesenie.
{1,2,3,4}

{1,2,3} {2,3,4,5}
{1,2} {2,3,4}

{1} {2}
Maximaélne prvky st {2,3,4,5},{1,2,3,4}, minimalne prvky st {1}, {2}. Naj-
Zistime, ¢i relacia C je reflexivna, antisymetricka a tranzitivna.
Reflexivna: VX e M : X C X.
Antisymetrickd: VX, Y e M : X CYAY C X=X =Y.

INiektor{ autori pouzivaji na oznacenie podmnoziny symbol C.
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Tranzitivna: VX, Y, Z e M : X CYANY CZ= X C Z.

Kedze pre znamu relaciu "byt podmnozinou'C platia vSetky tri predchddzajtce
vlastnosti, je reldciou ¢iastoéného uspororiadania. To znamend, ze (M, C) je ¢ias-
to¢ne usporiadana mnozina. [

Ulohy

2.1 Nech T = {0, {a}, {b},{d},{b, ¢}, {a, b}, {a,d}, {b,c,d}, {a,b,c},{a,d, e},
{a,b,c,d}, {b,c,d, e}, {a,b,d, e}, {a,b,c,d,e}}. Zndzornite Hasseho diagram ¢ias-
tocne usporiadanej mnoziny (7, C). Urcte:

a) inf{{a,b,c},{a,d,e}},

b) sup{{a, b}, {b,c}},

c) inf{{a,b,c,d},{a,b,d,e}},

d) SUP{{G7 d, e}, {a}7 {d}}v

e) inf{{a,b,c,d},{b,c,d, e}, {a,b,d, e}},
f) sup{{a,b,c},{b,c},{a,b,c,d}}.

2.2 Zistite, ¢i (A, £) je ¢iastoCne usporiadand mnozina, ak A = R x R a relacia <
je definovana nasledovne:

a) (a,b) S (c,d) e a+bZenb<d,

b) (a,b) < (¢,d) ©a<cAbZd.

2.3 N4jdite najmensi, najvacsi, miniméalny a maximéalny prvok ¢iastoCne usporia-
danej mnoziny ({5,7,14, 35,140}, ).

2.4 Néjdite najmensi, najvacsi, miniméalny a maximalny prvok ¢iastoCne usporia-

danej mnoziny ({2, 3,4,6,8,12,16, 18, 36,48}, ).

Vysledky

2.1 a) {a},

b) {a,b,c},
¢) neexistuje,
d) {a,e,d},
e) neexistuje,
f) {a,b,c,d}.
2.2 a) nie,

b) éno.
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2.3 najmensi: neexistuje,
najvacsi: 140,
minimélny: 5, 7,
maximélny: 140.

2.4 najmensi: neexistuje,
najvacsi: neexistuje,
minimélny: 2, 3,

maximélny: 36, 48.

2.2 Zvazy

Priklad 2.2.1 Zistime, ¢i mnozina D,, spolu s reliciou R (z prikladu [2.1.1)) je
ZVaz.

Riesenie. Usporiadand dvojica (D,,, R) je zvéz prave vtedy, ked st splnené nasle-
dujice dve podmienky:

1. (D,,R) je ¢iastocne usporiadand mnozina,

2. Prelubovolné prvky x,y € D,, existuje sup{x, y} = xVy a existuje inf{z,y} =
=z ANy.

V predchédzajiicej podkapitole sme zistili, ze (D,,R) je ¢ilastoéne usporiadand
mnozina. Potrebujeme este zistif, ¢i pre kazdé dva prvky z D,, existuje ich sup-
remum a infimum. KedZze mnozina D,, je mnozinou vsetkych prirodzenych delite-
lov ¢isla n, sup{z,y} ako najmensi prvok z mnoziny hornych ohraniceni prvkov
x,y v ktorej si vSetky spolo¢né nasobky ¢isel x,y uréime ako ich najmensi spo-
loény nésobok, ozna¢me nsn{z,y}. Podobnou ivahou mézme definovat inf{x,y}
ako nsd{z,y} (najvacsi spoloény delitel), kedze v mnozine dolnych ohraniceni st
spolo¢né delitele ¢isel x, y a jej najvacsi prvok je nsd{z,y}. Teda (D,,R) je zviz. m

Priklad 2.2.2 Zistime, ¢i mnozina ¢iastoéne usporiadand mnozina (M, C) z pri-

kladu 2.1.2] je zvéz.

Riesenie. KedZe sa jednd o ¢iastocne usporiadanti mnozinu, staci zistit, ¢i Tu-
bovolné dva prvky z mnoziny M maji supremum a infimum. Kedze mnozina je
konec¢nd, overime to pomocou Hasseho diagramu. Z nasho diagramu na obr. vi-
dime, 7e prvky {1,2} a {2,3,4} nemaji supremum. Teda sa nejednd o zviz. m

Priklad 2.2.3 Zistite, ¢i zviz (Dys, |) je izomorfny so zvizom (Dsg, |).

RieSenie. Zvizy (M,V,A) a (M',V,A\) st izomorfné prave vtedy, ked existuje
bijektivne zobrazenie f : M = M’ tak,ze pre vSetky =, y € M plati f(z Vy) =
=f(@) Vv fly) (0)a flzny) =f)nfly) {1).
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Hasseho diagramy izomorfnych zvizov sa daju prekreslit tak,ze buda rovnaké,
az na pomenovanie prvkov.

Zvazy zo zadania si kone¢né, nacrtnime ich Hasseho diagramy.
45

50
.
9 15 10 25
3 5 2 5
i

Prekreslime Hasseho diagram druhého zvézu.

50
2 10
5 2
1

Teraz pomocou tychto diagramov lahko nijdeme bijektivne zobrazenie f : Dy5 =
= Dys, ktoré zachovdva podmienky (i) a (ii): f(1) = 1, f(3) = 5, f(5) = 2,
f(9) =25, f(15) = 10 a f(45) = 50.

Priklad 2.2.4 Zistime, ¢ zviz ({1,2,4,8,10,40},]) je distributivny, komplemen-
tarny alebo booleovsky.

Riesenie. Najprv zakreslime Hasseho diagram zadaného zvizu.

40

Tento zvéz nie je distributivny, lebo obsahuje podzviz uréeny prvkami {2, 4, 10,
8,40}, ktory je izomorfny so zvdzom Ny. Dany zvéz nie je ani komplementarny,
kedze napriklad k prvku 8 neexistuje komplement. Ak by existoval komplement k
prvku 8, nemohol by byt s nim v retazci. Do tvahy by prichadzal iba prvok 10,
ale inf{8, 10} je 2 a nie najmensi prvok 1. KedZe zvéz nie je ani distributivny ani
komplementarny, nie je ani booleovsky. [

Ulohy

2.1 Zistite, ¢i (A,|) je zvéiz, pricom:
a) A={1,2,3,12,30,60},
b) A= {1,2,3,4,5,6,12,15,20,30, 36,45, 90, 180},
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¢) A={2,3,12,15,18,180}.

2.2 Nech M = {a,b,c¢,d} a nech A je mnozina vSetkych podmnozin mnoziny M,
ktoré maji neparny podet prvkov. Zistite, ¢i (A4, C) tvori zvéz.

2.3 Zistite, ¢i (T, Q) je zvdz, ak T = {0, {b},{c}, {a,c},{b,c}, {a,b,c, e},
{a,b,c,d},{a,b,c,d, e}}.

2.4 Zistite, ¢i niektory zo zvizov (Dsg, |), (D20, |), (D105, |), (D125, |) je izomorfny so
zvizom (P(M),N,U), ak P(M) je potenéna mnozina mnoziny M = {a, b, c}}

2.5 Zistite, ¢i zvaz Ly = ({0,1} x {0,1,2,3,4,5},5) , kde (a,b) £ (¢,d) & a < eA
Ab £ d je izomorfny so zvazom Lo = (Djas, |).
2.6 Zistite, ¢i zviz L = ({0,1,2} x {0,1,2,3}, <) je izomorfny so zviazom (Dzz, |).

2.7 Zistite, ¢i zviz L = ({0,1} x {0,1} x {0,1},=) je izomorfny so zvizom
(P{M}ag)v ak M = {a,b,c}.

2.8 Ktoré zo zvizov (Dgo, |), (D60, |), (D1007 |), (D40, |), (Dgﬁ, |) su izomorfné?

2.9 Nech A = {0,{a}, {b}, {a,b},{a,c},{a,b,c}}. Ktoré zo zvizov (A, C), (Drr,]),
(D13, 1), (D20,1), (D10, |) st izomorfné?

2.10 Zistite, ¢i (A, C) je podzviz zvizu (P(X),C), ak A = {0, {b}, {d},
{a’ b, d}’ {b7 C7 d}, {b, d7 6}7 {a’ b, c7 d}7 {a7 b’ C, d7 6}} a X = {a7 b’ C7 d7 6}'

2.11 Najdite vSetky navzdjom neizomorfné patprvkové podzvizy zvizu (4, ), ak
a) A={1,2,3,5,6,15,30),
a) A= D30.

2.12 Zistite, ¢i zviz (Dsg,|) je distributivny, komplementdrny alebo booleovsky.

2.13 Zistite, ¢i usporiadand dvojica (M, ]) je distributivny zvéz, ak M = {1,2,3,4,
9,12, 18, 36).

2.14 Zistite, ¢i (P({a,b,c}), C) je zvéz.

2.15 Zistite, ¢i (P({a, b, c}),U,N) je zvaz. Ak ano, zistite, ¢ je distributivny alebo

komplementarny.

2.16 Zistite, ¢ (P(X),U,N), kde X je Tubovolnd neprdzdna mnozina, je zviz. Ak
ano, zistite, ¢i je distributivny alebo komplementarny.

2.17 Zistite, ¢ zvaz (Dego, |) je komplementérny.

2.18 Zistite, & (M, R) tvori distributivny zviiz, ak M = {2,4,8,16,64,64%} a
relacia R je definovand nasledovne: aRb < dn : b= a”.

2.19 Dany je zviz (4, C), kde A = {0, {a, b}, {b,c},{a,b,c,d},{b,c,d, e},
{a,b,c,d,e}}. Zistite, ¢i platia nasledujice tvrdenia:

2Potenénd mnozina mnoziny M je mnozina vietkych podmnozin mnoziny M.
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a) je distributivny,
b) je komplementarny,

¢) je podzvizom zvazu (P(X),C), kde X = {a,b,¢,d, e}.

2.20 Zistite, ¢i zviz

a) ({1,2,3,4,9,36}, ),
b) ({1,2,3,5,6,15,30}, ),
¢) (D20, ),

d) ({1,5,7,14,35,140},])

je komplementarny, distributivny alebo booleovsky.

Vysledky

2.1 a) nie,

b) nie,

c) nie.
2.2 Nie.
2.3 Nie.
2.4 Nie.
2.5 Ano, (Do, |).
2.6 Ano.
2.7 Ano.
2.8 Ano.
2.9 Ano.
2.10 (A, Q) = (D20, |) = (Dis, |), (D77, ) = (Do, |)-
2.11 Nie.
2.12 a) {1,2,5,10,30}, {1,2,3,6,30}, {1,3,5, 15,30}, {1,2,6,10,30}, {1,3,6,15,30},

{1,5,10, 15,30},

b) {1,2,3,6,30}, {1,3,5,15,30}, {1,3,6,15,30}.
2.13 (D3, |) Je distributivny, komplementérny aj booleovsky zvéz.
2.14 (M,]) Nie je ani zvéz.
2.15 Ano.
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2.16 Ano, je to zviiz. Je distributivny aj komplementarny.
2.17 Ano, je to zviiz. Je distributivny aj komplementérny.
2.18 Ano.
2.19 Je to zviz. Nie je komplementarny.
2.20 a) 4no,

b) nie,

c) nie.
b

¢) nie je komplementarny, je distributivny, nie je booleovsky,

)
)

2.21 a) je komplementdrny, nie je distributivny, nie je booleovsky,
) nie je komplementédrny, je distributivny, nie je booleovsky,
)
)

d) nie je komplementarny, je distributivny, nie je booleovsky.
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Kapitola 3

Booleovské funkcie

3.1 Ekvivalentné formuly

Vlastnosti pravdivostného ohodnotenia formil zapisujeme pomocou tabuliek prav-
divostnych hodnét.

’x\y\az/\y\x\/y\x#y\w@y‘
T|T 0o(o0] o0 0 1 1
01 011 0 1 1 0
110 110 0 1 0 0

1)1 1 1 1 1

Priklad 3.1.1 Zistime, ¢i formuly z < y, (T Ay) A (T V y) st ekvivalentné.

Riesenie. Oznac¢me fi, fo booleovské funkcie odpovedajice zadanym formulam.
Pomocou tabulky pravdivostnych hodnot uréime hodnoty tychto funkcii.

o lv[nl7v vy n]
111 ] 1 1 |1
1]0]0] 1 0 |o
0/1]0 ] o0 1 |0
0joj1 ] 1 1 |1

Z tabulky vidime, ze zadané formuly st ekvivalentné. Budeme to oznacovat f; =

:f2- ]

Uvedme niekolko ekvivalentnych formul.
Pre Tubovolné booleovské formuly «, [, v plati

1. aNa = q, aVa = q,
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aNB = BAa, aVB = BVa,

aN(BAY) = (@AB)Ay,  aV(BVy) = (aVB)Vy,
aN(fVa) = q, aV(fra) = «,

(anp) = @vB), (avp) = @B

aV(BAy) = (aVB)A(aVy), an(BVy) = (anB)V(aA7),
a=p = aVvp.

e T A o B
Q|
Il
k)

asf = (a= A (a=b).

Ak naviac 1 je Iubovolnd tautoldgia a 0 je lubovolna kontradikcia, tak plati

10. 1ANa = a, ONa = 0,
11. 1Va = 1, OVa = a,
12. aNa = 0, aVa = 1.

Priklad 3.1.2 Rieste predchadzajici priklad tpravami formul.

Riesenie. Vieme uz, ze dané formuly su ekvivalentné. Upravme druhi formulu
tak, aby sme ziskali prvi. FAY) A (ZVY) & @V AETVY) = GVa)A@EV
8. 9.
Vy) = (=) (z=y) =y
Priklad 3.1.3 Presved¢me sa, ze nasledujice formuly s tautoldgie.
a) = (y=x)
b) I =7T) = (z=y)

Riesenie. Vyuzijeme predchddzajice ekvivalentné formuly a zadané formuly upra-
vime na tautolégie.

e
—

vy 21,

5]

a)r=(y=1) E 2= (yvz) S TV(@EVa) 2 FVaVvy

10.

b) =7 = (@z=y) = (yvo)=(@Vy) = YVDVEVY) = FAz)V
V@EVy) & GVIVYA(@VIVyY) = 1A1 2 1. -

Priklad 3.1.4 Zjednodusme formulu ((p = ¢) A(g=7r)) = (p = 1).

RieSenie. Vyuzijeme ekvivalentné formuly. ((p = ¢)A(¢=r)) = (p=7) & (p=q9) N(q:

vivr) £ o= Vvig=rnvEvr) £ avev@vrvevr) L pagv
VARV Eeve) Z pagveve) T (VD) A@VD) VgV AFY
vr) 22N @vp vigvr) 2 pv@vevr 2 pvive

—_
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Priklad 3.1.5 N&jdime formuly ekvivalentné s formulou (xz A y) = Z tak, aby
obsahovali iba:

a) negaciu a disjunkciu,
b) negaciu a konjunkciu,
¢) negiciu a implikdciu.

Riesenie. Vyuzitim ekvivalentnych formul upravime zadand formulu na pozado-
vany tvar.

a) (TAy) =% & @AY VE & TVFVZ,
b) (zAy)=>7Z ) ITVYVZ & TAYAZ,
o) (zAy) =z L TVy=7 Z @3y =7 .

Ulohy

3.1 Urcte, ¢i dané formuly su tautolégie alebo kontradikcie.

)

b) (= (y=2))= (z=y) = (r=2)),
) @=7)=(z=y),

d) (zAy) vV (EAY) < (ZVY)A(zVY)),
e) (z=2)A(y=2)) = ((zAy) = 2),
f) (z=2)V(y=2)=(z=y),

g) (Vy)=2) e (@AyNZ),

h) (zeyA(zs2)A(ye2).

3.2 Zistite, ¢i nasledujice dvojice formul st ekvivalentné.
a) =y, zA GV (Z= 1)),
b) (z=y)V(zeT), 2= (TVy),

c Nz, YyANT,

)
)
) T
d) zey, (VY AT Vy).

3.3 Najdite formuly ekvivalentné s formulou (x Vy) = (Z A z) tak, aby obsahovali
iba:
a) negéciu a disjunkciu,
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b) negiciu a konjunkciu,
¢) negiciu a implikaciu.

3.4 Do predajne maju priviezt tovar. Vedici pozna isté obmedzenia, ktoré charak-
terizuje nasledovne:

e Ak privezi mlieko a neprivezi zeleninu, tak neprivezi ani pecivo.
e Mlieko privezi, ak privezil pec¢ivo a neprivezi zeleninu.

e Urcite privezt aspon dva druhy tovaru.

Urcte, akym sposobom sa mdze rozvoz realizovat.

Vysledky

3.1 a) tautolégia,
b) tautologia,
c¢) tautologia,
d) kontradikcia,

e) ani tautologia ani kontradikcia,

f) ani tautologia ani kontradikcia,

h) ani tautoldgia ani kontradikcia.

3.2 a) nie,

o

[s"N

no,

C Ille

[N

[s"N

1no.

3.3 a

—

zVy)V(zVz),

)
)
)
)
)
)
g) kontradikcia,
)
)
)
)
)
)
)

b) @AY) A ([T A2),
) T=y)= (T=72).

3.4 Oznacme: m — ,Privezl mlieko.“, z — , Privezi zeleninu., p — ,Privezi pec¢ivo.
Formuly mnoziny M = {(mAZ) =D, (pAZ)=m, (mAz)V(mAp)V
V(pAz)} st pravdivé v troch ohodnoteniach vyrokovych premennych, ktorym
odpovedaju vety:

e privezi zeleninu a pecivo a neprivezu mlieko,

e privezu zeleninu a mlieko a neprivezi pecivo,

e privezu vsetky tri druhy tovaru.
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3.2 Normalny konjunktivny a normalny disjunk-
tivny tvar

Elementarnou disjunkciou nazyvame disjunkciu premennych alebo ich nega-
cii & Vay V...V al (zF je x; alebo T; pre Tubovolné i € {1,2,...,n}). Ele-
mentarnou konjunkciou nazyvame konjunkciu premennych alebo ich negacii
xi Azs A...Axy. Hovorime, Ze formula je v normalnom disjunktivnom tvare
(NDT) préave vtedy, ked je disjunkciou elementdrnych konjunkcii. Hovorime, Ze
formula je v normalnom konjunktivnom tvare (NKT) prave vtedy, ked je
konjunkciou elementarnych disjunkcii.

Hovorime, zZe formula a ma Gplny normalny disjunktivny tvar a formula
£ ma Gplny normalny konjunktivny tvar prave vtedy, ked « je v normal-
nom disjunktivnom tvare a 3 je v normalnom konjunktivnom tvare, pricom kazda
elementarna konjunkcia v « a kazdéa elementarna disjunkcia v 8 obsahuje vsetky
vyrokové premenné danej formuly.

Priklad 3.2.1 N&jdime formulu v iplnom normélnom disjunktivnom tvare a for-
mulu v dplnom normalnom konjunktivnom tvare, ktoré st realizaciou booleovskej
funkcie troch premennych f(z,y, z), ktord nadobtida hodnotu 0 iba v argumentoch
(0,0,1), (1,1,0), (1,0,1), (1,0,0) (jednd sa o usporiadané trojice nil a jednotiek pre
postupné ohodnotenie vyrokovych premennych z,y, z).

RieSenie: K takto danej booleovskej funkeii f(x,y,z) moéZeme napisat tabulku
pravdivostnych hodnét. Pre riadky, v ktorych booleovska funkcia f(x,y, z) nado-
btida hodnotu 1, napiSeme elementarne konjunkcie z* A y* A z* a to tak, Ze

= z, akx=1,
1l 7, akz=0.

Rovnako postupujeme pre y* aj z*.
Pre riadky, v ktorych nadobida booleovska funkcia f(x,y, z) hodnotu 0, napi-
Seme elementarne disjunkcie z* V y* V z* a to tak, ze

o z, akx =0,
Tl 7, akz=1.

Rovnako postupujeme pre y* aj z*.

T Ly Lz “ flz,y,2) Lelementérna konjunkcia Lelementérna disjunkcia
0[0[0 1 TAGAZ

0]0]|1 0 rVyVvz
0[1]0 1 TAYAZ

0j1]1 1 TAYNZ

110]0 0 TVyVz
101 0 TVYVZ
1[1]0 0 TVYVz
1111 1 TAYNz
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Disjunciou elementarnych konjunkcii dostaneme formulu (Z A § A Z) V
VIZAYANZ)V(TAYyAz)V(xAyA z), ktord je realizdciou booleovskej funkcie
f(z,y, z) a je v iplnom normalnom disjunktivnom tvare.

Konjunciou elementarnych disjunkcii dostaneme formulu (z V y V Z) A
ANZVyYyVz)ANTVyVEA@TVTV z), ktord je realizdciou booleovskej funkcie
f(z,y, z) a je v iplnom normalnom konjunktivnom tvare. L]

Priklad 3.2.2 NapiSme v normalnom disjunktivnom tvare formulu

rA (@ = (rVY).
RieSenie: 7 A (5= (rVg)) £ rA(BV (VD) Z rA(pV(rvy) £ (rAp)V
V(rAT)V (rAg) = (rAp)VrV (rAg). .
Priklad 3.2.3 Napisme v normalnom konjunktivnhom tvare formulu

(pAg) &

RiesSenie: (p/\@)@r 2 ((p/\@):>r /\(r:>(p/\§)) & ((p/\@)\/r)/\(?\/
VpA) & BVavr)AFVp) A (FVY). .

V dalSom sa budeme zaoberat uré¢enim ¢o najjednoduchsieho normalneho tvaru
formuly, ktora je realizaciou danej booleovskej funkcie. K tomu budeme pouzivat
Karnaughove mapy. Ide o prehladny zapis hodnot prislusnej booleovskej fun-
kcie (namiesto klasickej tabulky pravdivostnych hodnét) do tabulky typu 2 x 2,
v pripade dvoch premennych, do tabulky typu 2 x 4, v pripade troch premennych,
do tabulky typu 4 x 4, v pripade Styroch premennych.

Kazdé policko prislicha jednej n — tici (n € {2,3,4}) hodnét premennych.
Plati, ze dve susedné policka v jednej tabulke sa musia lisit v prave jednej zlozke.
Teda za susedné si povazované aj oba krajné stipce resp. riadky.

Napr. v nasledujicich Karnaughovych mapdach st tuéne vyznacené stipce,resp.
riadky susedné.

7Z takto zapisanej booleovskej funkcie vieme pomerne jednoducho vyjadrit mi-
nimélny disjunktivny tvar (MDT) a minimalny konjunktivny tvar (MKT)
booleovskej funkcie. Sii to normélne tvary formuly pouzivajice najmensi mozny
pocet elementarnych konjunkcii a elementarnych disjunkcii (aj premennych v nich).

Ako nédjdeme minimélny disjunktivny resp. minimdlny konjunktivny tvar bo-
oleovskej funkcie? Najprv hodnoty booleovskej funkcie zapiseme do prislusnej Kar-
naughovej mapy. Potom zdruzovanim (krizkovanim) jednotiek resp. ndl uréime
prislusné konjunkcie resp. disjunkcie. Uvedme postup pri zdruZovan{ jednotiek (pre
zdruzovanie nil platia rovnaké pravidld). ZdruZovanie robime tak, aby vznikol ob-
diznik, ktorého kazdy rozmer je mocninou ¢sla 2 a obsahuje iba jednotky a to,
maximalny mozny pocet. Kazdému jednému zdruzovaniu odpoveda nejaka konjun-
kcia, ktord vytvarame tak, ako sme to uviedli v predchadzajicom priklade. Rozdiel
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je iba v tom, Ze tieto konjunkcie nemusia obsahovat vietky premenné. Cim viac
jednotiek naraz zdruzime, tym menej premennych obsahuje konjunkcia prislicha-
juca tymto zdruzenym jednotkam. Samozrejme, moze sa stat, Ze sa nedd zdruzit
viac ako jedna jednotka. V tomto zdruzovani je skryty distributivny zakon. Napri-
klad disjunkcia (zAy)V (z Ag) je ekvivalentnd s formulou . V Karnaughovej mape
pre booleovskt funkciu dvoch premennych by sme zdruzili dve jednotky s polic-
kami odpovedajicich dvojiciam 11 a 10 a napisali by sme namiesto (x Ay)V (2 A7)
formulu z. Zdruzovanie robime dovtedy, kym kazda jednotka nie je niekde zdru-
zené, ale tiez dbame na to, aby sme zdruzovali vzdy maximalny pocet jednotiek.
Nakoniec z takto ziskanych konjunkcii napiseme miniméalny disjunktivny tvar. Po-
znamenajme, ze minimalne tvary nie si jednoznacné.

Priklad 3.2.4 Najdime minimélny disjunktivny tvar a minimalny konjunktivny
tvar booleovskej funkcie

8) f(z,y,2) 7 prikladu
b) f(p,gq,r), ktord nadobida hodnotu jedna iba v argumentoch (1,1,1) a (0,0,1),

c) f(p,gq,r, ), ktord nadobtida hodnotu nula iba v argumentoch (0,0,1,0),
(1,0,0,0), (1,0,1,0), (1,0,0,1), (1,1,0,0, (1,1,0,1) a (1,0,1,1).

Riesenie:

a) Najprv vyrieSime tito tlohu tak, Ze pomocou ekvivalentnych formil zjedno-
dusime najprv normalny konjunktivny tvar a potom normaéalny disjunktivny
tvar danej formuly.

_ _ _ _ _ = 4.
(a:\/y\/z)/\(3:\/y\/z)/\(ac\/y\/z)/\(x\/y\/z) =
L (wvavEAD)A(@V)IVEAD) = (yvE)VO)A(EV2)V
\Y, O) B (y \/E) A (E\/ z) Teda (y \/2) A (E\/ z) je minimalny konjunktivny
tvar danej booleovskej funkcie.

EAGAZDV @AYyAZ)VETAyAZ)V (@AyAz) =
L (@AA@VY)V(wA)AE@EVE) 2 (@AZ)A1)V ((yAz)A
A 1) 2 (E/\?) \Y (y A z) Teda (E/\?) \Y (y A z) je minimalny disjunktivny
tvar danej booleovskej funkcie.

Teraz rieSme ulohu pomocou Karnaughovej mapy. Hodnoty booleovskej fun-
kcie, ktoré sme v predchddzajicom priklade zapisali do tabulky pravdivost-
nych hodnoét, teraz zapiseme do Karnaughovej mapy. Najprv uréime zdruzo-
vanim nul, podla predchadzajiceho postupu, minimalny konjunktivny tvar
tejto booleovskej funkcie. Vytvorime dva obdlzniky rozmerov 1 x 2, ktorym
odpovedaju disjunkcie y VZ a TV z.

2y
00 10 11 01

Zolllm
I Eeit
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Miniméalny konjunktivny tvar je (E \% z) A (y \% E).
Teraz zdruzovanim jednotiek uréme minimalny disjunktivny tvar. Opét vy-

tvorime dva obdiiniky rozmerov 1 X 2, ktorym odpovedaji konjunkcie T AZ

aynNz.
Yz
00 10 11 01

| 0 [1]] 0
100U0

Miniméalny disjunktivny tvar je (i A E) \Y (y A z).

V predchadzajicej Karnaughovej mape, a aj v nasledujicich, budeme pri ur-
¢ovani minimélnych konjunktivnych resp. disjunktivnych tvaroch rovnakou
farbou oznacovat disjunkcie resp. konjunkcie a im odpovedajice zakruzko-
vané oblasti v Karnaughovej mape. V tlohach b) a v ¢) zapiSeme booleovské
funkcie do prislusnych Karnaughovych map a uré¢ime minimélne disjunktivne
a miniméalne konjunktivne tvary pre dané booleovské funkcie.

Funkecia f(p, ¢, ) nadobida hodnotu jedna v argumentoch (1,1,1) a (0,0,1),

teda hodnotu nula nadobiida v argumentoch (0,1,0), (0,1,1),(1,0,1),(1,0,0),(0,0,0),(1,1,(

NapiSeme oba jej normélne tvary a tpravami ich zjednodusime.

Normalny disjunktivny tvar je (p AgAN 7’) \% (ﬁ AGAN F). Kedze sa neda zjed-
nodusit, je to aj minimalny disjunktivny tvar danej funkcie.

Normalny konjunktivny tvar je (p A7AY r) A (p VgV F) A (ﬁ VgV F) A (ﬁ \Y
VagVvr)A(pVaVvr)A(pvagVvr).

Pouzijeme dvakrat distributivny zakon pre prvé dve a dalsie dve elementarne
disjunkcie, ostatné opiSeme a prvi a stvrti elementarnu konjunkciu napiseme
este raz. Nasledne opét formulu zjednodusime.

((pva) Vv (rAT))A((BVa)V (FAT))A(pVaVr)A(BVEVr)A(pVavr)A(PVeV
vr) = (pva)A@Eva)A((pvr)V(@na) A((Vr) v (@ng) = (pva)A(pv
Va)A(pvr)A(pvr) = (pvg) A(BVa)A(rv (PAp)) = (pVa) A(BVa)Ar.
Teda (p \Y 6) A (f? \Y q) A r je minimalny konjunktivny tvar.

Teraz najdime miniméalne tvary pomocou Kargnaughovej mapy. Zapiseme-
hodnoty danej booleovskej funkcie f(p,q,r) do mapy.

qr qr
00 10 11 01 00 10 11 01

Lo T[] 4
f@01E o o |[1)] o

Minimalny konjunktivny tvar je (ﬁ \Y q) A (p \Y Q) A
Minimalny disjunktivny tvar je (p AgAN r) \Y, (]3 ANGA 'r).
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¢) Teraz pouZijeme iba Karnaughove mapy. Zjednodusenie booleovskej funkcie

tUpravami ponechavame na citatela.
s rs

00 10 11 01 00 10 | 11 01 |

00 1 0 1 1 00 1 0 1 1

10 0 0 0 0 10 0 0 0 0
pq y4
11 0 1 1 0 11 0 1 1 0

w1 | 1] 1] 1 ol 1 ‘ 1] ‘
\
Minimalny konjunktivny tvar je AgVTVs)ADVT).
Minimélny disjunktivny tvar je V(gAT)V(DAS). ]

Priklad 3.2.5 Bez pouzitia Karnaughovej mapy najdime minimalny disjunktivny
tvar booleovskej funkcie, ktorej uplny normalny disjunktivny tvar je:

a) (ANYANZ)V(EAYyA2)V (@ AGAZ)V(TATA 2),
b) (#AGAZ)V(@TAYA2)V(xAGAZ)V(ZAGA2Z)V(TAGAZ),
) (AGAZ)V(TAYyAz)V (2 AGAZ).

Riesenie. Najprv chceme pouzit distributivny zdkon, teda hladame vzdy dve ele-
mentarne konjunkcie, ktoré maji rovnaké literdly. V pripade, Ze niektort konjun-
kciu by sme potrebovali pouzit viacnasobne, stac¢i ju do daného disjunktivneho
tvaru pridat potrebny pocetkrat.

a) Zdruzime elementarne konjunkcie v 1. a 3. zatvorke a v 2. a v 4. zétvorke.
(AYANZ)V(EZAYyAZ)V (@ AGAZ)V(EAGAZ) = (2 AZ)A(yVT))V((TA
A2)A(GVy))=(xAZ)V(TAz)

b) Zdruzime elementdrne konjunkcie v 1. a 4. zétvorke, v 2. a v 4. zétvorke a v
3. a v 5. zatvorke. Teda elemenarnu konjunkciu v 4. zatvorke uvazujememe
v tomto normélnom disjunktivnom tvare dvakrat.
(AGAZ)VETAYAN2)V(@AGAZ)V(EAGAZ)V(EZAGAZ) = (TGA2) A
AEVE)NV(EA)AYVY))VGAZ) A (2 VE) = [GA2)V(TAZ)V(GAZ)
Teraz zdruzime konjunkcie v 1. a 3. zatvorke.
GA)VEAN2)VTGAZ)=FGA(2VE)V(EA2) =7V (TA2)

¢) Zdruzime elementarne konjunkcie v 1. a 3. zatvorke.
(AGA)V(EAYA)V (@ AGAZ) = (2 AG)A(2VE)V(EAYyAz) = (A
AG)V(TAYA2). "

Priklad 3.2.6 N&jdime tiplny normalny disjunktivny tvar a iplny normalny kon-
junktivny tvar booleovskej funkcie f realizovanej formulou: (z V y) = Z. Minima-
lizujme ich.
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Riesenie. Normaélne tvary uréime pomocou tabulky pravdivostnych hodnét fun-
kcie f.

L oly]z] sy
111 0
110 1
1]o]1 0
100 1
011 0
0ol1]o0 1
0]0]1 1
0olofo 1

Vyuzitim riadkov, kde f(z,y, z) = 1, uréime tplny normalny disjunktivny tvar
funkcie f. Pre kazdy taky riadok najdeme elementarnu konjunkciu. Hladany uplny
normélny disjunktivny tvar je (zAYyAZ)V(ZAGAZ)V(ZAYAZ)V(TAGAZ)V(TAYGAZ).

Vyuzitim riadkov, kde f(z,y,z) = 0, uréime tply normdlny konjunktivny tvar
funkcie f. Pre kazdy taky riadok ndjdeme elementarnu disjunkciu. Hladany uplny
normélny konjunktivny tvar je (ZVGVZ)A(ZVyVZI)A(xVTVZI).

Minimalizaciu urobime najprv pomocou distributivneho zdkona a potom po-
mocou Karnaughovej mapy.

(ZAYAZ)V (ZAGAZ)V (TAYAZ)V (EATAZ)V (EATAZ) = (2AZ)V(TAZ)V(EATAZ)
=ZV(ZAYANz)=ZV (TATY), ¢o je minimalny disjunktivny tvar.
ZVYVZ)AN(TVyYVZ)A(xVYVZ) =ZV(ZA(2VY)) =2ZV(ZAY) = (TVZ)A(TVZ),
¢o je minimalny konjunktivny tvar.

7 Karnaughovej mapy ihned ziskame minimélne tvary. Najprv zapiSeme za-
dantd funkciu f do Karnaughovej mapy.

Yz
00 10 11 01

o] 1 1 0 1

Najprv spojime s$tyri jednotky, ktoré st v druhom a trefom riadku a sicasne
v druhom a trefom stfpci. Ich spolo¢nou castou je z = 0, ¢omu odpoveda z. A
tiez mozme spojit jednotku v poslednom riadku a poslednom stipci s jednotkou
v druhom stipci a poslednom riadku. Ich spoloénou astou je z = y = 0, ¢omu
odpoveda T A 7. Teda hladany minimdlny disjunktivny tvar je Z V (T A 7).
Teraz najdime minimalny konjunktivny tvar. Zdruzime dve nuly, ktoré si v dru-
hom riadku. Ich spolo¢nou castou je x = z = 1, ¢omu odpovedd zZ VZ. A tiez
mozeme zdruzif nuly v stvrtom stipci. Ich spolo¢nou ¢astou je y = z = 1, ¢omu
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odpovedd z V 7. Teda hladany minimélny konjunktivny tvar je (TVZ)A(GVZ).m

Priklad 3.2.7 Linka pozostdva z 3 strojov. Zostrojme kontaktni siet s minimél-
nym poctom vypinacov tak, aby signalizovala, ze nastal pripad, ked prvy stroj
nepracuje a z ostatnych pracuje aspon jeden.
Riesenie. Premennymi z,y, z ozna¢me vyroky: x — prvy stroj pracuje, y — druhy
stroj pracuje, z — treti stroj pracuje. Sietou bude prechddzat prud prave vtedy, ak
nastane niektory z nasledujtcich pripadov:

e druhy stroj pracuje, prvy a treti nepracuju,

e prvy a druhy stroj nepracuju, treti pracuje,

e prvy stroj nepracuje, druhy a treti pracuju.
Tieto pripady mézeme charakterizovat booleovskou funkciou f(x,y, z), ktord bude

mat hodnotu 1 iba v pripadoch odpovedajucim situdciam v predchdadzajtcich troch
pripadoch. Inak ma hodnotu 0. Zapisme to do Karnaughovej mapy.
yz

00 10 11 01

o] 0 1 1 1

Mbobzme spojit dve a dve jednotky v poslednom riadku, raz jednotky v tretom
a Stvrtom stipci a raz jednotky v poslednom a predposlednom sﬂpci. Spolo¢nou
castou prvej dvojice je x = 0, y = 1, ¢omu odpovedd T A y. Spolo¢nou castou
druhej dvojice je x = 0, z = 1, comu odpovedd T A z. Minimdlny disjunktivny
tvar nasej funkcie je (T Ay) V (T A z), omu zodpovedd kontaktnd sief so Styrmi
vypinaC¢mi. Ak pouzijeme este distributivny zékon, nasu funkciu mdzme upravit
na jednoduchsi tvar TA (yV z), ktory sa uz neda dalej zjednodusit. Pocet kontaktov
pre takto zapisani funkciu su tri. Kontaktnd siet prislichajica tejto booleovskej
funkcii je naCrtnutd na obrazku, pricom konjunkcii odpovedd sériové zapojenie a

disjunkcii paralelné zapojenie.
' y
———o/o——

T

I

Ulohy

3.1 N4jdite uplny normélny disjunktivny tvar booleovskej funkcie realizovanej
formulou ¢ a minimalizujte ho.
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a) (zVvz)=y) e [TA2),
b) (z 7)) = (2 A7),
¢) (VYY) Az) ©u)= (TAT).

3.2 Najdite uplny normalny konjunktivny tvar booleovskej funkcie realizovanej
formulou ¢ a minimalizujte ho.

a) z & (y= (TV=2)),
b) (T =y)AZ,

¢) (TA(z2AY))Vu.

3.3 Nech booleovska funkcia je dana tabulkou. Néjdite uplny normélny konjunk-
tivny tvar, minimalizujte ho.

olylelrEys) |
1711 1
11110 0
1101 1
1100 1
0]1]1 0
0[1]0 1
0]0]1 0
0[0]0 1

3.4 Nech booleovskd funkcia je dana tabulkou. Najdite uplny normélny disjunk-
tivny tvar a minimalizujte ho.

L oly]:] ey
111 0
1/1]0 1
1101 0
110]0 1
011 1
010 1
001 1
0]0]0 1

3.5 N4jdite minimalny disjunktivny tvar a normalny konjunktivny tvar booleov-
skej funkcie, ktorej uplny normalny disjunktivny tvar je:
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) (

b) (xAGAZ)V(EAYA2)V(@AGAZ)V(EAGA2)V(TAGAZ),
) (AYyAZ)V (2 AYAZ)V (e AGA)V ( AGAZ)V (EAGAZ)V(EAYA2)V (TAGAZ),
) (

TAGAZ)V(TAYAzZ)V (T AGAZ).

3.6 Najdite iplny normalny disjunktivny tvar a iplny norméalny konjunktivny tvar
booleovskej funkcie realizovanej formulou:

a) (T=y)ANzAyA(zVT),

b) zA (FV (z = x)),

o) p=a)A(@=7)V(pAT)),
d) (z=y) Az,

e) (T=y) VZ,

f) (x 7)) = (2AT),

g @=y) =7,

h) (pVqVTF) <3

3.7 Néjdite minimalny disjunktivny tvar booleovskej funkcie f(p,gq,r,s), ktord
nadobtda hodnotu 0 iba v argumentoch (1,0,1,0), (0,0,0,1), (0,0,1,1), (1,1,0,0),
(1’0’171)’ (0’07070) a (1717170)'

3.8 Nijdite minimalny konjunktivny tvar booleovskej funkcie f(p,q,r,s), ktord
nadobida hodnotu 1 iba v argumentoch (0,1,0,1), (1,1,1,0), (1,1,0,0), (0,0,1,1),
(0,1,1,1) a (1,1,1,1).

3.9 Najdite minimalny disjunktivny tvar a minimélny konjunktivny tvar booleov-
skej funkcie realizovanej formulou:

a) (z < (yVvz) = ((TVY) AZ2),
b) (¢ =) Ay) & (TVE),
¢) ((FVY)Az) e ul = (TAT).
3.10 Linka pozostava z 3 strojov. Zostrojte kontaktnu siet a pomocou booleovskej

algebry ju maximélne zjednoduste tak, aby signalizovala, Ze nastal niektory z
nasledujucich pripadov:

a) prvy stroj nepracuje, ostatné stroje pracuju,

b) prvy stroj pracuje a z ostatnych dvoch iba jeden pracuje.
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3.11 Linka pozostéva z 3 strojov. Zostrojte kontaktni siet s miniméalnym poctom
vypinacov tak, aby signalizovala, ze nastal niektory z nasledujtcich pripadov:

a) len prvy stroj pracuje,

b) len treti stroj nepracuje,

c) len treti stroj pracuje,

)
)
)
)

d) len prvy stroj nepracuje.

3.12 Linka pozostéava zo 4 strojov. Zostrojte kontaktnu siet s minimalnym poctom
vypinacov tak, aby signalizovala, Ze nastal niektory z nasledujuicich pripadov:

a) len treti stroj nepracuje,

b

len prvy a stvrty stroj pracuje,

d

)
)

¢) len prvy pracuje,
) len prvy a druhy stroj pracuje,
)

e) len druhy nepracuje.

Vysledky
3.1 szAz)v(z/\y/\z) (IAy/\z)
yAz)( 7):
Z)V(ZAYyA2)V(ZAGAZ)V (AyAz)V (TAYAz2),

x/\y) (yAz) Vv (ZAT),

) (TAYAZAT)V (ZAGAZAU)V (ZAGAZAT)V (TAYAZAT) V (TAYAZAU)V
V(ZAYyA2ZAT)V (2 AGAZAW) Y (2AGAZAT) Y (2AYAZAW)V (ZAYyAzAU),

@ZAZ)V(EAu)V(TAT)V (@ AyAu)V (TAZAT).

3.2 a) (zVyVva)A(@VyV)A(zVyV2)A(zVYVZE)A(TVTV2),
zA(GV2),
(zVyVz)A(zVyVZ)A(zVyVz) A (ZVYVZ)A(ZVTVZ),
(zVy) Az,
(TVYVzVu) A(ZVYV2Vu) A(TVYVEVU) A (TVYVEVUY) A (VY VEVU),
(f\/u) N (y\/E\/u).

3.3 dplny normdlny konjunktivny tvar je VGV 2)A(x VIV ZE)A(xzVyVZ),

minimédlny konjunktivny tvar je (x VZ) A (g V 2).
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34 (zAANGZ)V(@AGAZ)V(TAYAZ)V(EAYA2)V(TAGA2Z)V(TAGAZ),

<
=l
>
&

ANETVYVZ)AN(xVyVz)A(xzVTGVz),

=
<
<
—~
NS BN RN

VE)A@VYGV2)A(xVyVz)A(xVyVZI)A(zVFV 2).

3.6 a) y), @VY A(xVY A(@Vy),

ANy ANz)V(@AgGgAz)VEAyA2z)V(ETATGA2),
IVYVZ)A(ZVyVz)A(xVGVz)A(zVyVz),
)PAGATIV(DAGAT)VBAGAT)V(BAGAT)V (BATAT),
(PVaVT)A([DVaVr),

d) (xAYyA2)V(EZANYyAz)V(TAGA2),

e) (zAYyNz)V(xAYAZ)V (AGAZ)V (2 ANGAZ)V (EAYyAz)V (TAYAZ)V (TAGAZ),

D (xAyA2)V(@EAYyAZ)VEZAYyAZ)V(EAGAZ)V(TATAZ),

g) (ANYANZ)V(@AGAZ)V(EAYAZ)V(ZAGAZ)V(TAGAZ),

h) (BAGATAS)V (PAGATAS)V (PAGATAS)V (DATATAS)V (PA
ANGATAS)V (BPAGATAS)V (BAGATAS)V (PAgATAS),
(pVaVrVs)A(EVEVrVs)A(BVeVTVsS)A(BVeVrVs) A(pV
VGVTFVS)A(pVgVTVs)A(pVgVrVs) A(PVaVTFVs).

3.7 BATAS)V(pAGAT)V (BAG)V (qAs).

3.8 (PVrVs)A([BVa) A(pVs)A(gVvr).

39 a) (A V@AY V(GAZ), (TV

b) EAY)V(yNz), yA(EV 2),
) xANGAzZAUu, T AGA 2z Au.

3.10 | E y ZO—

YA (xVyVz),




3.11

3.12

1

<
~
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Kapitola 4

Algebraické struktary

4.1 Grupy, cyklické grupy

Priklad 4.1.1 Zistime, ¢i mnozina Z spolu s danou binarnou operaciou [J tvori
grupu, ak:

a) adb=a+b+1,
b) adb=a—b+1.

RieSenie. Chceme ukézat, ze (Z,0) je grupa. Podla definicie musime ukézat, zZe

1. mnozina Z je uzavreta vzhladom na binarnu operaciu [, t.j.
Va,be Z:aldb € Z,

2. plati asociativny zakon vzhladom na bindrnu operéaciu [J, t. .
Ya,b,c € Z : (ab)Oc = aO(bc),

3. mnozina Z obsahuje neutralny prvok vzhladom na operéaciu [J, t.j.
de € Z Va € Z : alde = a = ela,

4. ku kazdému prvku z mnoziny 7Z existuje inverzny prvok vzhladom na ope-
raciu O, t.j.
VYa € Z 3a' € Z: a0d' = e = d'Oa.

a) Nech adb=a+b+ 1.

1. adb=a+ b+ 1 € Z pre Tubovolné a,b € Z
Mnozina Z je uzavreta vzhladom na bindrnu operaciu [.

2. (@Ob)Oc=(a+b+1)0c=(a+b+1)+c+1=a+b+c+2
aO(®0Oc) =a0(b+c+1)=a+ (b+c+1)+1=a+b+c+2
Plati asociativny zadkon vzhladom na binarnu operéciu [J.

3.a+e+l=a=e+a+1l,tedae=—-1la—-1€Z
Mnozina Z obsahuje neutralny prvok vzhladom na operaciu [J.
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4. a+ad +1=—-1=d +a+1,tedaad' =-2—-a,—-2—acZ
Ku kazdému prvku z mnoziny Z existuje inverzny prvok vzhladom na
operaciu [.
Teda (Z,0) je grupa.
b) Nech allb=a —b+ 1.

1. adb = a — b+ 1 € Z Mnozina Z je uzavretd vzhladom na bindrnu
operaciu (.

2. (edb)Oc=(a—b+1H)0c=(a—b+1)—c+1l=a—-b—c+2
aD00c) =a0b—-c+1)=a—-(b—c+1)+1=a—-b+c

KedZze (a0b)Oe # aJ(b0c), neplati asociativny zakon vzhladom na bindrnu
operaciu O, teda (Z,0) nie je grupa. [

Priklad 4.1.2 N4jdime mocniny 2°, 2° a 27° v grupe

a) (Z,+),

b) (R —{0},-).

RieSenie. Nech (G, *) je grupa a nech n € Z. Pre Tubovolny prvok = € G definu-
jeme mocninu z" nasledovne:

n—krat

TALT KT K-k X, ak n >0,
" = e, akn =0,
2z’ xx' %% 2/, akn<0.

(—n)—krét

Teda najprv potrebujeme zistit neutralne prvky a inverzny prvok k prvku 2 v
oboch grupach zo zadania.

a) V grupe (Z,4+) je neutrdlny prvok 0. Inverznym prvkom k 2 je -2. Potom
20=0,22=2+2+2+2+2=10a27° = (=2) + (=2) + (-2) + (-2) +
+(=2) = —10.

b) V grupe (R—{0},-) je neutrdlny prvok 1. Inverznym prvkom k 2 je % Potom

0 _ 5 _ _ -5 _1 . 1 1 1 1 __ 1

Priklad 4.1.3 Je grupa (Zg, @ ) cyklickd? Ak dno, ndjdime vSetky jej generatory.
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RieSenie. Ak v grupe (G, *) existuje taky prvok x € G, ze kazdy prvok mnoziny
G je jeho mocninou,tak grupa sa nazyva cyklicka a prvok z je generatorom
grupy. B
Zistime,¢i niektory prvok mnoziny Zg je generatorom danej grupy. Prvok 0 nie
je generétor, pretoze 0 = 0 pre lubovolné n € Z. Prvok 1 je generatorom, pretoze
7= 0, T = 1, T = 2, T = 3, T = 4, T = 5, teda umoctiovanim prvku 1
postupne ziskame vSetky prvky mnoziny Zg. Teda, dana grupa je cyklickd.
N4ajdime ostatné generatory grupy. Kedze P 0, 3 = 2, 2 = 4, P 0,
prvok 2 nie je generdtorom. KedZe 3~ = 0, 3! = 3, 37 = 0, ani prvok 3 nie je ge-
neratorom. Kede 4° = 0, 7' = 4, 7= 2, g 0, ani prvok 4 nie je generdtorom.
Teraz najdime mocniny prvku 5. Dostaneme 5=0,5=55=45=3,5 =
=4, 5° =T, teda kazdy prvok mnoziny Zg sa d4 napisat ako mocnina prvku 5, a 5
je generator. Uvedomme si, Zze ked umocnujeme, mocnina méze byt aj zdporna. Ale
v tejto grupe, zaporné mocniny jej prvkov vygeneruji rovnaké prvky ako kladné
mocniny. n

Priklad 4.1.4 Uréme rady vSetkych prvkov v grupe (Zg, ®) a ndjdime vSetky
podgrupy tejto grupy. Nésledne urobte rozklad grupy podla jej dvojprvkovej podg-

rupy.

RieSenie. Rddom prvku z v grupe (G, %) je najmensie prirodzené ¢islo n také,
ze x" = e. Zapisujeme rad x = n.
Radom nejakého prvku k danej grupy je najmensie prirodzené ¢islo n také, Ze
0" = e = 0. Na zéklade rieSenia predchadzajiceho prikladu vieme, Ze
rad 0 = 1;
rad 1 = rdd 5 = 6;
rad 3 = 2;
r4d 2 = rdd 4 = 3.

Podgrupou grupy (G, ) budeme nazyvat dvojicu (H, ), pricom H C G a H je
uzavreta vzhladom na operdaciu *. Vsetky podgrupy cyklickej grupy su tiez cyklické
a podla Lagrangeovej vety rad grupy (Co je pocet prvkov grupy) je ndsobkom
radu podgrupy. Teda v tomto pripade podgrupy mozu mat jeden, dva tri alebo
Sest prvkov. Vyuzitim predchadzajiceho prikladu, dostdvame tieto podgrupy {6},

Teraz néjdime rozklad grupy (Zg, ®) podla podgrupy H = {0,3}. Nakolko
operacia @ je komutativna, lavy rozklad bude rovnaky ako pravy. trieda pravého
rozkladu prislichajica prvku « € Z je tH = {x & h, h € H}. Dostdvame nasledu-
juce triedy rozkladu

0H={040,0063}={0,3} =3H

1IH={1®0,1®3} ={1,4} =4H

20 = {300,203} = {2,5) =5H .

Priklad 4.1.5 Zistite, ¢i zobrazenie f : (RT,.) — (R,+), f(z) = In z je ho-
momorfizmom resp. izomorfizmom uvedenych grip.
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Riesenie. Najprv zistime, ¢i sa jedna o homomorfizmus. Overime, ¢i plati:

(Va,y €RT): f(z-y) = f(z) + f(y)
Upravme lavi stranu.

fle-y)=n(z-y)=nz+ny=f(z)+[f(y),

=+

U

4.1 Zistite, ¢i mnozina Z, spolu s binarnou operaciou [ tvori grupu, ak:

4.2 Zistite, ¢i dand mnozina spolu s bindrnou operaciou tvori grupu, ak:

teda dané zobrazenie je homomorfizmus grip. Aby dané zobrazenie bolo izo-
morfizmom grip, musi byt bijektivne, t.j. injektivne aj surjektivne. Teda, mé pla-
tit:

(Vr,y e RY) iz #y= f(x) # fy)

a zaroven

(Vy e R)(Ix e RT) : y = f(x).

Zobrazenie f je injektivne, lebo (Vo,y e RT) iz Ay=Inx #1Iny= f(z) #

f().

Ale zobrazenie f nie je surjektivne, lebo neplati (Vy € R)(3z € R*) : y = In z.
Staci zvolit x = e™Y.

Zobrazenie f nie je izomorfizmom danych grap.

lohy

a) zly = x — vy,

b) allb =a+ 0,
c) allb = ab,

d

@

f
g) zxy=a%y?

h) axb=ab+ 1.

a) (Zs,®),

b (Z1:—{0},®),

¢) (Zn,d),

d) (2.—{0},®),

e) (Zo x Z3,D),

f) ({1,-1,1, -1}, +),

alb=a-+ b+ ab,

)

)

)

)

) Ay =z +y+5,
) alAb=a+ (—1)%,
)
)



g) (Ss, °), S3 je mnozina vsetkych permutacii mnoziny {1, 2, 3}.

4.3 Zistite, ¢i mnozina A = {x € R: x = 7% k € Z} spolu s operaciou:
a) scitania,
b) nédsobenia
tvori grupu.
4.4 Zistite, ¢i mnozina A = {2" : n € Z} spolu s operaciou:
a) sCitania,
b) nédsobenia
tvori grupu.

4.5 Zistite, ¢i mnozina A C Zj; spolu s bindrnou operéciou ® tvori grupu.

a) A={1,3,150},

b
— (1,8},
= {1, 10}.

o

)
) A
) A
d) A

4.6 Nech K,, = {x € C,2"™ = 1}, n € N. Zistite, ¢i mnozina K,, tvor{ grupu
vzhladom na operaciu:

a) sCitania,

b) nédsobenia.

4.7 Najdite rady prvkov:
a’) ia 3 Vv grupe (Z87 @)7
b) 2,3 v grupe (Zs — {0}, ®).

4.8 Zistite, ktoré z nasledujtcich grip s cyklické:

(R, +), (Q,+), (Ks,-), {zeR:x=T"keZ},),
(5370 )’ (R - {0}7 ')a (ZSv @)’ <Z7 - {O}’, ®)a
({2”,7’1 S N}, '), (Zg X ZQ,EB), (ZQ X Z3,@), (ZQ X Z4,EB).

4.9 Néjdite grupu, v ktorej kazdy prvok okrem neutralneho je jej generatorom.
4.10 Zistite, ¢i dané zobrazenie je homomorfizmom resp. izomorfizmom grip.

a) [:(Z,+) — (Z,+), f(z)=4x,
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b) £ (RY,) — (RY,), f(z)= L,

o) f:(RxR,+) — R,+), flz,y)=ax+y—2.

4.11 Zistite, ktoré z nasledujucich grup st izomorfné.

(R’ J’_)’ (Kﬁa')7 (KS")’ (Z&@>L
(5370 )a (R - {0}, ')7 (Z7; EB)a (Z7 - {0}7 ®)7
(Z,+), (Zy x L3, ®).

4.12 Najdite vsetky podgrupy danych griup a najdite ich rozklady podTa ich stvor-
prvkovych podgrip.

a‘) (K47 ')7
b) (Zs,®).
Vysledky
4.1 a) nie, b) 4no, c) nie, d) nie,
e) ano, f) dno, g) nie, h) nie.
4.2 a) éno, b) 4no, ¢) éno, d) 4no,
e) ano, f) nie, g) éno.
4.3 a) nie,
b) éno.
4.4 a) nie,
b) no.
4.5 a) é4no,
b) nie,
c) nie
d) d4no
4.6 a) nie,
b) no.
4.7 a)rdd 2 =4,14d 3 =38,

b) rdd 2 = 4, rdd 3 = 4.
4.8 Nasledujice grupy su cyklické:
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({2n7n € N}7 ')7 (ZQ X Zilv@), (K& ')7 (287@);
(Zy X Z3, ®), (Z7 — {0}, ®), {reR:2=7"kcZ},-).

4.9 (Z7; — {0}, ®)
4.10 a) homorfizmus,
b) izomorfizmus,
¢) nie je ani homorfizmus.

4.11 (Kg,-) & (Zg, ®)
(Z2 x Z3, @) = (Ke,") = (Z7 — {0}, ®)

4.12 a) {1}, {1,-1}, {1,-1,i,—i},

4.2 Okruhy, obory integrity, telesa a polia
Priklad 4.2.1 Zistite, ¢ (Zg, ®, ®) tvori okruh, obor integrity, teleso alebo pole.
Riesenie. (Zg, ®,®) tvori okruh prave vtedy, ked
1. (Zg,®) je komutativna grupa,
2. (Z¢,®) je pologrupa,
3. Operacia ® je distributivna vzhladom na operéciu @, t.].
VZ,Y,Z2€Z:ZT®(JDZ)=(TRY) ® (T2,
@Zoyez=Te2) 0 [He32).
Overme jednotlivé podmienky.

1. VyuZijeme nasledujticu Cayleyho tabulku na overenie toho, Ze (Zg, ®) je ko-
mutativna grupa.

b
”:
l
-
=
—
[
I
ol
—
|
[
(S

= Ol | o | ]| ol |l
N | = [ O] O | ] |l

N OUT I NOTI TS Rl

Wl [ [ =] | S| ot |

U ] [l [l | =] | D
(2 ( SN OV I N R e I
Ol | U | =] | ol | D | N

7 Cayleyho tabulky vidime, Ze:
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e mnozina Zg je uzavretda vzhladom na bindrnu operaciu &,

e mnozina Zg obsahuje neutralny prvok 0 vzhladom na opericiu @,

e ku kazdému prvku T z mnoziny Zg existuje inverzny prvok T’ z mnoZiny

X L, . —/ =" — =7 - =/ = =/ -

Zg vzhladom na opericiu @, ato0 =0,1 =5,2 =4,3 =3,4 =4,
o6
5 =1.

e binarna operacia @ je komutativna.

Este ukazeme, ze bindrna opericia @ je asociativna, t.j. VZ,7,Z € Zg :
(ZDY)Dz=T® (y®z). Najprv upravme lavti a potom pravii stranu.
Zoy)dz=0vty®z=2+y+2

TG WPzZ)=Thyt+z=x+y+=z

Teda operacia @ je asociativna.

2. Pouzijeme Cayleyho tabulku.
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(V]
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Z Cayleyho tabulky vidime, ze mnozina Zg je uzavreta vzhladom na bindrnu
operaciu .

Teraz ukadzeme, ze bindrna opericia ¢ je asociativna, t.j. VZ,7,Z € Zg :
(ZT®Y)®zZ=T® (y®Zz). Najprv upravme lavti a potom pravii stranu.
ZRYRZ=T yRz=T -y 2.

TR UYR2Z)=TIQyU - 2=7T -7 2

Teda operacia ® je asociativna.

3.V7,7,2€L::T® (J0Z) = (TR @ (T7)
Toey)ez=(T®%2) ([I32).

V obidvoch rovniciach upravime lava a pravi stranu a porovname ich.
ITRY®zZ)=Tytz=x(y+z)=zy+z=2
ZRYPITRZ)=TYyYPTZ=2.y+T.2
Zey)R®z=r+tyRz=(x+y)z=22+y.=2
TR2)OYRZ) =T2072=12.21y.2
KedZe platia aj distributivne zékony, (Zg, ®,®) je okruh.

Okruh (Zg,®,®) tvori obor integrity prave vtedy, ked neexistuji netrividlne
delitele nuly, t.j. VZ, 5 € Zg : (T #0AY #0) = TRY # 0). Zvolme T = 2Ny = 3.

43



Potom 2 ® 3 = 0. Teda okruh (Zg, ®,®) nie je oborom integrity. A potom nie je
ani telesom ani polom.

Ulohy

4.1 Zistite, ¢i mnoZina spolu s dvomi bindrnymi operdciami (A, +, ) tvor{ okruh,
obor integrity, teleso alebo pole, ak:

a) A ={a+b/2+cV2, a,b,ccQ},
b) A= {a+bi, a,beZ},

c) A={a+bi, a,beQ},

d) A={a+b¥2, a,bcQ},

e) A={rcRax="T7" kecZ}

f) A je mnozina neparnych celych ¢isel,

g) A je mnozina parnych celych ¢&isel.

4.2 Zistite, ¢i (P(A), +,N), A # () je okruh resp. pole, ak X +Y = (X -Y)U(Y - X).
4.3 Zistite, ¢i (M, +,-) je pole, ak:

a) M = My, (R),

b) M:{(;b 2>6M2(]R)}.

4.4 Rozhodnite, ¢ zobrazenie ¢(a,b) = (b,0,a) je homomorfizmus resp. izomor-
fizmus okruhov (R3, +,-) a (R?,+,-), ak + a - st s¢itanie a ndsobenie n — tic
po jednotlivych zlozkach.

4.5 Rozhodnite, ¢ zobrazenie f : R® — R? je homomorfizmom resp. izomorfiz-
mom okruhov (R3,+,-) a (R? +, "), ak:

a) f(x’yaz) = (xvy)v

b) f(z,y,2) = (y,v).
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g) obor integrity.
4.2 Je to pole.
4.3 a) nie je,

b) je.
4.4 Je homomorfizmus.
4.5 a) homomorfizmus,

b) homomorfizmus.
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Kapitola 5

Grafy

5.1 Zakladné pojmy

Priklad 5.1.1 Majme diagram grafu G = (V, H).
V2

V3 U6

Vg U5
Vypisme prvky mnoziny vrcholov V', mnoziny hran H a napiSme stupne vSet-
kych vrcholov.

RieSenie. Vrcholy st oznafené, mnozina vrcholov je V. = {vy, va, v3,v4, 5, Ug }.
Kazdd hranu zapiseme pomocou dvoch vrcholov, s ktorymi inciduje, mnozina hran

daného grafu je H = {{va,v3},{va,va}, {v2,v5},{vs,v5}, {va,v5},{vs,06}}. Stu-
pen vrchola je pocet hran, s ktorymi inciduje, teda deg vy = 0, degvy = 3, degvs =
=2, degvy = 2, degvs = 2, degvg = 1. [

Priklad 5.1.2 Nech graf G = (V, H) m4 aspoii dva vrcholy a nech pocet hran je
mensi nez pocet vrcholov. Ukdzme, ze graf G ma vrchol stupna 1 alebo 0.

Riesenie. Dokazme toto tvrdenie sporom. Predpokladajme, ze vrchol stupna 1

ani vrchol stupna 0 v grafe G' neexistuje. Teda kazdy vrchol v; ma stupen aspon
V]

2, degv; 2 2. Dosadime do vztahu 2|H| = Y degv; a dostaneme 2 |H| = 2|V,
k=1

¢o je v spore s predpokladom, ze graf ma menej hran nez vrcholov. [

Priklad 5.1.3 Nacrtnime diagramy grafov

a) K5,
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c) Kz,

)

d) K34.

,
Riesenie.

a) Graf K,, = (V, H) je kompletny graf, priom |V| =na |[H| = (}) (kazdé dva
vrcholy s susedné).

Diagram grafu Ks:

5P

b) Graf D,, = (V, H) je diskrétny graf, pricom |V| =n a |H| = 0.
Diagram grafu Dy:

c) Graf K, , = (V, H) je kompletny bipartitny graf, kde V.= V1UV,, |Vi| =m,
|V2| = n a H obsahuje vSetky také hrany {v;,v;}, ze v; € V1 a v; € Va.

Diagram grafu K3 4:

x

d) Graf G = (V, H) je komplement ku grafu G = (V, H), ¢o znamend, ze V =V
a HNH = (), pricom H obsahuje vSetky hrany, ktoré chybaju v grafe G k
tomu, aby to bol kompletny graf.

Diagram grafu K3 4:

)

Priklad 5.1.4 Nacrtnime diagramy



a)
b)

vSetkych podgrafov grafu Ko,

vsetkych faktorov grafu Ks.

Riesenie.

a)

Podgrafom grafu G = (V, H) je graf G; = (V4, H1), kde V; CV a H; C H.
Su styri podgrafy grafu Ks:

(%1 V2
V1 e e Ug
® U2
V1 e
Faktorom grafu G = (V, H) je podgraf G; = (V, Hy).
Je osem faktorov grafu Kj:
(%) U1 U1
V2 U3 V2 U3 V2 U3
(%) U1 U1
V2 U3 V2 @ U3 V2 ® U3
(o U1
e [ ]
V2 &——e U3 V2 e ® U3

Priklad 5.1.5 Urcme, ¢i dané dvojice grafov st izomorfné. Svoju odpoved zdo-
vodnime .

a)

48



Pk K%

RieSenie. Grafy povazujeme za izomorfné, ak sa lisia iba oznac¢enim svojich vr-
cholov a hran. Ak st izomorfné, snazime sa prekreslit diagram jedného z nich, inak

hladdame dévod, v ¢om sa lisia. Grafy vlavo ozna¢me G a grafy vpravo Gs.

a) Grafy st izomorfné. Najprv oznaéme vrcholy grafu G

vy vy

a potom prekreslime jeho diagram nasledovne:

Vs Vo

k) (551

U3, Vg

b) Grafy st izomorfné. Oznacme vrcholy grafu G a nésledne prekreslime jeho
diagram.
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U3

U3 V4 (%3 Vo V1

) V1 (%) 2

c¢) Tieto grafy nie si izomorfné, kedze v grafe G neexistuje kruznica nepérnej

dizky a v grafe Gy je kruznica dlzky tri.

d) Grafy nie si izomorfné, pretoze v grafe G; s vrcholom stuprtia tri susedia

vrcholy stupriov 1, 1 a 2 a v grafe G s vrcholom stupnia tri susedia vrcholy
stupniov 1, 2 a 2.

e) Ani tieto grafy nie st izomorfné, kedze v grafe Gy vrcholy stupiia tri nie si

susedné a v grafe G5 vrcholy stupna tri si susedné.

Priklad 5.1.6 Urcme, ¢i sa jednd o grafovi postupnost:

a) 5,8,4,0,4,3,1,2,15,2,4,3,5,2,2,

b) 4,1,2,5,4,4,2,3,

¢) 1,1,2,3,3,3,4,4,5,5,5.

Riesenie.

a)

Pocet vrcholov nenulového stupna je 14, teda najvacsi stupen vrchola v ta-
komto grafe moze byt 13. Kedze vrchol stupna 15 nemdze existovat, dand
postupnost nie je grafova.

Pocet vrcholov neparneho stupna je v kazdom grafe parny. Nakolko uvedend
postupnost obsahuje tri neparne ¢isla, nemoze sa jednat o grafova postup-
nost.

Pre tito postupnost pouzijeme viacnasobne Havlovu vetu, aby sme zistili, ¢i
sa jedna o grafovil postupnost. Pred kazdym pouzitim uvedenej vety skon-
trolujeme, ¢i postupnost je neklesajuca. Ak nie, preusporiadame jej Cleny.
Pokracujeme az dovtedy, kym nevieme o niektorej postupnosti s urcitostou
povedat, ¢i je alebo nie je grafova.

5,5,5,4,4,3,3,3,2,1,1

4,4,3,3,2,3,3,2,1,1 (pouzili sme Havlovu vetu)
4,4,3,3,3,3,2,2,1,1 (preusporiadali sme ¢leny)

3,2,2,2,3,2,2,1,1 (pouzili sme Havlovu vetu)
3,3,2,2,2,2,2,1,1 (preusporiadali sme ¢leny)

2,1,1,2,2,2,1,1 (pouzili sme Havlovu vetu)
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2,2,2,2,1,1,1,1 (preusporiadali sme ¢leny)

1,1,2,1,1,1,1 (pouzili sme Havlovu vetu)
2,1,1,1,1,1,1 (preusporiadali sme Cleny)
0,0,1,1,1,1 (pouzili sme Havlovu vetu)

O poslednej postupnosti vieme, ze je grafova, kedze vieme k nej nakreslit
diagram grafu

Potom aj postupnost zo zadania je grafova. [

Priklad 5.1.7 Pre aké x je postupnost 4,3, z,2,1 grafova?

Riesenie. Hladany graf m4 mat 5 vrcholov a stcet stupnov je péarne cislo, teda
x moze byt 2 alebo 4. Postupne nahradime x tymito ¢islami a pomocou Havlovej
vety zistime, ¢i sa jednd o grafovi postupnost.
r=2: 4,3,2,2,1
2,1,1,0
0,0,0 Tato postupnost je grafova.
r=4: 4,4,3,2,1
3,2,1,0 Tato postupnost nie je grafova.
Teda iba pre x = 2 je postupnost 4, 3, x, 2,1 grafova. [

Ulohy

5.1 Nakreslite diagram Tubovolného
a) pseudografu,
b) multigrafu,

c) grafu.

5.2 Nech graf G = (V, H) ma 5 vrcholov.
1. Moze graf G obsahovat sucasne vrcholy stupna 0 a 47
2. Ak mé graf G prave dva vrcholy rovnakého stupna, mézu to byt 0, 47

3. Je mozné, aby v grafe G mal kazdy vrchol iny stupen?
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5.3 Ukéazte, ze plati:

2|H|

— <M,
14

kde m je nejmensi stupeii a M je najvacsi stuperti vrchola v grafe G = (V, H).

A

m

5.4 Nech graf G = (V, H) m4 15 hrén. Uréte poCet vrcholov, ak jeho komplement
ma 13 hran.

5.5 Urcte, ¢i existuje faktor grafu K, taky, ktory je izomorfny so svojim komple-
mentom.
5.6 Urcte, ¢i sa jedna o grafovi postupnost.
a) 2,4,2,1,2,8,7,2,4,5,3,3,0,4,

b) 5,5,5,4,4,4,4,3,3,2,1

d) 1,2,2,3,5,5,5,3

)
)
c) 4,4,3,3,3,2,2,2,1
)
c)

8,8,7,6,6,6,6,5,5,3,3,2,2,2,1,1,1

5.7 Sedem priatelov si slubilo, ze kazdy posle z dovolenky pohlanicu trom z ostat-
nych Siestich. Je mozné zariadif korespondenciu tak, aby kazdy pisal len tym,
od ktorych sam dostal postu a pritom trom?

5.8 Ktoré z uvedenych grafov si izomorfné?

L <o

5.9 Vo futbalovom turnaji hra 11 muzstiev. Je mozné, aby v urcitom ¢ase 6 muz-
stiev odohralo 4 zapasy, 3 muzstva 3 zapasy a 2 muzstva 2 zapasy?

5.10 Nacrtnite diagramy vsetkych neizomorfnych faktorov grafu Kj .

5.11 D4 sa graf pravidelného osemstena rozlozit na dva neizomorfné kvadratické
faktory.

5.12 Da sa Petersenov graf rozlozit na linearny a kvadraticky faktor?
Petersenov graf:
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Vysledky

5.1

5.2
1. Nie.
2. Nie.
3. Nie.

5.3 Plati m < degv; £ M pre lubovolny vrchol v;. Potom
mo V< S degv, < M|V
m- V| <2 |H| < M-V
m < %Hl‘ <M

5.4 8

5.5 Nie.

5.6
a) Nie. b) Ano. ¢) Ano. d) Ano. e) Ano.

5.7 Nie.



5.8 Iba G3 a G4 st izomorfné.

5.9 Nie.
5.10

5.11 Ano.

5.12 Ano.

5.2 Vzdialenost v grafe

Priklad 5.2.1 Uréme pocet komponentov grafu
a) Kj,
b) Da,
c) Ksg.

Riesenie. Komponentom grafu je jeho maximalne suvisly podgraf. Vyuzijeme
diagramy tychto grafov z prikladu

a) Kedze graf K35 je suvisly, tak mé jediny maximélne stvisly podgraf, a je nim
on sam.

b) Graf D4 nie je suvisly, mé Styri maximélne sivislé podgrafy, a st nimi jed-
notlivé vrcholy.

¢) Ani graf F3,4 nie je suvisly, ma dva maximélne suvislé podgrafy, jeden je
izomorfny s K3 a druhy s Kj. m
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Priklad 5.2.2 Pre dany graf G

napiSme maticu susednosti B a maticu incidencie A.

Riesenie. Vrcholy aj hrany mdme oznacené, mozeme napisat obe matice.
Matica incidencie:

1 11 11 00 00
1 0 000 0O0TO0OTUO
A— 01 0 0 01 0 0O
0 01 00 O 110
0 001 00 011
0 00 0O1 1101
Matica susednosti:
01 1 011
1 0 0 0 0 O
1 0 0 0 0 1
B= 1 0 00 1 1
1 0 01 0 1
1 01 1 1 0

Priklad 5.2.3 N&jdime (bez kreslenia diagramu) pomocou danej matice sused-
nosti grafu

011010
10 0 0 0 O
100 0 01
B = 0 000 01
10 0 0 0 O
0 01 100

vSetky dvojice vrcholov, ktorych vzdialenost je
a) vacsia ako 2,

b) mensia alebo rovnd ako 3,

¢) mensia ako 2,

d) rovnd 3.

Je dany graf suvisly?
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RieSenie. Pripo¢itanim jednotkovej matice E k matici B, vytvorme maticu B(!)

B —

O R O~
OO OO =
= O O = O
— O OoOOoOo
O OO O
— O, Rk OO

Postupne budeme vytvarat dalsie mocniny B*) matice B podla vztahu B*) =
= B*+=D . BM pricom ndsobenie a séitanie je booleovské.
(k)
ij
= 0 préave vtedy, ked vzdialenost d(v;,v;) > k.

Plati, 7e prvok by;’ v matici BX*) je 1 prave vtedy, ked vzdialenost d(v;, vj) Sk,
(k)
ij

7Z toho vyplyva, ze graf je suvisly prave vtedy, ked v matici BUYVI=1 sy iba
jednotky.

Postupne dostavame nasledujtice matice.

resp. b

1 110 1 1
111010
@_pn. poy_| 1 1 10 11
BT =575 00010 1
111010
1 01101
11 1 1 1 1
1110 1 1
1111 11
B _ p® . gl _
BY =575 10110 1
1110 1 1
11 1 1 1 1
111111
11 11 1 1
@ _pe . po_| 1111 11
BE=B"-B7=1 111111
1111 11
111111

Teraz sa mozeme vratit k odpovediam na otazky nasho zadania.

a) Vzdialenost d(v;,v;) je viicsia ako 2 prave vtedy, ked v matici B je bg) =0.
Jedna sa o nasledujice dvojice vrcholov: {v1,v4}, {va,v4}, {v2,v6}, {vs,v4},
{'04, U5}7 {’U57 /06}'

b) Vzdialenost d(v;,v;) je mensia alebo rovna ako 3 prave vtedy, ked v matici

iy p(3)
B®) je b =1.
Jedn4 sa o vSetky dvojice vrcholov okrem {vq, vs} a {vg,v5}.
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c) Vzdialenost d(v;,v;) je mensia ako 2 (t. j. menSia alebo rovné ako 1) préve
vtedy, ked v matici BV je bg;) =1
Jednd sa o nasledujice dvojice vrcholov: {vy,v1}, {v1,v2}, {v1,vs}, {v1,vs5},
{vo,v2}, {vs,v3}, {vs,v6}, {vs,v5}, {vs,v6}.

d) Vzdialenost d(v;,v;) je rovnad 3 (t. j. mensia alebo rovnd ako 3 a zdroven
vacsia ako 2) prave vtedy, ked v matici B®) je bg) = 0 a zaroven prvok v

® _ 1.

ij

Jedna sa o dvojice vrcholov: {v1,v4}, {va,v6}, {vs,va}, {vs,v6}-

nasledujticej matici B®) na tej istej pozicii b

Matica B™) obsahuje iba jednotky, teda aj matica B(®) bude obsahovat iba

jednotky, teda sa jednd o suvisly graf. [
Ulohy
5.1 Pre dany graf G
U2
h
U3 hg h3 U6
hs
V4 h4 U

napiste maticu susednosti B a maticu incidencie A.

5.2 N4jdime pomocou matice susednosti grafu (bez kreslenia diagramu)

01 00 0O
101 100
01 0101
B = 011010
0 00101
0 000 1O

vsetky dvojice vrcholov, ktorych vzdialenost je
a) vacsia ako 3,
b) najviac 4,
¢) rovnd 3.

5.3 Majme dany graf pomocou matice susednosti

01 00 0O
100 0 00O
000100
B= 0 00001
0 00101
000110



Bez kreslenia diagranu zistite, ¢i dany graf je savisly.

5.4 Néajdime vsetky dvojice vrcholov, ktorych vzdialenost je vicsia ako 2 v grafe,
ktorého matica susednosti je

&

I
= _= 0 = O
O R = OR
[N e Noll )
[ NeNol
OO OO

Vysledky
0 0 0 00O 000 0 0 O
1 11 00 001 110
1 0 0 0 O 01 0 0 0 O
5.1 A= 01 01 0 [ B= 01 0 010
00 1 11 01 0 1 0 1
0 00 01 000 0 0 O
5.2

a) {v1,vs},

b) vSetky dvojice vrcholov,
c¢) {vi,vs}, {va,v6}, {v3,v6}-

5.3 Graf nie je sivisly.

5.4 {’03,1}5}.

5.3 Stromy a kostry

Priklad 5.3.1 Nacrtnime vSetky navzajom neizomorfné stromy s najviac 5 hra-
nami.

Riesenie. Stromom je suvisly graf bez kruznic.
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Priklad 5.3.2 Nacrtnime diagram Iubovolnej kostry grafu
a) K3,47
b) F374.

Riesenie. Kostra grafu je faktor, ktory je stromom. Teda je to stuvisly podgraf
bez kruznic obsahujici vsetky vrcholy.

a) Jedna z kostier grafu Kj 4:

b) Graf K34 nemd kostru, nakolko to nie je stvisly graf. [

Priklad 5.3.3 N4jdime pocet kostier grafu, ktorého diagram je

Riesenie. Najprv napiseme maticu susednosti B daného grafu a diagondlnu ma-
ticu D, ktord mé na hlavnej diagonéle stupne vrcholov:

59



01 0 01 2 0 0 00
1 01 11 04 000
B=]10101 0], D=| 00 2 0 0
01 101 000 30
11 010 0 0 0 0 3

Pocet kostier grafu vypocitame ako determinant matice (D — B);, ¢o oznacuje
maticu, ktora ziskame z matice D — B odstranenim i—tého riadku a i—tého stlpca.
Zvolme i = 2 (obsahuje najviac nenulovych prvkov).

2 -1 0 0 -1 9 0 0 1
-1 4 -1 -1 -1 0 9 _1 0
det(D — B)s = det 0 -1 2 -1 0 = =
0 -1 3 -1
0 -1 -1 3 —1 1 0 —1 3
-1 -1 0 —1 3

2 -1 0 0o 2 -1

2-(=D*H -1 3 —1|-(-DY] 0 -1 3 |=2-(18-2-3)+(-6+1)
0 -1 3 -1 0 -1

= 21.

Dany graf ma 21 kostier. m

Priklad 5.3.4 Urc¢me priemer, polomer a stred nasledujtcich grafov:

2)

Riesenie.

a) Vypoditame excentricitu e(v) pre kazdy vrchol v daného grafu podla vztahu
e(v) = mazyeyd(v,u). Potom uréime priemer grafu P(G) = max,cyve(v),
polomer grafu r(G) = min,cve(v) a stredom nazyvame kazdy vrchol v, pre
ktory plati e(v) = r(G).
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V nasom grafe pre kazdy vrchol v je e(v) = 2. Teda P(G) = r(G) a kazdy
vrchol je aj stredom daného grafu.

b) Dany graf je stromom, najprv oznacime jeho vrcholy.

{”12 V13 {"‘N {l‘m {'ylh

vo Vige

U1

Kedze dany graf je strom, mézeme postupovat tak, ze vytvorime grafy Gy, Go, . ..

a to tak, ze vzdy v predchadzajicom grafu vynechdme vrcholy stupna 1 a aj
hrany, ktoré s nimi inciduji. Vynechané vrcholy patrili k najvzdialenejsim.
Kazdym takym vynechanim sa priemer nového grafu znizi o dva a polomer
o jedna. Postupujeme dovtedy, kym neziskame jednovrcholovy resp. dvojvr-
cholovy strom. Pre nas graf dostavame tymto postupom nasledujice grafy:

G )

v U1 () U3 ‘:,4
V10

G

G3

Pre tento posledny graf G3 uréime priemer, polomer a stred. P(G3) =
= r(G3) = 1, stredy si oba vrcholy vy, vs. Teraz uréime priemer a polomer
predchédzajicich grafov. Teda P(G3) = 3, r(G2) =2, P(G1) =5, r(G1) =3
a P(G) =7 ar(G) = 4. Stredy grafu G st rovnaké ako stredy grafu Gs. =

Ulohy

5.1 Aky je pocet kostier grafu Ks5?
5.2 Nagcrtnite diagramy vsetkych neizomorfnych kostier grafu K.
5.3 Nacrtnite diagramy vsetkych kostier grafu Kjy.

5.4 N4jdite pocet kostier grafu, ktorého diagram je
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5.5 Néjdite pocet kostier grafu, ktorého diagram je

Nacrtnite jednu z nich.

5.6 Néjdite pocet kostier grafu, ktorého matica susednosti je

01 0010
101 000
01 0101
B= 001 0 0O
10 0 0 0O
001 00O

5.7 Nacrtnite diagram grafu s 3 mostami a 4 artikuldciami.

5.8 Nagcrtnite strom, ktory je hviezdou na 7 vrcholoch. Ktoré vrcholy s listami?

Vysledky

5.1 125

5.2 Neizomorfné kostry grafu Kjy:

5.3 Kostry grafu Kjy:
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v2 1 v2 U1 V2 1 Vo I

U3 Uy U3 Uy v3 Uy U3 Uy
v2 U1 v2 U1 U2 U1 U2 U1
N - 000 4
. . - 4
v3 V4 v3 (3 U3 N U3 V4
v v1 v vy Vo U1 v U1
U3 Vg U3 Vg U3 Vg U3 Vg
v vy v V1 ) U1 Vo V1
v3 Uy 3 Uy U3 Uy v3 Vg
5.4 12
5.5 35
5.61

5.7 Ponechavame na citatela.

5.8 Listami st vsetky vrcholy stupna 1.

5.4 Hamiltonovské, eulerovské, planarne grafy

Priklad 5.4.1 Uréme, ¢i sa jedna o eulerovské a/alebo hamiltonovské grafy.
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Riesenie.

a)

b)

Kazdy vrchol ma parny stupen, teda graf je eulerovsky. A tento graf je aj
hamiltonovsky, nakolko kazdy vrchol mé stupen aspon % .

Graf nie je eulerovsky, lebo vrcholy maji neparne stupne. Tento graf je

hamiltonovsky, kedze existuje hamiltonovskd kruznica (vyznadend zelenou
farbou).

—

Kazdy vrchol ma parny stupen, graf je eulerovsky. Graf nie je hamiltonov-
sky, nakolko neexistuje hamiltonovskd kruznica. Ak by existovala, musela by
obsahovat vSetky hrany vyznacené ¢ervenou (vdaka tomu, ze graf obsahuje
viacero vrcholov stupia dva), ¢o nie je mozné.
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Priklad 5.4.2 Ktoré z nasledujicich grafov st homeomorfné?

Gy

Gy Gy

.

Riesenie. Grafy G1, Gg a G7 st homeomorfné, kedze v Gg staci pridat dva vrcholy
stupna dva, ktoré vznikni rozpoltenim dvoch hran (st vyznacené éervenou farbou),
v (7 staci pridat tri vrcholy stupna dva, ktoré vzniknt rozpoltenim troch hran a v
G stadi pridat jeden vrchol stupna dva, ktory vznikne rozpoltenim jednej hrany.
Takto ziskané grafy budu izomorfné.

G1

Grafy Go, G3, G4 a G5 su homeomorfné, kedze Gy, G4 a G5 si izomorfné,
vSetky tri vznikli z K4 rozpoltenim dvoch susednych hran a v Gz staci pridat jeden
vrchol stupna dva, ktory vznikne rozpoltenim jednej hrany a tym bude izomorfny
s ostatnymi.
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Priklad 5.4.3 Urcéme, ¢i dany graf je plandrny. Ak je plandrny, prekreslime jeho
diagram bez pretinania hran, inak ndjdime jeho podgraf, ktory je homeomorfny
bud s grafom K3 3 alebo s grafom Ks.

a)

Riesenie. Podla Kuratowského vety plati, ze graf je plandrny prave vtedy, ked
neobsahuje podgraf homeomorfny ani s K33 ani s Ks.

a) Diagram tohto grafu vieme prekreslit bez pretinania sa hrén, teda dany graf
je planarny.

b) Graf je izomorfny s grafom K3 3, teda nie je plandrny.

¢) Tento graf je homeomorfny s grafom K3 3, teda tiez nie je planarny.
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d) Ani tento graf nie je plandrny, kedZe obsahuje podgraf (vznikne odobratim
jednej hrany a jedného vrchola) homeomorfny s K3 3. L]

Priklad 5.4.4 Ukazme, Ze pre lubovolny, suvisly, planarny graf G = (V, H) plati
H| <3|V —6.

Riesenie. Ozna¢me S mnozinu stien grafu planarneho grafu. Kazda stena planar-
neho grafu mé na obvode aspon 3 hrany, pricom kazdi hranu zapocitavame do
dvoch prilahlych stien. Teda plati : 2|H| = 3|S|, z ¢oho 2 |H| = |S|. Dosadme do
Eulerovho vztahu [H| — [V| + 2 = [S| a dostdvame 2 |H| 2 |S| = [H| — |V + 2.
Teda —3% |H| = — |V| + 2, odtial |[H| < 3|V|— 6. "

Priklad 5.4.5 Pomocou predchidzajtceho prikladu ukdzme, ze graf K5 nie
je plandrny.

Riesenie. Graf K5 mé 5 vrcholov a 10 hran. Vyuzijeme obmenené tvrdenie pri-
kladu Kedze neplati 10 < 3 -5 — 6, tak nemoze byt plandrny. L]

Priklad 5.4.6 Diagram pravidelného, stivislého, plandrneho grafu s 30 hranami
rozdeluje rovinu na 20 oblasti. Aké st stupne vrcholov tohto grafu?

RieSenie. Mdme dané |H| = 30, |S| = 20. Pre Tubovolny vrchol v; je degv; = k.
V]

Dosadime do vzorca 2 |[H| = Y degv; a dostévame 2-30 = k- |V|, odtial [V| = 8.
k=1

Pouzijeme Eulerov vzorec |S| = |H|—|V|+ 2. Potom 20 = 30 — 8 + 2. Dost4vame
k = 5. Teda kazdy vrchol grafu ma stupen 5. =

Ulohy

5.1 Ukézte, ze pre lubovolny, suvisly, plandrny graf bez trojuholnikov plati |H| <
< 3|V|-6.

5.2 Pomocou predchadzajticeho prikladu ukazte, ze graf K3 3 nie je planarny.

5.3 Ukazte, ze planarny graf, ktorého kazdy vrchol mé stupen 5, musi mat naj-
menej 12 hréan.

5.4 Ak4 je nutnd a postacujica podmienka, aby graf K, , bol plandrny?

5.5 Urcte, ¢i dany graf je plandrny. Ak je plandrny, prekreslite jeho diagram bez
pretinania hran, inak nédjdite jeho podgraf, ktory je izomorfny bud s K33
alebo s K.
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d) K~
5.6 Najdite pravidelny graf stupta 4, ktory je plandrny a mé najmensi mozny
pocet vrcholov.
5.7 Vynechajte z grafu K33 resp. K5 jednu hranu a ukézte, Ze je plandrny.

5.8 Je Petersenov graf planarny? Svoju odpoved zdovodnite.

Vysledky

5.1 Kedze graf neobsahuje trojuholniky, kazda stena plandrneho grafu mé na ob-
vode aspon 4 hrany, pricom kazdt hranu zapocitavame do dvoch prilahlych
stien. Teda plati : 2 |H| = 4|S|, z ¢oho  |H| = |S|. Dosadenim do Eulerovho
vztahu dostaneme i |[H| 2 [H| — |V|+ 2. Teda —3|H| = —|V| + 2, odtial
H| < 2|V]| 4.

5.2 Ponechavame na citatela.
5.3 Ponechavame na citatela.
5.4 min{m,n} < 2.

5.5

a) Nie. Obsahuje podgraf homeomorfny s K3 3.
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b) Nie. Obsahuje podgraf homeomorfny s K.

c¢) Nie. Obsahuje podgraf homeomorfny s K 3.

d) Nie. Obsahuje podgraf K.

5.6

5.7 Ponechiavame na citatela.

5.8 Nie.
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Kapitola 6

Digrafy

6.1 Zakladné pojmy

Priklad 6.1.1 Majme diagram digrafu G = (V, H).
V2

U3 U6

Vg U5
Napisme vonkajsie a vnutorné stupne vsetkych vrcholov. Je niektory vrchol
rovnovazny alebo pramen alebo tstie? Napisme nejaky sled, spojenie, orientovany
tah, drahu a cyklus.

RieSenie. Mnozina vrcholov je V' = {v1,va,v3,v4, v5,v6}. Kazdi (orientovanii)
hranu zapiseme pomocou dvoch vrcholov, pricom prvy vrchol je zac¢iato¢ny vrchol
hrany a druhy vrchol je koncovy vrchol hran. Mnozina hréan daného grafu je H =
= {(v3,v2), (v4,v2), (v2,v5), (v5,v3), (vs,v4), (v6, V5),, (v3,v1)}. Vonkajsi stupen
vrchola v, ozn. §*(v) je pocet hrdn, ktorych vrchol v je zadiatoénym a vnitorny
stupen vrchola v, ozn. §~ (v) je pocet hran, ktorych vrchol v je koncovym. Teda
5+(’Ul) =0, 6+(’02) =1, 6+(’03) = 2, 5+(U4) =1, 5+(U5) = 2, 5+(1}6) =1lad"
—(or) =1, 0 (v2) = 2, 5 (v3) = 1, 5 (vg) = 1, 5 (vs) = 2, 6 () = 0.

Vrcholy vy, v5 st rovnovazné, nakolko maji rovnaké vonkajsie a vnttorné stupne.
Vrcholy v; je Gstim, kedZze mé kladny iba vnutorny stupen. Vrcholy vg je prame-
nom, lebo mé kladny iba vonkajsi stupen.

Sled v digrafe je takd postupnost vrcholov a hran, kterej odpovedajica po-
stupnost po zruseni orientacie je sledom v grafe, napr. vy, vs, v3, v1,v3. Spojenie
v digrafe je sled, v ktorom sa zachovava orientdcia hran, napr. vs,vs, v, vs, v4.
Orientovany tah v digrafe je spojenie, ktorému po zruseni orientécie odpovedd
sled v grafe, napr. vy, vs, v3, V2, U5, v. Draha v digrafe je spojenie, ktorému po
zruseni orientacie odpoveda cesta v grafe, napr. vs, vg, v2, v3,v1. Cyklus v digrafe
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je uzavreta dréha, napr. vy, V2, Us, V4. [

Priklad 6.1.2 Urc¢me, ¢i dany digraf je acyklicky.

Riesenie. Digraf sa nazyva acyklicky prave vtedy, ked neobsahuje cyklus.

Existuje nutné a postac¢ujica podmienka pre urcenie toho, ¢i digraf je acyklicky,
a to, ze vrcholy digrafu vieme oznagcit ¢islami 1,2, ...|V]| tak, Ze kazd4 hrana (i, j)
spitia podmienku i < 7.

Pokusme sa najst také ocislovanie. Ak vrcholy takto ocislujeme, dany digraf je
acyklicky. Ak také ocislovanie neexistuje, znamen4 to, Ze digraf nie je acyklicky.
Kedze vieme, ze v acyklickom digrafe existuje pramen, budeme postupovat tak,
ze tento pramen ocislujeme c¢islom 1 a odstranime vsetky hrany, ktoré z neho
vychadzaji. V takto ziskanom digrafe opat ndjdeme pramen, dime mu ¢islo 2
a znovu odstranime vsetky hrany, ktoré z neho vychddzaju. Postup opakujeme,
az kym nemame ocislované vsetky vrcholy resp. v niektorom dalSom digrafe uz
nevieme najst pramen, ¢o znamena, ze tam existuje cyklus, a teda pévodny digraf
nie je acyklicky.

Predchédzajicim postupom dostavame digrafy:

2 2

1 Z ; ’ \ i r . L]
L] L] ° L]
1 1 3 1

403 : o4 2 T 42
\ L] .\ L] ° ] L]
3 1 3 1 3 6 1

Posledny digraf neobsahuje ziadnu hranu a mé vsetky vrcholy oc¢islované, teda
povodny digraf je acyklicky. m

Priklad 6.1.3 Pre dany digraf é, ktorého diagram je
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napiSme maticu susednosti B a maticu incidencie A.

RieSenie. Vrcholy aj hrany st oznacené, mbézeme napisat obe matice.
Matica incidencie:

-1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 1
A= 0 0 0 0 -1 1 1 0
1 0 -1 -1 0 0 -1 0
0 -1 0 1 0 -1 0 1
Matica susednosti:
00 0 0 1
001 10
B=]1 000 11
1 0 0 00O
01 0 1 0

Ulohy

6.1 Nacrtnite diagram digrafu, ktorého matica susednosti je

01 000
00110
B=]101 0 00
001 01
001 10

6.2 Urcte, ¢i digraf z tlohy [6.1] je silne stvisly.
6.3 Zistite, ¢i dany digraf je acyklicky:

2)

72



6.4 Nacrtnite diagramy vSetkych neizomorfnych suvislych digrafov na troch vr-
choloch.

Vysledky

6.1
6.2 Nie je.
6.3

a) Ano.

b) Nie.

6.4

6.2 Stromy a kostry

Priklad 6.2.1 N&ajdime pocet vSetkych roznych kostier digrafu Gz prikladu
Nacrtnite diagram jednej z nich.

RieSenie. Podet vietkych roznych kostier digrafu G, ozn. p(T) = det(A - AT), =
= det(D—B—B7);, kde A je matica incidencie, B je matica susednosti, D = (d; ;)
je diadondlna matica s prvkami d;; = 6% (v;) + 6~ (v;), pricom (A - AT); resp.
(D — B— BT), je matica, vytvorend z matice A- AT resp. D — B — BT vynechanim
i-tého riadku a i-tého stipca, pre Iubovolné i €.

Vynésobme matice A - AT =
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-1 0 0 1 0
-1 1 0 0 0 0 0 0 (1)(1)87(1)_(1)
o 0 1 0 1 0 0 -1 0 0 0 -1 1
=/ 0 0 0 0 -1 1 1 0 =
0 1 -1 0 0
1 0 -1 -1 0 0 -1 0 0 0 1 0 1
0o -1 0 1 0 -1 0 1 0 0 1 -1 o
0 -1 0 o0 1

2 0 0 -1 -1

0 3 -1 -1 -1

= 0 -1 3 -1 -1

-1 -1 -1 4 -1

-1 -1 -1 -1 4
Kedze chceme vynechat i—ty riadkok a i—ty stipec, zvolime ¢ tak, aby ziskana
matica mala ¢o najviac nulovych prvkov. Zvolme i = 5 a ziskany determinant

vypocitajme rozvojom podla prvého riadku.
2 0 0 -1

» 0 3 -1 -1 3 -1 -l
p(T) = det(A-AT)5 = 0 -1 3 -1|= 2. (-t -1 3 -1 |+
-1 -1 -1 4 -b-d
0o 3 -1
+(=1) - (=1)1+4. 0 -1 31=2-(36-1-1-3-3-4)+(-9+1) = 40.
-1 -1 -1
Dany digraf ma 40 réznych kostier.
Diagram jednej z nich:
Uy Us
U1 V2 U3 ]

Priklad 6.2.2 Vypocitajme pocet vsetkych réznych korenovych kostier digrafu G
z prikladu s korenom

a) V2,
b) V4.
Nacrtnite vSetky korenové kostry s korenom wvy.

Riesenie. Pocet vSetkych roznych koreniovych kostier digrafu G s korefiom v, OZN.
p(Ty,) = det(K;), je kde K = (k;;) je matica rddu n, kde

ki — 5_(vi) 1=
Y by i # J,
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pricom K; je matica vytvorend z matice K vynechanim i—tého riadku a i—tého
Stipca.

1 o 0 0 -1
0 1 -1 -1 0
Napisme maticu K = 0 0 1 -1 -1
-1 o 0 3 0
0 -1 0 -1 2
é (1) _(1) j 1 -1 -1 01 -1
a) p(Ty,) = det(Ks) = 10 3 ol7 0 3 0|+ -1 0 3
00 -1 9 0 -1 2 0 0 -1
=6—1=35,
o 11 of_| 110
b) p(Ty,) = det(Ky) = 0 0 1 1= 0 -1 (=1
0 -1 0 2 -1 2

Dany digraf ma pét réznych korenovych kostier s korenom vs a jednu s korennom

v4. Teraz nacrtnime korenovu kostru s korenom vy.
V4 Vs

U1 V2 U3 n

Priklad 6.2.3 Majme bindrny strom dany diagramom:

Uréme, ktoré vrcholy su listy. Vypocitajte jeho hibku, vonkajsiu dizku a vnui-
tornu dlzku.

Riesenie.
Korenom tohto stromu je vrchol vys.
Mnozina listov (vntitornych vrcholov) je Vo = {v1, va, v4, U5, v7, Vs, Vg, V11 }.
Mnozina vonkajsich vrcholov je V; = {vs, vg, v10, V12, V13, V14, V15 }-
Hibka binarneho stromu hi(T,,,) = maxuevd(vl_g:, u) = 5.
Vonkajsia dizka E(T,.) = 3. d(vis,u) =243 +5+5+4+2+3+3=22.
ueVe
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Vnttorné dizka I(T,,.) = 32 d{vis,u) =14+2+3+4+142=13. -
ueV;
Ulohy

6.1 Najdite pocet vsetkych roznych kostier digrafu é, ktorého diagram je na ob-
razku. Nacrtnite jednu z nich.

6.2 Vypocitajte pocet vSetkych roznych korenovych kostier digrafu Gz ulohy
s korenom

a) vs,

b) V4.

Vysledky

6.1 24.
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